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Losungen zur Funktionalanalysis Blatt 12

46. Secien X und Y normierte Rdume und J: X — Y ein Isomorphismus. Zeige:

(a)

Genau dann gilt || J|| < 1 und ||[J7}| < 1, wenn J isometrisch ist.

Losung: Sei J isometrisch. Dann ist || Jz|| = ||z|| und also ||.J|| < 1. Ebenso ist dann
J~1 eine Isometrie, also ||J1|| < 1.

Gelte nun umgekehrt ||J|| < 1 und ||J7Y| < 1. Fiir 2 € X gilt dann ||Jz|| < ||z]|
und ||z|| = ||J 7 Jx|| < ||Jz||, also || Jz| = ||z||. Damit ist J isometrisch.

Ist X # {0}, p € Y und ¢y = 9o J, soist ¥ € X' und es gilt genauer sogar
—1n—1 . .

HJ 1H lloll < [l < || 7]| lll- Ist J sogar isometrisch, so folgt ||| = ||¢]|-

Loésung: Nach der Ungleichung fiir Produkte von Operatoren gilt ||| < ||| ||.]]|-

Wegen ¢ = 1oJ ! folgt analog ||| < ||| HJfl , was die Behauptung zeigt; beach-

te, dass aus X # {0} auch J # 0 und daher ||J~!|| > 0 folgt. Die Zusatzbehauptung
folgt nun aus dem ersten Aufgabenteil.

47. Sei 1 < p < 0. Zu g € L (Q) definiere ©q(f) := Jo fg. Laut Vorlesung ist g — ¢4 eine
stetige lineare Abbildung von L” (Q) nach LP(Q)' mit [J¢y|| < ||gll,. Zeige:

(a)

Sei p # 1 oder (2, %, 1) o-endlich. Dann ist |¢g]| = ||g||,-
Losung: Der Fall g = 0 ist trivial. Sei also im Folgenden g # 0 und daher ||g||,y > 0.

Sei zuerst p = oo, also g € L(Q). Definiere f := %‘]l{g?éo}. Dann ist f € L*(Q)
und || f]|eo < 1. Daraus folgt

looll = 0o(f) = /{ g =g

970

Sei nun ]_ < p < 00 und q = p/ — 1%7 also g c Lq(Q) Deﬁniere f = % ]]-{g;ﬁ()}

Dann ist |f|P = |g[P4=1) = |g]%, also f € LP(Q) und | f|[h = ||g||%. Daraus folgt

gl IIQIIZ/” > @q(f) = / 9|7 dp = ||gl|2.
{g#0}

Es exgibt sich also oy > [lglli™"" = lglls

Sei schlieklich p = 1 und (2, X, 1) o-endlich. Wahle eine Folge (A;) in ¥ mit den
Eigenschaften p(A,) < oo und (J;2; A, = Q. Sei a < [|g|loo und B := {|g| > a}.
Definiere B,, := BN A,. Dann ist u(B,) < oo und daher f, := % 1p, € LY(Q) mit
| fnlli = pn(By). Daraus folgt

gl 1(Bn) = llegll [ fully = #g(fn) = / gl dp = au(By).

n

Nach Definition von ||g||ec ist u(B) > 0. Also ist u(By,) > 0 fiir ein n € IN, da ande-
renfalls B eine Nullmenge wire. Daher kann man aus obiger Ungleichung ||¢4|| > «
schlussfolgern. Weil dies fiir jedes o < ||g|oo richtig ist, ergibt sich |[og]| > [|g]]so-

Es gibt einen Mafraum (€, %, 1) und g € L*(2) mit ||¢g]| # [|9]/co-
Tipp: Betrachte beispielsweise {2 = R mit dem Lebesguemafl p = A und der o-
Algebra 3 = {0, Q}.



48.

49.

Losung: Sei (£2, %, 1) wie im Tipp. Dann sind die messbaren Funktionen gerade die
konstanten Funktionen. Sei nimlich f ¥-messbar und y := £(0). Dann ist f~!({y})
eine nicht-leere Menge in ¥, also f~!({y}) = Q. Dies zeigt, dass f(z) = y gilt.
Nun ist es nicht schwer zu sehen, dass L'(Q, %, u) = {0} gilt und die Einsfunktion
g:=1q in L®(Q, X, u) liegt. Offenbar ist dann ¢, (f) = 0 fiir alle f € LY(Q, %, p),
also ¢y = 0. Damit ist ||pg]| =0 <1 = ||g||oo-

Sei H ein Hilbertraum, T' € Z(H). Zeige, dass * € H mit ||z|| = 1 genau dann ein
Eigenvektor von T ist, wenn |(Tz|z)| = ||Tz|| gilt!
Tipp: Man kann den Eigenwert raten und dann nachrechnen, dass |7z — Az||? = 0 gilt.

Losung: Sei zuerst x ein Eigenvektor von T', also Tz = Az mit A € K. Dann ist

(Tz|z)| = [(Azfz)| = |A| = [|Az]| = [|T=]|.

Es gelte nun umgekehrt |(Tz|x)| = ||Tz||. Fir jede Zahl A € K gilt
| T2z — Az||* = | Tz||? — 2Re (Tz|Az) + |Az||* = |(Tz]z) > — 2Re X (Tz|z) + [A]*.

Setzt man speziell A := (T'z|z) ein, erhilt man ||Tz — A\z||? = 0, also Tz = Az. Damit ist
x ein Eigenvektor zum Eigenwert A = (T'z|z).

Bemerkung: Man kann dies so auch zeigen, indem man bemerkt, dass die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung | (z|y) | < ||z]| ||y|| genau dann zur Gleichung wird, wenn die Vekto-
ren x und y linear abhéngig sind. Vergleiche dazu Aufgabe 30.

Seil < p < oco. Zuy € 7 definiere oy(x) == > 00 xpyn. Zeige, dass die Zuordnung
Y — y ein isometrischer Isomorphismus von 2% nach () ist!
Tipp: Fiir die Surjektivitdt kann man y, := ¢(ey) definieren und ¢ = ¢, nachrechnen.

Losung: Weil (IN,P(IN), () ein o-endlicher Mafraum ist, folgt aus der Vorlesung und
Aufgabenteil 47 (a), dass die Zuordnung wohldefiniert und isometrisch ist. Es bleibt also
nur noch die Surjektivitét zu zeigen.

Sei dazu ¢ € (¢P), q := p' und y,, := p(e,). Wir zeigen, dass y := (y,) in £7 liegt. Fiir
q = oo folgt dies aus |yn| < |||l llenll = |l¢||. Sei also fiir den Moment ¢ < oo, also

p= qqu > 1. Sei N € IN und definiere z,, := %Ln‘q fiir ¥, # 0 und n < N; in den anderen
Fillen sei x,, := 0. Dann liegt = := (x,,) in 7 mit

0o N N
2[5 = lwnlP =D a0 = [yal®.
n=1 n=1 n=1

Zudem folgt

N 1p N N
ol (Z |ynrQ) — Nl lall, > o) = 3 nplen) = 3 loal”,
n=1 n=1 n=1

also nach Umstellen

N 1

> lunl? < el =7 = flg].

n=1
Weil N beliebig war, folgt hieraus Y 7 | |y,|? < 00, also y € £2. Somit gilt fiir 1 < p < oo,
also fiir 1 < ¢ < oo stets y € £7, und damit ¢, € (/7). Nach Definition von y stimmen ¢
und ¢, auf der Menge {e,} und wegen Linearitdt daher auch auf der dichten Teilmenge
coo = span{e,} von (P iiberein. Weil beide Funktionale stetig sind, zeigt dies ¢ = ¢y
Damit ist die Surjektivitat von y — ¢, nachgewiesen.

()



Bonusaufgabe

(a)

Fiir g € (1, o0] gilt U, 7 # ¢4 und fiir p € [1, 00) gilt ¢ # (-, £4. Insbesondere ist (7 # (4
fiir p # q.

Losung: er benutzen, dass Y -, nla < 00 &quivalent zu o > 1 ist, und dass auferdem

>, W < oo gilt. Dies sollte aus dem Grundstudium bekannt sein. Der Beweis der
zweiten Behauptung Wird der Vollstandigkeit halber aber nochmals skizziert. Betrachte dazu

die Funktion f(x) = log( y fiir 2 > 1. Dann ist

2 + log(z)
22 log(x)3

Also ist f’ monoton fallend. Damit kann man das Integralkriterium fiir Reihenkonvergenz

anwenden und erhélt, dass die Reihe ) 7, W =32, f'(n) konvergiert, da das Integral

L5 () de = — f(2) + limg—oo f(2) = @ existiert.
Sei ¢ € (1,00]. Fiir ¢ = oo kann man die Folge x € £*° mit xz,, := 1 fiir alle n € IN wéhlen
und hat ein Element aus ¢*°\ |J P gefunden. Ist ¢ < oo, so setze z := (x,) mit z; :=0

und z,, =

fl(z) = und f"(z) = — < 0.

xlog(x)?

p<oo

W fiir n > 2. Dann ist nach obiger Uberlegung x € £9. Sei nun p < gq.
Setze o 1= % < 1 und wéhle § > 0 mit o + 8 < 1. Dann gilt flir hinreichend grofse Werte

von n, also n > ng, die Abschitzung log(n)*/¢ < n®. Damit folgt

[e.e] (o) o)

1 1
DThZ D g = Y e = O

n=1 n=no n=ngo

Also ist z & (P und wir haben ein Element in ¢\ |, ¢¥ gefunden.

Sei nun p € [1,00) beliebig. Betrachte die durch z,, := n% definierte Folge. Dann ist x ¢ /P,
aber wegen % > 1 gilt x € £9 fiir jedes ¢ > p. Also haben wir ein Element in ﬂq>p 09\ P
gefunden.

Fiir g € (1,00] gilt (., LP(0,1) # L9(0,1) und fiir p € [1, 00) gilt LP(0,1) #
Insbesondere ist Lp(O 1) # L9(0,1) fiir p # q.

o>p L0, 1).

Losung: Wie im ersten Aufgabenteil benutzen wir eine Klasse von Funktionen, bei denen
wir wissen, flir welche Parameter die zugehorigen Integrale existieren. Es ist bekannt, dass fiir
€ > 0 das Integral fo ~a genau dann konvergiert, wenn a < 1 ist. Es ist auféerdem einfach zu
sehen, dass fo W konvergiert, wenn man die Stammfunktion W des Integranden
kennt.

Sei g € (1,00]. Fiir ¢ = oo wéhle f(z) := log(z). Dann gibt es zu @ > 0 ein € > 0 mit
|f(z)] = |log(1/e)| < (1/2)* fiir © € (0,¢). Also st [; |[f[P < [5 -4 < oo fiir 0 < o < 1
Weil f auf [e, 1] sogar beschrankt ist, folgt daraus f € LP(0, 1) fiir jedes p € [1,00). Also ist
f€Mpeoo LP(0,1) \ L%(0,1). Ist aber g < oo, so wihle f(z) := ﬁ Dann ist f in LP(0,1)
fiir jedes p < g, aber nicht in L?(0,1), also ein Element in (,_, LP(0,1) \ L%(0,1).

Sei nun p € [1,00). Definiere f(z) := W. Dann ist f € LP(0,1). Fir ¢ > p ist
= % > 1. Wéhle 8 > 0 so, dass a — 3 > 1 ist. Es gibt £ > 0 mit der Eigenschaft, dass fiir

x < e die Abschiitzung |log(z/2)|*/? = |log(2/=)[>* < x% gilt. Damit folgt

|
|f|qu> 7”3 X _ .
0 q/p 0 T B

Also ist f € LP(0,1)\ U,~, L9(0,1).

q>p



