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Sei A eine Menge und Z?(A) ihre Potenzmenge. Zeige, dass es keine surjektive Abbildung
von A nach Z(A) gibt!

Tipp: Imitiere den Beweis der Russel’schen Antinomie.

Sei (Q, 3, 1) ein Makraum und F C ¥ eine o-Algebra. Wir schreiben E[X |F] € L1(Q, F, )
fiir die bedingte Erwartung von X € L'(Q, X, ) unter F. Zeige oder widerlege:
(a) Ist X € LY(Q, %, u) und Y € LY, %, ), so ist E[X|F] =Y genau dann, wenn Y
in LY(Q, F, u) liegt und [, X dp = [, Y dp fiir alle A € F mit p(A) < oo gilt.

(b) Fir Ae Fund X € L'(Q, %, p) gilt [, X du = [, E[X|F] dp.
(¢) E[X[|F] = |E[X]|F]|
(d) Sei A; € 2, i e N, mit Q=J2, 4, 4;NA; =0 firi+#jund 0 < p(4;) < co.

Sei F := o(A; : i € IN) die kleinste o-Algebra, die jedes A; enthilt. Dann ist

BIX|F] = 52 oy Ja, X du L, fiir X € LYQ, S, p).

Zeige, dass es Teilmengen (A;);e; von R mit folgenden Eigenschaften gibt: jedes A; ab-
zahlbar; sind 4,5 € I, so gilt A; C Aj oder A; C A;; J;cp Ai ist iiberabzdhlbar.

Tipp: Kann man das Lemma von Zorn auf die beziiglich Inklusion partiell geordnete
Menge der abzdhlbaren Teilmengen von R anwenden?

Ist H ein Hilbertraum und (x,,) eine Folge in H, so heifst (z,) schwach gegen x konvergent,
falls (z|y) — (x|y) fur alle y € H gilt, und man schreibt dafir z,, — x. Zeige:
(a) Eine Folge (z,,) in £? ist genau dann schwach konvergent, wenn sie beschrinkt ist
und komponentenweise konvergiert.
Tipp: Prinzip der gleichméfigen Beschranktheit und Satz von Riesz-Fréchet

(b) Ist (x,) eine beschriankte Folge in einem Hilbertraum, so besitzt (z,) eine schwach
konvergente Teilfolge.
Tipp: Betrachte zuerst ¢2, dann separable und schlieglich beliebige Hilbertriume.

(¢) Zu u € L*(R) definiere Dyu(x) = M Gibt es hy, > 0 mit h, — 0 und
(Dp,w)|(0,1) = v € L*(0,1), so ist u| g1y € H'(0,1) und v = v.

(d) Ist H ein reeller Hilbertraum, C' C H abgeschlossen und konvex und (x,,) eine Folge
in C mit , — x in H, so ist x € C.
Tipp: Man kann die Trennungssétze verwenden.

(e) Die Menge {u € L*(0,1) : |Ju||lcc < L} ist fiir jedes L > 0 eine abgeschlossene,
konvexe Teilmenge von L%(0,1).

(f) Ist u: [0,1] — R Lipschitz-stetig, so ist u € H(0,1) und u’ € L>=(0,1).

(g) u:(0,1) = R, u(z) := |2z — 1], liegt in H'(0,1). Bestimme die Ableitung!
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