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58. Sei U ein Unterraum eines normierten Vektorraums X und ϕ : U → K linear und stetig.
Zeige, dass U genau dann dicht in X ist, wenn es genau eine stetige lineare Fortsetzung
von ϕ auf X gibt! (2)

59. Sei X ein normierter Raum, U ein abgeschlossener Unterraum von X, V ein endlichdi-
mensionaler Unterraum von X und W := U + V . Zeige:
(a) W ist ein abgeschlossener Unterraum von X. (2)

(b) Ist U projezierbar, so auch W . (2)

60. Sei U := {(xk) ∈ `2 : kx2k−1 = x2k ∀k ∈ N} und V := {(xk) ∈ `2 : x2k−1 = 0 ∀k ∈ N}.
Zeige:
(a) U und V sind abgeschlossene, projezierbare Unterräume von `2. (2)

(b) U ∩ V = {0} (1)

(c) Ist x ∈ U ⊕ V , so ist (kx2k−1) ∈ `2. (1)

(d) U ⊕ V ist dicht in `2. (1)

(e) U ⊕ V ist nicht abgeschlossen. (1)

61. Sei X ein normierter Raum, ϕ ∈ X ′ und U := Kernϕ. Zeige:
(a) Gibt es ein y ∈ X mit ‖y‖ = 1 und ϕ(y) = ‖ϕ‖, so gibt es zu jedem x ∈ X ein

u ∈ U mit ‖x− u‖ = dist(x,U) = infv∈U ‖x− v‖. (2)

(b) Gibt es ein x 6∈ U und ein u ∈ U mit ‖x − u‖ = dist(x,U), so existiert ein y ∈ X
mit ‖y‖ = 1 und ϕ(y) = ‖ϕ‖. (2)

(c) Sei X = c0 und ϕ(x) :=
∑∞

k=1
xk

2k . Es gibt kein y ∈ c0 mit ‖y‖∞ = 1 und ϕ(y) = ‖ϕ‖.
(2)

(d) Sei X = L1(0, 1) und ϕ(f) :=
∫ 1
0 tf(t) dt. Es gibt kein g ∈ L1(0, 1) mit ‖g‖1 = 1

und ϕ(g) = ‖ϕ‖. (2)
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