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Ubungen Funktionalanalysis 2: Blatt 1

1. Sei X ein normierter Raum und f: Q@ — X, Q C R%, stetig. Zeige:

(a) Ist K C Q kompakt, so ist auch f(K) kompakt.

(b) Ist K C Q kompakt, so ist f auf K gleichméfig stetig.

(¢) Ist A C Q zusammenhéngend, so ist auch f(A) zusammenhéngend.
)

Die Funktion f ist separabel-wertig, d.h. es gibt einen separablen Unterraum U von
X mit f(Q2) CU.

(e) Ist (gn) eine Folge stetiger Funktionen g,: Q@ — X, die gleichméfig gegen eine
Funktion g: 2 — X konvergiert, so ist auch g stetig.

2. Riemann-Integral vektorwertiger Funktionen: Seien a < b reelle Zahlen und X ein normierter

Raum. Zu einer Funktion f: [a,b] — X und zu Zerlegungs- und Zwischenpunkten m,
T = ((z,-)fzo, (fi)le), alsoa =20 <& <21 <+ < zq <& < 2 = b definieren wir die
Riemann’sche Zwischensumme

k
S(f,m) =Y f&)(zi — zim1).
i=1
Wie iiblich bezeichne |7| := max;—1, . x(2; — 2zi—1) die Feinheit von 7. Wir sagen, dass eine
Funktion f: [a,b] — X Riemann-integrierbar ist und schreiben dafiir f € R([a,b]; X), falls
fiir jede Folge () von Zerlegungs- und Zwischenpunkten mit |m,| — 0 die Folge S(f, m,)
in X konvergiert. Zeige:

(a) Ist f € R([a,b]; X), so gibt es einen eindeutig bestimmten Vektor g in X mit der
Eigenschaft, dass fiir jede Folge (m,) von Zerlegungs- und Zwischenpunkten mit

|| — 0 gilt, dass S(f,7) gegen g konvergiert. Wir schreiben ff f=g.

(b) Ist f € R([a,b]; X), Y ein weiterer normierter Raum und 7': X — Y ein beschrénkter
linearer Operator, so ist T o f € R([a,b];Y) und es gilt f:(T of)= Tfab f.

(¢) Ist K C X abgeschlossen und konvex und ist f € R(]0,1]; X) mit f([0,1]) C K, so
ist fol fekK.

(d) Sei X = L*(0,1), [a,b] = [0,1], und f(t) := 1jg,. Die Funktion f ist Riemann-

integrierbar, aber nicht separabel-wertig. Was ist f; f? Wo liegen die Unstetigkeits-
stellen von f7

(e) Ist f:[a,b] — X stetig und X ein Banachraum, so ist f € R([a,b]; X). Bleibt die
Aussage richtig, wenn man nicht fordert, dass X vollstdndig ist?

(f) Es gibt einen Banachraum X, f € R([0,1]; X) und eine Lipschitz-stetige Funktion
v: X — R mit go f & R([a,b]). Kann man X = R wihlen?

(g) Sei X ein Banachraum und sei (f,,) eine Folge in R([a,b]; X), die gleichméfig gegen
eine Funktion f konvergiert. Dann ist f € R([a,b]; X ), und fab fn konvergiert gegen

2 f



3. Sei X ein Banachraum. Eine Funktion f: (a,b) — X heilst differenzierbar in ty € (a,b),
falls der Grenzwert f'(to) = limy_, %{O@O) existiert, und differenzierbar auf (a,b), falls f
in jedem Punkt ¢y € (a, b) differenzierbar ist. Im Folgenden sei f: (a,b) — X differenzierbar
auf (a,b). Zeige:

(a) Die Funktion f ist stetig auf (a,b).
(b) Ist Y ein weiterer Banachraum und T ein beschriankter linearer Operator von X
nach Y, so ist T o f differenzierbar und es gilt (T'o )’ =T o f'.

(c¢) Lasst sich f stetig auf [a,b] fortsetzen und gilt f' € R([a,b]; X), so ist f; =
f(0) = f(a).

(d) Ist f stetig differenzierbar auf [a,b] und gilt || f/(¢)|| < M fir alle t € (a,b), so ist
1F(b) — F@)ll < M(b—a). Tst stets f(b) — f(a) = /'(€)(b —a) fir ein € € (a,)?

(e) Ist f/(t) =0 fiir alle t € (a,b), so ist f konstant.

(f) Ist H := X ein Hilbertraum mit Skalarprodukt (- | -); und g: [a,b] — H eine weitere

differenzierbare Funktion, so ist auch (f | g), also die Funktion t — (f(t) | g(t)) .
differenzierbar. Wie lautet die Ableitung?
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