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Losungen Funktionalanalysis 2: Blatt 5

20. Sei X ein Banachraum, D(A) ein Unterraum von X, und sei A: D(A) — X linear. Zeige:

(a)

Der Vektorraum D(A) mit der Norm ||z|| 4 == ||z|| + || Az|| ist genau dann vollsténdig,
wenn A abgeschlossen ist.

Bemerkung: Die Norm || - ||4 heikt Graphennorm beziiglich A.

Losung: (D(A), || - ||a) ist isometrisch isomorph zu G(A) C X @; X. Folglich: A
abgeschlossen < G(A) abgeschlossen < G(A) vollstandig < (D(A), ||-]|4) vollsténdig.

Sei A bijektiv. Der Operator A™': X — X ist genau dann stetig, wenn A abgeschlos-
sen ist.

Losung: Sei A abgeschlossen. Dann sieht man schnell ein, dass auch A~! abgeschlos-
sen ist. Nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen ist somit A~! stetig.

Ist umgekehrt A~! stetig, so insbesondere auch abgeschlossen. Also ist auch A
abgeschlossen.

Bemerkung: Man kann auch argumentieren, dass A: (D(A),|| - []a) — X ein
stetig ist. Dann ist nach dem Satz von der beschrinkten Inversen auch A=!': X —
(D(A), || - ||a) stetig. Da (D(A), | - ||4) stetig nach X einbettet, zeigt dies ebenfalls
die Behauptung.

Sei A abgeschlossen und D(A) dicht in X. Dann ist A genau dann stetig, wenn
D(A) = X ist.

Losung: Ist D(A) = X, so ist A nach dem Satz vom abgeschlossenen Graphen
stetig.

Sei nun A stetig, abgeschlossen und dicht definiert. Sei x € X. Dann gibt es (z,,) in
D(A) mit z,, — =z, und insbesondere ist (z,,) eine Cauchy-Folge. Weil A auf dem
normierten Raum (D(A), || -||) stetig ist, ist A dort auch beschréankt und somit (Ax,,)
ebenfalls eine Cauchy-Folge, also konvergent in X gegen ein y. Weil A abgeschlossen
ist, folgt z € D(A) (und Az = y), insgesamt also X C D(A).

21. Sei X ein Banachraum, D(A) ein Unterraum von X, A: D(A) — X linear, und sei
T e Z(X). Zeige:

(a)

Der Operator T'— A mit Definitionsbereich D(T' — A) := D(A) ist genau dann
abgeschlossen, wenn A abgeschlossen ist.

Losung: Sei A abgeschlossen. Sei (z,,) eine Folge in D(T' — A) = D(A) die gegen x
konvergiert, und konvergiere (7' — A)x, gegen ein y. Wegen Stetigkeit konvergiert
dann Tz, gegen Tz und somit Az, = Tx, — (T — A)x, gegen Tx —y. Weil A
abgeschlossen ist, folgt € D(A) = D(T' — A) und Az =Tx —y, also (T — A)x = y.
Ist umgekehrt T'— A abgeschlossen, so ist nach dem bereits Bewiesenen auch T —
(T'— A) = A abgeschlossen.

Ist | T|| < 1, soist I — T invertierbar.

Lésung: Wie in der Vorlesung angegeben raten wir S = ) ° (7™ als Inverse.
Wegen ||T"|| < ||T'||™ konvergiert die Reihe in .Z(X). Zudem gilt wegen Stetigkeit
der Operatorkomposition

(I-T)S=S(I-T)= iT” - iT”“ =1.
n=0 n=0
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22. Sei (T

Die Resolventenmenge o(A) C R ist offen.
Losung: Sei \g € 9(A). Dann gilt fiir alle A € R

A—A=N—A) —Xo—N)=T—=A—No—A4) ") (A —A4)

Ist nun |A — \g| < € = [|[(Ao — A) 7| > 0, so sind beide Operatoren invertierbar.
Insbesondere ist dann A — A von D(A) nach X bijektiv und abgeschlossen, also
invertierbar. Folglich ist B(Ag,e) C o(A).

(t))t>0 eine Co-Halbgruppe auf einem Banachraum X und A ihr Generator. Es gelte

lim sup,_,o || 7(t) — I]| < 1. Zeige:

(a)

limy_oT(t) =1 in Z(X).

Tipp: Man kann die Identitéit 2(T(t) — I) = T(2t) — I — (T(t) — I)? ausnutzen.
Losung: Sei r == limsup,_,q ||T'(t) — I|| > 0. Aus der obigen Identitét, die man leicht
nachrechnet, folgt

2|T(t) — 1| < |T'(2t) = 1| + 1T (t) - I||*.

Bildet man auf beiden Seiten den Limes Superior mit ¢ — 0, erhélt man 2r < r + r2,
also r < r?, was fiir 7 > 0 nur bei r = 0 oder r > 1 moglich ist. Da nach Voraussetzung
r < 1 gilt, folgt » = 0, also T'(t) — I in Z(X).

Es gibt Ag € R mit (A — A)~! = [[e M T(t)dt fiir A > Ao.

Hinweis: Inbesondere ist zu zeigen, dass dieses Integral existiert.

Losung: Laut Vorlesung gibt es ein A\g € R mit ||7(t)|| < M e und
(A= A)lp = / M (1) dt
0

fir z € X und A > A\g. Weil ¢ — T'(t) nach dem ersten Aufgabenteil als Funktion
von [0,00) nach Z(X) stetig in ¢ = 0 ist, ist ¢ — T'(t) sogar auf [0, 00) stetig, was
man wie in der Vorlesung beweist. Also existiert das uneigentliche Integral

R ::/ e M T(t)dt
0

fiir A\ > X\g. Weil die Abbildung S + Sz auf (X)) stetig ist, folgt (A—A) "'z = Ryz,
also die Behauptung.

limy oo A(X — A)71 =T in Z(X).

Losung: Sei ¢ > 0 vorgegeben und ||T(t) — I|| < e fiir t € [0,4]. Seien w > 0
und M > 1 so gewihlt, dass |T(t)|| < Me“! fiir alle t > 0 gilt. Dann ist fiir
A > max{0,w, Ao}
o0 o0 o0
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Fiir hinreichend grofte Werte von A wird die rechte Seite beliebig klein.

Bemerkung: Man konnte die Aussage auch ohne Verwendung des vorigen Aufga-
benteils zeigen, indem man ||[A(A — A) "'z — x|| mit der gleichen Rechnung wie oben
durch 2¢||z|| abschétzt.



(d)

A ist beschrankt und es gilt D(A) = X.

Lésung: Es gibt ein A > 0 mit ||[I — A(A — A)7!]| < 1. Also ist
MA=—A)P=T—(T-x\-A)™H

invertierbar, und folglich auch (A — A)~!. Insbesondere ist (A — A)~! surjektiv, und

da (A — A)~! nach D(A\ — A) = D(A) abbildet, ist D(A) = X. Auferdem ist die
Inverse A — A von (A — A)~! stetig, was die Stetigkeit von A zeigt.

23. Sei X ein reflexiver Banachraum. Dann gibt es zu jedem 2” € X” genau ein # € X mit
(", 2"y = (2, z) fir alle 2’ € X'. Sei T': [0,00) — Z(X) eine Funktion, 7'(0) = I und
T(t)T(s) = T(t+ s) fiir alle s,t > 0. Fiir jedes x € X und 2’ € X’ sei ¢t — (2/, T(t)x) auf
[0, 00) stetig. Zeige:

(a)

(d)

Es gibt ein M > 1 und ein w € R mit | T'(t)| < M e** fiir alle ¢ > 0.

Losung: Es gibt ein 7 > 0 mit supy<;<, || T(¢)|| < 0o, denn wiére dies nicht der Fall,
so gibe es nach dem Prinzip der gleichméRigen Beschrénktheit eine Nullfolge (tn)
mit || T(ty)z|| — oo. Dies steht aber im Widerspruch dazu, dass T'(¢,)z schwach
gegen x konvergiert und schwach konvergente Folgen beschrinkt sind. Nun zeigt man
die exponentielle Beschranktheit genau wie in der Vorlesung.

Zu jedem r > 0 und z € X gibt es genau ein z, € X mit (2, 2,) = 1 [ (2/,T(t)z) dt.
Bemerkung: Dies ist sogar fiir nicht-reflexive X richtig.

Lésung: Sei f, ./ (t) = (2/, T(t)z). Definiere 2 durch (2",2') := 1 [ fu .. Wegen
|[fo,2| < ||2'|| M e ||| fiir 0 < ¢ < rist |(2”,2") | < c¢||2’|| fiir eine Konstante ¢ > 0.
Weil 2/ — f, v linear ist, zeigt dies 2” € X”. Wegen Reflexivitit gibt es also ein z,
wie in der Aussage.

Bemerkung: Fiir nicht-reflexive Rdume ist das Argument komplizierter: Wegen
schwacher Stetigkeit ist das Bild B von [0, 7] unter ¢ — T'(t)x schwach kompakt in X.
Nach einem Satz der Funktionalanalysis (Krein-Milman) ist dann auch der schwache
Abschluss C' der konvexen Hiille von B eine schwach kompakte Teilmenge von X,
und daher schwach*-kompakt als Teilmenge von X", insbesondere also schwach*-
abgeschlossen. Weil das (Riemann-)Integral 1 ["T'(t)z aber in X" schwach* gegen 2
konvergiert und die Riemann’schen Zwischensummen als Konvexkombinationen stets
in C liegen, liegt damit auch der Grenzwert z” in C' und somit insbesondere in X,
wenn wir X in der tiblichen Art als Teilraum von X" auffassen. Das bedeutet gerade,
dass es ein z, € X mit (2", 2') = (2, ;) fiir alle 2/ € X’ gibt, also die gewiinschte
Aussage.

Der lineare Aufspann der Menge {z, : 7 > 0, x € X} ist dicht in X.

Loésung: Wire die Aussage falsch, so gébe es nach dem Satz von Hahn-Banach
ein 2’ € X', 2’ # 0 mit (¢/,x,) = 0 fiir alle x € X und r > 0. Dann gilt nach
Definition der z, auch [ (z/,T(t)z)dt = 0 fiir alle r > 0 und 2 € X und somit
nach Differentiation (z/, T'(t)z) = 0 fiir alle r > 0. Wegen T'(t)x — « fiir t — 0 folgt
daraus (z/,x) = 0 fiir alle x € X, also 2/ = 0, im Widerspruch zur Wahl von z’.

Fiir alle z € X und r > 0 gilt limy_ T(t)z, = x, in X.



Losung: Sei t € (0,r). Dann gilt fiir 2’ € X’
(', T(t)xy — r) = (T ()2 — 2/, 2r) = i/ (T(t)a' — ', T(s)x)ds
0
= /<:v T(t+ s)z ds—/ <xT x>ds

1
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Also gilt unter Verwendung des Satzes von Hahn-Banach

2t
IT(t)ar — ol = sup [(2/,T(t)zr —zp)| < = sup [IT(s)[l]]] - [l'll
'] <1 T 0<s<2r

was limy_,0 T'(t)z, = z, in X zeigt.
Die Familie (T'(t)):>0 ist eine Cop-Halbgruppe auf X.

Losung: Aus der Funktionalanalysisvorlesung ist folgender (einfach zu beweisender)
Satz bekannt: Ist (73,) eine Folge beschrankter linearer Operatoren, gilt sup,, | 1,] <
oo und konvergiert (7),z) fiir alle 2 € D fiir eine dichte Teilmenge D von X, so gibt
es einen beschriankten linearen Operator T € £ (X) mit lim,,_,o T,z = Tz fiir alle
reX.

In unserem Fall betrachten wir T'(t,,) fiir eine beliebige Nullfolge (¢,,). Wir haben
schon gesehen, dass (T'(t)):c(0,¢,) und daher auch (T'(t,))nen in £ (X) beschréinkt ist.
Nach dem vorigen Aufgabenteil konvergiert (7'(¢, )z, )nen fiir alle z € X und r > 0
gegen x,, und daher konvergiert auch (7'(t,)x)nen gegen x fir alle x im linearen
Aufspann der z,, also auf einem dichten Unterraum. Nach obiger Bemerkung gilt
also T'(tp)r — =z fir alle x € X. Weil (¢,,) eine beliebige Nullfolge war, heift dies
gerade T'(t)r — x fiir ¢t — 0. Das bedeutet nach Definition, dass (7'(t));>0 eine
Co-Halbgruppe ist.

Bemerkung: Wie bereits angedeutet bleibt diese Folgerung auch in nicht-reflexiven
R&aumen richtig. Man sagt kurz, dass eine Halbgruppe genau dann stark stetig ist,
wenn sie schwach stetig ist. Eine analoge Aussage fiir schwach* stetige Halbgruppen
auf X', also Familien, bei denen man nur die Stetigkeit von ¢ — (T'(t)2’, x) auf [0, c0)
fiir alle x € X fordert, ist allerdings falsch. Ein konkretes Gegenbeispiel wird durch
(T(t)f)(z) = e = f(z) auf L®(R) = L'(—00, 00)’ definiert.



