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Losungen Elemente der Topologie: Blatt 4

11. Sei Q ein Hausdorff-Raum, (x,,) eine Folge in Q und = € Q.

(a)

12. Sei 2 ein Hausdorff-Raum, A C Q, und sei B = {z € Q | I(z,,) C A,lim, 00 x,, = z}.
Zeige:

(a)

Haarspalter-Lemma: Zeige, dass (x,) genau dann gegen x konvergiert, wenn jede
Teilfolge (25,) von (zn) ihrerseits wieder eine Teilfolge (zn,,) besitzt, die gegen «
konvergiert!

Losung: Wenn (x,,) gegen = konvergiert, so auch die Teilfolge (x5, ) und daher auch
jede Teilfolge (zn,, ).

Ist nun umgekehrt (x,,) nicht konvergent gegen x, so gibt es nach Definition eine
Umgebung U von z mit der Eigenschaft, dass unendlich viele Folgenglieder von
(zn), die wir als eine Teilfolge (2y,) schreiben, nicht in U liegen. Sei nun (zn,,)
eine beliebige Teilfolge von (x,, ). Dann gibt es eine Umgebung von z, namlich U,
mit der Eigenschaft, dass nicht alle bis auf endlich viele, genauer gesagt keines, der
Folgenglieder von (zn,,) in U liegen. Nach Definition konvergiert dann (zn,, ) nicht
gegen x. Wir haben also gezeigt, dass es eine Teilfolge ohne gegen = konvergente
Teilfolge gibt.

Konvergiert (x,) genau dann, wenn jede Teilfolge von (x,,) eine konvergente Teilfolge

besitzt?

Losung: Im topologischen Raum [—1, 1] hat nach dem Satz von Bolzano-Weierstraf
jede Folge eine konvergente Teilfolge, insbesondere also jede Teilfolge der Folge
((=1)")nen- Da die Folge selbst nicht konvergiert, ist die Behauptung falsch.

Es gilt B C A.

Losung: Sei z € B und (z,) eine Folge in A, die gegen = konvergiert. Sei U eine
Umgebung von x. Dann gibt es ein ng € IN mit z,, € U fiir n > ny, also insbesondere
Tny € UN A # D, und laut Vorlesung ist somit z € A.

Erfiillt © das erste Abzihlbarkeitsaxiom, so ist B = A.

Lésung: Es ist nur noch A C B zu zeigen. Sei dazu z € A und (B,,) eine abzihlbare
Umgebungsbasis von z. Dann sind auch die Mengen C), := (;_; Br Umgebungen
von x. Nach Konstruktion gilt C,, ¢ C,, fir n > m.

Wegen = € A ist laut Vorlesung C,, N A # () fiir alle n € IN. Es gibt also x,, € C,, N A.
Wir zeigen nun, dass (x,) gegen x konvergiert. Sei dazu U eine Umgebung von z.
Dann gibt es nach Definition einer Umgebungsbasis ein ng € IN mit C,,, C B, C U.

Also gilt z,, € C,, C Cy, C U fiir alle n > ng. Dies zeigt nach Definition, dass (x,)
gegen x konvergiert.

Bemerkung: Aus dem Beweis sieht man, dass man in R&umen, die das erste
Abzéahlbarkeitsaxiom erfiillen, zu jedem Punkt x eine absteigende Umgebungsbasis
findet, also eine Umgebungsbasis (C,,) mit C,, C Cy, fiir n > m.

13. Sei (G, +) eine kommutative Gruppe mit neutralem Element 0. Wir fixieren eine Topologie
Z auf G mit der Eigenschaft, dass es zu  und y aus G und U € U(x — y) stets Uy € U(x)



und Us € U(y) mit Uy — Us == {ug —ug : uy € Uy,ug € Uy} C U gibt. Man nennt G dann
eine topologische Gruppe. Zeige:

(a)

Ist O offen und x € G, so sind auch z — O, x + O und —O offen.

Losung: Sei O offen und x € G. Um zu zeigen, dass x — O offen ist, zeigen wir, dass

x — O eine Umgebung jedes seiner Elemente ist, also x — O € U(z — y) fiir alle y € O.

Sei dazu also y € O. Weil O offen ist, ist O € U(y), also O € U(x — (x — y)). Nach
Voraussetzung gibt es Uy € U(z) und Uy € U(z — y) mit U; — Uz C O. Insbesondere
ist also  — Uy C O und somit Uy C z — O. Also folgt x — O € U(x — y) aus der
Stabilitdt von Umgebungen beziiglich Obermengenbildung (Filtereigenschaft).

Als Spezialfall fir x = 0 erhélt man, dass —O offen ist. Somit ist nach dem bereits
Gezeigten auch z — (—0) = x + O offen.

Ist G separabel und besitzt 0 eine abzdhlbare Umgebungsbasis, so erfiillt G das
zweite Abzéhlbarkeitsaxiom.

Losung: Sei (B,,) eine abziéhlbare Umgebungsbasis der 0 bestehend aus offenen
Mengen und sei (z;,) eine dichte Folge in G. Wir haben im vorigen Aufgabenteil
schon gesehen, dass dann alle Mengen der Form x,, — B,,, offen sind. Wir zeigen, dass
diese abzéhlbar vielen Mengen sogar eine Basis der Topologie bilden.

Sei dazu O offen. Es geniigt zu zeigen, dass es zu jedem z € O eine Basismenge
Ty — By, mit x € 2, — By, C O gibt.

Sei x € O beliebig. Wegen x — 0 € O gibt es nach Voraussetzung U; € U(x) und

Us € U(0) mit Uy — Uy C O. Nach dem vorigen Aufgabenteil ist dann Uy — 2 € U(0).

Nach Definition einer Umgebungsbasis gibt es also ein By, mit B,, C U — z und
By, C Uy. Nach Definition der (z,,) gibt es ein x,, mit x,, €  + B,,. Dann ist

xewn—BmCx—i—Bm—BmC.’L‘+(U1—Q?)—U2:U1—U2CO,

was zeigt, dass {x,, — By, } eine Basis ist.



