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Sei X ein Hausdorff-Raum, der das erste Abzédhlbarkeitsaxiom erfiillt. Zeige, dass jede
abzéhlbar kompakte Teilmenge von X folgenkompakt ist!

Losung: Sei K abzdhlbar kompakt und (z,,) eine Folge in K. Laut Vorlesung besitzt (zy,)
dann einen Haufungswert = € K. Sei (By) eine Umgebungsbasis von x mit By C By.
Nach Definition eines Haufungswerts gibt es ein ny € IN mit z,,, € Bi, ein ny > nq mit
Zn, € By und so weiter. Induktiv finden wir so eine Teilfolge (ny) mit ngy; > ng, und
Tp, € Bi. Weil (By) eine Umgebungsbasis von z ist, folgt hieraus, dass x,, gegen z
konvergiert.

Wir haben gezeigt, dass jede Folge in K eine in K konvergente Teilfolge besitzt. Also ist K
folgenkompakt.

Sei (X, 7)) ein kompakter Hausdorfl-Raum und 75 eine weitere Hausdorff-Topologie auf
X mit 5 C 7. Zeige, dass 71 = 5 gilt!

Losung: Die Funktion f: (X, 71) — (X, %2) mit f(z) =z fir z € X ist stetig, da wegen
I C 7 Urbilder offener Mengen offen sind. Weil (X, .77) kompakt ist, ist f somit nach
Vorlesung ein Hom&omorphismus, was gerade bedeutet, dass Bilder offener Mengen offen
sind. Ist also O € 97, so ist O = f(O) € S, was J; C P zeigt. Folglich ist 7 = .

Sei X ein Hausdorff-Raum. Zeige, dass die endliche Vereinigung kompakter Mengen kompakt
ist! Stimmt die Aussage auch, wenn man ,kompakt* durch ,abzéhlbar kompakt* oder durch
folgenkompakt® ersetzt?

Losung: Seien (K})p_; kompakte Mengen, und sei K := |J;_; K. Sei (Oq)icr eine offene
Uberdeckung von K. Dann iiberdeckt (O, )ser insbesondere jede der Mengen K. Es gibt
also fiir jedes k eine endliche Menge I}, mit Kj C J,e I O,. Fiir die endliche Menge
In == Uj_; I gilt dann K C Uaelo O, fiir alle k, also K C Uaelo Oy. Wir haben gezeigt,
dass jede offene Uberdeckung von K eine endliche Teiliiberdeckung besitzt. Also ist K
kompalkt.

Das gleiche Argument zeigt, dass die endliche Vereinigung abzéhlbar kompakter Mengen
abzahlbar kompakt ist; man muss im Beweis lediglich I als abzahlbar voraussetzen.

Seien nun (Kj)}_, folgenkompakte Mengen und K = |J;_; K. Sei (x;) eine Folge in
K. Dann gibt es ein ky mit der Eigenschaft, dass unendlich viele Folgenglieder von (z;)
in Ky, liegen. Diese Teilfolge von (x;) besitzt wegen Folgenkompaktheit von Kj, eine
konvergente Teilfolge mit Grenzwert in Ky, C K. Also besitzt die urspriingliche Folge eine
in K konvergente Teilfolge. Wir haben gezeigt, dass K folgenkompakt ist.

Sei (J, =) eine gerichtete Menge, und seien A und B Teilmengen von J mit J = AU B.

Zeige:
(a) Mindestens eine der Mengen A und B ist beziiglich < eine gerichtete Menge.

Losung: Natiirlich ist < auch auf A und B eine reflexive und transitive Relation.

Ist A gerichtet, so ist nichts mehr zu zeigen. Sei also A nicht gerichtet. Dann gibt



es 1o und jo aus A mit der Eigenschaft, dass es kein k& aus A mit k > ip und & > jo
gibt. Sei nun kg € J so gewéhlt, dass kg = ig und kg = jo gilt.

Sind 7 und j beliebige Elemente in B, so gibt es nach Definition einer gerichteten
Menge ein k in J mit £ = ¢ und £ > j und k = kg. Insbesondere ist k = g und

k > jo. Also kann k nach Wahl von ¢y und jp nicht in A liegen, woraus k € B folgt.

Wir haben also zu je zwei Elementen aus B eine obere Schranke gefunden, was zeigt,
dass B eine gerichtete Menge ist.

Bemerkung: Wir haben sogar Folgendes gesehen: Ist A nicht gerichtet, so gibt es
ein ko in J mit der Eigenschaft, dass jedes k aus J mit k > kg bereits in B liegt.

Sei (x,),es ein Netz mit Werten in einem Hausdorff-Raum X und = € X. Falls (A4, <)
gerichtet ist, konvergiere (z,),ca gegen x. Falls (B, =) gerichtet ist, konvergiere
(z,).eB gegen . Dann konvergiert (z,),cs gegen x.

Loésung: Wir betrachten zuerst den Fall, dass beide Mengen gerichtet sind. Sei U
eine Umgebung von x. Dann gibt es ein ¢4 in A mit z, € U fiir alle t € A mit ¢ = 14,
und es gibt ein tp in B mit x, € U fiir alle « € B mit ¢+ = tp. Sei ¢g in J so gewéhlt,
dass 19 = t4 und g = ¢p gilt. Ist nun ¢ € J mit ¢ = ¢g, so folgt im Fall . € A aus
L > 14, dass x, € U gilt. Ist hingegen ¢ € B, so folgt x, € U aus ¢ = tp. Insgesamt
ist also z, € U fiir alle ¢ € J mit ¢ > 1g. Weil U eine beliebige Umgebung von x war,
zeigt dies, dass (x,),cs gegen x konvergiert.

Sei nun eine der beiden Mengen nicht gerichtet, und ohne Einschrankung sei dies A.

Dann ist nach dem vorigen Aufgabenteil B gerichtet und somit nach Voraussetzung
(z,).,e konvergent gegen x. Sei U eine Umgebung von x. Dann gibt es also ¢y € B
mit x, € U fir alle « € B mit ¢ > 9. Sei kg wie in der Bemerkung zum vorigen
Aufgabenteil, und sei ¢1 so gewéhlt, dass t; = ko und ¢; > ¢ gilt. Ist nun ¢ in J mit
L > 11, so ist ¢ > ko und somit ¢+ € B. Weil zudem ¢ > (g gilt, ist dann nach Wahl
von ¢ auch x, € U. Wir haben also x, € U fiir alle ¢ in J mit ¢ > 7 gezeigt. Weil U
eine beliebige Umgebung von x war, zeigt dies, dass (x,),c; gegen x konvergiert.



