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Losungen Elemente der Topologie: Klausur 1

1. Zeigen Sie, dass in einem Hausdorff-Raum jede einelementige Menge abgeschlossen ist! (10)

Losung: Sei X ein Hausdorff-Raum und = € X. Wir zeigen, dass {z}¢ offen ist. Sei dazu
y € {z}¢ beliebig. Weil X ein Hausdorff-Raum ist, gibt es offene Mengen O; und Os mit
x € 01,y € Oz und O1 N Oy = . Also ist Oy C {z}° und somit {x}° eine Umgebung von
y. Weil y € {x} beliebig war, zeigt dies, dass {x}¢ offen ist. Also ist {x} abgeschlossen.

2. Sei F(R) mit der Topologie der punktweisen Konvergenz versehen. Sei n € IN, und seien
x; € R, i=1,...,n. Zeigen Sie, dass die Menge O .= {f € F(R) : f(z;) >0Vi=1,...,n}
offen ist! (10)
Losung: Variante 1: Sei f € O beliebig und sei € :== min;—; __, f(x;). Dann ist € > 0. Sei
w:=A{z;:i=1,...,n}. Nach Definition der Topologie ist

B :=B(f,w,e) ={9€ FR) : |g(x;) — f(z;)| <eVi=1,...,n}
eine offene Menge. Fiir g € B gilt

9(xi) = f(zi) — (f(@i) — g(z:)) = fi) — [f(@i) — g(xi)| > f(2i) —e >0

firi=1,...,n, also g € O. Wir haben B C O gezeigt, also dass f ein innerer Punkt von
O ist. Weil f € O beliebig war, ist folglich O offen.

Variante 2: Sei m; die Punktauswertung m;(f) := f(z;). Laut Vorlesung ist m; stetig von
F(R) nach R. Offenbar ist

0 =()7"((0,00))
=1

und somit als endlicher Durchschnitt offener Mengen wieder offen.

3. Sei M ein metrischer Raum und K eine kompakte Teilmenge von M. Zeigen Sie, dass K
beschrankt ist! (10)
Hinweis: A C M heifst beschrinkt, wenn es x € M und R > 0 mit A C B(z, R) gibt.

Losung: Variante 1: Sei x € M fest gewahlt. Die Kugeln B(x,r) sind fiir jedes r > 0 offen
und es gilt K C M = J,~qB(x,r). Nach Definition der Kompaktheit gibt es also endlich
viele Zahlen r; > 0 mit K C U, B(x,r;). Fir R := max;—1, 7 gilt dann K C B(xz, R).
Variante 2: Sei x € M fest gewéahlt. Die Funktion y — d(z,y) ist stetig, nimmt also auf der

kompakten Menge K einen maximalen Wert r an. Somit ist K C B(x,7) C B(z,r + 1),
die Behauptung also mit R = r + 1 erfillt.

4. Sei {0,1} mit der diskreten Topologie und X = {0, 1} := [[>°,{0, 1} mit der Produktto-
pologie versehen. Sei A C X zusammenhéngend. Zeigen Sie, dass A aus hochstens einem
Element besteht. (10)
Bemerkung: Man nennt Rdume mit dieser Eigenschaft total unzusammenhdngend.



Losung: Wir fithren den Beweis indirekt. Sei also A eine Menge mit mindestens zwei
Elementen, seien also x # y Elemente von A. Dann gibt es ein n € IN mit x,, # y,. Nach
Definition der Topologie von X sind die Mengen

O1={z€X:z,=x,} und O :={z€ X :2z,=yn}

offen. Nach Konstruktion ist O1 N Oy = @ und O1UO2 = X D A. Zudem ist x € O1NA # ()
und y € Oy N A # (). Nach Definition ist somit A unzusammenhingend.

FEin-Punkt-Kompaktifizierung: Die komplexen Zahlen C seien mit der {iblichen euklidischen
Topologie versehen. Sei C := C U {oo}. Es sei

f::{OC@:oo§{OundOoffenin@}U{OC@:ooEOundOckompaktin(D}.

Zeigen Sie:

(a)

T ist eine Topologie auf C.
Losung: Weil 0 offen und kompakt in C ist, ist § € 7 und € € 7.

Seien (Og)aecr Mengen in Z und sei O = Uaer Oa- Gilt 0o € O, fiir alle a € I, so
ist nach Definition O, eine offene Menge in C fiir alle a € I und somit co ¢ O und
O offen in C, also O € 7. Es gebe nun ein ag € I mit 0o € Op,. Dann ist

(Y:CFHC:f]d«&OC)COa

und jede der Mengen O¢ N C ist wegen O, € T abgeschlossen in C. Also ist O¢
eine abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge und daher selbst wieder eine
kompakte Teilmenge von C. Wegen oo € O zeigt dies O € 7.

Seien nun (O;)"_; Mengen in Z und sei O == M=, O;. Dann ist O; N C fiir jedes i
eine offene Teilmenge von C. Gibt es ein ip mit oo ¢ O, so ist oo ¢ O und

OZOmczﬂiﬂzmm

offen in C, was O € F zeigt. Ist hingegen co € O; fiir alle ¢, so ist co € O und
O° = |J, Of als endliche Vereinigung kompakter Mengen wieder kompakt, also
auch in diesem Fall O € 7.

Wir haben alle Eigenschaften einer Topologie nachgewiesen.

(C, ) ist ein Hausdorff-Raum.

Losung: Seien x und y Elemente von C. Wir miissen zeigen, dass es Mengen O und
Os in  mit x € O1, y € Oy und O1 N Os :®gibt.

Seien zuerst beide Elemente in C. Dann gibt es offene Mengen O; und Os in C mit

T € 917 y € Oy und O1 N Oy = (), da C ein Hausdorff-Raum ist. Da O und Os auch
in 7 liegen, folgt in diesem Fall die Behauptung.

Sei nun y = oo. Wegen x # y ist dann x € C. Wéhle
O1={2z€C:|lz—z|<1} und Oy :={z€C:|z—z]>1}U{c0}.

Dann ist nach Konstruktion z € O, y € Oy und O N Oy = (). Weil O; offen in C ist
und O = B(xz,1) kompakt in C ist, sind die Mengen O; und O, in .7. Wir haben
fiir diesen Fall also die Behauptung gezeigt.

Der Fall x = oo ergibt sich durch Umbenennung der Elemente aus den vorigen
Uberlegungen.

(10)



(¢) (€,.7) ist kompakt.

Losung: Sei (O, )qer eine Familie in Z mit C = Uaer Oa. Dann gibt es ag € I mit
o0 € Oq,- Die Menge K = O, ist kompakt in C und es gilt

K=KnCceCnc=|J ,(0anC).

Da die Mengen O, N C in C offen sind, gibt es endlich viele Indizes o;, 1 = 1,...,n,
die bereits K C [J;; Oq, erfiillen. Insgesamt ergibt sich

C=0u,UK ] O

Wir haben gezeigt, dass jede offene Uberdeckung von C eine endliche Teiliiberdeckung
besitzt.

6. Bezeichne P die Menge aller Polynome mit reellen Koeffizienten, aufgefasst als Funktionen
von der Menge R in den topologischen Raum RR. Zeigen Sie, dass die euklidische Topologie
die Initialtopologie von P ist!

Loésung: Bezeichne 7, die euklidische Topologie auf R. Sei 7 die Initialtopologie von P
(man sagt auch, .7 sei die von P rickwdirts induzierte Topologie), also die grobste Topologie,
beztiglich der alle Polynome stetig nach (R, 7 ) sind. Weil jedes Polynom stetig von (R, .7;)
nach (R, .7) ist, ist dann .7 C 7. Die Funktion p gegeben durch p(z) = z fir z € R
ist ein Polynom p € £. Also gilt O = p~1(0) € .7 fiir jedes O € 7. Dies zeigt 7, C 7.
Insgesamt haben wir J = 7, gezeigt.

7. Entscheiden Sie (ohne Begriindung), ob folgende Aussagen richtig oder falsch sind, und
kreuzen Sie die entsprechende Antwort im Priifungsbogen an:

(1)

Erfiillt ein metrischer Raum das erste Abzahlbarkeitsaxiom, so ist er separabel.

Losung: Falsch: Jeder metrische Raum erfiillt das erste Abzéhlbarkeitsaxiom, aber
nicht jeder metrische Raum ist separabel. Ein Beispiel ist eine beliebige {iberabzéhlbare
Menge X, die mit der diskreten Metrik versehen wird.

Jede nicht-leere Menge X, versehen mit der diskreten Topologie, erfiillt das zweite
Abzéhlbarkeitsaxiom.

Lésung: Falsch: In der Ubung (Aufgabe 8) wurde gezeigt, dass X mit der diskreten
Topologie genau dann das zweite Abzahlbarkeitsaxiom erfiillt, wenn der Grundraum
abzéhlbar ist.

Jede Teilmenge von Q, die beziiglich der euklidischen Topologie ein vollstédndiger
metrischen Raum ist, ist als Teilmenge von @ abgeschlossen.

Losung: Richtig: In der Vorlesung wurde gezeigt, dass jede vollstdndige Teilmenge
eines metrischen Raums abgeschlossen ist.

Ist M ein metrischer Raum und A eine abzéhlbare Teilmenge von M, so ist A
abgeschlossen.

Losung: Falsch: Ein Gegenbeispiel ist M = R und A = Q.

Ist X ein separabler Hausdorff-Raum und Y eine nicht-leere Teilmenge von X, so ist
Y beziiglich der relativen Topologie separabel.

Losung: Falsch: Fiir ein Gegenbeispiel siehe Beispiel 5.11 in der Vorlesung.

Ist X ein Hausdorff-Raum, K C X kompakt und A eine nicht-leere Teilmenge von K,
so ist auch A kompakt.

Losung: Falsch: Ein Gegenbeispiel ist X = R, K = [0,1] und A = (0, 1).

(20)



(7)

In einem topologischen Raum X ist eine Menge A genau dann offen, wenn ANJA = ()
gilt.

Lésung: Richtig: Nach Definition des Randes ist 04 = A\ A°. Insbesondere ist
OAN A° = () und somit AN A = (), wenn A offen ist.

Sei nun umgekehrt 9A N A = (). Wegen A C A ist dann auch A\ A° = (). Weil aber
stets A° C A gilt, kann dies nur im Fall A = A° richtig sein, also wenn A offen ist.
In einem kompakten metrischen Raum ist jeder Ultrafilter konvergent.

Losung: Richtig: Das ist ein Teil von Satz 10.14 aus der Vorlesung.
Die Menge {u € F(R) : |u(z)| < |z| fir alle z € R} ist kompakt in F(R) beziiglich
der Topologie der punktweisen Konvergenz.

Lésung: Richtig: Laut Aufgabe 41 ist diese Menge homomorph zu [, g [—|z], |=|]
mit der Produkttopologie. Der Raum ist also nach dem Satz von Tychonov kompakt.

Ist K ein kompakter Hausdorff-Raum und A C K abgeschlossen, so ist die Abbildung
f + fla surjektiv von C(K) nach C(A).

Losung: Richtig: Die Behauptung ist dquivalent dazu, dass jede stetige Funktion
auf A eine Fortsetzung zu einer stetigen Funktion auf K hat. Letzteres ist aber nach
dem Satz von Tietze richtig, da ein kompakter Raum normal ist.



