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Einleitung

Das Wort Topologie setzt sich aus den griechischen Wértern topos = Ort
und logos = Lehre zusammen. In einem Teil der Topologie (der algebraischen
Topologie) untersucht man wie sich geometrische Objekte unter Verformung
verhalten. Kann man eine Tasse zu einem Reifen verformen? Wir denken in
dieser Vorlesung mehr an die mengentheoretische Topologie, die sich Anfang
des letzten Jahrhunderts entwickelt hat und zu einem Grundlagenfach fiir
fast alle Gebiete der Mathematik geworden ist. Ihr Ziel ist es, Begriffe wie
offen und abgeschlossen, kompakt, Zusammenhang, Konvergenz, Stetigkeit,
die man aus der Analysis im R? kennt, systematisch zu untersuchen. Man
definiert anhand von drei Axiomen einen topologischen Raum und entwickelt
daraus deduktiv eine Theorie, die zum einen &sthetisch ist, deren Ergebnis-
se und Begriffsbildungen aber auch sehr effizient und universell eingesetzt
werden konnen.

Um ein konkretes Ziel zu nennen, betrachten wir Funktionen f,, f auf R?
mit Werten in R oder C. Mindestens 3 verschiedene Arten wie f, gegen f

konvergieren kann spielen eine wichtige Rolle in der Analysis:
1. Punktweise Konvergenz: lim f,(z) = f(x) fiir alle z € R

2. Gleichméaflige Konvergenz auf kompakten Teilungen:
lim sup |f.(z) — f(z)| = 0 fiir alle R > 0.

3. Gleichmiflige Konvergenz: lim sup |f,(z) — f(x)| = 0.

00 reR2

Diese 3 Begriffe der Konvergenz haben unterschiedliche Permanenzeigen-
schaften. Punktweise Konvergenz erhélt Messbarkeit aber nicht Stetigkeit
(d.h. der punktweise Limes von stetigen Funktionen ist nicht notwendig ste-
tig). Aber die Konvergenz bzgl. 2 erhilt Stetigkeit und sogar Holomorphie
falls wir eine entsprechende Definition mit C als Wertebereich treffen. Die

Konvergenz in 2. kommt von einer Metrik, die von 3. von einer Norm, die in



1. lasst sich nicht durch eine Metrik definieren.

In der Vorlesung werden wir lernen, wie wir einen universellen Konver-
genzbegriff definieren kénnen, fiir den alle 3 Konvergenzarten von Funktionen
Beispiele sind.

Den Studenten der Vorlesung im WS 2009/10 gilt mein Dank fiir ih-
re Aufmerksamkeit und ihre Kommentare. Herrn Olaf Wied danke ich fiir
die Korrektur einiger Fehler. Das Manuskript wurde von Frau Inge Kolle

wochentlich in IXTEX gesetzt: ihr gilt mein besonderer Dank.

Ulm, im Februar 2010 Professor Dr. Wolfgang Arendt
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1 Topologische Riaume

Die Grundidee der Topologie ist, Eigenschaften der offenen Mengen in R oder
R? axiomatisch zu fassen. Wir erinnern daran, dass eine Menge O C R offen
heifit, wenn es zu jedem x € O ein € > 0 gibt derart dass (x —e,x +¢) C O.
Zum Beispiel sind Intervalle der Form (a,b) := {z € R : a < 2 < b} offen,
aber [a,b) := {z € R:a < x < b} ist nicht offen; auch Q ist nicht offen.
Wir geben uns nun eine beliebige Menge X vor und sagen, welche Teilmengen
von X wir offen nennen wollen. Wir erinnern daran, dass die Potenzmenge
P(X):={A:AC X} die Menge aller Teilmengen von X ist.

Definition 1.1. Ein topologischer Raum ist ein Paar (X, O) bestehend aus
einer Menge X und einer Teilmenge O von P(X), also einer Menge O von

Teilmengen von X, fiir die die folgenden drei Axiome erfiillt sind:
(a) 0, X € O;
(b) 01,0, € O=0,N05 €0,
(c) O, €e0(iel)= UIOi € 0.
ic
Man nennt dann eine Menge O C X offen, wenn O € O. Wir verlan-
gen also, dass das System der offenen Mengen stabil unter endlichen Durch-

schnitten und beliebigen Vereinigungen ist. Wir geben zunéchst eine Reihe

von Beispielen.

Beispiel 1.2. a) Sei X eine Menge. Dann definiert O = {(), X} eine Topo-
logie auf X, die indiskrete Topologie.

b) Sei X eine Menge. Dann heifit O := P(X) die diskrete Topologie.

c) Sei X = R. Wir nennen O C R offen, falls es zu jedem = € O ein € > 0
gibt derart dass (r — e,x +¢) C O. Dann heifit O :={O C R : O offen}, die
natiirliche Topologie. Sie ist verschieden von der diskreten oder indiskreten

Topologie.



Das Beispiel c¢) 1483t sich auf beliebige metrische Rédume iibertragen. Wir
setzen Ry :={x e R: 2z >0} = [0, 00).

Definition 1.3 (metrischer Raum). Sei M eine Menge und
d: M x M — R, (x,y) — d(z,y)
eine Abbildung, derart dass
(a) d(z,y) =0 & 2=y,
(b) d(z,y) = d(y, =) (Symmetrie),
(c) d(z,y) < d(x,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung)

fiir alle z,y, 2 € M. Dann heifit d eine Metrik (oder ein Abstand) und (M, d)

ein metrischer Raum.

In einem metrischen Raum wird also der Abstand zwischen zwei Punkten
axiomatisiert. Ist (M, d) ein metrischer Raum, so nennt man O C M offen,
wenn gilt: Zu jedem z € O gibt es ¢ > 0 sodass B(z,¢) C O. Hier ist
B(z,e) == {y € M : d(z,y) < €} die Kugel (engl.: ball) mit Mittelpunkt
x und Radius €. Die Menge O der so definierten offenen Mengen erfiillt die
3 Axiome aus Definition 1.1 (priifen Sie das nach!). Man nennt O die von
d erzeugte Topologie auf ©O. Liegt ein metrischer Raum vor, so meinen wir
immer diese Topologie (es sei denn etwas anderes wird ausdriicklich gesagt).
Beziiglich dieser Topologie ist die Kugel B(z,¢) offen (Ubungsaufgabe).
Verschiedene Metriken konnen diesselbe Topologie erzeugen (d.h. also zu

denselben offenen Mengen fiihren).

Aufgabe 1.4. Auf R wird die natiirliche Topologie von der Metrik
d1($ay):|x_y| ([L’,yER) )

aber auch von der Metrik dy(x,y) = |arctan z — arctan y| erzeugt.



Metriken kann man also auf beliebigen Mengen definieren, die weiter keine
Struktur haben. Auf Vektorrdumen axiomisiert man oft den Abstand zur 0.

Das fiihrt zu folgender Definition:

Definition 1.5 (normierter Vektorraum). Sei K = R oder C und sei E ein

Vektorraum iiber K. Eine Norm ist eine Abbildung
[ E— Ry 2|z
derart dass
(a) [lz]] =0 <z =0;
(b) Azl = [Alll=]],
(c) ||z +yll < ||=|| + |ly|| Dreiecksungleichung

fir alle z,y € E, A € K. Man nennt dann (E, || ||) einen normierten Vektor-

raum.

Ist (E, || ||) ein normierter Vektorraum, so definiert d(z,y) := || —y|| eine
Metrik auf £. Wenn nichts anderes gesagt wird, betrachten wir diese Metrik

und die davon induzierte Topologie. Die Metrik ist translationsinvariant, d.h.
dix+z,y+2) =d(z,y) firalle z,y,2€ E .

Ist O C F offen, so sind auch O + z := {x + z : x € O} fiir jedes z € E und
{A\z : 2 € O} fiir jedes 0 # A € K offen.

Beispiel 1.6. Sei £ = R% K = R.

@ lloll = (£ w)%,

i=1

(b) 1]l = max ],

d
(€) llnfhs= 2 i
1=



definieren Normen auf E. Dabei ist ||z||2 der euklidische Abstand zu 0.

Aufgabe 1.7. Zeichnen Sie die Einheitskugel B := {x € R? : ||z| < 1} fiir

die obigen 3 Normen auf R2.
Wir wollen nun verschiedene Topologien vergleichen.

Definition 1.8 (Vergleich von Topologien). Seien Oy, Oy zwei Topologien

auf der Menge X. Dann definieren wir:

O, ist feiner als Oy <= O D Oy = Oy ist grober als Oy .
Damit sind O und O, gleich genau dann wenn O, grober und feiner als Oy
ist.

Satz 1.9 (Vergleich von Normen). Seien || ||1, ]| |2 zwei Normen auf einem
Vektorraum E und seien O, Oy die induzierten Topologien.

a) Oy ist feiner als O; genau dann wenn es a > 0 gibt derart dass
lz|l1 < allz||y fir alle x € E .

b) Es ist O; = Oy genau dann wenn beide Normen dquivalent sind; d.h. wenn
es a, 8 > 0 gibt derart, dass

Bllz|l2 < ||z|li < a|z||s fir alle z € E .

Beweis: Seien Oy, O, die von || ||y bzw. || |2 induzierten Topologien. Seien

Bj(z,r) :={x € E:||z||; <r},j = 1,2 die entsprechenden offenen Kugeln.

1. Es gelte O; C Oy. Da B;(0,1) € O; ist also B;(0, 1) auch offen bzgl.
O,. Da 0 € By(0,1), gibt es somit ¢ > 0 derart dass By(0,e) C B;(0,1). Fiir

x € FE x#0,ist
x

95H2
1

S BQ(O,&T) .

DN ™

y =
|

Danmit ist [lylli < 1. Da [lyll: = {2

£, folgt dass [z, < 2|zl



2. Umgekehrt, sei ||z||; < aljz||2 fir alle z € E. Sei O € O;. Wir wollen
zeigen, dass O € Oy. Sei ¢ € O. Da O € Oy, gibt es ¢ > 0 derart dass
Bi(x,e) C O. Die Voraussetzung impliziert, dass By(z, £) C Bi(z,¢). Damit
ist By(z,£) C O. Da z € O beliebig war, folgt dass O € O,.

Wir haben a) gezeigt. Daraus folgt b) unmittelbar. O

Aufgabe 1.10. Zeige, dass die 3 Normen in (1.6) dquivalent sind.

BEMERKUNG: Wir werden spéter sehen, dass auf einem endlich-dimensionalen

Vektorraum je zwei beliebige Normen #dquivalent sind.

Aufgabe 1.11. Sei —00 < @ < b < co. Dann ist die Menge Cla,b] := {f :
[a,b] — R : f stetig} ein Vektorraum bzgl. der Addition

(f+9)(x) = [flx)+g(z)
AN(x) = Af(z),

f,g € Cla,bl,x € [a,b],\ € R.
a) Zeige, dass

z€[a,b]

b
[fllo := sup [f(z)| und | f]h i=/\f(x)\dx

zwei Normen auf C|[a, b] definiert.
b) Sind die induzierten Topologien vergleichbar?

¢) Sind sie dquivalent?
Als néchstes iiberlegen wir uns, wie wir Topologien erzeugen kénnen.

Satz 1.12 (erzeugte Topologie). Sei X eine Menge, S C P(X). Dann gibt
es genau eine grobste Topologie auf O(S) auf X sodass S C O(S).

Beweis: Setze O(S) := (| 7. Tatséchlich ist der beliebige Durchschnitt

SCcT
T Topologie
von Topologien eine Topologie (klar aus der Definition einer Topologie). Da-

mit ist also O(S) eine Topologie. Ferner ist nach Definition jedes S € S auch

8



in O(S). Tatséchlich ist O(S) die grobste Topologie mit dieser Eigenschaft.
Sei ndmlich 77 eine Topologie mit S C 7;. Dann ist O(S) C 7; nach Defini-
tion von O(S). O

Der Satz besagt also, dass es genau eine grobste Topologie O(S) auf X
gibt bzgl. derer alle Elemente S € S offen sind. Allerdings sagt uns der Satz
nicht, wie wir O(S) aus den Elementen von S konstruieren kénnen. Hier ist
ein Weg.

Ist B C P(X) so nennen wir |J B; eine Vereinigung von Elementen von
B wenn B; € B fiir alle ¢ € I ZEIIld I eine beliebige Indesmenge ist. Wir
wollen auch die leere Menge zu diesen beliebigen Vereinigungen hinzunehmen.

Formal ist | B; = 0.

i€

Satz 1.13. Sei S C P(X) sodass X = |J S. Betrachte das Mengensystem
Ses

B:={Sn..nS,:neN,S; eSS (j=1,...,n)}.
Dann ist O(S) die Menge aller beliebigen Vereinigungen von 5.

Beweis: Sei O die Menge aller beliebigen Vereinigungen von Mengen in B.
Wir zeigen dass O eine Topologie ist. Aus der Voraussetzung folgt, dass
0,X € O.Seien Oy = |J B;,02 = |J C; € O mit B;,C; € B. Dann ist

1€ ieJ

01N0, = (UBi> N (U Cj>
el JjET
= Jwming).

i€l
j=J

Da aber mit By, B, € B auch By N By € B, folgt dass O; N Oy € O. Aus
der Definition von O folgt, dass O stabil bzgl. beliebiger Vereinigungen ist.
Damit ist O eine Topologie. Ferner ist S C O, und somit ist S C O(S).
Umgekehrt, da O(S) eine Topologie ist, und S C O(S), folgt dass B C O(S)

9



und daraus dass O C O(S). O

Wir geben der Situation einen Namen, die in den vorangehenden Sitzen

beschrieben wurde.

Definition 1.14. Sei (X, O) ein topologischer Raum.

a) Ein Mengensystem S C O heifit eine Subbasis von O falls X = J S und
Ses

O(S) = O. Somit ist also S C P(X) eine Subbasis von O, wenn (J S = X
Ses

und wenn die Menge der endlichen Durchschnitte von Elementen von S eine

Basis von O ist.
b) Ein Mengensystem B C O heiit Basis von O, falls jede offene Menge eine

Vereinigung von Mengen in B ist.

Aufgabe 1.15. Das Mengensystem
B={(a,b): —co <a<b<oo,a,beQ}
ist eine Basis der natiirlichen Topologie auf R.

Eine Menge X heif3t abzdihlbar unendlich falls es eine Bijektion f : N — X
gibt; sie heilt abzdhlbar, falls sie endlich oder abzahlbar unendlich ist. Somit

ist X genau abzdhlbar, wenn es eine Folge (z,),eny in X gibt, derart dass
X ={xz, : n € N} ist.

Definition 1.16. Ein topologischer Raum erfiillt das 2. Abzdhlbarkeitsaxiom,
falls X eine abzihlbare Basis besitzt.

Man kann sich das Nachpriifen des 2. Abzihlbarkeitsaxioms durch fol-

genden Satz sehr vereinfachen.

Satz 1.17. Hat ein topologischer Raum eine abziahlbare Subbasis, so erfiillt

er das zweite Abzahlbarkeitsaxiom.

Der Beweis ergibt sich aus den folgenden beiden Lemmata (die z.B. aus

der Analysis bekannt sind).

10



Lemma 1.18. Die abzdhlbare Vereinigung von abzdihlbar vielen Mengen st

abzdhlbar.
Damit gilt insbesondere:
Lemma 1.19. Die Menge {A C N : A ist endlich} ist abzihlbar.

Beispiel 1.20. Die von der Norm || ||o erzeugte Topologie auf R¢ nennt

man die natiirliche Topologie. Sie erfiillt das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom.
Beweis: {B(z,r): z € Q1,0 < r € Q} ist eine abziihlbare Basis. O

Beispiel 1.21 (Sorgenfrey-Topologie). Sei X =R, B = {[a,b) : a,b € R,a <
b} ist durchschnittsstabil. Damit ist B eine Basis von O(B). Diese Topologie

hat keine abzahlbare Basis.

Beweis: Sei B’ eine Basis von O(B). Da [z, + 1) offen ist, gibt es zu jedem

x €Rein B, € B'sodass x € B, C [x,x+1). Ist x <y, soist x ¢ B,. Somit

ist B, # B,. Da R nicht abzéhlbar ist, ist die Teilmenge {B, : © € R} von

B’ nicht abzéhlbar, also auch B’ nicht. H
Der Begriff der Umgebung ist zentral in der Topologie.

Definition 1.22. Sei (X, O) ein topologischer Raum. Sei z € X. Eine Menge
U C X heifit Umgebung von z, falls es eine offene Menge O gibt derart, dass

reO0cCU.

Mit U(z) bezeichnen wir die Menge der Umgebungen von x. Man nennt
U(x) auch den Umgebungsfilter von z. Damit hat U (x) folgende Eigenschaf-

ten:
(a) z €U fir alle U € U(x),

(b) Ul, U, € U(I) =UNU, € U(ZL‘),

11



() UeU(z),UCV CX=Vell)

Definition 1.23. Sei (X, O) ein topologischer Raum und sei z € X. Eine
Menge B C U(z), also eine Menge von Umgebungen von x, heifit Umgebungs-

basis von x, falls zu jeder Umgebung U von x ein B € B existiert derart,
dass B C U.

Ist also eine Umgebungsbasis B von x gegeben, so besteht der Umge-

bungsfilter gerade aus den Obermengen von Elementen auf B.

Definition 1.24. Ein topologischer Raum X erfiillt das 1. Abzdhlbarkeitsaxi-

om, wenn jedes x € X eine abzéhlbare Umgebungsbasis besitzt.

Beispiel 1.25. Jeder metrische Raum M erfiillt das erste Abzéahlbarkeitsaxi-
om. Zu z € M ist {B(x, <) : n € N} eine Umgebungsbasis.

Natiirlich impliziert das zweite Abzdhlbarkeitsaxiom das erste (beweisen
Sie das!). Die Sorgenfrey-Topologie auf R erfiillt das erste Abzahlbarkeitsaxi-
om (Begriindung!) aber nicht das zweite. Die beiden Abzahlbarkeitsaxiome
erlauben uns, die Grofle von topologischen Réumen zu vergleichen. Spéter
werden wir einen dritten Begriff, die Separabilitét, kennenlernen.

Damit schliefen wir unseren ersten Abschnitt {iber topologische Radume
und die Erzeugung von Topologien. Als historische Anmerkung sei erwahnt,
dass die Definition eines topologischen Raumes von Felix Hausdorff (1868 —
1942) stammt. Er veroffentlichte 1914 das Buch “Grundziige der Mengenleh-
re” in dem die Axiome des topologischen Raumes zum ersten Mal formuliert
werden. Die des metrischen Raumes stammen von Maurice Fréchet (1878 —

1973) aus dem Jahr 1906; der Name “metrischer Raum” wurde von Hausdorff

gepragt.

12



2 Die topologischen Operationen

In diesem Abschnitt lernen wir einige topologische Operationen kennen und
zeigen, wie man mit ihnen umgeht. Auch sehen wir, dass die Sorgenfrey-
Topologie ein erstes Beispiel einer nicht metrischen Topologie ist. Sei (X, O)

ein topologischer Raum.

Satz 2.1. Sei A C X. Dann ist

A° = U

Ooffen
OCA

die grofite offene Menge in X, die in A enthalten ist. Sie heifit das Innere von
A. Es gelten folgende Eigenschaften:

(a) A={rx e A:3U €¢lU(x),U C A};

(b) A= A° & A ist offen;

(c) (AN B)°=A°nNB°.

Beweis: Die Menge A° ist offen als Vereinigung offener Mengen. Aus der
Definition folgt, dass A° C A. Ist O irgendeine offene Menge derart, dass
O C A, so gilt O C A° nach Definition von A°. Damit ist A° die grofite

offene Menge, die in A enthalten ist.

(a) “C” Sei x € A°. Damit gibt es O C A offen derart, dass z € O. Somit
ist O € U(x) und O C A. Damit ist  in der Menge auf der rechten
Seite.

“D” Sei x € A, sodass U C A fiir eine Umgebung U von z. Da U eine
Umgebung von x ist, gibt es eine offene Menge O C X derart, dass
x € O C U. Damit ist O C A und somit x € A°.

(b) folgt aus der Definition.
(c) Da A° offen ist, ist (A°)° = A°.

13



(d) “c” Da (AN B)° € A und (AN B)° offen ist, ist (AN B)° C A°.
Genauso sieht man, dass (AN B)° C B°. Folglich (AN B)° C A°N B°.
“D7 A°N B° ist offen als Durchschnitt zweier offener Mengen. Da A° C
Aund B° C Bist AN B° C AN B. Somit ist A°N B° C (AN B)°
nach Definition von (AN B)°.

O
Ist A C X, so nennen wir A°:= X\ A={x € X : 2z & A} die Komple-
mentdrmenge von A.
Definition 2.2. Eine Menge A C X heifit abgeschlossen, falls A€ offen ist.

Aus den Axiomen des topologischen Raumes und den offensichtlichen

Regeln

(Ua) = N4,

el el
(m 4) = U
iel iel

folgt, dass die Menge A der abgeschlossenen Teilmengen von X folgende

Permanenzeigenschaften erfiillt:
(a) 0, X € A,
(b) AABe A= AUB € A,
(c) A;e Ajiel = ﬂIAieA.
i€
Die abgeschlossenen Teilmengen von X sind also abgeschlossen bzgl. be-

liebiger Durchschnittsbildung und endlicher Vereinigung.

Dual zu Satz 2.1 gilt Folgendes:

14



Satz 2.3. Sei A C X. Dann ist

fl::ﬂB

ACB
Babg.

die kleinste abgeschlossene Menge, die A umfasst. Sie heifit die abgeschlossene

Hiille oder der Abschluss von A. Es gelten folgende Eigenschaften:
(a) A={r e X :UNA#0D VYUEU)},

(b) (A7 = (A7), (A°)° = (4)%

(c) A ist abgeschlossen < A = A;
(d) (A4)7 =4
(e) (AUB)” = AUB.

Beweis: Die Menge A ist abgeschlossen als Durchschnitt von abgeschlossenen
Mengen und umfasst A nach Definition. Ist B abgeschlossen und umfasst A,
so gilt A C B nach Definition. Damit ist A die kleinste abgeschlossene Menge,

die A umfasst.

(a) Sei B:={x e X:UNA#0 VUEe€U(x)} Dann gilt A C B. Ferner
ist
Be={xeX:3Uecl(x) UCcCA}=_(4%°.

Damit ist B¢ offen und somit B abgeschlossen. Sei C' abgeschlossen mit
A C C. Wir wollen zeigen, dass B C C; das ist gleichbedeutend mit
C° C B° Sei xz € C°. Da C° offen ist, gibt es U € U(z) mit U C C
also UNC = (). Da A C C, folgt dass U N A = (). Somit ist x ¢ B.
Damit haben wir gezeigt, dass B die kleinste abgeschlossene Menge ist,
die A umfasst; also B = A.

(b) (A°)~ ist die kleinste abgeschlossene Menge die A umfasst. Damit ist
((A°)7)c die groBte offene Menge in A = (A°)¢, d.h. esist ((A%)7)¢ = A°.

15



Damit ist (A°)” = (A°)° Das ist die erste Aussage von (b). Wenden
wir sie auf A° an, so finden wir ((A4¢)°)¢ = (A*)~ = A. Somit ist durch
Komplementbildung (A¢)° = (A)¢. Das ist die zweite Aussage von (b).

(c) folgt aus der Definition und (d) aus (c).

(d) Wenden wir Satz 2.1 (c) auf A° und B¢ an, so erhalten wir (A U
B)¢ = (AN (B)¢ = (A°)° N (B%)° = (A°N B°)°. Damit ist AU B =
[((A°N B9)°]° = [(A°N BY)¢]” = [A*U B*]” = (AUB)~, wobei wir (b)

zweimal benutzt haben.

Fiir jede Menge A C X gilt
A°CACA.
Definition 2.4. Die Menge 9A := A\ A° heifit der Rand von A.
Eigenschaften 2.5. (a) 0A = 0A¢;
(b) OA ist abgeschlossen;
(c) A= AUJA;

(d) OA={r € AV U eU(x) gilt UNA# 0 und U N A° £ P}

Beweis: (a) 0A4° = (A9~ \ (49)°
= (A°)\ (4)°
= (A°)NA=A\A°
= 0A.

(b) 0A = AN (A°)° ist abgeschlossen als Durschschnitt zweier abgeschlos-

sener Mengen.
(c) A\ A° = 0A nach Definition. Damit ist 04U A° = A~.

16



(d) Esist 0A = AN (A°)° = AN(A°)~. Da (A" ={z € X : UN A #
DVUeU(x)lund A~ ={z e X :UNA#D VYU €U(x)} folgt die
Behauptung.

Aufgabe 2.6. Sei (£, | ||) ein normierter Raum, » > 0, B(0,7) := {z € E:
|z|| < r}. Zeige: a) B(0,7) ist offen;

b) (B(0,r))" = {z € B+ ]l < r} = B(O,7);

c) 0B(0,r) ={z € E: |z| =r}.

Definition 2.7. a) Eine Teilmenge A von X heifit dicht falls A = X.
b) Der topologische Raum (X, O) heifit separabel, wenn es eine abzéhlbare
dichte Teilmenge gibt.

Satz 2.8. a) Hat X eine abzihlbare Basis, so ist X separabel.

b) Ist ein metrischer Raum separabel, so hat er eine abzdhlbare Basis.

Beweis: a) Sei B := {B,, : n € N} eine abzihlbare Basis mit B,, # () fiir alle
n € N. Somit ist jede nicht-leere offene Menge ist eine Vereinigung von Men-
gen in B. Wihle z,, € B,,. Dann ist A = {z,, : n € N} dicht in X;d.h. A = X.
Sei ndmlich x € X. Sei U € U(zx). Dann gibt es m € N, sodass B, C U.
Damit ist U N A D B,, N A. Also ist z,,, € U N A und somit U N A # (). Wir
haben gezeigt, dass = € A.

b) Sei A = {z,, : n € N} dicht in X. Dann ist B := {B(z,, =) : m € N,n €
N} eine Basis von O. Denn sei O offen. Zu « € O gibt es dann m € N derart,
dass B(z,2) C O. Da A = X, ist aber B(z, =) N A # (. Damit gibt es
n € N sodass d(z,z,) < L. Folglich ist z € B(x,, ). Fiir y € B(z,, ) gilt
d(y,z) < d(y,z,) + d(z,,z) < 2. Damit ist y € B(z, 2) C O. Wir haben
gezeigt, dass zu beliebigem x € O Zahlen n,m € N existieren derart, dass

x € B(x,, %) C O. Damit ist O eine Vereinigung von Mengen in B. O]
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Ein metrischer Raum hat somit genau dann eine abzédhlbare Basis wenn
er separabel ist. Wir zeigen im néchsten Beispiel, dass die Aussage b) in all-
gemeinen topologischen Raumen nicht giiltig ist. Sie ist z.B. falsch in R bzgl.
der Sorgenfrey-Topologie. Damit ist diese Topologie nach Satz 2.8(a) nicht
metrisierbar; d.h. es gibt keine Metrik auf R, die die Sorgenfrey-Topologie

induziert.

Beispiel 2.9. Betrachte R mit der Sorgenfrey-Topologie Og. Wir hatten
gesehen, dass Og keine abzahlbare Basis besitzt (1.21). Aber Q ist dicht in
(R, Og). Denn sei x € R und sei U € U(x) Dann gibt es —oo < a < b < 00
derart, dass

z € [a,b)CU.
Damit ist QNU D QNl[a, b) # . Folglich ist € Q nach Satz 2.3(a). Aus Satz
2.8b) folgt, dass die Sorgenfrey-Topologie nicht durch eine Metrik definiert

ist.

Das Beispiel 2.9 ist kein Grund zur Sorge: Wir werden lernen wie man

mit nicht-metrischen Topologien umgeht.

Definition 2.10 (Hausdorffraum). Ein topologischer Raum (X, O) heifit
Hausdorffraum (oder Hausdorffsch) falls es zu jedem x1, 25 € X mit z1 # x9
offene Mengen O; und O, gibt mit 2; € O1,29 € Oy aber O; N Oy = 0.
Statt Hausdorffraum sagt man auch oft, dass (X, O) das Trennungsaziom Ty
erfillt.

Aufgabe 2.11. Ist X ein Hausdorffraum und A C X endlich, so ist A

abgeschlossen.

Aufgabe 2.12. Sei X ein Hausdorffraum A C X und x € A\ A. Zeige: Ist
U eine Umgebung von x, so ist U N A unendlich.

Beispiel: Jeder metrische Raum ist ein Hausdorffraum.
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3 Konvergenz

In diesem Abschnitt sei X ein Hausdorffraum. Wir werden konvergente Fol-
gen definieren und sehen, dass sie im Allgemeinen nicht ausreichen, um to-
pologische Eigenschaften zu beschreiben. Daher fithren wir zusétzlich verall-
gemeinerte Folgen oder Netze ein. Als wichtiges Beispiel lernen wir in diesem

Abschnitt die Topologie der punktweisen Konvergenz kennen.
Definition 3.1 (Konvergenz von Folgen). Sei (x,)nen eine Folge in X.

a) Sei x € X. Wir sagen, dass (x,)nen gegen x konvergiert und schreiben

lim z, =z oder z, -z (n— o),

n—oo

falls es zu jeder Umgebung U von x ein ng € N existiert derart, dass

xr, € U fir alle n > ng.

b) Die Folge (x,,)nen heiit konvergent, falls es x € X gibt derart, dass

o= o
Bemerkung 3.2 (Eindeutigkeit des Limes). Eine Folge (x,,),en hat hochstens
einen Grenzwert. Hierzu brauchen wir das To-Axiom: Seien z,y € X, sodass
lim z, = x und lim x,, = y. Seien Oy, 0y offen, sodass = € O,y € O,.
%zorin gibt es nq, nZHGOON sodass x,, € Oy fiir n > ny und z,, € O, fir n > ns.
Somit ist z,, € O; N Oy fiir n > max{ny,ny}. Insbesondere ist O; N Oy # 0.

Da nach Voraussetzung X Hausdorffsch ist, folgt dass x = y. O]

Beispiel 3.3. a) Sei (M,d) ein metrischer Raum, (z,),en eine Folge in M
und z € M. Dann gilt lim x, = z genau dann, wenn zu jedem ¢ > 0 ein

ng € N existiert, sodass d(x,,z) < ¢ fiir alle n > ny. Somit gilt lim z, = x
genau dann wenn lim d(z,,z) = 0.
b) Es sei O die diskrete Topologie. Dann gilt lim z, = = genau dann wenn

es ein ng € N gibt derart, dass z,, = «x fiir alle n > ny.
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Man kann in einem metrischen Raum den Abschluss einer Menge durch

Folgenkonvergenz beschreiben.
Satz 3.4. Sei (M, d) ein metrischer Raum, A C M.

a) Sei x € M. Dann ist + € A genau dann, wenn es z,, € A gibt derat,

dass x = lim =z,,.

n—oo

b) A ist genau dann abgeschlossen, wenn gilt:

r, €A lmz, =2 = x€A.

n—oo

Beweis: a) “=” Sei # € A. Dann ist nach Satz 2.3(a) B(z,2) N A # 0
fiir alle n € N. Wihle z,, € B(z, =) N A. Dann ist d(z,,z) < =. Somit ist

lim z, = z.

S Sei ar = lim z,, mit z, € A. Sei U € U(x). Dann gibt es ng € N, sodass
x, € U fur alfe 7202 ng. Aus Satz 2.3(a) folgt, dass x € A.

b) folgt aus a). O

Es ist aus dem Beweis offensichtlich, dass Satz 3.4 in einem topologischen
Raum giiltig bleibt, der das erste Abzéihlbarkeitsaxiom erfiillt. In allgemeinen
topologischen Rdumen ist er allerdings falsch, wie das folgende Beispiel zeigt.

Es gibt uns den Anlass, eine wichtige Topologie einzufiihren.

Beispiel 3.5 (die Topologie der punktweisen Konvergenz). Sei €2 eine Menge.
Mit F () bezeichnen wir die Menge aller beliebigen reellwertigen Funktionen
auf Q. Sei f € F(2),e > 0. Fiir jede endliche Teilmenge w C €2 betrachten

wir die Menge
B(f,w,e) :={g€ F(Q) :|f(x) —g(zx)| <e fur alle x € w} .

Eine Menge O C F(w) heifit offen, falls gilt:
Ist f € O, sogibt es e > 0 und w C 2 endlich, derart dass B(f,w,e) C O.
Man priife nach, dass diese Definition zu einer Topologie auf F(Q2) fiihrt.
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Diese Topologie hat folgende Eigenschaften.
a) Die Mengen B(f,w,¢) sind offen.
b) Seien f,, f € F(£2). Dann gilt

lim f, = f< lim f,(z) = f(z) firalle z€Q.

Somit konvergiert also eine Folge (f,)nen bzgl. der eben eingefithrten Topo-
logie gegen f genau dann, wenn sie punktweise gegen f konvergiert.

c) Sei © unendlich und sei
Fo={f:Q—=R: f(x) =0 fiir alle bis auf endlich viele z € Q} .

Dann ist Fy dicht in F(2).
d) Sei Q tberzéhlbar und sei f(z) = 1 fiir alle x € Q. Dann gibt es keine
Folge (fy)nen in Fy derart, dass lim f, = f, obwohl nach ¢) f € F.

Beweis: a) Sei g € B(f,w,¢). Dann ist 6 = ¢ — I£1é15<|f(m) —g(x)| > 0. Sei
h € B(g,w,d). Dannist fiir y € w, [h(y)—f(y)| < [h(y)—9(y)|+]9(y)—f(y)] <
o+ max lg(x) — g(w)| = €. Somit ist h € B(f,w,e). Wir haben gezeigt, dass
B(g,w,d) C B(f,w,e).

b) “=" Sei z € Q,e > 0. Da lim f, = f und da B(f,{z},¢) eine offene
Umgebung von f ist, gibt es ny %_)Iiﬁ sodass f, € B(f,{z},¢e) fir alle n > ny.
Somit ist |f,(z) — f(x)| < € fur alle n > ny. Damit gilt lim f,(x) = f(z).
“<” Sei lim f,(z) = f(z) fir alle z € Q. Sei U eing_)Uoomgebung von f.
Dann gibt?_egoe > 0,w C Q endlich derart, dass B(f,w,e) C U. Zu jedem
r € w gibt es n(x) € N, sodass |f,(x) — f(x)] < e fiir alle n > n(x). Sei
no = max{n(z) : x € w}. Dann ist f,(z) — f(z)| < € fir alle x € w und alle
n > ng. Somit ist f,, € B(f,w,e) C U fur alle n > ng. Damit ist lim f, = f.
c) Sei f € F(Q2) und sei U eine Umgebung von f. Wie miissen Zgiogoen, dass
UnNFy#0. Es gibt w C Q endlich, £ > 0, sodass B(f,w,e) C U. Definiere
g € Fo durch g(z) = f(z) fur x € w und g(z) = 0 wenn = € Q \ w. Dann
ist g € B(f,w,e) N Fy C UNFy. Da U eine beliebige Umgebung von f ist,
folgt, dass f € F.
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d) Sei (fn)nen C Fo eine beliebige Folge in Fy. Dann ist w :={x € Q:3n €
N sodass f,(x) # 0} = U {z € Q: f.(x) # 0} abzdhlbar, als abzéhlbare

neN
Vereinigung endlicher Mengen. Fiir x € Q \ w ist f,(z) = 0 # f(x). Damit
konvergiert (f,)nen nicht gegen f. ]

Das vorangehende Beispiel zeigt, dass Folgen i.A. nicht ausreichen, um
den Abschluss einer Menge zu beschreiben. Wir fithren daher nun den Be-
griff der verallgemeinerten Folgen oder Netze ein. Er basiert auf folgender

Definition.

Definition 3.6. 1. Eine geordnete Menge ist eine Menge [ zusammen mit

einer Relation, die folgende Eigenschaften erfiillt:
a) 1 < i (Reflexivitét),
b) i < jund j X i =i =7 (Antisymmetrie),
c) fur alled,j,k € 1,1 = j,7 < k=1 =k (Transitivitét).

2. Eine gerichtete Menge ist eine Menge I mit einer Relation < derart, dass
a), ¢) gilt und zu jedem Paar i,j € I ein k € I existiert mit ¢ < kund j < k.

Eine gerichtete Menge muf} also nicht antisymmetrisch sein.

Beispiel 3.7. a) (N, <) ist eine gerichtete Menge;

b) R, := [0, 00) ist bzgl. der iiblichen < — Relation eine gerichtete Menge,
¢) (0,00) ist eine gerichtete Menge bzgl. i < j :& j <.

d) Eine geordnete Menge (I, =) heifit total geordnet, falls fir jedes Paar
1,7 € I gilt ©+ < 7 oder j < i.

Die Mengen in a), b), ¢) sind alle total geordnet. Jede total geordnete Menge
ist gerichtet.

e) Sei X eine Menge und I C P(X), sodass mit ¢,j € I auch iNj € I. Dann
ist I gerichtet bzgl. i < j & j C .
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f) Sei X eine Menge und I = {i C X : i ist endlich}. Dann ist I gerichtet
bzgl. der Relation

12jei1Cy.
g) Sei X ein topologischer Raum und x € X. Sei B eine Umgebungsbasis von

x. Dann ist B gerichtet bzgl.
UxV:esVCcU.

Nun kénnen wir die Konvergenz von verallgemeinerten Folgen definieren.

Im Folgenden sei X ein Hausdorffraum.

Definition 3.8. a) Ein Netz ist eine Abbildung z : I — X wobei (I, <) eine
gerichtete Menge ist. Man schreibt x; := z(i) und z = (x;);e;-

b) Sei (x;)ier ein Netz in X und sei x € X. Man sagt, dass (z;)ier gegen x
konvergiert und schreibt

limz;, =z
T

falls zu jeder Umgebung U von z ein i, € I existiert derart, dass x; € U fiir

alle 7 > 4.

Hier definieren wir 7 = i, :< i, = 7. Ein anderes Wort fiir Netz ist

verallgemeinerte Folge.

Bemerkung 3.9. Sei (/, <) eine gerichtete Menge.

a) Sei zu jedem i € I eine Aussage A(i) gegeben. Wir sagen, dass A(7)
schliefSlich wahr ist, wenn es ein i, € I gibt, sodass A(7) fiir alle i > i, wahr
ist.

b) Sei (x;)icr ein Netz und sei xz € X.

Dann gilt hr? x; = x genau dann, wenn fiir jede Umgebung U von z das

Folgenglied x; schlielich in U liegt.

Bemerkung 3.10 (Eindeutigkeit des Grenzwertes). Da wir voraussetzen,
dass X Hausdorffsch ist, hat jedes Netz hochstens einen Grenzwert. Das

sieht man genau wie bei Folgen (siche refbem3.2).
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Mit Hilfe von Netzen kénnen wir nun den Abschluss einer Menge wie

gewohnt beschreiben.

Satz 3.11. Sei A C X und sei x € X. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) = € A;
(ii) es gibt ein Netz (z;);c; in A derart, dass li}rn T = x.

Beweis: (i) = (ii) Sei z € A. Dann ist U(x) gerichtet beziiglich U = V :&
UcCV.Dax € A, gibt eszu U € U(z) ein oy € ANU. Es ist liLr{nxU =z
nach der Definition des Limes.

(i1) = (i) Sei x = li}na:i mit z; € A. Sei U € U(x). Dann gibt es i, € 1,
sodass x; € U fiir i = i,. Es ist also UN A # () da x;, € U. Damit ist z € A
nach Satz 2.3a). O

Wir haben im obigen Beweis das Auswahlaxiom benutzt.
Auswahlaxiom. Sei (A4;);c; eine Familie von nicht-leeren Mengen, I # ().
Dann gibt es eine Abbildung f: I — (J A; mit f(i) € A; fir alle i € 1.

i€l

Es handelt sich um ein Axiom der Mengenlehre, das gleichwertig zum
folgenden Wohlordnungssatz ist. Eine geordnete Menge (X, <) heifit wohl-
geordnet, wenn jede nicht-leere Teilmenge A von X ein kleinstes Element
besitzt (d.h. es gibt a, € A, sodass a, < a fiir alle a € A). Jede wohlgeord-

nete Menge ist total geordnet.

Satz von Zermelo (Wohlordnungssatz). Jede Menge besitzt eine Wohlord-

nung.

Wir wollen Satz 3.11 an einem weiteren Beispiel erldutern.

Beispiel 3.12 (Ordinalzahlen). Es gibt eine iiberabzihlbare wohlgeordnete
Menge (£, <), so dass gilt:

24



1. Q besitzt ein Maximum wq; d.h. w; € Q und o < w; fiir alle o < wy.

2. [1, @) ist abzéhlbar fiir alle v < wy. Hier ist 1 = minQ und [1,«) := {0 €
Q:1=20<al.

Wir schreiben 8 < « falls § < a und § # a.

Beweis: Sei < eine Wohlordnung von R.

1. Fall: Es gibt 7, € R derart, dass [1,~) iiberzdhlbar ist. Setze w; = min{y €
R : [1,7,) ist iiberzdhlbar}, dann erfiillt 2 := [1,w;]| die Anforderung 1. und
2.

2. Fall: [1, «) ist abzéhlbar fiir alle o € R. Setze 2 := RU{w; } und definiere
a 2wy fiir alle @ € Q. Dann ist © wohlgeordnet. Ferner ist 2 = [1,w;]| und
() ist iiberzahlbar, da R C ). O

Folgerung: Es ist @ + 1 < w; fiir alle @ € Q. Hier ist a + 1 := min{f €
Q : B = «a} der Nachfolger von o. Wire namlich « + 1 = wy, so wire
Q2 =[1,a) U{w} abzédhlbar.

Ordnungstopologie: Die Ordnungstopologie auf €2 ist von den Ordnungs-
intervallen [1,a) :={f€Q:1 < <a}, (q,wi{iI=0€Q:a <8}, ac,
und [1, w;] :=  erzeugte Topologie. Die Menge dieser Ordnungsintervalle ist
durchschnittsstabil. Somit ist eine Teilmenge von 2 genau dann offen, wenn

sie Vereinigung von Ordnungsintervallen der obigen Form ist.

Eigenschaften: 1. {(a,w;] : @ < w;} ist eine Umgebungsbasis von w;.

2. [1,wy) ist dicht in [1, wy].

3. Jede Folge (av,)nen, die gegen w; konvergiert ist stationdr, d.h. es gibt
no € N, sodass «,, = w; fir alle n > n,.

4. Insbesondere gibt es keine Folge in A := [1,w;) die gegen w; konvergiert,
obwohl w; € A.

Beweis: 1. Die Ordnungsintervalle, die w; enthalten sind gerade von der
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Form (a,w],a € Q, a0 < wy.

2. I := [1,w;) ist eine gerichtete Menge und «; := i definiert ein Netz in
[1,wq). Es ist li}n a; = wi. Denn ist U eine Umgebung von w;, so gibt es
io < wi, sodass (io,wi) C U. Damit ist ag € (io,wq) C U falls i > i, + 1.
Nach Satz 3.11 ist somit w; € [I,w;). Wir kénnten aber auch direkt argu-
mentieren: Sei U eine Umgebung von wy. Dann ist (o, w;] C U fiir ein a < wy.
Damit ist a« +1 € U N [1,w).

3. Sei (ay)nen eine Folge in Q und sei I = {n € N : a, < wq}. Dann ist

B := |1, a,) abzdhlbar und fiir 5 € B ist [1,3) C B. Damit ist B = [1,7)

neJ
mit v = min(Q \ B). Da B abzéhlbar ist, ist 7 < w;. Damit ist (7 < w]

eine Umgebung von wy. Ist nun lim «,, = wi, so gibt es n, € N, sodass

n—oo

a, € (7,w] fiir alle n > ny. Damit ist o, = w; fiir alle n > n.. O
Wir wollen die Konvergenz von Netzen am Beispiel der punktweisen Kon-
vergenz testen.

Beispiel 3.13 (Punktweise Konvergenz von Netzen). Sei €2 eine Menge. Wir
betrachten die Topologie der punktweisen Konvergenz auf F(€2), siche Bei-
spiel 3.5.

Sei (f;)ier ein Netz in F(§2), und sei f € F(2). Dann gilt

li}n fi = f genau dann, wenn li}n fi(x) = f(z) fir alle x € Q.

Das priift man leicht wie in Beispiel 3.5 nach.

Aufgabe 3.14. Sei f : (0,b] — R eine Funktion. Dann ist (f(7))ic( ein
Netz, wenn auf I = (0, b] gesetzt wird

1= jieg<i.
Sei ¢ € R. Zeige, dass folgende Aussagen dquivalent sind:

1. li}n f(i) =c,
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2. lim f(x,) = c fur jede Folge (x,)ney mit lim z, = 0,

3. zu jedem € > 0 gibt es § > 0, sodass 0 < x < § = |f(z) — f(c)] < e.

Aufgabe 3.15 (Cauchy-Kriterium). Ein Netz (x;);c; in R konvergiert genau

dann, wenn zu jedem ¢ > 0 ein 7y € [ existiert, sodass

|z, — x| < e wenn i > ig,j > g .
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4 Stetige Funktionen

In diesem Abschnitt betrachten wir zwei Hausdorff-Raume X und Y.

Definition 4.1. Sei f: X — Y eine Funktion.

a) Sei x € X. Dann heifit f stetig in =, wenn li}n T == li}n flz:) = f(x)
fiir jedes Netz (x;);er in X.

b) f heiit stetig, wenn f in jedem z € X stetig ist.

Satz 4.2. Sei x € X. Eine Funktion f : X — Y ist genau dann in z stetig,

wenn gilt: Zu jeder Umgebung V' von f(x) gibt es eine Umgebung U von x
mit f(U) C V.

Beweis: “=" Sei f in z stetig. Ist die Behauptung falsch, so gibt es eine
Umgebung V' von f(z), sodass f(U) ¢ V fir jede Umgebung U von z. Da-
mit gibt es zu jedem U € U(x) ein zy € U, sodass f(xzy) € V. Das Netz
(zv)veu) konvergiert gegen x, aber (f(zv))vecu) konvergiert nicht gegen
f().

“<" Sei (2;)ier ein Netz mit li}n z; = x. Sei V eine Umgebung von f(x).
Dann gibt es nach Voraussetzung eine Umgebung U von z mit f(U) C V.
Da li}nmi = x, gibt es ig € I, so dass x; € U fiir alle i > iy. Damit ist
f(z;) € V fiir i = 4p. Wir haben gezeigt, dass lim; f(x;) = f(z). O

Nun koénnen wir die Stetigkeit folgendermaflen charakterisieren.
Satz 4.3. Sei f : X — Y eine Funktion. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) f ist stetig;
(ii) f7Y(O) ist offen in X, wenn O C Y offen ist;

(iii) f~*(B) ist abgeschlossen in X fiir jede abgeschlossene Teilmenge B von
Y.

Y

(iv) f(A) C f(A) fiir alle Teilmengen von A von X.
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Beweis: “(i) = (iv)” Sei € A. Dann gibt es ein Netz (7;);c; in A, sodass

li}n x; = x. Da f stetig in z ist, gilt li}rn f(z;) = f(x). Damit ist f(x) € f(A).

“(iv) = (i17)” Sei x € f~1(B). Aus der Voraussetzung folgt

fl@)e f(fH(B)cB=8.

Damit ist z € f~'(B). Wir haben gezeigt, dass f~*(B) C f~'(B).

“(791) = (i7)” Sei O offen. Dann ist O° abgeschlossen. Somit ist nach Vor-
aussetzung f~1(0°) = (f~1(0))¢ abgeschlossen; d.h. f~1(0O) ist offen.

“(ir) = (i)” Sei V€ U(f(x)). Dann gibt es O offen mit f(x) € O C V. Folg-
lich ist z € f~1(O) =: U. Aus der Voraussetzung folgt, dass U eine offene
Umgebung von z ist. Da f(U) C O C V haben wir die Bedingung von Satz

4.2 nachgewiesen. O

Im metrischen Raum ist Stetigkeit zu Folgenstetigkeit dquivalent.

Aufgabe 4.4. Sei (M, d) ein metrischer Raum, f : M — X eine Funktion,
x € M. Folgende Aussagen sind dquivalent:

(i) lim z, =2 = lim f(z,) = f(z);

n—oo n—oo

(i) f ist stetig in .

Aufgabe 4.5. Sei f : X — Y eine Funktion; x € X habe eine abzédhlbare
Umgebungsbasis. Sei f folgenstetig in x; d.h. lim z, = z = lim f(z,) =
f(x). Zeige, dass f stetig in z ist. e o
Beispiel 4.6. Betrachte 2 = [1,w;] aus Beispiel 3.12. Definiere f :  — R
durch f(a) =1 wenn a < wy, f(w1) = 0. Dann ist f folgenstetig in wy, da
jede gegen w; konvergente Folge stationér ist. Aber f ist nicht stetig in wq,
da es ein Netz (o;)ier in [1,w;) gibt mit li}n a; = wy und somit f(a;) =0 #
flw) =1firallei € .

Zwischen beliebigen (nicht-notwendigerweise Hausdorff-) Topologien de-
finiert man Stetigkeit {iber Satz 4.3(ii).
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Definition 4.7. Seien X, Y topologische Radume. Eine Abbildung f : X — Y
heift stetig falls f~1(O) offen ist fiir jede offene Menge O in Y.

Satz 4.8. Die Verkniipfung stetiger Abbildungen ist stetig.

Beweis: Seien X,Y,Z topologische Rdume und seien f : X — Y und
g : Y — Z stetig. Sei O C Z offen. Dann ist ¢g~!(O) offen in Y, also ist
g7 HO)) offen in X. Da (go f)~1(O) = f~1(g7(0))) ist der Satz bewie-

sen. OJ

Definition 4.9. Seien X, Y topologische Raume. Ein Homdomorphismus ist
eine stetige bijektive Abbildung f: X — Y, sodass f~': Y — X stetig ist.

Man sagt, dass zwei topologische Raume X,Y homdomorph sind, wenn
es einen Hom6omorphismus f : X — Y gibt.

Sei f: X — Y ein Homoomorphismus. Dann ist eine Teilmenge A von X
genau dann offen, wenn f(A) offen ist. Alle topologischen Eigenschaften von
X iibertragen sich auf Y. Ist z.B. A C X soist f(A4) = f(A), f(OA) = df(A).

Aufgabe 4.10. Wir betrachten auf offenen Intervallen in R, die durch die
natiirliche Metrik induzierte Metrik.
1. Sei f : R — (a,b) streng monoton stetig und surjektiv. Dann ist f ein

Homdomorphismus. Hier ist —oo < a < b < oo. Konkrete Beispiele sind:
a) f(zr) =arctanz,a = 3,b = T;
b) f<$> - e:c7a: Oyb: Q0.

2. f:(-1,1) =R, f(z) = 777 definiert einen Homéomorphismus.
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5 Neue Topologien

Zunéchst betrachten wir die Initialtopologie bzgl. einer Abbildung.

Definition 5.1. a) Sei Y ein topologischer Raum, f : X — Y eine Abbil-
dung, X eine Menge. Dann ist

O :={f10):0 CY offen}

die grébste Topologie auf X, sodass f stetig ist. Sie heifit die Initialtopologie
bzgl. f.

b) Ist X C Y und f(x) = z, so heiBit O die relative Topologie (bzgl. Y) auf
X.

Bemerkung 5.2. Sei Y ein topologischer Raum, X C Y mit der relativen
Topologie. Sei A C X.

a) A ist relativ offen <& 3 O C Y offen A =0nN X.

b) A ist relativ abgeschlossen in X genau dann, wenn es eine abgeschlossene
Teilmenge B von Y gibt derart, dass A = BN X.

c) A ist relativ abgeschlossen in X genau dann, wenn gilt:
li}nmi:xundXEXzﬂzeA,

fiir jedes Netz (x;);er in A.
d) Sei X C Y offen. Dann ist A C X genau dann relativ offen, wenn A offen
in Y ist.

Beweis: a) Es ist f(z) = z,x € X. Somit ist fir O C Y, f~}(0) = On X.
Damit ist O = {ONX : O CY offen}.
b) A C X ist relativ abgeschlossen <

JOCYoffen, X\A=0nX<«
FOCYoffen, A=0°NX.

c) folgt aus b).
d) folgt aus a). O
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Beispiel 5.3. Y =R, X =[0,1). Dann ist
A =10,1) ist relativ offen, und

A = [1,1) ist relativ abgeschlossen.

Die Initialtopologie bzgl. einer Familie von Abbildungen ist folgenderma-
Ben definiert:

Satz 5.4 (Initialtopologie). Sei X eine Menge, A eine Indexmenge und seien
fiir « € A topologische Raume Y, mit Abbildungen f, : X — Y, gegeben.
Dann gibt es eine grobste Topologie O auf X bzgl. derer alle f, stetig sind.

Das Mengensystem

B={() f2'(0a) : B C A endlich}

aeB

ist eine Basis von O.

Beweis: Es ist O der Durchschnitt aller Topologien bzgl. derer alle f,, stetig
sind.

Das Mengensystem B ist durchschnittsstabil. Sei @ die von B erzeugte To-
pologie; d.h. O besteht aus allen Vereinigungen von Mengen in B. Dann ist
Oco.

Aus der Definition von O folgt, dass alle f, bzgl. O stetig sind. Somit ist
0=0. O

Die Konvergenz bzgl. der Initialtopologie 148t sich auf die Konvergenz der
Bilder unter f, zuriickspielen.

Satz 5.5. Sei X eine Menge und seien f, : X — Y Abbildungen, wobei Y,
ein topologischer Raum ist (o € A). Betrachte die Intitialtopologie auf X.
Dann gilt:

(a) Sei (x;);es ein Netz in X und sei x € X. Es ist li}n x; = x genau dann,

wenn li}n fa(z;) = fo(x) fir alle a € A.
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(b) Sei Z ein topologischer Raum und sei g : Z — X eine Abbildung.
Genau dann ist g stetig, wenn f,o0g¢g: Z — Y, fiir jedes a € A stetig
ist.

Beweis: (a) “=" klar.
“<" Sei U eine Umgebung von z. Dann gibt es B C A endlich, O, C Y, offen

derart, dass x € [ f,'(Os) C U. Insbesondere ist f,(z) € O, fiir a € B.
aEB
Damit gibt es nach Voraussetzung i,, sodass f,(z;) € O, fur alle ¢ = i,. Da

I gerichtet ist, gibt es iy = i, fir alle « € B. Dann ist f,(x;) € O,, also
x; € f71(O,) fiir alle ¢ = ig. Somit ist x; € U fiir alle 7 = 4.

(b) “=" Ist g stetig, so ist f,0g stetig als Verkniipfung stetiger Abbildungen.
“<” Sei li}n z; = z in Z. Aus der Voraussetzung folgt, dass li}n falg(z)) =
falg(2)) fiir alle @ € A. Damit folgt aus (a), dass li}n g(z;) = g(z). Wir haben
gezeigt, dass g stetig ist. O

Beispiel 5.6 (Topologie der punktweisen Konvergenz). a) Sei 2 eine Menge
und sei F(Q) := {f : @ — R : f eine Funktion}. Zu x € Q betrachte die
Abbildung P, : F(Q2) — R, die durch P,(f) = f(z) (f € F(Q)) definiert
ist (die Auswertungsabbildung in x). Dann ist die Topologie der punktwei-

sen Konvergenz aus Beispiel 3.5 gerade die Initialtopologie bzgl. der Familie

(fk)xeﬂ-
b) Natiirlich kann man die Topolgie der punktweisen Konvergenz auch auf

Teilmengen von F(£2) definieren. Konkrete Beispiele sind:
1. X =C[0,1] :={f:]0,1] — R: f ist stetig}.
2. X =C(Q) :={f: 2 — R stetig} mit Q C R? offen.
3. X =H(Q) :={f: Q2 — C holomorph} mit @ C C ein Gebiet.

Definition 5.7 (Produkttopologie). Seien X,,a € A, topologische Rdume.
Wir betrachten das kartesische Produkt X = [] X, aller Familien (z4)aca

aEA
derart, dass x, € X, fiir alle « € A. Zu § € A heifit die Abbildung

Ps: X — X3, (Ta)aca — g
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die B-te Projektion. Die Produkttopologie ist die grobste Topologie auf X

derart, dass alle Projektionen stetig sind.

Folgerungen: a) Ist (x;);c; ein Netz in X mit z; = (Zjn)aca und z =
(Ta)aca € X, so ist li}n x; = x in X genau dann, wenn li}n Tio = T, fur alle
a € A

b) Eine Abbildung ¢ : Z — X, Z ein topologischer Raum, ist genau dann
stetig, wenn pgo g : Z — X fiir alle § € A stetig ist.

c¢) Eine Basis der Topologie wird durch die Zylinder

O :={(20)aca : ©g € Og fiir alle § € B}
gebildet, wobei B C A endlich ist und Og C X offen ist fiir alle g € B.

Aufgabe 5.8. a) Sei X,, = {0,1} mit der diskreten Topologie und X =
[] X.. Hat X isolierte Punkte?

neN
Ein Punkt z in einem topologischen Raum X heifit isoliert, falls {z} eine

Umgebung von z ist. Ein topologischer Raum heif3t perfekt, wenn er keine
isolierten Punkte besitzt.
b) Ist ein Unterraum eines perfekten topologischen Raumes (mit der Rela-

tivtopologie) wieder perfekt?

Aufgabe 5.9. Seien X, Hausdorfl-Rdume mit mehr als einem Punkt, X =

[] Xo mit der Produkttopologie. Ist A iiberzdhlbar, so ist X nicht metri-
acA
sierbar.

Satz 5.10. Sei (X, d) ein metrischer Raum Y C X.

a) Die Relativtopologie wird von der Metrik d, eingeschrankt auf Y, erzeugt.
b) Ist X separabel, so ist es auch Y.

Beweis: a) Sei A C Y offen bzgl. d. Zu jedem a € A gibt es dann ¢, > 0

mit By (a,&,) == {z € A :d(z,a) < e,} C A. Sei Bx(a,e,) = {z € X :

d(z,a) < e,}. Dann ist O := |J Bx(a,&,) in X offen und A = ONY. Damit
z€A
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ist A relativ offen. Sei umngekehrt A relativ offen, dann gibt es O C X offen,
sodass A = ONY. Seia € A. Da O in X offen ist, gibt es ¢ > 0, sodass
Bx(a,e) C O. Damit ist By(x,e) = Bx(z,e) NY CONY = A. Also ist A
bzgl. d in Y offen.

b) Sei {a, : n € N} dicht in X. Sei I = {(n,m) : B(a,, =) NY # 0}. Wihle
zu jedem (n,m) € I ein y,,, € B(ay, %) NY.Seiy €Y,e>0. Wahle % <e.
Es gibt n € N derart, dass d(a,,y) < —. Damit ist (n,m) € I und es ist
Ay, Ynm) < d(y,an) + d(an, Yam) < = + = = 2 < e. Zu jedem y € Y und

jedem e > 0 haben wir somit (n, m) € I gefunden derart, dass y, ., € B(y, ¢).
Damit ist die abzidhlbare Menge {yn.m : (n,m) € I} dicht in Y. O

Wir zeigen an einem Beispiel, dass der obige Satz in beliebigen topologi-

schen Rdumen nicht richtig ist.

Beispiel 5.11. Es gibt einen separablen topologischen Hausdorffraum X
und Y C X, so dass Y nicht bzgl. der Relativtopolgie separabel ist.

Beweis: Betrachte Ry, die reelle Achse versehen mit der Sorgenfreytopologie.
Eine Basis ist B = {[a,0) : —00 < a < b < co}. Somit ist Q dicht in Ry. Es
folgt, dass Ry und damit auch R, x R, separabel ist. Denn sei (z,y) € Ry xRy
und sei U eine Umgebung von (z,y). Dann gibt es —oo < a; < b; < 00,j =
1,2, derart, dass (z,y) € [a1,b1) X [ag,by) C U. Wihle ¢; € [a;,b;) NQ,j =
1,2. Dann ist (g1, q2) € U. Wir haben gezeigt, dass Q x Q dicht in Ry x R,
ist. Wahle Y = {(x,—xz) : * € R} versehen mit der Relativtopologie bzgl.
X =R, x R,. Dann ist Y nicht separabel. Zu y € R ist ndmlich

U=ly,y+1)x[~y,—y+1)

eine offene Umgebung von (y,—y) in X. Aber es ist U NY = {(y,—vy)}.
Denn sei (a,—a) € U. Dannist y < a < y+1und —y < —a < —y + L.
Damit ist y < a < y. Der Raum Y trégt also die diskrete Topologie und ist
iiberzédhlbar. Damit ist Y nicht separabel. O]
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Soweit haben wir die Produkttopologie und die relative Topologie ken-
nengelernt, um aus gegebenen Topologien neue zu konstuieren. Als letztes

betrachten wir die Quotiententopologie.

Satz 5.12. Sei X ein topologischer Raum, Y eine Menge und ¢ : X — Y

surjektiv. Dann definiert
O :={0 CY :q*O) offen}
eine Topologie auf Y. Es ist die feinste Topologie bzgl. der ¢ stetig ist.

Aufgabe 5.13. a) Beweise Satz 5.12.

b) Sei in der Situation von Satz 5.12 g : Y — Z eine Abbildung mit Z einem
topologischen Raum. Die Funktion g ist genau dann stetig, wenn goq : X —
Z stetig ist.

Beispiel 5.14. Sei X ein topologischer Raum und ~ eine Aquivalenzrelation.
Sei ¢ : X — X/~ die Quotientenabbildung. Dann ist O C X/~ offen genau
dann, wenn |J [z] offen in X ist, wobei ¢(x) =: [z].
[z]eO
Aquivalente Beschreibung: Sei X eine Menge und X* eine Zerlegung von
X (dh. X* ={A;, i e I},AANA; =0,i # j,UA = X} Definiere
i€l
q: X — X* q(x) = A; mit v € A;. Dann definiert man O* C X* als offen,

wenn |J A offen in X ist.
AecO*
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6 Kompakte Riume

In diesem Abschnitt ist X ein Hausdorff-Raum.

Definition 6.1. Eine Teilmenge K von X heifit kompakt, wenn Folgendes
gilt: Sind O;, i € I, offene Teilmengen von X derart, dass

K C U O; |
iel
so gibt es eine endliche Teilmenge von J von [ derart, dass K C |J O;. Mit
ieJ
anderen Worten K heifit kompakt, wenn jede offene Uberdeckung von K eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.
Beispiel 6.2. a) R = |J (n,n + 2) ist nicht kompakt.

nez
b) Sei lim x, = z. Dann ist K := {z,, : n € N} U {z} kompakt.

n—oo

c) (0, 1] ist nicht kompakt.
Beweis: Ubungsaufgabe.
Satz 6.3. Sei K C X kompakt. Dann ist K abgeschlossen.

Beweis: Sei K kompakt und sei xy € X \ K. Da X Hausdorffsch ist, gibt es
zu jedem y € K offene Mengen Uy, O, sodass U, N O, =0, zy € U,,y € O,.
Da K kompakt ist, gibt es y1...y, € K so dass K C |J O,,. Die Men-
j=1
ge U := (N Uy, ist eine offene Umgebung von xz,. Da U N O,, = ( fiir alle
j=1
j=1,...,n,ist auch UNK = (. Zu jedem z, € X \ K haben wir somit eine
offene Umgebung U von z, gefunden mit U C X \ K. Damit ist X \ K offen

und K abgeschlossen. O]

Wir haben sogar mehr bewiesen:

Lemma 6.4. Sei K C X kompakt und x, € X \ K. Dann gibt es offene
Mengen U,V C X derart, dassUNV =0, 2z, € U K CV.
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Das Lemma 6.4 sagt, dass wir kompakte Mengen und Punkte durch offe-
ne Mengen trennen kinnen. Der néchste Satz zeigt, dass wir sogar disjunkte

kompakte Mengen durch offene Mengen trennen kénnen.

Satz 6.5. Man kann disjunkte kompakte Mengen in X durch offene Mengen
trennen; d.h. sind A, B C X kompakt mit AN B = () gegeben, so findet man
offene Mengen U,V C X derart, dass ACU,BCV und UNV = 0.

Beweis: Nach Lemma 6.4 gibt es zu jedem x € A offene Mengen U,, O,

gefunden mit U, N O, = 0, x € Ux, B C O,. Da A kompakt ist, gibt es

T1,..., T, € A derart, dass A C U Uz, =: U. Die Menge V := ] O, ist
j=1

offen und B C V. Da U,, ﬂVCU ﬂO , =0 fiiralle j = 1,...,n, ist auch
unv=»0. O
Nun zeigen wir noch eine Art Umkehrung von Satz 6.3.

Satz 6.6. Sei X kompakt. Fine Teilmenge K von X ist genau dann kompakt,

wenn sie abgeschlossen ist.

Beweis: Kompakte Teilmengen sind nach Satz 6.3 immer abgeschlossen.
Sei umgekehrt X kompakt und K C X abgeschlossen. Sei K C (J O; mit

i€l
O; C X offen. Da X \ K offen ist, bildet X = (X \ K) U |J O; eine offene
i€l
Uberdeckung von X . Nach Voraussetzung gibt es J C I endlich derart, dass
X C(X\K)U O;. Damit ist K C | O;. O

ieJ e

Bemerkung 6.7. Sei K C X. Man mache sich klar, dass es dasselbe ist zu
sagen, dass K kompakt im Sinne von Definition 6.1 oder kompakt bzgl. der
Relativtopologie ist.

Wir wollen nun die Aktion stetiger Abbildungen auf kompakten Mengen

betrachten. Sei Y ein weiterer Hausdorflraum.
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Satz 6.8. Sei f : X — Y stetig und K C X kompakt. Dann ist f(K)
kompakt.

Beweis: Sei f(K) C |J O; mit O; C Y offen, i € I. Dannist K C |J f~1(O;).

il i€l

Da f~1(O;) offen und K kompakt ist, gibt es eine endliche Teilmenge J von
I, sodass K C |J f~1(0;). Damit ist f(K) c | O;. O
i€l ieJ

Korollar 6.9. Sei X kompakt, f : X — Y stetig und bijektiv. Dann ist f

ein Hom&morphismus.

Beweis: Wir miissen zeigen, dass f~!: Y — X stetig ist. Sei O C X offen.
Dann ist O° abgeschlossen und somit kompakt. Damit ist f(O°) kompakt
und damit abgeschlossen. Da f(O)¢ = f(O°), folgt, dass f(O) offen ist. Be-
achtet man, dass f = (f~!)7!, so ist gezeigt worden, dass die Urbildmenge

unter f~! jeder offenen Menge offen ist. Das bedeutet, dass f~! stetig ist. [J

Aus den Grundvorlesungen wissen wir, dass eine Teilmenge M von R?
genau dann kompakt ist, wenn sie abgeschlossen und beschrankt ist. Ins-
besondere besitz eine kompakte Teilmenge von RY ein Minimum und ein

Maximum. Aus Satz 6.8 schlieflen wir also:

Korollar 6.10 (Satz von Minimum und Maximum). Sei KX C X kompakt
und f : K — R stetig. Dann gibt es 1,29 € K, sodass f(z1) < f(z) < f(x2)
fiir alle x € K. Es ist also

f(x1) = min f(z) und

zeK
flaz) = maxf(z).
Beweis: f(K) ist kompakt in R. O

Dual kann man Kompaktheit folgendermafien charakterisieren.

Aufgabe 6.11. Folgende Aussagen sind dquivalent:
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(i) X ist kompakt;

(ii) sei A C K(X) eine Menge von abgeschlossenen Teilmengen von X

derart, dass [ A; # 0, wenn immer n € N und A;,..., 4, € A. Dann
i=1
ist () A#0.

AeA

Daraus ergibt sich folgendes niitzliche Korollar:

Korollar 6.12. Seien K, C X kompakt mit § # K, C K, fiir alle n € N.

Dann ist

(K. #0.

neN

Nun wollen wir Kompaktheit mit Hilfe von Netzen beschreiben.

Definition 6.13. Ein Punkt = € X heifit Haufungspunkt des Netzes (x;)cr
falls zu jeder Umgebung U von x und jedem i € [ ein j > i existiert mit
X eU.

Satz 6.14. Sei K C X. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) K ist kompakt;
(i) jedes Netz (z;);cs in K hat einen Haufungspunkt in K.

Beweis: (i) = (ii). Sei (x;);e; ein Netz mit x; € K fiir alle ¢ € I. Dann
ist K; := {x; : j = i}~ kompakt. Da I gerichtet ist, haben endlich viele
der Mengen K; jeweils einen nicht-leeren Durchschnitt. Nach Aufgabe 6.11

gibt es damit x € () K;. Ist U eine Umgebung von z und i € I, so ist
iel
Un{z;:j =i} # 0. Damit ist z ein Hiufungspunkt des Netzes.

(17) = (7). Selen B, C K,a € A, abgeschlossene Mengen derart, dass
(| Ba # 0, wenn F C A endlich ist. Wir miissen zeigen, dass [ B. # 0.

ack acA
Wiéhle zp € () B, fiir jedes endliche F' C A. Dann ist (zp)per ein Netz
acF

in K, wenn F = {F C A : F endlich} als gerichtete Menge bzgl. der
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Mengeninklusion betrachtet wird. Nach Voraussetzung hat (zg)per einen

Héufungspunkt x in K. Dann ist x € () B,; denn angenommen es gibt
acA
B € A, sodass x ¢ Bg. Dann ist U := X \ Bjs eine Umgebung von z. Somit

gibt es eine endliche Teilmenge F' von A derart, dass {#} C F und zr € U.

Damit ist xp ¢ Bz im Widerspruch zur Definition von zp. O

In einem kompakten Raum hidngen Haufungspunkte und Grenzwerte fol-

gendermaflen zusammen.

Satz 6.15. Sei (x;);c; ein Netz in einer kompakten Teilmenge K von X und

sei x € X. Dann sind dquivalent:
N lim g — o
(i) imz; = ;
(ii) (x;)ier hat x als einzigen Haufungspunkt.

Beweis: (ii) = (7). Falls Aussage () nicht richtig ist, gibt es eine offene Um-
gebung U von z und zu jedem i € I ein (i) € I mit (i) = i und z,;) € U.
Das Netz (24(;))icr hat dann einen Haufungspunkt y # x. Dieses y ist auch
ein Haufungspunkt von (z;);c;. Denn sei U eine Umgebung von x. Sei i, € [
dann gibt es i > i, mit x,;) € U. Aber ¢(i) = i = i,.

(i) = (4i). Sei y # . Dann gibt es U € U(x),V € U(y) mit UNV = (. Es
gibt i, € I, sodass z; € U fiir alle ¢ > i,. Damit ist x; ¢ V fiir alle i > i,.
Also ist y kein Haufungspunkt des Netzes. m

Definition 6.16 (Teilnetz). Sei (z;);c; ein Netz. Sei (J, <) gerichtet, ¢ :
J — I kofinal in I, d.h. Vi, € 13j, € J, so dass ¢(j) = i,¥j = jo. Dann

heilt (wy,(j));es ein Teilnetz von (x;)ier.
Satz 6.17. Sei (z;);c; ein Netz in X, und sei x € X. Dann sind dquivalent:

(i) x ist ein Haufungspunkt von (z;);er;
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(i) 3 Teilnetz (z4(;))jes von (x;)ier, das gegen = konvergiert.

Beweis: (ii) = (i) Sei U € U(x). Sei i, € I beliebig. Da 1i§n Ty = x gibt
es j, € J, sodass z,;) € U fiir alle j = j,. Dann gibt es j; € J, sodass
©(j) = o, wenn j = ji. Es gibt in j, € J derart, dass z,;) € U fiir alle
J = j2. Da J gerichtet ist, gibt es j5 € J mit j3 = j; und j3 = jo. Damit ist
i:=¢(j3) = i, und x; € U.

(1) = (i) Sei x ein Haufungspunkt von (x;);er. Zu U € U(x),i € I gibt es
@(i,U) € I mit p(i,U) = i und x4y € U. Die Menge J := I x U(x) ist
gerichtet bzgl. (i,U) = (4,V) = (i = jund U C V). Es ist (243,0))¢,0)es
ein Teilnetz von (z;);c;. Ferner ist li}n Tyuy = x. Denn sei U, € U(x). Sei
i, € I beliebig. Fiir (:,U) = (i,,U,) gilt ¢ = i, und U C U,. Damit ist
Tyi,U) € Uclu,. ]

Nun konnen wir die Kompaktheit auch folgendermaflen fassen, indem wir
Satz 7?7 und Satz ?? miteinander verbinden.
Satz 6.18. Sei K C X. Aquivalent sind:
(i) K ist kompakt;
(ii) jedes Netz in K hat ein Teilnetz, das in K konvergiert.
Wir geben zusétzliche Informationen.

Definition 6.19. Sei K C X.

a) K heiBt abzihlbar-kompakt, wenn jede abzihlbare offene Uberdeckung eine
endliche Teiliiberdeckung besitzt.

b) K heifit folgenkompakt, wenn jede Folge eine konvergente Teilfolge hat.

Satz 6.20. K ist genau dann abzidhlbar-kompakt, wenn jede Folge in K

einen Haufungspunkt in K besitzt.

Beweis: Sei K C X abzdhlbar-kompakt, (z,)neny C K eine Folge. S, =
{2, :m >n}, A, =S, U, := X\ A,. Hat die Folge keinen Hiufungspunkt
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in K, so gilt KN () A, = 0. Damit ist |J U, D K. Somit gibt es n, € N
neN neN
endlich, sodass K C Uo Up,. Damit ist KN A, = KnN ﬁ A, = 0, ein
n=1

n=1
offensichtlicher Widerspruch, da z,, € A, N K. Sei umgekehrt U; offen,

K C |J U;, sodass es keine endliche Teiliiberdeckung von K gibt. Dann gibt
ieN

es zu jedem n € N ein z, € K\ |J U;. Sei x € K beliebig. Dann gibt es
i=1

i, € N, sodass z € U;,. Da xz,, ¢ U, fiir alle n > 1,, ist « kein Haufungspunkt

der Folge. O

Satz 6.21. Es gelten folgende offensichtliche Beziehungen zwischen den drei
Begriffen kompakt, folgenkompakt und abzahlbar kompakt:

kompakt = abzéhlbar kompakt;

folgenkompakt = abzahlbar kompakt.

Alle anderen vier Beziehungen sind im Allgemeinen falsch.
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7 Kompakte metrische Riaume

Sei (M, d) ein metrischer Raum.

Definition 7.1. a) Eine Folge (z,)nen in M heiBt Cauchyfolge falls gilt: Zu
jedem € > 0 gibt es n, € N, sodass d(z,,z,,) < ¢ fiir alle n,m > n,.
b) Der Raum M heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge in M konvergiert.

Wie in R zeigt man, dass jede konvergente Folge in M eine Cauchyfolge
ist. Der Begriff der Vollstdndigkeit ist kein topologischer Begriff, denn er

bleibt nicht unter Hom6omorphie erhalten:

Beispiel 7.2. Die Abbildung arctan : R — (-7, 7) ist ein Hom&omorphis-

mus; aber (—7,7) ist nicht vollstdndig, obwohl R es ist.
Aufgabe 7.3. Sei M vollstindig. Eine Teilmenge A von M ist genau dann

vollstéandig, wenn sie abgeschlossen ist.

Lemma 7.4. Sei (x,)nen eine Folge in M und sei x € M. Ein Element x
von M ist genau dann ein Haufungspunkt von (x,,)nen, wenn es eine Teilfolge

(@, Jken gibt, die gegen x konvergiert.

Beweis. Ist x ein Haufungspunkt so gibt es z,,, € B(z,1). Man findet ny >
ny derart, dass x,, € B(z, %) Fahrt man so fort, so erhélt man x, < x4
derart, dass x,, € B(z,+). Somit ist lim 0 Ly, =T Die Umkehrung folgt aus
Satz 6.17, ist aber auch unmittelbar klar Sei l1m 0 Ty, = . Sei U € U(x).
Dann gibt es k,, sodass x,, € U fiir alle k > k Ist m € N beliebig, so gibt

es k > k,, sodass ny > m und somit z,, € U. O

Lemma 7.5. Eine Cauchyfolge konvergiert genau dann, wenn sie einen

Haufungspunkt besitzt.

Beweis. Sei x ein Haufungspunkt der Cauchyfolge (z,)n,en und sei € > 0.
Dann gibt es n, € N, sodass d(x,, x,,) < ¢/2 fiir alle n,m > n,. Es gibt n; >
No, sodass x,, € B(x, 5), also d(z,,,r) < 5. Damit ist fiir n > ny, d(z,, z) <
d(xp, Tp,) + d(xp,,x) < €. O
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Definition 7.6. Eine Teilmenge K von M heiflit prdkompakt, wenn gilt: Zu
jedem € > 0 gibt es x1,..., 2, € K, sodass K C |J B(zj,¢).
j=1

Nun kann man kompakte Mengen in M folgendermafien charakterisieren.

Theorem 7.7. Fir eine Teilmenge K von M sind folgende Aussagen dqui-

valent:
(i) K ist vollstindig und prikompakt;
(i1) K ist kompakt;
(i1i) K ist abzihlbar kompakt;
(iv) jede Folge in K hat eine in K konvergente Teilfolge;
(v) jede Folge in K hat einen Hdufungspunkt in K.

Beweis. Wir konnen annehmen, dass K = M.
(iv) = (i) a) Angenommen M ist nicht prakompakt. Dann gibt es ¢ > 0,

sodass M nicht durch endlich viele Kugeln vom Radius ¢ iiberdeckt werden
k

kann. Damit findet man induktiv y, € M,k € N, sodass yp11 & U B(ye, €).
=1

Nach Voraussetzung hat (y)ken einen Haufungspunkt y € M. Damit gibt es
n € N mit y, € B(y, 5). Ferner gibt es m > n mit y, € B(y, 5). Damit ist
AYn, Ym) < d(Yn,y) + d(y,ym) < &, ein Widerspruch zur Wahl der y,,.

b) Sei (Y )nen eine Cauchyfolge. Nach Voraussetzung besitzt sie einen Haufungs-
punkt y. Lemma 7.5 zeigt, dass lim y,, = y.

(i) = (v) Sei M vollsténdig und ?);?ikompakt. Sei (xy,)nen eine Folge in M.
Da M prakompakt ist, gilt folgendes. Zu jedem ¢ > 0 gibt es ein y € M,
sodass unendlich viele z,, in B(y, ) liegen (denn M wird von endlich vielen
e-Kugeln iiberdeckt; in einer von ihnen miissen unendlich viele Folgenglieder
liegen). Damit finden wir sukzessive y, € M, J, C N unendlich mit J,+1 C Jj,
sodass z,, € B(yp, }—17) fur alle n € J,. Sei ¢(p) das p-te Element von J,. Dann
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ist ¢ : N — N streng monoton wachsend mit p(m) € J, fiir alle m > p. Fiir

n,m > p gilt

A(Zp(m): Ton)) < A(Tipmys Yp) + A(Yps Tpm)) < =

ESHEN)

Somit ist (Zy(m))men eine Cauchyfolge. Sie konvergiert nach Voraussetzung.
(v) = (iv) Das folgt aus Lemma 7.4.

(iv) = (i7) Sei M = |J O; mit O; offen.

a) Wir zeigen zunéuc}zlesfc, dass es ein ¢ > 0 gibt, sodass fiir alle x € M ein
i € I existiert, sodass B(z,¢) C O;. Andernfalls finden wir namlich z,, € M,
sodass B(z,, %) ¢ O; fir alle ¢ € I. Sei = ein Haufungspunkt von (x,),en.
Dann gibt es i, € I, sodass z € O,,. Da O, offen ist, gibt es n € N mit
B(xz,2) C O;,. Wihle m > n, sodass z,, € B(z,+). Dann ist B(zy,, =) C
B(z,, <) C B(z, 2) C O,,, ein Widerspruch.

d) Wir wissen von der Implikation (iv) = (i), die wir schon gezeigt haben,

dass M prikompakt ist. Zu dem ¢ > 0 aus a) finden wir somit yy, ..., ¥y, € M,

sodass M C |J B(yj,¢€). Zujedem j € {1,...,m} gibt es nach a) ein i(j) € I,
j=1

sodass B(y;,e) C O;. Damit ist M C |J Oy;).
j=1
(1) = (uii) Das ist trivial.
(#41) = (iv) Das ist Satz 6.20. Damit ist die Aquivalenz von (i)-(v) bewiesen.
[l

Bemerkung 7.8. Eine Menge K C M ist genau dann pridkompakt, wenn

es zu jedem & > 0 eine endliche Teilmenge {yi,...,y,} von M gibt, sodass
K C G B(yj, ). Gilt ndmlich diese Bedingung (bei der wir nicht verlangen,
dass ;J;le K!), so kénnen wir annehmen, dass K N B(y;,e) # 0 fiir alle
j € {1,...,m} (die Indizes lassen wir sonst einfach weg). Dann kénnen
wir x; € K N B(y,,e) wahlen. Folglich ist B(y,,e) C B(z;,2¢) nach der
Dreiecksungleichung. Somit ist K C 61 B(xj,2e).

=
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Satz 7.9. Jeder kompakte metrische Raum ist separabel.

N,
Beweis. Zun € Ngibt es a’,m = 1,..., N, sodass M C |J B(al, +). Die
m=1

Menge
A= U{azl:mzl,...,]\fn}

neN
ist abzahlbar. Sie ist dicht in A. Denn sei x € M,e > 0. Wahle n € N
mit + < e. Es gibt m € {1,...,N,}, sodass € B(al', ). Folglich ist

a™ € B(x,e) und insbesondere ist AN B(x,¢) # (), was zu beweisen war. [J
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8 Der Satz von Baire

Dieser Abschnitt ist in drei Teile eingeteilt: Ein Spiel, der Satz von Baire und

eine kleine Auswahl seiner erstaunlichen Konsequenzen.

Teil A. Das Spiel von Choquet. Sei X ein topologischer Raum. Anton
und Berta spielen mit nicht-leeren offenen Mengen. Sie agieren abwechselnd,
Anton fingt immer an. Er wéhlt eine nicht-leere offene Teilmenge U; von X.
Dann wahlt Berta eine nicht-leere offene Teilmenge V; C U;. Anton wéhlt
U, C Vi nicht-leer und offen, Berta wahlt V5 C U, nicht-leer und offen usw.

Sie spielen unermiidlich weiter und bilden dann

U= (U= {Va-

neN neN

Definition. Anton gewinnt, wenn U = (). Berta gewinnt wenn U # ().

Nun definieren wir noch was eine Gewinnstrategie ist.
Definition. Wir sagen, dass Anton eine Gewinnstrategie besitzt, wenn bei
beliebiger Wahl der V,, von Berta, Anton die Mengen U, so wihlen kann,
dass U = (). Véllig analog definieren wir, wann Berta eine Gewinnstrategie
hat. Man beachte, dass Anton immer beginnt.

Nun betrachten wir drei Eigenschaften des topologischen Raumes und zei-
gen, dass sie Gewinnstrategien implizieren. Die erste liefert so eine Strategie

fiir Anton.

Satz 8.1. Es gebe abgeschlossene Mengen F,, in X mit F,= (), sodass jedoch

(U F.)° # 0. Dann hat Anton eine Gewinnstrategie.
neN

Beweis. Anton beginnt das Spiel und wahlt Uy := (|J F,)°. Nach jeder Wahl
neN

V,, C U, von Berta wihlt Anton U, := V, \ F,,. Dann ist U, # 0. Denn
sonst wire 0 #V, C F,.Esist U= N U, C N\ F,) =Un(N FS) =

neN neN neN
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Ulﬂ(UFn)C:@. ]

neN
Die folgenden beiden Eigenschaften liefern Gewinnstrategien fiir Berta.

Satz 8.2. Sei (X, d) ein vollstéandiger metrischer Raum. Dann hat Berta eine

Gewinnstrategie.

Zum Beweis benttigen wir folgendes Lemma.

Lemma. Sei (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum, () # F,, C X abge-
schlossen mit F,,1 C F,, sodass d(F,,) — 0 (n — o). Dann ist () F, # 0.
neN
Hier ist d(A) = sup{d(z,y) : =,y € A} der Durchmesser einer Menge
AcCX.

Beweis. Wihle x,, € F,,. Wir zeigen, dass (z,),en eine Cauchyfolge ist. Sei
e > 0. Wéhle p € N mit d(F},) < €. Seien n,m > p. Dann ist z,, € F,, C F,
und z,, € F,, C F,, somit d(z,,z,,) < d(F,) < ¢ fir alle n,m > p. Sei
x = lim z,. Sei m € N. Da z,, € F,, fiir alle n > m und da F;,, abgeschlos-
sen ig‘:,oiost x € F,,. Da m beliebig ist, gilt x € [ F. O]
meN
Beweis von Satz 8.2. Hat Anton U; gewihlt, so wiahlt Berta V) := B(xq,r;)
mit B(zy,7) C Uy, > 0. Hat Anton U, C V; gewihlt, so nimmt Berta
Vo = B(w,72) mit B(zy,1m9) C Up,0 < 15 < 5. Sukzessive fiihrt das zu
Vi, = B(xy,7,) mit B(z,,7,) C Uy C B(xp_1,7n-1),Tn < =L, Somit ist
U= (U2 () Blanra) #0
neN neN

nach dem vorausgehenen Lemma. O]

Definition. Ein topologischer Raum X heift lokal kompakt, wenn jeder
Punkt x in X eine Umgebungsbasis aus kompakten Mengen besitzt. Da-

mit gibt es fiir jedes £ € X und zu jeder Umgebung U von x eine kompakte
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Menge K mit
reEKCKCU.

Satz 8.3. Ist X lokal kompakt, so besitzt Berta eine Gewinnstrategie.

Beweis. Hat Anton U; gewihlt, so findet Berta eine kompakte Menge K,

Uy mlt Kﬁﬁ ¢ und wihlt V; K1 Wihlt Anton Us CKl, so nimmt Berta

V5 Kg wobei Ky C U, kompakt mit nicht-leerem Inneren ist. Fahren un-

sere beiden Spieler so fort, so erhédlt man kompakte Mengen K, .4 Cfén mit

U, zfgn. Somit ist U = (| U, D () Kny1 # 0 nach Korollar 6.12. O
neN neN

Teil B. Der Satz von Baire.

Definition. Ein topologischer Raum X ist ein Baireraum, wenn folgendes

gilt:

Ist F,, C X abgeschlossen mit leerem Inneren, dann hat auch |J F), leeres
neN
Inneres.

Damit ist X genau dann ein Baireraum, wenn die Voraussetzung von Satz

8.1 nicht erfiillt ist. Satz 8.1 erlaubt also eine neue Formulierung.

Bemerkung: Hat Berta eine Gewinnstrategie, so ist X ein Baireraum.
Denn wenn Berta eine Gewinnstrategie hat, dann hat Anton keine Gewinn-

strategie. O

Aus Satz 8.2, Satz 8.3 folgt nun unmittelbar der folgende wichtige Satz:

Satz 8.4 (Baire). Jeder vollstdndige metrische Raum und jeder lokal kom-

pakte Raum ist ein Baireraum.

Wir wollen einige Eigenschaften zusammenstellen deren Beweise wir als

Ubungsaufgaben stellen.
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Satz 8.5. Sei X ein Baireraum. Dann gelten folgende Eigenschaften:

a) Seien F,, C X abgeschlossen, sodass X = J F,,. Dann gibt ein m € N,
neN

sodass ];msé 0.
b) Sei O,, C X offen und dicht wobei n € N. Dann ist () O, offen und dicht.

neN

Satz 8.6. Sei X ein Baireraum, Y C X. Ist Y offen oder abgeschlossen, so

ist auch Y ein Baireraum (bzgl. der Relativtopologie).
Teil C. Anwendungen.
Satz 8.7. R ist nicht abzédhlbar.
Beweis. Angenommen, R = {a, : n € N}. Wihle F,, = {a,}. Nach Satz 8.5
gibt es m € N, sodass F?m# () ein Widerspruch. O

Ein Element x € X heifit isoliert, falls {z} offen ist. Wie oben ergibt sich:
Satz 8.8. Ein abzdhlbarer Baireraum hat isolierte Punkte.

Seien —oo < a < b < co. Wir betrachten den Vektorraum

Cla,b] :=={f : [a,b] — R : f ist stetig} .
Dann definiert

[ flloo := sup 7]

tela,b
eine Norm auf C/[a, b] bzgl. der Cla, b] vollsténdig ist (siehe spitere Kapitel).

Die Norm induziert die gleichmdflige Konvergenz, d.h.
lim f, = f bzgl. || ||co & fn konvergiert gleichméBig gegen f .
Wir erwédhnen den folgenden Satz, den wir eventuell spéter beweisen werden.

Satz 8.9 (Weierstra$l). Die Polynome sind dicht in Cfa, b].
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Wir werden den Satz von Baire auf C'[a, b] anwenden, um folgendes Re-

sultat zu beweisen.

Satz 8.10. Es gibt eine stetige Funktion f : [0,1] — R, die in keinem
t € [0, 1) differenzierbar ist.

Beweis. Sei X = C]0,2]. Zu n € N betrachten wir

E,={feX: sup [f(t+h) = F(1)]

0<h<1 h

> n fur alle t € [0,1]} .

Wir zeigen, dass F,, offen und dicht in X ist. Damit ist nach dem Satz von

E::ﬂf%

neN

Baire

dicht in X. Sei f € E. Dann ist sup W = oo fir alle ¢t € [0,1].
0<h<1

Damit ist f in keinem Punkt von [0,1) rechtsseitig differenzierbar. Mehr
noch: Funktionen mit dieser Eigenschaft sind dicht in C[0, 2].

Nun zum Beweis von Offen- und Dichtheit.

a) Sei n € N fest. Die Menge E, ist offen. Sei niamlich f € FE,. Zu jedem
t €[0,1] gibt es 6, > 0,0 < hy < 1, sodass

|f(t+h) = ()]
hy

>n—|—5t

Da f stetig ist gibt es eine offene Umgebung von ¢, U; offen, sodass

(s + M) = f(s)]
h

>7’L+5t

fiir alle s € U;. Da [0, 1] kompakt ist, gibt es t1,...,t, € [0, 1], sodass [0, 1] C

U,,. Wihle,
j=1

6 = min{d,,...,d,},
h = min{hy :j=1,...,m} .
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Sei 0 < & < $hd und sei g € X mit ||f — gl < e. Wir zeigen, dass g € E,.
Sei t € [0,1]. Es gibt j € {1,...,m}, sodass t € U;,. Damit ist

lg(t +he,)) —g@®)] _ fE+hy) = O] 2[1f — gl 2
J > J — —_ — .
Iy = Iy o o ntom g e

J J J

b) Wir zeigen, dass E,, dicht ist. Sei O C X offen. Wir miissen zeigen, dass
E,NO # 0. Nach dem Satz von Weierstrafl gibt es ein Polynom p und ¢ > 0,
sodass B(p,2¢) C O. Wahle m > n + ||p||e. Sei gy, eine Zickzack-Funktion,
sodass 0 > ¢,,(t) > € und |¢'(t£)| < m fiir alle t € [0,1], wobei ¢'(t+) die

rechts und linksseitige Ableitungen von ¢ in ¢ bezeichnet.

Dann ist f := g, +p € B(p,2¢) C O und f € E,, da fiir alle t € [0, 1],

fm(t + h) — fm(t)
h

gm(t+h) — gm<t)
h

m =l >n .

_ plt+h) —p(t)
h

v
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9 Der C(K), der Banachsche Fixpunktsatz und

Differenzialgleichung

In diesem Kapitel betrachten wir einen wichtigen vollstdndigen metrischen
Raum und zeigen einige Anwendungen.
Sei K ein kompakter topologischer Raum und (Y,d) ein vollstandiger

metrischer Raum. Wir betrachten den Raum
C(K,)Y):={f: K—Y:[f iststetig} .

Satz 9.1. Durch
d(f,g) == supd(f(z),g(x))

zeK
wird eine Metrik auf C'(K,Y") definiert bzgl. der C'(K,Y") vollstandig ist.

Beweis. a) Zunéchst einmal zeigen wir, dass d(f,g) < oo. Seien f,g €
C(K,Y). Dann ist p(z) := d(f(z), g(x)) eine stetige Funktion von K nach
R, . Dazu betrachten wir auf Y x Y die Metrik

di((y1,92), (21, 22)) = d(y1, 21) + d(y1, y2) -

Sie induziert die komponentenweise Konvergenz. Damit ist die Abbildung
Y XY =R (y1,4) = d(y1, 1)

stetig. Ferner ist h : K — Y x Y, h(z) = (f(z),g(x)) stetig. Damit ist p
als Verkniipfung zweier stetiger Abbildungen stetig. Da K kompakt ist, ist
p beschriankt (und hat sogar ein Maximum). Folglich ist d(f,g) < co. Nun
sieht man leicht, dass d eine Metrik auf C(K,Y") definiert.

b) Wir zeigen, dass der Raum vollsténdig ist. Sei (f,)nen eine Cauchyfolge
in C(K,Y). Sei « € K. Dann ist (f,(z))nen eine Cauchyfolge in Y. Also
existiert f(x):= lim f,(z) in Y. Es bleiben zwei Dinge zu zeigen:

c) f ist stetig und

) Jim fo= S

o4



Sei x, € K. Wir zeigen, dass f stetig in z, ist. Sei € > 0. Dann gibt es n, € N,
sodass d(fn(x), fm(z)) < /3 fiir alle n,m > n, und alle x € K. Damit gilt

Afal), 1(@)) = T d(fa(@), fn(2) < /3

fiir alle z € K und alle n > n,. Da f, stetig in z, ist, gibt es eine Umgebung

U von z, derart, dass
d(fn,(z), fr,(z,)) <e/3 fiiralle z €U .

Damit ist fir x € U

d(f(.%), fm;(x)) + d(fn0($), fno(IO) + d(fno(xo)v f(x(]))

< €.

d(f (), f (o))

IN

Wir haben gezeigt, dass f stetig ist. Da wir oben zu jedem ¢ > 0 ein n, € N

gefunden haben, sodass

d(fnaf) = supd(fn(x),f(x)) < 5/3 <e

zeK

fiir alle n > n,, gilt lim f, = f im Sinne der Metrik auf C(K,Y). ]

In dem Beweis haben wir gezeigt, dass der gleichméflige Grenzwert steti-

ger Funktionen stetig ist.

Korollar 9.2. a) Der Raum C(K) := {f : K — R : f stetig} ist ein

Banachraum bzgl. der Norm
[l = sup [f()] -
zeK
b) Sei E ein Banachraum. Dann ist C'(K, E) ein Banachraum bzgl. der Norm

[ flleap) == sup || f(2)]|E -
zeK
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Wir erinnern daran, dass ein Banachraum ein vollstdndiger normierter
Raum ist. Die Addition und Skalarmultiplikation in C'(K, E) sind punktweise
definiert, d.h.

(af + Bg)(x) = af(z) + fg(x) (v € K)

fiir alle f,g € C(K,E),a,3 € R.

Einer der wichtigsten Griinde fiir den Erfolg des Konzepts eines vollstandi-
gen metrischen Raumes ist die Giiltigkeit des Banachschen Fixpunktsatzes.
Er ist einer der wenigen fundamentalen Argumente, die wir besitzen, um

Gleichungen zu 16sen.

Satz 9.3 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (M, d) ein vollstdndiger metri-
scher Raum und sei S : M — M eine strikte Kontraktion, d.h. es gibt
0 < g < 1 derart, dass

d(Sz, Sy) < q(d(z,y)

fiir alle x,y € M. Dann besitzt S einen eindeutigen Fixpunkt.

Ferner gilt folgendes: Sei x, € M beliebig. Definiere x,, induktiv durch

Tpni1 = STp,n=0,1,2.... Dann ist lim z, = 2*.
Anmerkung: Wir setzen hier einfach Sz := S(z) und sparen uns die

Klammern. Ferner setzen wir S°z := z, 5" := S und S = So...0S (n-mal).

Damit ist also x,, = S™x.

Beweis. Fiir n € N gilt

d(S" Mz, S"x,) < qd(S"ze, 8" 1,)
< q2d(5nflxo, Sn72x0>

IN

q"d(Sx,, x,) .
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Sei ¢ > 0. Wahle n, € N so grof}, dass % < e. Dann gilt fiir n, < n,p € N.

d(S"Px,, S"x,) < d(S"Pxg, S"TP ) ... +d(S" a,, S",)
< (¢l gMPTE L+ M) (ST, 1,)
< 1q_ qd(S:co, To)
< ed(Sw,, x,) -

Damit ist (S™z,)nen eine Cauchyfolge. Sei * = lim S™z,. Dann ist Sz* =

n—oo

lim S"*lz, = 2*. Wir haben gezeigt, dass S einen Fixpunkt z* besitzt. Ist

n—oo

r** ein weiterer Fixpunkt, so ist
d(z*,z™) = d(Sz*, Sz™)
< qd(z",x™) .

Da g < 1 folgt, dass d(z*,z**) = 0, also z* = x**. ]

Man kann den Satz 9.3 leicht etwas verallgemeinern.

Korollar 9.4 (Banachscher Fixpunktsatz). Sei (M, d) ein vollstdndiger me-
trischer Raum und S : M — M eine Abbildung. Es gebe m € N derart, dass

S™ eine strikte Kontraktion ist. Dann hat S einen eindeutigen Fixpunkt.

Beweis. a) Es gibt genau ein z* € M, sodass S™x* = x*. Ferner ist
x* = lim S™zx,, wobei x, € M beliebig gew#hlt werden kann. Also ist
Sx* :nl_{r(ilo SmSw, = ¥, da wir ja auch Sz, als Startwert wahlen diirfen.

b) Ist g;fo: x*, so gilt auch S™x* = z*. Da S™ nur einen Fixpunkt besitzt,
kann auch S nur einen Fixpunkt besitzen. O]

Als Anwendung zeigen wir, dass Anfangswertprobleme eine eindeutige
globale Losung haben, wenn sie durch eine Lipschitz-stetige Funktion defi-
niert sind. Sei f : [0,7] x R? — R? stetig, wobei T" > 0. Es gebe L > 0
mit

17t y) = f(t 2)lloo < Llly = 2l
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fiir alle y, 2 € R% ¢ € [0, T]. Hier ist ||y]/oo = mlaxd|yj|.
j=1...

Satz 9.5 (Existenz- und Eindeutigkeitssatz). Sei u, € R? beliebig. Es gibt

genau eine stetig differenzierbare Funktion w : [0, 7] — RY, die das Problem

u(t) = fltud), tel0,T];

(AW P) { (0 = u,

16st.

Beweis. Der Raum C/([0, T]; RY) ist ein Banachraum. Definiere
S+ ([0, T);RY) — C([0, T RY)

durch

(Su)(t) = u, + /f(s,u(s))ds :

Eine Funktion u € C([0,T]; R?) ist genau dann eine Losung von (AW P),
wenn Su = u. Wir zeigen, dass fiir t € [0, T],n € N,,u,v € C([0,T], R%)

n

L
(9.1) 15 u(t) = S v(E)lloe < —t"[lu — o]

gilt, wobei ||u|| = |lullc(o,r)re)- Fiir n = 0 ist das trivial. Nehmen wir an, die

Abschétzung gilt fiir ein n € N,. Dann ist
1S u(t) — S™Hu(t) ]l =
1] f(s,(S™u)(s)) = f(s, (S™v)(s) ds|
< L []I(S"u)(s) = (5™0)(s)]|oc ds

¢
<L [LEsmds-lu—
o

_ Lntt gt

= (1) Ju—oll .
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Dabei haben wir bei der vorletzten Ungleichung die Induktionsvoraussetzung
benutzt. Aus (9.1) folgt, dass

LTL mn
15" — 5™ < lu— ]| .
n!
Damit ist S™ eine strikte Kontraktion, wenn n grof§ genug ist. n

Wir haben uns in diesem und vorangehenden Kapitel davon iiberzeugt,
dass Vollstandigkeit eine sehr niitzliche Eigenschaft ist. Was kann man tun,
wenn ein metrischer Raum nicht vollstdndig ist? Dann kann man eine ein-
deutige Vervollstdandigung definieren, also einen kleinsten vollstdndigen me-
trischen Raum, der den gegebenen Raum enthélt. Das kann man so machen,
wie man R aus Q konstruiert: man betrachtet alle Cauchyfolgen in Q und
definiert eine geeignete Aquivalenzrelation. Der Quotientenraum ist dann R.
Wir wollen jedoch hier etwas elegantere Argumente geben. Zunéchst betrach-

ten wir einen weiteren Banachraum. Sei 2 eine beliebige Menge. Dann ist

FoQ):={f:Q—R:f ist beschrinkt}
ein Vektorraum bzgl. den punktweise definierten Operationen

(af + Bg)(x) == af(z) + Bg(x) (v €Q)
fiir alle f, g € F°(Q),a, 8 € R. Durch

1flloo := sup | f ()|
€

wird auf F°(Q) eine Norm definiert.

Satz 9.6. Der Raum F°() ist vollstéindig, also ein Banachraum.

Beweis. Ubungsaufgabe, vgl. Satz 9.1 O
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Aufgabe 9.7. Sei Q ein topologischer Raum, C*(Q) = {f : Q@ — C :
beschréinkt und stetig}.
a) Zeige, dass C*(£2) ein abgeschlossener Unterraum von F°(€2) ist; d.h. der

gleichméflige Grenzwert stetiger Funktionen ist stetig.
b) Sei K ein kompakter topologischer Raum. Zeige, dass C(K) = C*(K).

Nun kommen wir zur Vervollstdndigung eines metrischen Raumes.

Satz 9.8 (Vervollstandigung). Sei (M, d) ein metrischer Raum. Dann gibt

es einen vollstéindigen metrischen (M, CZ), sodass
(a) M C M,
(b) d(z,y) = d(z,y) (z,y € M);
(¢) M ist dicht in M.
Beweis. Wihle x, € M beliebig. Fiir a € M definiere ®, : M — R durch
O, (x) =d(z,a) — d(z,x,) .
Dann ist ¢, beschréankt, denn aus der Dreiecksungleichung
d(z,a) < d(z,z,) + d(x,,a)
folgt, dass ®,(z) < d(x,,a). Ferner ist

—d,(x)

—d(z,a) + d(z, x,)
—d(z,a) + d(z,a) + d(a, z,)
= d(a,x,) = d(z,,a) .

IN

Somit ist |®4(z)] < d(w,,a) fiir alle z € M. Es ist also ®, € F°(M). Ferner
ist fiir a,b € M

|[Pa(x) = Po(2)] = [d(z,a) - d(z,b)]
< d(a,b)
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und

|®y(a) — Pp(a)] = | —d(a,x,) —d(b,a)+d(a,z,)]|
= d(a,b) .

Es folgt
[Pa — Pofloc = d(a,b) .

Die Abbildung ® : M — F°(M) ist also isometrisch. Wir kénnen also M mit
® (M) identifizieren. Die Menge M := ®(M) ist vollstéindig als abgeschlossene
Teilmenge des vollstindigen Raumes F°(M). O

Aufgabe 9.9 (Eindeutigkeit der Vervollstandigung). Sei (M, d) ein metri-
scher Raum und seien (M, d;), (Ms,dy) vollstindige metrische Rdume. Es

gebe isometrische Abbildungen
(d.h. es gilt d;(®;(z), ®;(y)) = d(z,y) fir alle z,y € M), sodass
®;(M) dicht in M, liegt
fiir j = 1, 2. Zeige: es gibt eine eindeutige isometrische bijektive Abbildung
b M, — M,
derart, dass ® o ¢, = P,.

Wir wollen uns den Begriff der Prakompaktheit nochmals néher anse-
hen. Sei (M, d) ein metrischer Raum und A C M. Wir erinnern daran, dass
A priakompakt heifit, wenn es zu jedem € > 0 endlich viele Mittelpunkte
ai,...,a, € A gibt, sodass

AC OB(GJ',Z‘:) .

i=1
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Die Menge A ist kompakt genau dann, wenn sie vollstandig und prakompakt
ist. Insbesondere ist jede kompakte Teilmenge von M vollstdndig und somit
abgeschlossen. Man sagt, dass A relativ kompakt ist, falls A kompakt ist.

In der folgenden Aufgabe werden die Beziehungen zwischen den verschie-

denen Begriffen angegeben.

Aufgabe 9.10. Sei (M,d) ein metrischer Raum und A C M.

a) Ist A relativ kompakt, so ist A prikompakt.

b) Ist M vollsténdig, so ist A genau dann priakompakt, wenn A relativ kom-
pakt ist.

¢) Sei M die Vervollstéindigung von M. Die Menge A ist genau dann prikom-
pakt, wenn A relativ kompakt in M ist.
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10 Filter, Ultrafilter und der Satz von Tycho-

nov

Hauptgegenstand dieses Abschnitts ist der Satz von Tychonov. Er ist ein-
fach zu formulieren: das Produkt kompakter Rdume ist kompakt. Dennoch
handelt es sich um ein tiefer liegendes Ergebnis. Wenn man jedoch geeignete
Begriffe einfithrt (Ultrafilter, universelle Netze), so ist der Beweis am Ende

nur wenige Zeilen lang. Sei X eine Menge.

Definition 10.1. 1. B C P(X) heiit eine Filterbasis, falls
a) B #{ fiir alle B € B und
b) zu By, By € B gibt es By € B mit By C By N Bs.

2. Ein Filter ist eine Filterbasis B derart, dass
c) BeB,BCcU=UceB:B.

3. Ist B eine Filterbasis, so heiBt (B) :={U C X : 3B € B,B C U} der von
B erzeugte Filter. Es ist der kleinste Filter F mit B C F.

Beispiel 10.2. a) Sei X ein topologischer Raum und x € X. Dann ist U(x)

ein Filter, der Umgebungsfilter von z.
b) Sei (M, d) ein metrischer Raum, « € M. Dann ist B = {B(x,+) : n € N}
eine Filterbasis und U(z) = (B).

Wir definieren nun, wann eine Filterbasis konvergiert.

Definition 10.3. Sei X ein Hausdorffraum, B eine Filterbasis, und sei x €

X. Wir sagen, dass B gegen x konvergiert und schreiben
limB ==z

falls U(z) C (B); d.h. also falls fiir alle U € U(x) ein B € B existiert mit
B C U. Man sieht leicht, dass der Grenzwert eine Filterbasis eindeutig ist

(falls er existiert).
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Beispiel 10.4. a) Sei (z;);e; €in Netz, x € X, B; = {x; : i < j}. Dann ist
B := {B; : i € I} eine Filterbasis. Es ist lim B = x genau dann, wenn zu
jedem U € U(x) ein i, € I existiert, sodass B;, C U; d.h. x; € U fiir alle
1> 1, Somit gilt:

limBzx@li}nxi:x.

b) Umgekehrt kénnen wir die Filterkonvergenz durch eine Netzkonvergenz

folgendermaflen ausdriicken: Sei B eine Filterbasis, lim B = x. Definiere
BB B CcB.

Dadurch wird B induktiv geordnet. Wéhle zu jedem B € B ein zp € B.
Dann gilt

limzg =2 .
B

Das obige Beispiel zeigt, dass Konvergenz von Filterbasen und Konver-
genz von Netzen zueinander dquivalent sind. Der Vorteil von Filtern liegt
darin, dass feinere Filter leicht zu definieren sind. Sind F und G zwei Filter,
so heifit F feiner als G oder G grober als F falls

GCF.

Definition 10.5. Ein Filter F heifit Ultrafilter falls gilt: Ist G ein Filter mit
FCG,soist G=F.

Beispiel 10.6. Sei a € X. Dann ist F := {F C X : a € F'} ein Ultrafilter.

Definition 10.7. Sei (I, <) eine geordnete Menge.

a) Die Menge I heifit induktiv geordnet, falls jede total geordnete Teilmenge
J von [ eine obere Schranke besitzt (d.h. es gibt s € I, sodass j < s fiir alle
jeJ).

b) Ein Element m von I heifit maximal, falls fiir jedes i € I aus m < i folgt,

dass m = 1.
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Mit Hilfe dieser Definition kénnen wir das Lemma von Zorn formulie-
ren. Es ist zum Wohlordnungssatz und zum Auswahlaxiom &quivalent. Das
Auswahlaxiom (und damit das Lemma von Zorn) wollen wir hier durchweg
voraussetzen. In anderen Vorlesungen wird es ebenfalls benutzt: in der Maf3-
theorie, um die Existenz von nicht Lebesgue-messbaren Mengen zu zeigen,

und in der Funktionalanalysis, um den Satz von Hahn-Banach zu beweisen.

Lemma 10.8 (Zorn). Jede induktiv geordnete Menge besitzt ein mazimales

Element.
Mit Hilfe des Lemmas von Zorn 10.8 kénnen wir viele Ultrafilter angeben.
Satz 10.9. Sei F ein Filter auf X. Dann gibt es einen Ultrafilter 4 D F.

Beweis. Die Menge
E :={G:G ist ein Filter mit F C G} ,

ist bzgl. der Inklusion induktiv geordnet. Sei ndmlich C' C E total geord-
net. Dann ist M := |J G ein Filter. Ist ndmlich G;,Gs € M, so gibt es

GeC
G € C,Gy € C mit G; € G1,Gy € Gy. Sei etwa G; C Gy. Dann gibt es
G3 € G, sodass Gz C Gy N Gy. Folglich ist G3 € M. Damit ist M eine
Filterbasis. Ist G € M und G C A, so ist G € G und damit A € G fiir ein
G € C. Damit ist auch A € M.
Nach dem Lemma von Zorn hat E ein maximales Element /. Nach Definition
ist U ein Ultrafilter. O
Ultrafilter kann man folgendermaflen characterisieren.

Satz 10.10. Sei U ein Filter. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) U ist ein Ultrafilter;

(ii) fiir jede Teilmenge A von X gilt A € U oder A° € U.
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Hier ist A° = X \ A.

Beweis. (i) = (i1). Sei A C X. Es gelte A° € Y. Damit ist ANV # () fiir
alle V € U (denn sonst gibe es V € Y mit ANV =0, und es wire V C A°
und damit A° € U). Die Menge

B:={ANV:VeUu}

ist also eine Filterbasis, und es gilt 4 C (B). Da U ein Ultrafilter ist, folgt
dass U = (B). Es ist aber A € (B) = U. Damit ist (i7) bewiesen.

(i1) = (7). Es gelte (i) fiir U. Sei F ein Filter mit U C F. Sei F' € F. Ange-
nommen, F' ¢ U. Dann ist nach Voraussetzung F* € U C F. Da aber auch
F € Fund FNF¢ = () sind die Filteraxiome fiir F verletzt, ein Widerspruch.
Wir haben gezeigt, dass F C U. m

Nun fithren wir diejenigen Netze ein, die Ultrafiltern entsprechen.

Definition 10.11. Ein Netz (z;);c; heifit universell, falls fiir jede Teilmenge
A von X gilt:
entweder es gibt i, € I, sodass x; € A fiir alle ¢ = i,, oder es gibt i, € I,

sodass z; € A€ fir alle 1 > 1i,.

Satz 10.12. Sei (z;);es ein Netz, B; :={z; : j = i} und B = {B; :i € I}.

Dann sind folgende Aussagen dquivalent:
(i) (B) ist ein Ultrafilter;
(ii) das Netz (z;);es ist universell.
Der Beweis folgt unmittelbar aus den Definitionen.

Satz 10.13. Sei U ein Ultrafilter. Zu U € U wihle z;; € U. Dann ist das

Netz (xy)yey universell.
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Beweis. Sei A C X. Dann ist A € U und somit zy; € A fiir alle U C A, oder
es ist A° € U und somit x; € A fiir alle U C A°. Wahlen wir also i, := A
im ersten und 1, := A° im zweiten Fall, so ist die Bedingung von Definition
10.11 erfiillt. O

Nun kénnen wir eine neue Charakterisierung von Kompaktheit formulie-

ren.
Satz 10.14. Sei X ein Hausdorffraum. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) X ist kompakt;
(ii) jeder Ultrafilter konvergiert;
(iii) jedes universelle Netz konvergiert.

Beweis. (i) = (ii7). Sei (2;);e; ein universelles Netz. Nach Satz 6.14 hat
(x;)ier einen Haufungspunkt z. Sei U € U(x). Dann gibt es entweder i, € I,
sodass z; € U fiir alle ¢ > i, oder es gibt i, € I, sodass x; € U° fiir alle
1 = 1,. Der zweite Fall scheidet aus, da x ein Haufungspunkt des Netzes ist.
Wir haben gezeigt, dass li}n xr; = .

(173) = (17). Sei U ein Ultrafilter. Wihle zu jedem U € Y ein xyy € U. Nach
Voraussetzung existiert x = ligln ry. Damit ist imU = .

(13) = (7). Sei (x;);es ein Netz. Wir zeigen, dass (z;);c; einen Haufungspunkt
hat und wenden Satz 6.14 an. Sei B = {B; : i € I},B; = {x; : j = i}. Es
gibt einen Ultrafilter F D (B). Sei x = lim F. Sei U € U(z). Dann gibt es
Ve Fmit VCU. DaB; € (B) CF, folgt dass VN B; # () fiir alle i € I,
d.h. zu jedem i € I gibt es j = ¢ mit z; € V C U. Wir haben gezeigt, dass
ein Haufungspunkt des Netzes (x;);c; ist. ]

Lemma 10.15. Sei f : X — Y eine Funktion, (z;);c; ein universelles Netz

in X. Dann ist (f(x;))ier ein universelles Netz in Y .
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Beweis. Sei B C Y. Dann gilt: es gibt i, € I, sodass z; € f~}(B) fiir alle
i = i, oder es gibt i, € I, sodass x; € f~1(B)¢ = f~1(B°) fiir alle i = 7,. Also

ist f(x;) ab einem i, in B oder f(x;) ist ab einem i, in B°. O

Jetzt 1483t sich der Hauptsatz dieses Abschnitts in wenigen Zeilen bewei-

Sen.

Theorem 10.16 (Satz von Tychonov). Das Produkt von kompakten Riumen
1st kompakt.
Beweis. Sei X, kompakt fir o € A, X = [[ Xa. Sei pg : X — X die

acA
f-te Projektion (6 € A). Sei (x;)icr ein universelles Netz in X. Dann ist

(ps(2;))ier ein universelles Netz in Xjz. Also existiert x5 := h}n pg(x;). Nach
der Folgerung a) aus der Definition 5.7 ist li}n z; = (2g)gea im Sinne der
Produkttopologie auf X. Aus Satz 10.14 folgt, dass X kompakt ist. m

Wir wollen den Spezialfall betrachten, dass alle X, identisch sind. Sei
also X ein topologischer Raum und A eine Indexmenge. Sei X, = X fiir alle
a € A. Dann ist

I x.=7x),

acA
der Raum aller Funktionen f : A — X. Denn jede solch eine Funktion f

kann man ja auch als Familie (f(«))aea schreiben. Die Produkttopologie auf

F(A, X) ist die grobste Topologie derart, dass alle Auswertungsabbildungen
Po:F(AX) — X
fo—= fla)
stetig sind. Ein Netz (f;);c; in F(A, X) konvergiert genau dann gegen f €
F(A, X), wenn
lim fi(a) = f(a)
fiir alle a € A (siehe Satz 5.5). Die Produkttopologie ist also genau die To-

pologie der punktweisen Konvergenz, die wir schon vorher betrachtet hatten
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(Beispiel 5.6). Eine andere geliufige Bezeichnung fiir F(A, X) ist X4. Man
denke etwa daran, dass X = R und A = {1,...,d}. Dann ist F(4,R) = R<.
Das erklart die Bezeichnungsweise. Aus dem Satz von Tychonov erhalten wir

also folgendes Korollar.
Korollar 10.17. Sei A eine beliebige Mange. Dann ist [—1, 1] kompakt.

Wir wollen nun noch einen Spezialfall anfithren, der in der Funktional-
analysis eine grofle Rolle spielt. Sei E ein reeller normierter Vektorraum.
Eine Linearform auf FE ist eine lineare Abbildung f : E — R. Solch eine

Linearform f ist stetig genau dann, wenn es ¢ > 0 gibt, sodass
[f@) <cllz| (z€ k).

Mit E’ bezeichnet man den Raum der stetigen Linearformen auf E. Definiert
man

[f]]:=min{e > 0 [f(2)| < cllz]] VaeE},

so wird £’ ein Banachraum. Dabei ist die Vektorraumstruktur punktweise
definiert, d.h. man definiert fiir f,g € F’, a, 8 € R die Linearform af + (g :
E — R durch (af + fBg)(x) := af(x) + Bg(z) (x € E). Man nennt E’ den
Dualraum von E. Neben der Normtopologie betrachtet man die schwach*-
Topologie auf E'. Das ist die grobste Topologie auf £’ bzgl. die Auswertungs-
abbildung

Qx:E/HRa qx(f) :f($)

fiir jedes = € FE stetig ist. Diese Topologie auf £’ wird auch mit o(E’, F)
bezeichnet. Damit konvergiert nach Satz 5.5 ein Netz (f;)ie; in E' genau

dann gegen f € E' bzgl. o(E’', E), wenn
li}n filz) = f(z) firalle x € E .
Nun betrachten wir die duale Einheitskugel

B ={feE:|[fl<1}.
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Satz 10.18 (Alaoglu). Die duale Einheitskugel B’ ist bzgl. der schwach*-
Topologie kompakt.

Beweis. Sei (f;)ie; ein universelles Netz in B’. Wir miissen zeigen, dass
es schwach® konvergiert. Die Einschrinkung fiIB von f; auf die Einheits-
kugel B := {z € E : ||z|| < 1} ist eine Abbildung von B nach [—1,1].
Damit ist also (f;,
ma 10.15). Aus Korollar 10.17 folgt, dass li}n fi(z) fir alle z € B existiert.

_ Jier ein universelles Netz in [—1, 1]8 (das folgt aus Lem-

Ist z € E,x ¢ B, soist gir € B. Da filx) = ||l=||fi (H;_H> folgt, dass

flz) = li}n fi(z) fiir alle z € E existiert. Es ist klar, dass f : £ — R li-
near ist. Da |f(z)] = li}n|fz~(:c)| < ||z|| fiir alle x € E, ist f € B'. O

Bemerkung. a) Wenn der Raum E separabel ist, so kann man leicht eine
Metrik auf B’ angeben, die die schwach*-Topologie auf B’ erzeugt. Damit
hat auch jede Folge in B’ eine schwach*-konvergente Teilfolge.

b) Auf E’ ist die o*-Topologie nur metrisierbar, wenn dim £ < 0.
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11 Der Satz von Arzela-Ascoli

Eine Teilmenge A des R? mit der natiirlichen Topologie ist genau dann kom-
pakt, wenn sie abgeschlossen und beschréankt ist. Diese Tatsache ist uns
aus den Grundvorlesungen geldufig. Sie ist nicht mehr richtig, wenn wir
R? durch einen unendlich-dimensionalen normierten Raum ersetzen. In je-
dem normierten Raum £ mit dim £ = oo gibt es eine beschrinkte Fol-
ge, die keine konvergente Teilfolge besitzt. Anders ausgedriickt: die Kugeln
B(0,r) :=={x € E : ||z|| < r} sind zwar abgeschlossen und beschriinkt, aber
nie kompakt. Eine wichtige Aufgabe der Topologie ist es somit, die kompak-
ten Teilmengen von Banachridumen oder auch allgemeineren topologischen

R&aumen zu bestimmen. Wir wollen hier den Raum
CK,)Y):={f:K—Y:[f iststetig}

betrachten, wobei (Y, d) ein vollstandiger metrischer Raum und K ein kom-
pakter topologischer Raum ist. In § 9 hatten wir gesehen, dass C(K,Y)
vollstandig bzgl. der Metrik

d(f,g) = supd(f(z),g(x))

zeK

ist, die wir auch hier auf C'(K,Y") betrachten wollen. Wir wollen untersuchen,
wann eine Teilmenge H von C(K, E') kompakt oder relativ kompakt ist. Dazu

ist folgender Begriff wichtig.

Definition 11.1. a) Sei # € K. Eine Teilmenge H von C(K,Y') ist gleich-

stetig in x, wenn es zu jedem € > 0 eine Umgebung U von x gibt, sodass
d(f(z), f(y)) <e firalle ye U undalle fe H .
b) Die Menge H heifit gleichstetig, wenn sie in jedem x € K gleichstetig ist.

Jede endliche Teilmenge H von C'(K,Y) ist automatisch gleichstetig (wie
man leicht sieht). Aber die Menge

H={f,:neN} CC0,1] =C([0,1;R)
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mit f,(z) = 2" ist nicht gleichstetig (Ubungsaufgabe). Die Bedeutung der
Gleichstetigkeit liegt darin, dass ein gleichstetiges punktweise konvergentes

Netz in C(K,Y') schon gleichméfig konvergiert.

Satz 11.2. Sei (f;)icsr ein Netz in C(K,Y), sodass

() = lim fi(x)

fiir alle z € K existiert. Ist die Menge {f; : i € I} gleichstetig, so ist f €
C(K,Y) und li}n fi = f im Sinne von C'(K,Y).

Beweis. Sei ¢ > 0. Dann gibt es zu jedem z € K eine offene Umgebung
U, von x derart, dass d(f;(x), f;(y)) < ¢/3 fir alle y € U und alle i € I.
Insbesondere ist d(f(x), f(y)) = li}nd(fi(:c),fi(y)) < ¢/3 fir alle y € U,.
Somit ist f stetig. Da K kompakt ist, gibt es x1,...,2;, € K derart, dass

L
K = U, Da f(x)) = li}n filzy) fur £ = 1,..., L und da I gerichtet ist,
=1
finden wir i, € I derart, dass d(f(x,), fi(ze)) < €/3 fiir alle i = i, und alle
¢ =1,...,L. Sei nun y € K. Dann gibt es ¢ € {1,..., L}, sodass y € U,,.

Fir ¢ > i, ist damit

d(f(y), fi(y)) < d(f(y), f(xe)) + d(f(x0), fi(ze)) + d(fi(ze), fi(y)) < e .

Da y € K beliebig war, folgt dass d(f, f;) = supd(f(y), fi(y)) < e fiir alle
yeK

i = i,. Wir haben gezeigt, dass f € C(K,Y) und li}n fi = f im Sinne der
Metrik von C(K,Y). O

Wir erinnern daran, dass eine Teilmenge A eines topologischen Raumes
relativ kompakt heiBt, wenn A kompakt ist. Eine Teilmenge A eines metri-
schen Raumes M ist also genau dann relativ kompakt, wenn jede Folge in
A eine konvergente Teilfolge besitzt (deren Grenzwert nicht notwendig in
A liegt). Relativ kompakte Teilmengen in C(K,Y’) konnen folgendermaflen

beschrieben werden.
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Satz 11.3 (Arzela-Ascoli). Sei K ein kompakter topologischer Raum, (Y, d)
ein vollstdndiger metrischer Raum. Fiir eine Menge H C C(K,Y) sind fol-

gende Aussagen dquivalent:
(i) H ist relativ kompakt;

(ii) a) H ist gleichstetig und
b) fir jedes x € K ist die Menge H(z) := {f(x) : f € H} relativ
kompakt in Y.

Beweis. Man sieht leicht, dass H auch die Bedingungen a) und b) erfiillt.
Deswegen konnen wir annehmen, dass H in C(K,Y’) abgeschlossen ist.
(17) = (). Sei (fi)ier ein universelles Netz in H. Wir miissen zeigen, dass es in

C(K, H) konvergiert. Fiir jedes = € K ist die Menge H(x) in Y kompakt. Der

topologische Raum X := [[ H(z) ist nach dem Satz von Tychonov kompakt.
zeK
Indem wir h € H als (h(x))zex schreiben, kénnen wir H als Teilmenge

von X auffassen. Dann ist (f;);cr auch ein universelles Netz in X (das folgt
unmittelbar aus der Definition). Nach Satz 10.14 konvergiert also das Netz
(fi)ier in X gegen ein Element f = (f(z))zex bzgl. der Topologie von X,
d.h. esist f(z) = li}n fi(z) fur alle x € K. Aus Satz 11.2 folgt, dass f stetig
ist und (f;);es gleichméfBig gegen f konvergiert.

(1) = (ii). Sei H relativ kompakt. Fiir x € K ist die Auswertungsabbildung
0, : O(K,Y) — Y, f — f(x), stetig. Damit ist 6,(H) = {f(z) : f € H}
kompakt, als stetiges Bild einer kompakten Menge. Da H(z) C d0,(H), ist
H(z) relativ kompakt in Y.

a) Wir zeigen, dass H gleichstetig in jedem z € K ist. Andernfalls gibt es
x € K und € > 0, sodass zu jedem U € U(z) ein zy € U und fy € H
existiert mit d(fy(zy), fu(x)) > . Da H relativ kompakt ist, besitzt das
Netz (fu)vey einen Haufungspunkt f € C(K,Y). Da f in x stetig ist, gibt
es eine Umgebung V' € U(z) derart, dass

d(f(y), f(x)) <e/4 firalle yeV .
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Da f H&aufungspunkt des Netzes ist, gibt es U C V, sodass d(f, fu) < €/4.

Damit ist fiir dieses U,
e < d(fu(zv), fu(z))
d(fu(zv), f(ev)) +d(f(zw), f(x)) +d(f(x), fu(z))

)
< o )+ S o) <

was einen Widerspruch darstellt. O

IN

€,

Als Anwendung des Satzes von Arzela-Ascoli wollen wir den Satz von
Peano, Satz 11.5, iiber die lokale Existenz von Losungen von Differenzial-
gleichungen beweisen. Wir benutzen den Schauderschen Fixpunktsatz (siehe
die Biicher H. Heuser: “Analysis 2” oder Bolabas: “Functional Analysis” fiir

zwei verschiedene Beweise).

Satz 11.4 (Schauderscher Fixpunktsatz). Sei E ein normierter Raum, C' C
E abgeschlossen und konvex. Sei T' : ' — (' eine stetige Abbildung. Es
gebe K C E kompakt derart, dass TC' C K. Dann gibt es z* € C, sodass
Tx* =x.

Eine Teilmenge C' von E heifit konver, wenn mit z,y € C auch die Strecke
[z,y] = { e+ (1—=XN)y:0<A<1}in C liegt.
Sei f:[0,00) x R — R? eine stetige Funktion und sei u, € R?. Der Satz
von Peano 11.5 sagt, dass das Anfangswertproblem

P { () = fltu()
uw(0) = u,

eine lokale Losung hat. Diese Losung ist i. Allg. nicht eindeutig und kann im

Allgemeinen nicht stetig auf [0, 00) fortgesetzt werden.

Satz 11.5 (Peano). Es gibt 0 < 7 < oo und eine stetig-differenzierbare

Funktion u : [0,7) — R? sodass
u'(t) = fltu) (0<t<7);
uw(0) = u, .

74



Beweis. Sei M = max{||f(t,2)|co : ||z —to|loo < 1,0 <t < 1}. Wahle T >0
mit M7 <1 und definiere

C:={uec C0,7],RY) : [|[u(t) — to||oe <1 fiir alle t € [0,7]} .

Dann ist C' konvex und abgeschlossen in C([0, 7], R?). Definiere

t

T:C — C([0,7],R%) durch (Tu)(t) := u, + /f(s,u(s))ds :

a) Es ist TC' C C. Sei ndmlich u € C, dann ist fiir 0 <¢ <1,
[Tu(t) = tollos < / 1f(s,u(s))l[ocds < M7 < 1.
0

b) T ist stetig. Sei ndmlich € > 0. Dann gibt es § > 0, sodass
€
o=yl <8 = 17(s,2) = f(50)le < =

Seien u,v € C mit ||u — v|[¢(o,-,rey < 6. Dann ist

[(Tuw) (@) = (To)@)] < /Ilf(s,u(S))—f(s,v(S))HdS

T =€ .

IN
SN | ™

c) Fiir u € C ist

|(Tu)(t) — (To)(s)l| < / 17 u(r))]| ds
< ;\4|t—3|.

Da fiir u € C gilt [[(T'u)(t) —uo|loo < 1 (siche a)), ist || Tul|c(jo,rrey < 14 ||to]|-
Es ist also TC' C K mit

K == {v e C([0, 7R : o(t) = v(s)lloo < Mt = 5|, [Jv]loc < 1+ [[uolloc} -
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Die Menge K ist abgeschlossen, beschrinkt und gleichstetig. Nach dem Satz
von Arzela-Ascoli 11.3 ist sie kompakt. Nach dem Fixpunktsatz von Schauder

gibt es v € C mit Tu = u; d.h.

u(t) = uy + /f(s,u(s)) ds .

Damit ist u eine Losung. O
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12 Stetige Funktionen

Trégt ein Raum X die indiskrete Topologie, so ist jede stetige Funktion
f X — R konstant, es gibt also wenig stetige Funktion; tragt er die diskrete
Topologie, so sind alle Funktionen stetig; es gibt also sehr viele. Wir fragen
uns in diesem Abschnitt, welche Eigenschaften eines topologischen Raumes

X implizieren, dass es viele stetige von Funktionen X nach R gibt.

Definition 12.1. Ein topologischer Raum X heifit normal, falls er Haus-
dorffsch ist und man disjunkte abgeschlossene Mengen durch offene Men-
gen trennen kann; das soll Folgendes heiflen: sind A, B C X abgeschlos-
sen mit AN B = (), so gibt es offene Mengen U,V C X derart, dass
UNnV=0,AcUBCV.

Satz 12.2. Jeder metrische Raum ist normal.
Wir benutzen folgendes Lemma.

Lemma 12.3. Sei (X,d) ein metrischer Raum und A C X. Fir x € X
setzen wir
d(xz,A) = inf{d(x,a) :a € A} .

Dann gilt
(12.1) A, A) — d(y, A)] < d(z,y) .
Insbesondere ist die Abbildung x — d(xz, A) : X — Ry stetig.
Beweis. Seien x,y € M. Fiir a € A gilt

d(xz, A) < d(z,a) <d(z,y)+d(y,a) .

Damit ist d(z, A) < d(z,y) + ingd(y,a) = d(z,y) + d(y,A). Wir haben
ac
gezeigt, dass
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Vertauschen von x und y liefert

Daraus folgt (12.1). O

Beweis von Satz 12.2. Sei (X, d) ein metrischer Raum und seien A, B C X
abgeschlossen, ANB = (). Wir nehmen ferner an, dass A # (), B # ) (sonst ist
die Aussage trivial). Sei f(z) = dist(x, A) — dist(z, B). Dann ist f : X — R
stetig und

f(z) = —dist(z,B) <0 wenn z € A und
f(z) =dist(z,A) >0 wenn z € B .

Somit erfiillen U := {zx € X : f(z) <0} und V :={z € X : f(zx) > 0} die
Anforderungen aus Definition 12.1. m

Satz 12.4. Jeder kompakte Raum ist normal.

Der folgende Satz zeigt, dass es auf normalen topologischen Rdumen viele

stetige reellwertige Funktionen gibt.

Theorem 12.5 (Lemma von Urysohn). Sei X ein normaler topologischer
Raum und seien A, B C X abgeschlossen und disjunkt. Dann ¢ibt es eine
stetige Funktion f: X — [0,1] derart, dass fj, =0 und fj, = 1.

Wir benotigen folgenden Hilfssatz.

Lemma 12.6. Sei X normal, sei A C X abgeschlossen und sei U C X offen,
sodass A C U. Dann gibt es eine offene Menge V' in X mit

AcCcVcVcuU.
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Beweis. A und X \ U sind abgeschlossen und disjunkt. Daher gibt es offene
Mengen V, W C X, sodass

ACcV,X\UcCW und VW =90.

Da VAW =0, ist V C We¢. Aber W€ ist abgeschlossen. Damit ist V' C W¢ C
U. O
Beweis von Theorem 12.5. Da X \ B offen ist und A umfasst, gibt es
nach Lemma 12.6 eine offene Menge U,/ C X mit

AcUypclUpcX\B.
Genauso finden wir offene Mengen U, /4, Us /4 mit

ACUyy CUyy CUyyp CUyp CUsy CU s C X\ B

Im néchsten Schritt finden wir offene Mengen U, /3, Us/g, Us /s und Uy /g mit

A C Ul/gCU1/8CU1/4CU1/4
C Uz CUsz;gs CUyjp C Uiy C Usjs C Usys
C U3/4CU3/4C U7/8CU7/8 CX\B .

Sei D die Menge der dyadischen Zahlen in (0, 1), d.h. alle Zahlen der Form

%,me{1,2,...,2"—1}, neN.

Wenn wir den obigen Prozess fortfithren finden wir eine offene Menge Uy,
sodass s,t € D,s <t gilt

AcU,cU,CcU,CcU CX\B.

Definiere
sup {teD:xg U} falls v ¢ N U

fla) = teD
0 sonst .
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Es ist klar, dass f = 0 auf A und f = 1 auf B. Ferner ist f(x) € [0,1] fiir

alle x € X. Um die Stetigkeit von f zu zeigen, reicht es nachzuweisen, dass

F7H([0,a)) und f~((a, 1])

fiir alle a € [0, 1] offen sind (beachte, dass die Mengen [0, a), (a,1],0 <a <1
eine Subbasis der Relativtopologie auf [0, 1] bilden). Sei a € [0, 1]. Dann ist

f(z) <a<3te D, sodasst <aund xz € U; .

[“=" Ist f(z) < a, so gibt es t € D mit f(x) < t < a. Damit ist fz € U,
nach Definition von f(z).

“<" Sei f(z) > a. Dann gibt es zu t < a,t < s < f(z) mit s € D und
x ¢ Us. Damit ist « ¢ Uy.] Somit ist

F(0.0) = Ui

t<a

offen. Ahnlich gilt f(x) > a genau dann, wenn es t € D,t > a gibt mit
[“=" Sei f(z) > a. Dann gibt es a < s mit s € D mit x &€ U,; wihle
a<t<s,teD,dannist z & U, da U; C Us,.

“<" Sei f(z) < a und sei t € D mit ¢ > a. Dann ist € U, C U, nach

Definition von f. ] Somit ist

S (@) = JX\T

t>a

offen. 0

Man kann in Lemma 12.5 von Urysohn andere Intervalle betrachten.

Korollar 12.7. Sei X normal und seien A, B C X abgeschlossen und dis-

junkt. Sei a < b. Dann gibt es eine stetige Funktion f : X — [a, b], sodass
f=aauf Aund f =0 auf B.
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Beweis. Nach Lemma 12.5 von Urysohn gibt es eine stetige Funktion ¢ :
X — [0,1] mit g =0 auf A und g = 1 auf B. Definiere

fl):=(b—a)g(x)+a.
O
Als Anwendung zeigen wir, dass der Raum [0, 1]7 in gewisser Weise ein
universeller kompakter Raum ist.

Korollar 12.8. Sei X ein topologischer Raum. Folgende Aussagen sind dqui-

valent.
(i) X ist kompakt;

(ii) es gibt eine Indexmenge J, sodass X homoomorph zu einer abgeschlos-

senen Teilmenge von [0, 1]” ist.

Beweis. (i1) = (i) trivial;
(i) = (it) Sei J := C(X,[0,1]) und definiere

p: X —[0,1] durch ¢(z) = (f(2))ses -

Dann ist ¢ stetig, denn li}n x; = x in X impliziert li}n f(z;) = f(zx) fiir alle
f € J, und damit li}n o(x;) = () nach Definition der Produkttopologie.
Das Lemma 12.5 von Urysohn zeigt, dass ¢ injektiv ist. Die Menge A = ¢(X)
ist kompakt und ¢, : X — A,z — ¢(x) ist bijektiv und stetig. Da X kom-

pakt ist, ist ¢, ein Homéomorphismus. O]
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13 Zusammenhingende Riume

Die Menge X = (0,1) U (2,3) mit der natiirlichen Metrik hat A = (0,1)
als eine Teilmenge die sowohl offen als auch abgeschlossen ist. Wenn es nur
triviale offen- und abgeschlossene Teilmengen in einem topologischen Raum

gibt, so nennt man ihn zusammenhéangend.

Definition 13.1. a) Ein topologischer Raum X heifit zusammenhingend,
falls gilt: Sind O1,05 C X offen, disjunkt mit X = O; U Oy, so ist O = ()
oder Oy = .

b) Eine Teilmenge A eines topologischen Raumes X heifit zusammenhdingend,
falls sie bzgl. der Relativtopologie zusammenhéngend ist; d.h. also, wenn
A C O,UOy mit 01,05 C X offen mit O;NO;NA =0, so gilt A C O; oder
A C Os,.

Beispiel 13.2. X = Q mit der natiirlichen Topologie ist nicht zusam-
menhingend, da X = O, U0,,0; = {r € Q : 2 < v2},0, = {2 € Q :
x> /2}.

Lemma 13.3. Sei X ein topologischer Raum, A eine Indexmenge. Zu o € A

sei X, eine zusammenhingende Teilmenge von X. Ist (| Xo # 0, so ist
acA

U X zusammenhdngend.

acA

Beweis. Sei p € [\ X,. Seien 01,0, C X offen und disjunkt, sodass
acA

U Xo C O1UO,. Damit ist p € O;UO,, etwap € O1. Dap € X, C O;UO,

acA

und da X, zusammenhéngend ist, folgt dass X, C O fiir alle a € A. Also

ist U XQCOl. ]

a€cA

Satz 13.4. Seien X,Y topologische Rdume und f : X — Y stetig. Ist X

zusammenhéngend, so ist es auch f(X).

Beweis. Sei f(X) C O; UOy wobei O, 05 C Y offen und disjunkt sind. Da-
mit ist X C f71(O;) U f71(0,). Da X zusammenhiingend ist, folgt X C
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F7HOy) oder X C f71(O3). Im ersten Fall ist f(X) C Oy, im zweiten
f£(0) C Os. O

Aufgabe 13.5. Ist Y C X zusammenhingend und ist Y C B C Y, so ist B
zusammenhéangend.

Die zusammenhéngenden Teilmengen von R sind leicht zu bestimmen.

Satz 13.6. Sei J eine nicht-leere Teilmenge von R. Folgende Aussagen sind

dquivalent:

(i) J ist zusammenhéngend;

(ii) J ist ein Intervall oder 1-elementig.

Beweis. (ii) = (i) Sei J ein Intervall und seien O;,02 C R offen, sodass
O, NOy;NJ = 0. Angenommen es gibt x € O; N J,y € Oy N J. Dann
ist [x,y] C J. Sei z = sup[z,y] N O;. Dann ist x < z < y. Ist z € Oy,
so ist [z,2 +¢] C Oy fir e > 0 geniigend klein. Das ist ein Widerspruch
zur Definition von z. Also ist z € O,. Damit ist [z — ¢,2] C O, fiir ein
0 <e < (z—x) und somit [z —¢,2] N Oy # 0. Auch das ist ein Widerspruch
zur Definition von z. Wir haben gezeigt, dass J ¢ O; U Oy. Damit ist J
zusammenhéingend.

(1) = (i) Sei J zusammenhéngend mit mindestens zwei Elementen. Sei a =
inf J € [—00,00),b = supJ € (—o0,00]. Somit ist J C [a,b]. Sei a < ¢ < b.
Wiére ¢ € J, so wire J C O;U Oy mit O = (—00,¢), 0y = (¢,00) aber J ¢ Oy
und J ¢ O,. Das widerspricht der Annahme, dass J zusammenhéngend ist.
Wir haben also gezeigt, dass (a,b) C J. Folglich ist J = (a,b) oder J = [a, b]
oder J = (a,b] oder J = [a, b] je nachdem ob a € J oder b € J. In jedem Fall
ist J ein Intervall. ]

Korollar 13.7 (Zwischenwertsatz). Sei X ein zusammenhéngender topolo-

gischer Raum und sei f : X — R stetig. Seien x,y € X, c € R, sodass

flx) <e < fly) .
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Dann gibt es z € X mit f(2) = c.

Beweis. Nach Satz 12.4 ist f(X) zusammenhéngend, also ist f(X) ein In-
tervall. O

Definition und Satz 13.8 (Komponenten). Sei X ein topologischer Raum.

Dann definiert
x ~y:< 3JA C X zusammenhédngend mit z,y € A

eine Aquivalenzrelation auf X. Man nennt die Aquivalenzklassen die Zusam-

menhangskomponenten (kurz: Komponenten) von X.

Eigenschaften:

(a) Verschiedene Komponenten sind disjunkt;
(b) Die Vereinigung der Komponenten ist X;

(c) ist x € X, so ist die Komponente [z] := {y € X : y ~ x} von [z] die

groffte zusammenhédngende Menge, die x enthélt;
(d) jede Komponente ist abgeschlossen und zusammenhéngend;

(e) ist ) # A C X zusammenhingend, so gibt es genau eine Komponente

w mit A C w.

Beweis. 1. Die Transitivitit sieht man so: Sei z ~ y und y ~ z. Dann gibt
es zusammenhédngende Mengen A, B mit z,y € A und y, 2z € B. Damit ist
y € AN B. Aus Lemma 13.3 folgt, dass A U B zusammenhéngend ist. Da
x,z € AU B, gilt also x ~ z.

2. (a) und (b) gelten immer fiir Aquivalenzklassen.

(c) Sei x € X. Dann ist wegen Lemma 13.3 [z] = |J A. Aufgabe 13.5

A zshgd.
z€EA
zeigt, dass [x] abgeschlossen ist. Die weiteren Eigenschaften (d), (e) folgen

unmittelbar. ]
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Beispiel 13.9. Sei X = Q mit der natiirlichen Topologie. Damit ist [z] = {z}

fiir alle x € X. Man gibt dieser Eigenschaft einen Namen:

Ein topologischer Raum X heiit total unzusammenhingend, wenn [z] =
{z} fir jedes z € X.

Definition 13.10. Ein topologischer Raum X heifit wegzusammenhdingend,
wenn es zu jedem z,y € X eine stetige Funktion v : [0,1] — X (also einen
Weg) gibt, sodass y(0) = x und (1) = y.

Satz 13.11. Jeder wegzusammenhédngender Raum ist zusammenhéngend.

Beweis. Sei X = O,UO,, O1, O5 offen. Sei x € O,y € Os. Dann gibt es nach
Voraussetzung eine stetige Funktion v : [0,1] — X mit (0) = x,v(1) = .
Da X = O;UO,, ist [0,1] =~vy71(0;) Uy~ 1(O,). Da [0, 1] zusammenhingend
ist, gibt es t € 771(O1) N y71(O,). Damit ist v(t) € O; N Oy. Es ist also
01N 0Oy #0. O

Die Umkehrung von Satz 13.11 gilt nicht.

Beispiel 13.12 (Kamm). Sei X, := [J (({1} x [0,1]) U ([0,1] x {0})) mit

der natiirlichen Topologie von R%. Dann ist X, wegzusammenhingend (man
mache eine Zeichnung), also zusammenhiingend. Sei p := (0,1) € R2. Da
p € X,, ist nach Aufgabe 13.5 auch X := X, U {p} zusammenhsngend. X ist
jedoch nicht wegzusammenhéangend. Andernfalls gidbe es eine stetige Funkti-
on 7 : [0,1] — X mit 7(0) = p und (1) = (1,0). Es ist y(t) = (11(t),72(¢))
mit stetigen Funktionen v; : [0,1] = R, 7 =1,2;%(0) = 0,72(0) = 1,%1(1) =
1,7(1) = 0. Damit gibt es 0 < ¢, < 1, sodass 1(t) > 3 fiir t € [0,4,],
aber 7(t,) > 0. Nach dem Zwischenwertsatz gibt es s € (0,t,], sodass
71(s) € R\ Q. Damit ist v(s) = (11(s),72(s)) & X.

Fiir offene Teilmengen eines normierten Raumes gilt jedoch folgende Aus-

sage:

85



Satz 13.13. Sei (E, || ||) ein normierter Raum. Eine offene Teilmenge €2 von

FE ist genau dann zusammenhédngend, wenn sie wegzusammenhéngend ist.

Beweis. Sei {2 zusammenhingend und sei z € (). Sei
A= {y € Q: man kann x mit y durch einen Weg verbinden} .

Sei y € A. Es gibt r > 0, sodass B(y,r) C €. Sei z € B(y,r). Es gibt einen
Weg v : [, f] — Q mit v(a) = z,7(F) = y. Definiere 5 : o, + 1] — Q

durch
v(t) wenn € [, ]

7(t) = )
y+(s—p)(z—y) fur sef,p+1].
Dann ist () = 2z und ¥(8+1) = 2. Also ist A offen und # (). Genauso zeigt
man, dass '\ A offen ist. Da Q zusammenhéngend ist, folgt dass A = Q. O

Korollar 13.14. Sei (E, || ||) ein normierter Raum und © C E offen. Dann

ist jede Zusammenhangskomponente von €2 offen.

Beweis. Sei z € Q. Ist y € [z] C 2, so gibt es r > 0, sodass B(y,r) C Q. Da
B(y,r) zusammenhéngend ist, ist [x] U B(y,r) zusammenhéngend (Lemma
13.3). Also ist [z] U B(y,r) C [z], d.h. B(y,r) C [z]. O
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14 Anhang: Der Satz von Zermelo

Sei S eine Menge. Wir sagen, dass sich S wohl ordnen léasst, wenn es eine
Ordnungsrelation < auf S gibt bzgl. der S wohl geordnet ist, d.h., dass jede

Teilmenge von S ein minimales Element besitzt.
Satz 14.1 (Zermelo). Jede nicht-leere Menge S lésst sich wohlordnen.

Beweis. Sei
P :={M C S : es gibt eine Ordnungsrelation <,; auf M die wohlgeordnet ist} .

Wir definieren fiir M, N € P eine <-Relation durch

a) M C Nund z <p y <z <yyfir alle x,y € M ;

M <N :&
b) x <yy,ye M,x e N=xe€ M.

P ist bzgl. < induktiv geordnet. Sei namlich K C P eine Kette, M := |J K.
Kek
Wir definieren

r<yyeIKeklrye K,x<gy.

Man sieht aus a) und b), dass diese Definition nicht von der Wahl von K
abhéngt und eine Ordnungsrelation auf M definiert. Wir zeigen nun, dass
M wohlgeordnet ist. Sei T € M, T # 0. Sei K, € K, sodass K, NT # (.
Dann hat K, N7 ein kleinstes Element bzgl. der Ordnung von K,; d.h. es
gibt t, € K, NT mit t, <g, x fiir alle x € T' N K,. Wir zeigen, dass t, das
kleinste Element von T bzgl. <, ist. Sei y € T beliebig. Dann gibt es K € I
mit y € K.

1. Fall: K C K,. Dat, <g,6 vy, gilt t, <y y.

2. Fall: K, C K. Es gilt t, <g y oder y <g t,. Falls y <k t,, ist y € K,
(wegen b)), und somit ist y <g, t,. Da t, das kleinste Element von K, N T
ist, folgt y = t,. Somit ist t, <x y in jedem Fall, und damit t, <, y. Wir
haben gezeigt, dass M bzgl. <,; wohlgeordnet ist. Es gilt K < M fiir alle
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K € K. Dazu muss man a) und b) nachweisen. Eigenschaft a) folgt direkt

aus der Definition der Ordnung auf M. Um b) zu zeigen, nehmen wir
r,y € M mit z <p;y,y € K.

Wir miissen zeigen, dass x € K. Es gibt K’ € K, sodass x,y € K’ und
x <gr y. Da K eine Kette ist, gilt K < K’ oder K’ < K. Im zweiten Fall
ist x € K. Im ersten Fall ist x < y. Da K < K’, folgt daraus ebenfalls,
dass z € K. Damit ist b) bewiesen. Somit ist M eine obere Schranke von
K. Nach Lemma 10.8 von Zorn existiert ein maximales Element L von P.
Angenommen L # S. Wéhle a € S\ L und definiere x <;, a fiir alle z € L
und z <y =z <y fir x,y € L. Dann ist L' := L U {a} wohlgeordnet
und L < L'. Das ist ein Widerspruch zur Maximalitidt von L. O

Oft benutzt man den Satz 14.1 von Zermelo , um einen Beweis iiber
transfinite Induktion zu fithren. Das ist ein iiblicher Induktionsbeweis, bei

dem allerdings N durch eine beliebige wohlgeordnete Menge ersetzt wird.
Satz 14.2 (transfinite Induktion). Sei A wohlgeordnet und B C A. Es gelte:
a) 1 € B, wobei 1 = min A.
b) Ist a € A, sodass ( € B fiir alle § € A mit § < «, dann gilt « € B.
Dann ist A = B.

Beweis. Ist A # B, so gibt es a, € A\ B mit a, < a fir alle a € A\ B.
Damit ist b < a, fir alle b € B. Das widerspricht der Annahme b). O

Oft benutzt man die transfinite Induktion in folgender Weise. Sei A eine
wohlgeordnete Menge. Fiir jedes @ € A sei P(a) eine Aussage. Es seien

folgende Voraussetzungen erfiillt:

1. P(1) ist richtig, wobei 1 = min A.
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2. Ist a € A, sodass P(f3) fiir jedes f < « giiltig ist, dann ist auch P(«)
richtig.

Dann ist die Aussage P(«) fiir alle a € A richtig.
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