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Funktionalanalysis: Blatt 1

1. Sei X ein Banachraum und (z,) C X. Die Reihe )\ 2y, sei konvergent. Zeige, dass dann
Tn — 0 gilt!

2. Sei ¢ := {(zp)nen C C: (z,) konvergiert}. Zeige, dass ¢ mit der Supremumsnorm || - ||oo
ein Banachraum ist!

3. Seien F und F' normierte Rdume und 7': £ — F' linear. Zeige:
(a) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) T ist stetig.
(ii) T ist stetig in 0.
(iii) Es gibt ¢ > 0 mit |[Tz|| < c||z|| fur alle z € E.
(iv) Es gibt ¢ > 0 mit ||Tz|| < ¢ fur alle z € E mit [jz|| < 1.
(v) Es gibt ¢ > 0 mit ||Tz|| < ¢ fir alle z € E mit ||z] = 1.

Ist eine der obigen Bedingungen erfiillt, so nennt man 7" auch beschrdnkt und schreibt
|T|| := inf {¢ > 0 : ||Tz| < c|z|| fiir alle z € E}.

Tipp: Fiir die ,,(ii) < (iii)“ bietet sich die e-d-Definition der Stetigkeit an. ,,(i) < (ii)*
und ,,(iii) < (iv) < (v)* folgen aus der Linearitat von 7'
(b) Es gilt |[Tz|| < ||T|| ||=| fir alle z € E.

(c) Definiere s := sup{||T| : |[z|| < 1}. Der Operator T ist genau dann beschrénkt,
wenn s < 0o ist. In diesem Fall gilt ||T]| = s.

4. Sei X ein Banachraum. Wir schreiben

O = {x = (@a)new C X ¢ x|l =Y el < 00}

n=1
und
oo
BVx(N) == {x = (zn)pew C X : V(x) = Z |Zp41 — 2| < 00}
n=1
Fiir x € BV x(IN) setzen wir ||x||gy = ||z1]| + V(x). Zeige, dass ¢} versehen mit | - [|; und
BV x (IN) versehen mit || - ||gyv jeweils ein Banachraum ist!
Tipp: Rechne mit der Definition nach, dass (€%, || - ||1) ein Banachraum ist. Gib dann einen

isometrischen Isomorphismus zwischen den beiden Rdumen an, um zu schlussfolgern, dass
auch (BVx(IN),| - ||pv) ein Banachraum ist.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws10/fa.html




