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Sei L3, = {f: R — C messbar, 2m-periodisch : fo% | f|* < oo} mit dem Skalarprodukt

1 2m
(u|v)2::% ; uv
versehen. Da Ca, in L3 dicht ist, ist (ex)rez eine Orthonormalbasis von L3 .
(a) Berechne die Fourierkoeffizienten der Funktion f € L2 | die auf [0, 27) durch f(x) =1
fir z € [0, 7] und f(x) =0 fiir z € (7, 27) gegeben ist!

. 7'['2
(b) Zelge ZZO:O m = §'
Tipp: Parseval’sche Gleichung.

(¢) Berechne >.2° , !

n=1n2"

Sei X ein Banachraum und F' # X ein abgeschlossener Unterraum von X. Zeige, dass die
Quotientenabbildung ¢: X — X/F, x — x + F die offene Einheitskugel in X auf die offene
Einheitskugel in X/F abbildet und schlussfolgere ||¢|| = 1!

Seien E und F' Banachréume und bezeichne Z(FE, F') die Menge der injektiven Operatoren
T € Z(E,F), deren Bild ein abgeschlossener Unterraum von F' ist. Zeige:

(a) Esist T € Z(F,F) genau dann, wenn es eine Konstante o > 0 mit ||Tz|| > «af|z||
fiir alle z € E gibt.

(b) Z(E,F) ist eine offene Teilmenge von .Z(E, F).

(c) Fallsesein Ty € Z(F, F) gibt, fir das Rg Ty nicht abgeschlossen ist, so ist die Menge
M ={T € Z(E,F): RgT abgeschlossen} nicht offen in Z(E, F).

Sei X ein Banachraum und U ein Unterraum von X. Dann heifst U projezierbar, falls es
eine Projektion P € Z(X) mit Rg P = U gibt. Zeige:
(a) Folgende Aussagen sind dquivalent:
(i) U ist projezierbar.
(ii) U ist abgeschlossen und es gibt einen abgeschlossenen Unterraum V' von X mit
UV =X.

(b) Ist U projezierbar, so ist X/U zu einem Unterraum von X isomorph.

(¢) Bonusaufgabe: ¢y ist in £°° nicht projezierbar.

Tipp: Zeige, dass es keine abzéhlbare punktetrennende Teilmenge von (£%°/cg)’ gibt.

Sei 1 < p < oound —oo < a < b < oo. Laut Vorlesung gibt es ¢, > 0 mit

|ul|oo < Cp,a,b uHlep(a,b) = cp,a,b(”“”p + ||u/Hp)

fiir alle u € WP(a,b). Finde einen expliziten Wert fiir ¢, 45!

Bemerkung: Der explizite Wert muss nicht optimal sein.

Hinweis: Es darf benutzt werden, dass u € Cla,b] und u(z) = u(a) + [ o/(t) dt fiir alle
u € WP(a,b) und x € [a,b] gilt.
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