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Übungen Elemente der Funktionalanalysis: Blatt 7

“Then shalt thou count to three, no more, no less. Three shall be the number
thou shalt count, and the number of the counting shall be three. Four shalt
thou not count, neither count thou two, excepting that thou then proceed to
three. Five is right out.”

— Monty Python and the Holy Grail (1975)

21. Fourierreihen. (13)
(a) Zeige, dass die Abbildung (2)

F : L2(0, 1)→ `2(Z), f 7→
((
f | ek

))
k∈Z

ein isometrischer Isomorphismus ist.

(b) Sei (ck)k∈Z ∈ `1(Z). Zeige, dass dann (2)

SN (t) :=
N∑

k=−N
cke

2πikt

für N → ∞ gleichmäßig auf [0, 1] gegen eine Funktion f ∈ Cper[0, 1] konvergiert,
welche S∞ als Fourierreihe hat.

(c) Bestimme mit Hilfe der Resultate aus Aufgabe 16 den Wert von (3)

ζ(4) =
∞∑
k=1

1
k4 .

(d) Sei f, g ∈ L2
per(0, 1) mit f(t) = g(t)(1− e2πit), und seien ck die Fourierkoeffizienten (3)

von f . Zeige, dass dann
∑n
k=−n ck → 0 für n→∞ gilt.

(e) Bestimme die Fourierreihe der Funktion f(t) = 1(0,1/2](t) und untersuche deren (3)
punktweise Konvergenz.

22. Wir suchen eine 1-periodische Lösung y der Differentialgleichung (2)

y(4)(t) + y(2)(t) + y(t) = cos(2πt).

Löse dieses Problem über einen Fourierreihenansatz.

23. Dirichlet- und Fejér-Kern. (3+3?)
(a) Zeige für t ∈ (0, 1) die Identität (2)

Dn(t) := sin((2n+ 1)πt)
sin(πt)

!=
∑
|k|≤n

e−2πikt.



Insbesondere kannDn also an 0 bzw. 1 stetig durch den Wert 2n+1 fortgesetzt werden.
(b) Sei f ∈ Cper[0, 1] mit Fourierkoeffizienten ck. Zeige für t ∈ [0, 1] (1)

(f ∗Dn)(t) :=
∫ 1

0
f(t− s)Dn(s) ds =

∑
|k|≤n

cke
2πikt =: (Snf)(t).

(c)? Definiere den Fejér-Kern für t ∈ (0, 1) durch (3?)

Fn(t) = 1
n

(sin(πnt)
sin(πt)

)2
.

Sei f ∈ Cper[0, 1] mit Fourierkoeffizienten ck. Zeige für t ∈ [0, 1]

(f ∗ Fn)(t) :=
∫ 1

0
f(t− s)Fn(s) ds != 1

n

n−1∑
k=0

k∑
j=−k

cjej(t).
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