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The Axiom of Choice is obviously true, the well-ordering principle obviously
false, and who can tell about Zorn’s Lemma?

— Jerry Lloyd Bona

32. Multiplikationsoperatoren auf (2.
Sei m € £°°. Definiere die Abbildung

My, : (zr)kew — (MiZr)ken-

Zeige, dass M, einen beschrinkten linearen Operator auf /2 definiert.
Zeige, dass M,, genau dann ein kompakter Operator auf 2 ist, wenn m € cg gilt.
Zeige, dass op(M,y,) = {my, : k € N} und o(M,,) = op(M,y,) gilt.

Zeige, dass jede kompakte Teilmenge K C C das Spektrum eines beschrinkten
linearen Operators auf dem Hilbertraum ¢2 sein kann.

33. Beispiele kompakter Operatoren.
(a) Sei V der Volterraoperator auf C0, 1], also

VW= [ rsds

Zeige, dass V kompakt ist, o (V) = 0 und o (V) = {0}.
(b) Sei k€ L?((0,1) x (0,1)) und definiere

1
(Feh)@) = [ k() 1) dy

fir f € L?(0,1). Zeige, dass F}, ein kompakter Operator auf L?(0, 1) ist.

34. Seien H und K Hilbertraume.

(a) Ein linearer Operator T: H — K heifit vollstetig, wenn er schwach konvergente
Folgen auf entsprechend konvergente Folgen abbildet, also wenn Txp — Tx gilt,
falls xp — « fiir £ — oo. Zeige, dass ein linearer Operator T: H — K genau dann
vollstetig ist, wenn er kompakt ist.

(b) Zeige, dass T € L(H, K) genau dann kompakt ist, wenn 7™ kompakt ist.

Hinweis: Man kann Arzela—Ascoli auf die Familie {(-|y) : y € TBy(0,1)} anwen-
den. Es gibt aber auch einen deutlich elementareren auf Hilbertraumeigenschaften
beruhenden Beweis.
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Axiom (Auswahlaxiom). Sei J eine nichtleere Indexmenge und seien M; fir j € J nichtleer.
Dann ist das kartesische Produkt der M; ‘iber j € J nichtleer, also

{f:J—>UMj:f(j)GMjfﬁrallejEJ}#W.

jeJ

Definition 1 (Einige Begrifflichkeiten zu partiellen Ordnungen). FEine Menge M mit einer
bindren Relation <C M x M ist partiell geordnet, wenn < reflexiv (a =< a), antisymmetrisch
(a 2b und b =X a impliziert a = b) und transitiv (a < b und b < ¢ impliziert a < ¢) ist. Sei nun
(M, <) eine partiell geordnete Menge. Eine Teilmenge C C M heifst Kette oder total geordnet,
wenn fir zwei beliebige Elemente a,b € C' zumindest eine der Relationen a = b oder b < a gilt.
FEin Element m € M heifit maximales Element, wenn aus m = a stets m = a folgt. Fin Element
s € M heifit obere Schranke fiir C C M, wenn ¢ < s fiir alle c € C gilt.

Theorem 2 (Lemma von Zorn). Sei (M,=) eine partiell geordnete Menge. Wenn jede total
geordnete Teilmenge von M eine obere Schranke besitzt, dann existiert ein mazimales Element
mn M.

35.x Zum Lemma von Zorn

(a)* Mit Hilfe des Lemmas von Zorn kann man beweisen, dass jeder Vektorraum eine Ha-
melbasis besitzt. Studiere dazu beispielsweise den Beweis auf http://planetmath.
org/encyclopedia/ZornsLemmaAndBasesForVectorSpaces.html.

(b)x Seien A und B zwei Mengen. Zeige mit Hilfe des Lemmas von Zorn, dass es eine
injektive Abbildung von A nach B geben muss, falls es keine injektive Abbildung
von B nach A gibt.

(¢)x Eine Frage zur Diskussion iiber den Zusammenhang von Induktion und dem Lemma
von Zorn: Ist es gerechtfertigt, das Lemma von Zorn als bequemes Instrument zur
Induktion bis in die Uberabzihlbarkeit zu bezeichnen?

Theorem 3 (Cantor-Bernstein-Schroeder). Seien A und B zwei Mengen derart, dass sowohl
eine injektive Abbildung von A nach B als auch von B nach A existiert. Dann gibt es eine
Bijektion zwischen A und B.

Zusammen mit der vorausgegangenen Aufgabe ergibt sich nun, dass eine totale Ordnung auf den
Kardinalitdten von Mengen existiert. Es gibt dazu einen recht kurzen und raffinierten Beweis, der
aufhttp://en.wikipedia.org/wiki/Cantor-Bernstein-Schroeder_theorem unter “Another
proof” skizziert ist.

— So long, and thanks for all the fish.

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss09/£a09.html
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