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Profound study of nature is the most fertile source of mathematical discoveries.

— Jean Baptiste Joseph Fourier (1768-1830)

1. Sei Q C RY offen und beschrinkt, az, by, ¢k, co € L(Q) mit (ax;) strikt elliptisch (k,1 =

1,...,d) und V = H}(Q) oder V = H'(Q). Definiere a: V x V — R durch

d d d

a(u,v) = / Z ap; DyuDyv + / Z bruDyv —I—/ Z ck(Dyu)v +/ Cou.
Qpi=1 Q4 (Rt Q

Zeige, dass es ein w > 0 gibt, so dass b(u, v) := a(u,v) + w(u|v) 2 (q) eine koerzive stetige

Bilinearform ist.

Hinweis: Benutze die Young’sche Ungleichung fiir Produkte, also dass 2ab < ca? + b? /e

fir alle a,b € R und € > 0.

Sei Q € R offen und beschrinkt. Zudem sei u € H(Q) und a € C%(Q) mit a(z) > p fiir
alle z € Q fiir ein p > 0. Sei f € LL (Q). Zeige, wenn a~'/2div(aV(a~'/?u)) = f, dann
gibt es ein ¢ € C(Q) so dass Au — qu = f.

Hinweis: Die Gleichungen sind natiirlich im schwachen Sinn zu verstehen. Es kann hilfreich
sein, zuerst einmal u € C?(Q) anzunehmen.

3. Sei 2 = (a,b) ein beschrénktes Intervall in R.

(a) Seien u,v € H*(Q). Zeige, dass f: w'v = u(b)v(b) — u(a)v(a) — f(f v’
(b) Es seien «a, > 0 mit o + 5 > 0. Fiir A > 0 betrachte das Problem
Mu—u" =f in Q,
v (a) = au(a) und
' (b) = —Bu(b).

Zeige, fiir alle A > 0 und f € L?(Q) hat dieses Problem eine eindeutige Losung in

H?(Q).

Hinweis: Definiere mit Hilfe des vorausgegangenen Aufgabenteils eine stetige koer-

zive Bilinearform auf H'(Q) derart, dass Lax-Milgram eine eindeutige Losung in
H!(Q) garantiert. Argumentiere dann, weshalb u € H?().
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