UNIVERSITAT ULM Prof. Dr. Wolfgang Arendt
Dr. Manfred Sauter

Besprechung: Donnerstag, 29.05.14
Sommersemester 2014

Gesamtpunktzahl: 22

Ubungen Partielle Differentialgleichungen: Blatt 5

It is easier to square the circle than to get round a mathematician.

— Augustus De Morgan (1806-1871)

1. Uber subharmonische Funktionen.
Sei Q C R? offen.

(a)

(b)

Zeige, dass aju; + ague subharmonisch auf € ist, falls a;, as > 0 und uq, ug subhar-
monisch auf € sind. Die subharmonischen Funktionen bilden also einen konvexen
Kegel.

Zeige, dass u € C(€2) genau dann subharmonisch ist, wenn

1 r2 — |z — xo)?
u(x) < — ———————u(z)do(2)

odr JoB(zo,r) |Z — ;L'|
fir alle z € B(zg,7) € (2.

Zeige, dass u € C(€2) genau dann subharmonisch ist, wenn

uw) < £ uly)dy
B(zo,r)

fir alle B(zg,r) € Q.
Zeige, dass u € C?(Q) genau dann subharmonisch ist, wenn —Au < 0 auf Q gilt.

Zeige, dass u € C(Q2) genau dann subharmonisch ist, wenn es schwach subhar-
monisch ist, d.h. wenn — [, uAp < 0 fir alle ¢ € D(2) mit ¢ > 0.

2. Zur Poissionformel und der Harnackungleichung.

(a)

(b)

Es sei Q € R? mit B(0,7) € Q und d > 2. Zudem sei u € H(Q) positiv. Zeige, dass

dann
r+ |z

d—2 T — ’«’L" W“(O)

Tt

(0) < u(x) < rf?

fir alle z € B(0,r).

Es sei d = 2 und u € H(D)NC(D) derart, dass 0 < u(z) < 1 fiir alle z € 9D. Zeige,

dass dann (@)
u(z

sup —= < inf wu(x).

lz|<1/5 2 lz|<1/7 (=)



3. Mobiustransformation und harmonische Funktionen.

(a) Betrachte die Mobiustransformation f: z +— éfl Zeige, dass f die offene komplexe

Einheitskreisscheibe D biholomorph auf die obere Halbebene H := {z = = + iy :
x,y € R und y > 0} abbildet. Was macht f auf dem Einheitskreis?

(b) Gib eine Abbildung an, welche D biholomorph auf den Sektor {z = z + iy : 0 <
y < x} abbildet.

(¢c) Gib einen Beweis oder ein Gegenbeispiel fiir folgende Aussage: Das Problem
ue C*(H) NC(H\ {0}),
uw >0 auf H,
Au=0 in H,
u(z) =0 fir alle x € R\ {0},

hat nur die triviale Losung.
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