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Er ist ein Mathematiker und also hartnackig.

— Johann Wolfgang von Goethe (1749-1832)

1. Sei Q C RY offen und beschrankt, ag, bg, ¢, co € L(Q) mit (ay) strikt elliptisch (k,1 =

1,...,d) und V = H}(Q) oder V = H'(Q2). Definiere a: V x V — R durch

d . d d
a(u,v) :/ Z alekuDlv+/ ZbkuDkv+/ ch(Dku)v—l—/ CoU.
Q Q k=1 Q k=1 Q

k=1

Zeige, dass es ein w > 0 gibt, so dass b(u,v) := a(u,v) + w(u|v) 2 (q) eine koerzive stetige
Bilinearform ist.

Hinweis: Benutze die Young’sche Ungleichung fiir Produkte, also dass 2ab < ea? + b*/¢
fiir alle a,b € R und € > 0.

Testfunktionen und Hg ().
(a) Essei ¢: R? — R definiert durch

1 .
o) = exp(rﬁ_l) fur |z] < 1,
0 fir |z| > 1.
Zeige, dass ¢ € C2°(RY) = D(RY).

(b) Zeige, dass fiir alle offenen und nichtleeren © C RY der Raum der Testfunktionen
D() nicht trivial ist.

(c) Zeige, dass fiir ein beschriinktes offenes (wie immer nichtleeres) Q C R? niemals
HY(Q) = H}(Q) gilt.

(d) Zeige, dass die Poincaré-Ungleichung auf H}(R?) nicht gilt.

. Sei © =R% und \ > 0. Wir betrachten das Problem

(1) { —Au + )\ulz f auf Q,
ue H (Q)

fir f € L?(Q). Zeige, dass es fiir alle f € L?*(2) eine eindeutige (schwache) Losung
up € H'(2) gibt. Beweise zudem, dass in diesem Fall die Abbildung f +— uy stetig und
linear von L?(§2) nach H(f) ist.

Hinweis: Die Gleichheit H{(R?) = H'(R?) darf verwendet werden.



4. FElementares zu Sobolevrdumen.

(a)

(b)

Sei I C R ein offenes Intervall und g € LL (). Zeige, dass es eine Funktion u € C(I)

gibt, welche schwache Ableitung Dyu = g hat.

Zeige, dass die schwache Ableitung lokal ist. Genauer gesagt, wenn f,g € LL ()

schwache Ableitungen haben und f = g f.i. auf B(zg,r) gilt (mit einem z¢ € Q
und r > 0 so dass B(xg,r) C §), zeige dass dann D; f = D;g f.ii. auf B(xg,r) gilt.

Gib ein Beispiel einer stetigen monotonen Funktion f: [0,1] — [0,1] mit f(0) =0
und f(1) = 1, welche fast tiberall die klassische Ableitung 0 hat. Welcher Schluss
ergibt sich aus dem vorigen Aufgabenteil?

Hinweis: Verfahre wie bei der Konstruktion der Cantormenge und wéhle stets einen
geeigneten konstanten Wert auf dem entfernten mittleren Drittel.

Sei Q = B(0,1) in R2. Zeige, dass die unbeschriinkte Funktion u(z) = loglog(1+ ﬁ)
(mit beliebigem Wert an z = 0) in H*(Q) liegt.

Sei Q = B(0,1) in R?. Verwende den vorigen Aufgabenteil um zu zeigen, dass es
ein u € H'(Q) gibt, welches nirgends stetig ist.

TRICKS I LIKE TO PLAY ON MY STUDENTS
FOR A MULTIPLE CHOICE QUIZ, MAKE
THE ANSWER "C" FOR EVERY QUESTICON.

HMM, C AGAIN, THAT CAN'T
BE RIGHT. I'LL CHANGE IT TO B,

BA HA HA HA HA!
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P.S. IT MAKES MARKING EXTREMELY EASY!

http://spikedmath.com/309.html

Ubungsblitter sowie aktuelle Informationen unter
http://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ss15/pde2015




