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Die Mehrheit bringt der Mathematik Gefiihle entgegen, wie sie nach Aristoteles
durch die Tragodie geweckt werden sollen, ndmlich Mitleid und Furcht. Mitleid
mit denen, die sich mit der Mathematik plagen miissen, und Furcht: dass man
selbst einmal in diese gefdhrliche Lage geraten konne.

— Paul Epstein (1883-1966)

1. Seien X,Y Banachrdume. Eine lineare Abbildung 7': X — Y wird kompakt genannt, falls
T jede beschrinkte Menge in X auf eine relativ kompakte Menge in Y abbildet.

(a) Sei T: X — Y linear und kompakt. Zeige, dass T stetig ist. (2)
(b) Sei @ = (=1,1)¥! x R mit d > 1. Sei 1 < p < oco. Zeige, dass Wol’p(Q) nicht (2)
kompakt in LP(Q2) eingebettet ist.
Hinweis: Konstruiere eine geeignete Folge (u,) in D(£2), welche beschriinkt in WP ()
ist, aber keine in LP(Q) konvergente Teilfolge haben kann.
(c) Zeige, dass C1[0,1] < C[0,1]. (1)
Hinweis: Arzela—Ascoli
(d) Seien X, Y, Z Banachriume mit X < Y < Z. Zeige, dass fiir allee > 0 ein C. >0 (3)
existiert mit [|z|y < el|z||x + Ce|lz]|, fiir alle z € X.
Hinweis: Widerspruchsbeweis mit Renormierung, dhnlich wie bei Poincaré-Ungleichung.
(e) Zeige, dass fiir alle € > 0 ein C; > 0 existiert mit [jul|o, < el|w|| + Cellull 101y (1)
fiir alle u € C1[0, 1].

(f) Zeige, dass W™P(0,1) < ¢™=10,1] fiir 1 < p < oo und m € N. Bekommt man  (3)
auch fiir p = 1 eine kompakte Einbettung?

(g) Seil < p < oo. Zeige, dass fiir alle € > 0 ein C; > 0 existiert mit (1)

14| 1o 0,1) F 1wl o 0,1y < €llw” I pogo.1) + Cellullpigony

fiir alle u € W2P(0,1).

2. Es sei Q € R? offen und beschriinkt. Wir betrachten das Problem (5)
u'(t) — A(u(t)) = f in L*(Q) fiir alle t > 0,
u(t) € HY(Q ) fiir alle t > 0,
u(0) = uo,

wobei f,up € L%(9). Die gesuchte Funktion u ist von der Form u: [0,00) — L%(Q). Zeige,
dass fiir alle f,up € L?(2) eine eindeutige Losung in C°°(0, c0; HE(22)) N C([0, 00); L3(£2))
existiert.

Hinweis: Verfahre wie in (13.4) und (13.5) in der Vorlesung.



3. Wir verwenden die Notation von (13.3). Seien also V, H Hilbertraume mit V' < H kom-
pakt und dicht, und a: V x V — R sei eine stetige, symmetrische, koerzive Bilinearform.
Zeige, dass

. a(u,;t)‘
w0} [|u|

Wie sieht eine ensprechende Formel fiir A\; aus?

Yes, but if ti;(p) =
q‘;”} o djp then o, F
1 is a diffeomorphism
where U U5 # @, and|

c8lv)={ Ev(e)(B)
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