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Übungen Partielle Differentialgleichungen: Blatt 8

Die Mathematik ist eine Art Spielzeug, welches die Natur uns zuwarf, um uns
in diesem Jammertal zu trösten und zu unterhalten.

— Jean-Baptist le Rond d’Alembert (1717–1783)

1. (4)Es sei Ω ⊂ Rd offen und u ∈ C(Ω). Zeige, dass u genau dann die Mittelwerteigenschaft
für Bälle hat, wenn u die Mittelwerteigenschaft für Sphären hat; d.h. zeige die Äquivalenz
folgender beider Aussagen:

(i) Für alle x ∈ Ω und B(x, r) ⊂ Ω gilt

−
∫

B(x,r)
u(y) dy = u(x).

(ii) Für alle x ∈ Ω und B(x, r) ⊂ Ω gilt

−
∫

∂B(x,r)
u(z) dσ(z) = u(x).

2. (4)Es sei Ω ⊂ Rd offen und K liege kompakt in Ω. Zeige, dass es ein f ∈ D(Ω) gibt mit
0 ≤ f ≤ 1 und f(x) = 1 für alle x ∈ K.
Hinweis: Betrachte die Faltung einer geeigneten Indikatorfuntion mit ρn.

3. (4)Sei 1 ≤ p ≤ ∞, f ∈ L1(Rd) und g ∈ Lp(Rd). Zeige, dass f ∗ g ∈ Lp(Rd) und

‖f ∗ g‖p ≤ ‖f‖1‖g‖p.

Hinweis: Betrachte |f(x− y)g(y)| = |f(x− y)|1/p|g(y)||f(x− y)|1−1/p.
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