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Ubungen zur Linearen Algebra 2: Blatt 9

Was wir mathematisch festlegen, ist nur zum kleinen Teil ein objektives Fak-
tum, zum groBeren Teil eine Ubersicht iiber Moglichkeiten.

— Werner Heisenberg (1901-1976)

Prasenzaufgaben Woche 9

1. Gib die reelle Jordansche Normalform folgender komplexer Matrizen an:

i 0 0 J3(1 4 1) 0 0 0
) 0 Ja(a — 21) 0 0 .
’ 02 (1) und 0 0 oo+ 2i) 0 mit « € R
0 0 0 J3(1 —1)

Welche der reellen Jordanschen Normalformen ist als reelle Abbildung semisimpel?

2. (a) Sei A € C™*™. Zeige, in der Jordanschen Normalform von A gibt es zu jedem Eigenwert
exakt ein Jordankéstchen genau dann wenn My = (—1)"Pya.

(b) Zeige, es gibt keine Matrix A € R3*3 mit Minimalpolynom M4 = t? + 1.

Ubungsaufgaben

1. Sei V endlichdimensionaler Vektorraum tiber C und f € L(V). Sei V = V; & V2 mit
f(V1) C Vi und f(Vz2) C Va. Setze f1 := fly, € L(V1) und f2 := fly, € L(V2).
Zeige, wenn o(f1) = {A\} und o(f2) = o(f) \ {\}, dann gilt V; = H(f, \) (also V} ist der
Hauptraum von f zu A € C).

2. Sei V ein Vektorraum iiber R, n = dimV < oo und f € L(V). Sei B eine Basis von
Ve derart, dass A := | f(c]g € R™ ", Zeige, dass es dann eine Basis B’ von V gibt, mit

A=[/18-
Hinweis: Kommutative Diagramme und Satz 18.2: Wenn A, B € R™*" {iber C &hnlich
sind, so sind sie auch iiber R dhnlich.

3. Sei V ein Vektorraum, f,g € L(V) und n € Ny. Zeige, wenn f o g = go f, dann gilt

(F+a" =) (Z) fFogt.

k=0

Hierbei ist (}) natiirlich ein Binomialkoeffizient, also () = ﬁlk), Zeige, dass die Formel

im Allgemeinen nicht stimmt, wenn f und ¢ nicht kommutieren.



4. In dieser Aufgabe bezeichnet p*) € C[t] fiir k € Ny die k-te (formale oder auch komplexe) — (6+6-+4%*)
Ableitung eines Polynoms p € C[t]; also mit der Notation aus Aufgabe 1, Blatt 3 gilt
p") = D¥(p).
(a) Sei A€ C,peClt],d € Nund J = Jy()\) € C¥*4 ein Jordanblock zum Eigenwert
A. Zeige, dass

M\ )\ (d=1) ()
p(A) * 1!( } E 2!( Lo p(d—lg!)
M (n (d=2) ()
0 p(A) P 1'( ) p(d—2§!)
p(J) = :
(1)
0 0 p() g
0 0 »(\)
Hinweis: Verwende J = AE; + N und Aufgabe 3.
(b) Sei A € C™™" eine Matrix mit Minimalpolynom My = (t — A1)™ - -+ (t — Ag)™,
wobei s € N, Aq,..., s € C paarweise verschieden und mq,...,ms € N seien.

Zeige, wenn fiir p,q € C[t] gilt, dass p)(\y) = ¢\ (\;) fiir alle k € {1,...,s} und
j€A0,...,my — 1}, dann gilt p(4) = ¢(A) und M4 | (p — q).

(¢c) Seien s € N, A1,...,As € C paarweise verschieden und myq,...,ms € N. Setze
m:=mi + -+ mg. Zeige, dass die Abbildung ¢: C,,_1[t] = C™ gegeben durch
pO(\)

p(ml—l)()\l)

p(O) (As)

p(ms_l)(AS)

linear und bijektiv ist; hierbei bezeichnet C,,_1[t] den Vektorraum der Polynome
vom Grad kleiner m. Leite daraus eine Aussage iiber eine Verallgemeinerung der
Lagrange-Polynominterpolation fiir Polynome mit vorgegebenen Funktionswerten
und Ableitungen ab.
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