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Übungen zur Maßtheorie: Blatt 15 (Probeklausur)
Der Umfang ist gegenüber einer zweistündigen Klausur etwa um ein Viertel reduziert. Zur Bear-
beitung sind also 90 Minuten vorgesehen. Es wird stets eine vollständige Argumentation erwartet.
Aussagen aus den Vorlesungen und Übungen dürfen verwendet werden.

1. Zeige oder widerlege die folgenden Aussagen.
(a) (1*)Die Menge M := {x ∈ R : sin(x) < exp(−x)} ist eine Borelmenge von R.
(b) (1*)Sei (Ω,Σ) ein messbarer Raum und An ∈ Σ für alle n ∈ N. Dann gilt

S := {x ∈ Ω : x ∈ An für unendlich viele n ∈ N} ∈ Σ.

(c) (1*)Sei f : R→ R. Dann ist f2 : x 7→ f(x)2 genau dann messbar, wenn f messbar ist.
(d) (1*)Sei (yn) eine gegen y ∈ R konvergente Folge in [0,∞). Dann gilt

lim
n→∞

∫
R
1[−yn,yn) dλ = λ([−y, y)).

(e) (1*)Sei f : [0,∞)→ [0,∞) messbar und Riemann integrierbar auf [0, b] für alle b > 0 mit

sup
b>0

∫ b

0
f(t) dt <∞.

Dann ist f ∈ L1([0,∞), B([0,∞)), λ).
(f) (1*)Sei (Ω,Σ, µ) ein Maßraum und p ∈ [1,∞) und h : Ω → [0,∞) eine Funktion. Dann ist

die Menge
C := {f ∈ Lp(Ω,Σ, µ) : |f | ≤ h µ-f.ü. in Ω}

abgeschlossen in Lp(Ω,Σ, µ).

2. (2*)Sei (Ω,Σ) ein messbarer Raum und f1, f2 : Ω → R. Wir definieren F : Ω → R2 als F (x) =
(f1(x), f2(x)).
Zeige: Genau dann sind f1 und f2 messbar, wenn F−1(A) ∈ Σ für alle A ∈ B(R2).

3. Sei F : R → [0,∞) monoton wachsend und stetig. Wir setzen folgendes Resultat aus Ab-
schnitt 14 im Vorlesungsskript voraus: Es existiert ein eindeutiges Borelmaß λF auf R mit
λF ([a, b)) = F (b) − F (a) für alle a, b ∈ R mit a < b. Sei nun F zudem differenzierbar mit
stetiger Ableitung.
(a) (2*)Zeige, dass

λF (A) =
∫
A
F ′ dλ

für alle A ∈ B(R).
(b) (3*)Sei g : R → R messbar. Zeige, dass g ∈ L1(R,B(R), λF ) genau dann, wenn g · F ′ ∈

L1(R,B(R), λ). Zeige zudem, dass in diesem Fall∫
R
g dλF =

∫
R
g · F ′ dλ.

4. (2*)Sei d ∈ N und s ∈ (0,∞). Für alle A ⊂ Rd und δ > 0 definiere

µsδ(A) = inf
{ ∞∑
k=1

rsk : A ⊂
⋃
k∈N
Urk

(xk) mit xk ∈ Rd und rk ∈ (0, δ) für alle k ∈ N
}
.

Zeige, dass µs(A) := sup{µsδ(A) : δ ∈ (0, 1]} ein äußeres Maß definiert.


