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Es wird stets eine vollstindige Argumentation erwartet. Wie tiblich bezeichne A das Lebesguemaf auf Z(R).

1. Zeige oder widerlege die folgenden Aussagen. Es gibt ausschliefSlich Punkte fiir eine richtige Begrindung.

*

(a)

(b)

(2)
(h)

Es gilt A € B(R?) fiir
A= {(z,y) € R? : sinx < expy}.
Es gibt f € LY(R, B(R),\) N L= (R, B(R), \) derart, dass f ¢ L?(R, Z(R), \).

Sei (£2, %) ein messbarer Raum und (A4, )nen eine Folge in ¥. Dann ist

M :={x € Q : es existiert ein N € Nmit z € A4, fir allen > N} € X.

Sei f: R — R Borel messbar. Dann ist {f(B) : B € #(R)} eine o-Algebra auf R.

Es seien f,,: R — R messbare Funktionen fiir alle n € N mit lim,, oo A({z € R: |f.(z)| > €}) =0
fiir alle & > 0. Dann gilt lim, o0 [5 fndA = 0.
Es gilt

lim (M + x”) dA(z) = 0.
o0 Jjo,1 N/ (1 + @)

Seien fp: R — [0,1] messbar fiir alle n € N und f: R — [0,1] sei definiert durch f(z) :=
sup,ey fn(2). Dann ist f messbar und [, fdA = sup,cy [ fn dA.

Sei p ein endliches Borelmaf} auf [0, 1]. Dann gilt lim,, f[o " du(t) = 0.

Zeige, dass

/(0,1> <,; (nixﬁ) dA(z) =1.

Es sei (2,%, 1) ein Mafiraum und p,q € [1,00). Seien f,, € LP(Q, 3, u) N LN, X, u) fir alle n € N,
feLP(Q,2, pu) und g € LI(Q, %, u). Zeige: Wenn f,, — f in LP und f,, — ¢ in L9, dann folgt f = g.

Sei f: R — R eine stetige Funktion. Zeige, dass G := {(z, f(z)) : * € R} eine Nullmenge beziiglich des
2-dimensionalen Lebesguemafles auf % (R?) ist.

(a)

(b)

Geben Sie die Definition eines Dynkinsystems auf einer Menge 2 und formulieren Sie ein zen-
trales Resultat aus der Vorlesung, welches impliziert, dass das von einem & C Z(Q) erzeugte
Dynkinsystem eine o-Algebra ist.

Sei u ein Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, Z(R)) mit u([t, 00)) = p((—oo0, —t]) fiir alle t € R. Zeige,
dass dann p(A) = p(—A) fir alle A € B(R) gilt.

Bemerkung: Hierbei gilt —A := {—z : © € A}. Wir wissen, dass —A4 € Z(R) fir alle A € B(R).

Sei (2, X) ein messbarer Raum, €’ eine nichtleere Menge und 7': ' — Q eine Abbildung.

(a)
(b)

Zeige, dass X' := {T71(A) : A € X} eine o-Algebra auf ' ist.

Wir versehen ' mit der o-Algebra ¥'. Sei f: Q' — R messbar. Zeige, dass dann ein g: Q — R
messbar existiert mit f =goT.

Hinweis: Fir welche Funktionen f ist dies besonders einfach?



