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Ubungen zur Analysis 1: Blatt 7

Vorbereitende und zusitzliche Aufgaben zur Ubung

1. Wir betrachten die Folge (a,)nen gegeben durch

n = 1((*1)"+ (4)%).

(a) Betrachte die Teilfolgen (a4 )ken, (a4x—3)ken und (aqx—2)ken um zu zeigen, dass —1,0, 1
Héaufungspunkte von (ay,)nen sind.
(b) Zeige, dass (an)nen genau die Haufungspunkte {—1,0,1} hat.

Bestimme damit lim sup a,, und lim inf a,,.
n—oo n—00

Bemerkung: Diese Aufgabe verdankt Ihr einem Kommilitonen, der sich fiir ein Beispiel ei-
ner ,,ohne Fallunterscheidung explizit gegebenen“ Folge mit mehr als zwei Haufungspunkten
interessiert hat.

Hinweis: n(n;l) = Y71 k. Gibt es bei der Folge (”(n2+1))n€N ein Muster dafiir, welche Fol-
genglieder gerade oder ungerade sind?

2. Sei (ap)nen rekursiv definiert durch a1 :=1 und ap41 := 1+ i fur alle n € N.

Untersuche die Teilfolgen (agk)ken und (agx—1)ken auf Monotonie. Beweise damit, dass der
Grenzwert lim,,_.~o a,, existiert und bestimme diesen.

3. Sei A C R beschrankt und nichtleer. Zeige, dass dann eine Folge (a,)nen von Elementen aus
A existiert mit
lim a, = sup A.
n—oo
Formuliere eine Verallgemeinerung dieses Resultats, die auch den Fall einschliefit, wenn A
unbeschrinkt ist.



Schriftlich abzugebende Ubungsaufgaben

Bei den Aufgaben wird immer auch eine Begriindung durch ein schliissiges und vollstédndiges Ar-
gument erwartet, sofern darauf nicht explizit verzichtet wird. In Threr Argumentation diirfen Sie
Resultate aus der Vorlesung und vorigen Ubungsaufgaben verwenden, sollten aber immer einen
genauen Verweis geben und in der Regel auch begriinden, weshalb das Resultat anwendbar ist.
Die geklammerte Zahl auf dem Seitenrand gibt an, wieviele Ubungspunkte auf die jeweilige Aufgabe
oder den jeweiligen Aufgabenteil vergeben werden.

4. Sei (an)nen gegeben durch

n2
=44+ (-1)"——.
an, +(-1) P
Bestimme (mit Beweis) die Menge aller Haufungspunkte von (a,)nen sowie lirr_l> inf a,, und
n o0
lim sup a,,.
n—oo

5. Sei (by)nen gegeben durch

TL:_

b {(—1)”/2 falls n gerade ist,
T

falls n ungerade ist.

Beweise, dass 2 kein Haufungspunkt von (by,),en ist.

6. Sei (an)nen eine beschriankte reelle Folge. Zeige, dass

hfisiip an = T}i_}rlgo(sup{ak :k>n}).

Hinweis: Betrachte A, := {ay : k > n} fiur alle n € N. In welcher Beziehung stehen A, ; und
A,? Was bedeutet das dann fiir sup 4,,+1 und sup 4,,7

7. Die Folgen (ap)nen und (by,)nen seien durch

ap = (1 + %)n und b, := (1 + %)nﬂ

definiert.
(a) Zeige, dass (an)neny monoton wachsend und (by,)nen monoton fallend ist.
Hinweis: Bernoulli-Ungleichung geschickt anwenden.

(b) Zeige damit, dass die Intervalle I, := [a,, b,] fiir alle n € N eine Intervallschachtelung
im Sinne von Satz 2.25 darstellen.

(c) Folgere mit den vorigen Aufgabenteilen, dass lim,_,c a,, = lim, o0 by, und dass der
gemeinsame Grenzwert e die Abschétzungen % <e< % erfillt.

Ubungsblatter sowie aktuelle Informationen unter
https://www.uni-ulm.de/mawi/iaa/courses/ws18/anal/
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