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Vorbemerkungen

Dies ist das Skript zur Vorlesung ,Einfiihrung in die partiellen Differentialgleichungen®,
die ich im Sommersemester 2020 an der Universitiat Ulm gehalten habe. Es handelte sich
dabei um eine erstmals in Ulm angebotene Veranstaltung im Umfang von zwei Semester-
wochenstunden im Rahmen der mathematischen Bachelorstudiengénge. Diese Vorlesung
ersetzt die ,Elemente der Funktionalanalysis®, deren Notwendigkeit in Frage stand, da ja
auch Bachelorstudierende die ,grofe Funktionalanalysis ab dem filinften Semester héren
kénnen.

Der vorliegende Kurs soll also bereits im Bachelorstudium mit partiellen Differential-
gleichungen vertraut machen. Die ndtigen Vorkenntnisse sind auf ein Minimum beschrénkt:
Es werden lediglich Kenntnisse der Analysis aus dem ersten Studienjahr sowie — in sehr
geringem Umfang — der Mafstheorie vorausgesetzt. Wir borgen uns ab und zu Resulta-
te aus der Analysis III (zum Beispiel den GAUSSschen Integralsatz) und der Theorie der
gewdhnlichen Differentialgleichungen, deren Kenntnis allerdings keine Voraussetzung fiir
diese Vorlesung ist. Die Vorlesung kann also ab dem vierten Semester gehort werden.

Der entscheidende Unterschied zur vierstiindigen Mastervorlesung iiber partielle Dif-
ferentialgleichungen ist der Verzicht auf Methoden der Funktionalanalysis, insbesondere
auf SOBOLEV- und HOLDERrdume. Das bedeutet zum Gliick keineswegs, daf wir uns auf
klagssische Resultate des 19. Jahrhunderts beschrinken miissen: Erfreulicherweise gibt es
nédmlich in der Theorie der partiellen Differentialgleichungen zahlreiche interessante und
moderne Themen, die ohne funktionalanalytischen Apparat verstanden werden kénnen.

Im Gegensatz zu gewdhnlichen Differentialgleichungen gibt es fiir partielle keine all-
gemeine Existenz- und Eindeutigkeitstheorie; man muf gewissermafen jede einzelne Glei-
chung fiir sich betrachten (ganz so stimmt das natiirlich nicht, es gibt durchaus Theorien
fiir grofere Klassen von Gleichungen, etwa fiir lineare elliptische und parabolische Glei-
chungen zweiter Ordnung oder fiir skalare Erhaltungssitze). Wir werden in diesem Semes-
ter einige Gleichungen von grundlegender Bedeutung kennenlernen: Transportgleichungen,
Erhaltungssétze, die POI1sSON-Gleichung sowie Warmeleitungs- und Wellengleichung.

Das Ziel ist einerseits, wichtige mathematische Methoden der Analysis partieller Dif-
ferentialgleichungen zu entwickeln und erproben (z.B. Faltung, Charakteristiken, Energie-
und Symmetrieargumente), andererseits anhand der genannten Gleichungen exemplarisch
aufzuzeigen, wie vielfiltig die Anwendungen partieller Differentialgleichungen sind und wie
unterschiedlich sich die Gleichungen dementsprechend qualitativ verhalten.

Die Darstellung orientiert sich teilweise an [2|, dem Lehrbuch fiir partielle Differenti-
algleichungen schlechthin.
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KAPITEL 1

Ein kleiner Uberblick

Eine partielle Differentialgleichung (insfort stets mit PDE bezeichnet') ist eine Glei-
chung, die die partiellen Ableitungen einer gesuchten Funktion u : R™ 5 2 - R miteinander
in Beziehung setzt. Wir setzen stets m > 2 voraus, da es sich sonst um eine gewéhnliche
Differentialgleichung handelt.

Ein System partieller Differentialgleichungen besteht aus mehreren PDEs fiir mehrere
gesuchte Funktionen. Die héchste Ordnung einer partiellen Ableitung, die in einer gege-
benen PDE auftritt, heift Ordnung der PDE. In dieser Vorlesung werden ausschlieflich
Gleichungen erster oder zweiter Ordnung behandelt.

1.1. Einige Beispiele
Die einfachste PDE, die wir im néchsten Kapitel diskutieren, ist die Transportgleichung
Opu(x,t) + copu(x,t) = 0. (1.1)

Hierbei ist ¢ € R eine gegebene Konstante und u : R x [0,00) - R die gesuchte Funktion.
Diese Gleichung ist von erster Ordnung. Es mag verwundern, daft die beiden unabhingigen
Variablen mit (x,t) bezeichnet werden und nicht etwa mit (z,y) oder (z1,x2). Dies hat
mit der Interpretation von ¢ als Zeit und von x als Position im (eindimensionalen) Raum
zu tun. Die Gleichung (1.1) modelliert dann den , Transport® einer Verteilung u durch ein
konstantes Geschwindigkeitsfeld ¢ (mehr zur Interpretation im néchsten Kapitel). PDEs,
die eine Zeitvariable enthalten, nennt man oft Evolutionsgleichungen?.

Unter einer Lisung der Gleichung verstehen wir eine stetig differenzierbare Funktion
u:Rx[0,00) - R, sodal (1.1) erfiillt ist fiir alle (z,t) € R x [0,00). Bei einer einfachen
Gleichung wie (1.1) kann man mit etwas Gliick eine Lésung erraten: Ist nimlich u° : R - R
eine beliebige stetig differenzierbare Funktion, so definiert

u(z,t) = ul(x - ct)

0

eine Losung, wie man sofort nachpriift. Gibt man also irgendeine Funktion u” vor, so liefert

u’(x — ct) eine Losung des Anfangswertproblems
Opu(x,t) + copu(x,t) =0 fiir alle (z,t) €e R x (0, 00),
u(z,0) =u’(z) fiir alle z € R.
Wir sehen bald, dak u®(x - ct) die einzige Losung des Anfangswertproblems fiir die Trans-

portgleichung ist.
Eine ungemein wichtige PDE ist die LAPLACE-Gleichung

Au(z) =0, (1.2)

1yon engl. partial differential equations.
2Man beachte, daf diese Bezeichnung im Grunde willkiirlich ist, da wir (1.1) auch zum Beispiel als

Ca@u(m7 y) + ayu(w, y) = O

schreiben und mit irgendeiner anderen Interpretation (oder auch mit gar keiner) belegen konnten, in der
Zeit nicht vorkommt.
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wobei u : 2 — R die gesuchte Funktion und  eine (sagen wir, offene) Teilmenge von R"

?:1 gj—;g. Die LAPLACE-
Gleichung ist also eine PDE zweiter Ordnung. Es handelt sich um den Prototyp einer
elliptischen PDE (der Begriff wird spéter etwas niher erldutert).

Unter einer Losung verstehen wir, wenig {iberraschend, eine zweimal stetig differenzier-
bare Funktion u : Q - R, die fiir jedes x € Q die Eigenschaft (1.2) besitzt. Trivialerweise
sind affine Funktionen der Gestalt u(z) = a2+ b mit a € R”, b € R stets Losungen der
LAPLACE-Gleichung.

Ist €2 eine beschrinkte Menge und ¢ eine stetige Funktion auf dem Rand 052, so kann
man das Randwertproblem

Au(z) =0 fiir alle z € £,
u(z) = g(x) fir alle x € 99

ist. Wir erinnern uns dabei an den LAPLACE-Operator Au :=

(1.3)

stellen, das sinnvoll ist, sofern man noch annimmt, da® u stetig auf dem Abschluf € ist.
Dieses Randwertproblem modelliert zum Beispiel die Temperaturverteilung einer homo-
genen flachen Platte, an deren Réndern die Temperaturverteilung auf ¢ fixiert wird, im
Gleichgewichtszustand. Fiihrt man der Platte im Innern auferdem Wérme zu oder ab,
erhélt man die POISSON-Gleichung

Au(z) = f(x),

wobei f: € — R eine gegebene Funktion ist.

Um in der Anwendung auf Temperturverteilungen zu verbleiben, kénnen wir uns fra-
gen, was passiert, wenn eine Platte, die zundchst kalt ist, am Rand erhitzt wird. Ist diese
Erhitzung wieder durch eine Funktion g : 92 — R gegeben, die ihrerseits nicht von der Zeit
abhéngt, so wird man erwarten, dafs sich nach einiger Zeit die durch das Randwertproblem
fiir die LAPLACE-Gleichung gegebene Gleichgewichtsverteilung einstellt. Doch wie entwi-
ckelt sich die Temperaturverteilung bis zum Erreichen dieses Gleichgewichts? Dies 1dft sich
mit der Wéarmeleitungsgleichung modellieren:

Opu(x,t) — Au(x,t) = 0.
Hierbei bezieht sich A nur auf die z-Variablen, also Au(z,t) = Y74 %j“?(x,t). Will man
die Wirmeleitungsgleichung auf einem beschriankten Gebiet € 16sen, so stellt man meist
ein Anfangs- und Randwertproblem der Form

Owu(z,t) — Au(z,t) =0 fiir alle (z,t) € 2 x [0, 00),
u(z,t) =g(x) fir alle (z,t) € 9Q x [0, 00), (1.4)
u(x,0) =u’(z) fiir alle z € Q.

Die Warmeleitungsgleichung ist der Prototyp einer parabolischen PDE. Falls eine Lo-
sung der Wirmeleitungsgleichung nicht von ¢ abhingt, sodaf also 0;u = 0, so erhilt man
dadurch eine Lésung der LAPLACE-Gleichung. Zudem erwartet man aus physikalischer
Intuition, daf sich eine Losung von (1.4) mit ¢ — oo einer Losung des entsprechenden
stationéren (d.h. zeitunabhéngigen) Randwertproblems (1.3) annéhert.

Allgemein kann man elliptische Gleichungen als stationdre Versionen eines entsprechen-
den parabolischen Problems auffassen; elliptische und parabolische PDEs sind in dieser
(sehr vagen) Weise miteinander verwandt. Eine génzlich verschiedene Klasse von PDEs
stellen dagegen die hyperbolischen Probleme dar. Deren Prototyp ist die Wellengleichung

Opu(x,t) — Au(x,t), (1.5)

die der Warmeleitungsgleichung tduschend dhnlich sieht, aber in der Zeit eine zweite Ab-
leitung aufweist. Wie vorhin bezieht sich A nur auf die Raumvariablen z. Auch fiir die
Wellengleichung kann man ein Anfangs- und Randwertproblem formulieren, wobei wegen
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der erhohten Zahl von Zeitableitungen auch der Anfangszustand von dyu vorgegeben wer-
den muf. Man erhilt so ein Problem der Form

Opu(x,t) — Au(x,t) =0 fiir alle (x,t) € Q x [0, 00),
u(x,t) =g(x) fir alle (z,t) € 9Q x [0, 00),
u(x,0) =u’(z) fiir alle z € Q,
pu(z,0) =v°(z) fiir alle z € Q.

Ist Q = (a,b) c R ein Intervall, so kann man mit diesem Anfangs- und Randwert-
problem (mit Randbedingungen u(a,t) = u(b,t) = 0 fiir alle t) die Schwingung einer fest
eingespannten Saite (zum Beispiel eines Klaviers oder einer Bratsche) beschreiben. Eben-
so kann man fiir Q = R? die Wellengleichung als Modell der Schallausbreitung in einem
homogenen Medium (z.B. anndhernd Luft) verwenden.

Fiir Q = R {iberzeugt man sich leicht davon, daf jede Funktion der Gestalt u(x,t) =
v(z+t)+w(x—t), wobei v und w beliebige Funktionen R — R sind, die Wellengleichung
16st. Man vergleiche dies mit der Losung der Transportgleichung.

Bisher haben wir nur skalare PDEs betrachtet, aber keine Systeme. Fines der einfachs-
ten Systeme von PDEs erhalten wir, indem wir fiir eine Losung u der Wellengleichung (mit
Q =R) definieren v := dyu, w := Oyu, und dann (1.5) schreiben als

O — 0w =0,
8tw - 8961) =0.

(1.6)

(1.7)

Mogliche Anfangswerte konnen dann wie in (1.6) durch
v(z,0) =0(z), w(z,0)=w’(x) fir alle zeQ
vorgegeben werden.
Mit w = (v,w) und F(u) = (—w,-v) = - ((1) (1)) u konnen wir dies kompakter schreiben

als
Opu + 0, F(u) = 0. (1.8)

Man kann F : R? - R? beliebig withlen und erhilt dadurch eine ganze Klasse von PDEs,
die man als Erhaltungssitze bezeichnet. Erfiillt F eine gewisse Strukturbedingung®, so
heifst (1.8) ein strikt hyperbolisches System von Erhaltungssatzen. Zu diesen Systemen zih-
len nicht zuletzt die Grundgleichungen der Gasdynamik, die sogenannten EULERgleichungen.

Im Gegensatz zu gewohnlichen Differentialgleichungen gibt es fiir PDE keine allgemei-
ne Existenz- und Eindeutigkeitstheorie. Dies ist in Anbetracht der diversen physikalischen
Phénomene, die durch verschiedene PDE beschrieben werden, und des stark unterschied-
lichen qualitativen Verhaltens ihrer Losungen auch nicht zu erwarten. Existenz- und Ein-
deutigkeitsfragen fiir PDE sind auch heute noch Gegenstand aktueller Forschung. Zur
Mustration der Bedeutung solcher Forschungsfragen sei auf das Clay Mathematics Institu-
te verwiesen, das im Jahr 2000 sieben sogenannte Millennium-Probleme identifiziert hat,
deren Losung mit je einer Million Dollar dotiert ist. Eines dieser Probleme handelt von
einem System von PDE, den NAVIER-STOKES-Gleichungen:

O+ (u-V)u+Vp=Au
divu = 0.
Dabei sind u : R? x [0,00) - R3 und p : R3 x [0,00) - R die gesuchten Funktionen. Es

handelt sich um vier Gleichungen fiir die vier Unbekannten (u, ug,us,p). Hierbei werden
0¢ und A komponentenweise genommen (also dyu = (Oyuq, Opuz, J3ug) und analog fir Au),

(1.9)

3psmlich die, daR DF(u) fiir jedes u € R? paarweise verschiedene reelle Eigenwerte besituzt.
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und (u - V)u bezeichnet den Vektor mit i-ter Komponente u - Vu;. Der Divergenzoperator
ist durch divu = 2, d,u; gegeben.

Die NAVIER-STOKES-Gleichungen beschreiben die Stromung einer inkompressiblen vis-
kosen Fliissigkeit im Raum. Das Millennium-Problem lautet wie folgt (siehe [3]):

Gegeben ein divergenzfreies, beliebig oft differenzierbares Vektorfeld u® : R® - R3, das
mit |x| - oo schneller abklingt als jedes Polynom. Dann existiert eine beliebig oft differen-
zierbare Losung (u,p) : R3 x [0,00) - R3 x R von (1.9) mit Anfangsbedingung u(-,0) = u".

1.2. Zielsetzungen

Wir haben nun einige Beispiele von PDEs gesehen. Was aber will man {iberhaupt
erreichen, wenn man sich als Mathematiker*in mit PDEs beschaftigt?

1.2.1. Explizite Losungsformeln? Die naheliegende Antwort ist die, daft man eine
Gleichung ldsen will. In der Schule und teilweise noch im Studium 16st man Gleichungen,
indem man Losungen konkret berechnet, oft mithilfe expliziter Losungsformeln oder Algo-
rithmen. So verfihrt man etwa, wenn man eine quadratische Gleichung oder ein lineares
Gleichungssystem losen will.

Fiir PDEs gibt es nur fiir sehr einfache, klassische Modelle die Méglichkeit, Losungen
explizit zu berechnen (wir werden dies an einigen Beispielen sehen). Im allgemeinen jedoch
findet man keine Losungsformeln.

1.2.2. Wohlgestelltheit. In der linearen Algebra oder der Theorie der gewShnlichen
Differentialgleichungen gilt allgemein, grob gesprochen: Ein System von n Gleichungen mit
ebenso vielen Unbekannten hat eine eindeutig bestimmte Losung (sofern die Gleichungen in
einem gewissen Sinne unabhéngig sind und, im Falle von Differentialgleichungen, Anfangs-
werte vorgegeben werden). Fiir PDE ist dies oft ebenfalls zutreffend (aber nicht immer),
es gibt dariiber jedoch keine allgemeine Theorie. Man muf also jede PDE (oder zumindest
jede Klasse von PDE) einzeln untersuchen. Dies gilt auch fiir die Stabilitat von Losun-
gen, also die Frage, ob geringfiigige Abweichungen in den Daten auch nur geringfiigige
Abweichungen in der Losung zur Folge haben.

HADAMARD hat diese drei Fragen nach Existenz, Eindeutigkeit und Stabilitdt von
Losungen mit dem Begriff der Wohlgestelltheit zusammengefakt. Ein Anfangs- und/oder
Randwertproblem fiir eine PDE ist also wohlgestellt, wenn es eine eindeutige und stabile
Lésung besitzt. Nach HADAMARD ist Wohlgestelltheit eine Grundvoraussetzung fiir die
Anwendbarkeit eines mathematischen Modells auf physikalische Fragestellungen.

Wohlgestelltheit kann nur erwartet werden, wenn geeignete Anfangs- und/oder Rand-
werte vorgegeben werden. Es ist aber nicht immer offensichtlich, in welcher Art die Anfangs-
und Randbedingungen formuliert sein miissen. Wir haben zum Beispiel fiir die LAPLACE-
Gleichung auf einem Gebiet 2 ¢ R™ einen Randwert der Form u = g auf 92 vorgegeben. In
gewissen Anwendungen verwendet man aber eine andere Art der Randbedingung, ndmlich
Vu-n =h auf 9, wobei n(z) der dukere Einheitsnormalenvektor an z € € ist?.

Haufig wird die Formulierung der Anfangs- und Randbedingungen aus der Anwendung
heraus motiviert sein. Dann ist es die Aufgabe der Mathematikerin, unter diesen Bedin-
gungen Wohlgestelltheit zu zeigen, um das physikalische Modell zu rechtfertigen. Stellt sich
heraus, daf das Modell nicht wohlgestellt ist, so kann dies ein Hinweis darauf sein, dak die
Anfangs- und Randbedingungen veréndert oder ergidnzt werden miissen.

Yalso der — fiir ,verniinftige“ Gebiete Q € R™ eindeutig bestimmte — Vektor, der im Punkt x € 9Q
senkrecht auf 02 steht, Lange 1 hat, und von 2 aus gesehen nach aufen zeigt.
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1.2.3. Regularitidt. Hat man eine Losung gefunden, kann man fragen, wie reguldr
diese ist. Ist die Losung stetig, differenzierbar, beliebig oft differenzierbar, analytisch ...?7
Und wie héngt diese Regularitéit von den Anfangs- und Randdaten ab? Es gibt, grob
gesprochen, drei Szenarien: Eine Losung kann regulérer, genauso reguldr, oder weniger
reguldr sein als ihre Daten. Alle drei Szenarien geben wichtige Informationen iiber das
qualitative Lésungsverhalten.

1.2.4. Qualitatives Verhalten. Dafi es eine Losung gibt, ist schdn und gut. Aber
man mochte natiirlich — gerade im Hinblick auf Anwendungen — wissen, was die Lisung
macht. Da, wie erwihnt, eine explizite Darstellung der Losung meist nicht zur Verfiigung
steht, untersucht man sie qualitativ.

Wir haben beispielsweise bereits vermutet, daft eine Losung der Warmeleitungsglei-
chung mit t - oo gegen eine Losung der LAPLACE-Gleichung konvergiert. In einem Popu-
lationsmodell konnte man sich dafiir interessieren, ob eine bestimmte Population mit ¢ - oo
wichst, sich vermindert, oder gar ausstirbt. Solche Fragen betreffen die Langzeitasymptotik
eines Modells.

Wichtige Werkzeuge fiir das Studium qualitativen Verhaltens sind z.B. Erhaltungsgro-
fen oder dissipierte Griflen wie Energie, Entropie, Impuls etc. bei physikalischen Proble-
men. Auch Mazimumsprinzipien geben Aufschluf iiber das Verhalten von Losungen.

Weitere qualitative Eigenschaften von Losungen kénnen mit Symmetrie oder Periodi-
zitdt zusammenhéngen.

1.2.5. Numerik und Simulation. Gerade in Hinblick auf Anwendungen kann man
PDEs, da man meist keine explizite Lésung zur Hand hat, numerisch berechnen und simu-
lieren. In der Tat spielt die Computersimulation von PDEs in Technologie und Industrie
eine enorm wichtige Rolle. In dieser Vorlesung beschrinken wir uns auf die Theorie und
verweisen fiir die Numerik von PDE auf die einschligigen Lehrveranstaltungen. Es soll
jedoch erwihnt werden, dafs Analysis und Numerik von PDEs eng miteinander verzahnt
sind: Analytische Erkenntnisse kdnnen dem Numeriker wichtige Informationen {iber ein
numerisches Verfahren geben (z.B. wenn man die Konvergenz des numerischen Verfah-
rens beweisen kann), und umgekehrt sind viele analytische Beweise tiber PDE numerisch
motiviert.

1.3. Klassifikation

Kann man die Fiille der verschiedenen PDEs irgendwie kategorisieren? Die Antwort
lautet im wesentlichen nein, oder genauer: Etwaige Einteilungen sind oft nur von begrenz-
tem Nutzen.

Zundchst kann man zeitabhéngige und zeitunabhéngige Gleichungen unterscheiden.
Diese Unterscheidung ist mathematisch nicht wirklich haltbar, da die Interpretation ei-
ner Variablen als Zeit ja nicht mathematischer Natur ist. Diese Interpretation kann aber
dennoch sinnvoll sein, um ein Modell anschaulich besser zu verstehen.

Wir haben auferdem gewisse Gleichungen als elliptisch, parabolisch oder hyperbolisch
typisiert. Betrachte etwa die Gleichung

a0zzu + bOyyu = 0 (1.10)

fiir gesuchtes v : R? - R und gegebene Parameter a,b € R, und die zugehérige charakteris-
tische Gleichung
a&® +bn® =0,

die eine Kurve in R? beschreibt: T := {(£,7) e R? : a2 + bn? = 0}. Sind a,b > 0, so ist I eine
Ellipse, und die Gleichung (1.10) heift elliptisch; Haben a und b gemischte Vorzeichen, so
ist ' eine Hyperbel, und (1.10) heift hyperbolisch. Fiir (a,b) = (1,1) bzw. (a,b) = (1,-1)
erhalten wir die LAPLACE- bzw. Wellengleichung.
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Die charakteristische Kurve der Warmeleitungsgleichung d;u — 0,,u = 0 ist gegeben
durch &€ —7? = 0, was eine Parabel beschreibt. Die Wirmeleitungsgleichung ist daher para-
bolisch.

Man kann diese Begriffe in vielfacher Weise verallgemeinern, auch auf Systeme von
PDE. Allerdings gibt es wichtige PDE, die in keine der drei Klassen fallen oder von ge-
mischtem Typ sind. Die NAVIER-STOKES-Gleichungen etwa haben teilweise parabolischen
Charakter, aber eben nicht ganz; unter anderem daraus resultiert die Schwierigkeit dieser
Gleichungen.

Eine weitere Unterscheidung besteht zwischen linearen und nichtlinearen Gleichungen:
Eine PDE heifst linear, wenn die gesuchten Funktionen und deren partielle Ableitungen
nur linear in den Gleichungen auftreten. So sind unter den eingangs vorgestellten Gleichun-
gen die Transport-, LAPLACE-, PO1SSON, Wérmeleitungs- und Wellengleichung linear; die
Erhaltungsgleichung (1.8) dagegen ist nichtlinear, falls F' nichtlinear ist, und die NAVIER-
STOKES-Gleichungen sind wegen des Terms (u-V)u (mit Bestandteilen der Form u;0;,u;)
ebenfalls nichtlinear.

Ganz grob gesprochen ist die Theorie nichtlinearer PDEs schwieriger als die Theorie
linearer PDEs. Um zu beschreiben, ,wie nichtlinear” eine Gleichung ist, verwendet man
manchmal die Abstufungen voll nichtlinear, quasilinear und semilinear; wir gehen darauf
nicht néher ein.

1.4. Notationen

Fiir eine offene Menge © c R"™ bezeichne C(2) den Raum der stetigen Funktionen
Q - R und C(2;R™) den Raum der stetigen Funktionen Q — R™. Mit Q bezeichnen wir
den Abschluf und mit 0Q den Rand von Q. Es gilt also Q = Qu 9Q.

Die stetigen Funktionen auf Q werden mit C'(Q) bezeichnet. Es gilt C(Q) c C(£2), aber
nicht umgekehrt: So ist fiir Q = (0,1) ¢ R zum Beispiel die Funktion x — % in C((0,1)),
aber nicht in C([0,1]) (den sie ist nicht stetig ,bis zum Rand“).

Fiir k € N schreiben wir C*(Q) fiir die k-mal stetig differenzierbaren Funktionen und
C*(Q) fiir die beliebig oft differenzierbaren Funktionen. Sind die partiellen Ableitungen
der Ordnung bis einschlieRlich k stetig auf den Abschluf Q fortsetzbar, so heift die ent-
sprechende Klasse C*(Q), und analog fiir C*° ().

Mit C.(€2) bezeichnen wir den Raum der stetigen Funktionen mit kompaktem Triger,
das bedeutet: u € C.(£2) genau dann, wenn u stetig ist und es eine kompakte Menge K c
gibt, sodaR u(zx) = 0 fiir alle 2 € @\ K. Entsprechend ist C*(Q2) der Raum der k-mal stetig
differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Triager und C°(€) der Raum der beliebig
oft differenzierbaren Funktionen mit kompaktem Trager.

Mit |- | kennzeichnen wir die euklidische Norm in R™, also |z| = (¥}, x%)lm. Fiir eine
beschrinkte Funktion u : 2 - R™ schreiben wir |[ul|es = sup,cq [u(z)] fiir die Supremums-
norm.

Fir R > 0 und x € R™ sei Br(z) c R™ die m-dimensionale offene Kugel um z mit
Radius R, also

Br(x) ={yeR™:|y-z| < R}.

Die aus der Analysis bekannten Differentialoperatoren A und div sind definiert als
Ay = ?:1 Z%Q_u und divu = Z}Ll Oz;uj. Man beachte, daf A auf Funktionen R™ — R und
div auf Vektorfelder R” — R™ wirkt. Bei Evolutionsgleichungen wirken beide Operatoren
nur auf die Raumvariablen, nicht aber die Zeitvariable.



KAPITEL 2

Gleichungen erster Ordnung

Wir besprechen in der ersten Hélfte dieser Vorlesung einige skalare PDE erster Ord-
nung: zunéchst die Transportgleichung (in R oder R™) und dann nichtlineare skalare Erhal-
tungssitze. Beiden Gleichungstypen ist gemein, daft man sie mit der Methode der Charakte-
ristiken untersuchen kann und dafs sie keinen regularisierenden Effekt haben. Im Gegenteil:
Fiir nichtlineare Erhaltungsgleichungen kann eine anfangs stetige Ldsung nach endlicher
Zeit unstetig werden.

2.1. Transportgleichungen

2.1.1. Der eindimensionale Fall. Wir betrachten wie im ersten Kapitel die Trans-
portgleichung

Ou(x,t) + copu(x,t) =0, (2.1)
wobei u € C*(R x [0,00)) gesucht und ¢ € R gegeben ist. Zusitzlich geben wir einen An-
fangswert u(-,0) = u® € C1(R) vor. Dann gilt:

SATz 2.1. Fiir die Transportgleichung (2.1) mit Anfangswert u" ist die eindeutige
Lésung gegeben als

u(z,t) = ul(z - ct).
Wir geben zwei verschiedene Beweise.
BEWEIS 1. Angenommen, u € C*(Rx[0, o)) ist eine Losung von (2.1) mit Anfangswert

u®. Sei x : [0,00) - R stetig differenzierbar, und betrachte ¢(t) := u(x(t),t). Dann ist
¢ € C1([0,0)), und es gilt

0(0) = Suld(0,1) = 0u(x(1),0) + Duu(x(1), DX (1)

Sei y € R gegeben. Die Wahl x(¢) := y + ct ergibt x'(t) = ¢, also (mithilfe der Transport-
gleichung) %d)(t) = 0 fiir alle ¢ > 0. Folglich ist u(y + ct,t) in ¢ konstant fiir jedes y € R.
Insbesondere gilt fiir alle (y,t) € R x [0, 00)

u(y +ct,t) = u(y,0) = u’(y).
Ist nun z € R, t € [0, 00) gegeben, so folgt daraus mit y := x — ct:
w(z,t) = ul(x - ct).
Diese Wahl von w ist also die einzig mdogliche. Daf u tatsichlich eine Losung des Anfangs-

wertproblems ist, ist offensichtlich. O

BEWEIS 2. Wir geben diesen Beweis nur unter der zusitzlichen Annahme u° € C}(R),
und zeigen, dafs es fiir einen solchen Anfangswert genau eine Losung u gibt, fiir die u(-,t) €
CH(R) fiir alle ¢ > 0.

Dak das angegebene u eine Losung des Anfangswertproblems ist, ist klar. Es ist also
nur die Eindeutigkeit zu zeigen. Sei dazu v eine weitere Losung mit demselben Anfangswert

10
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und der Eigenschaft v(-,t) € C.(R) fiir alle ¢ > 0, und setze w := v —v. Dann gilt (wenn die
beiden Gleichungen fiir v und v voneinander subtrahiert werden)

Ow + copw =0, w(-,0)=0. (2.2)

Multipliziere (2.2) mit w und beachte dabei woyw = %at(wQ), woyw = %890(102). Dies
fithrt auf

Ar(w?) + cop(w?) =0, w?(-,0)=0. (2.3)

Integrieren wir dies in x, so folgt daraus wegen
/ Oz (w?)dzx = 0

(Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung mit der Annahme w(-,t) € CL(R) fiir
alle ), dak

d oo

il w?(x,t)dz = 0,

also ist ¢ — ff; w?(x,t)dx konstant. Da dieses Integral bei ¢t = 0 null ist, ist es fiir alle
Zeiten null. Da das Integral einer nichtnegativen Funktionen null ist genau dann, wenn der
Integrand identisch null ist, folgt w =0, d.h. u =v. ]

BEMERKUNG 2.2. Der erste Beweis ist die einfachste Anwendung der Methode der
Charakteristiken: Man sucht eine Funktion x,(¢) mit x(0) = y, sodah ¢ — wu(¢,xy(t))
konstant ist, falls u eine Losung der PDE ist. Damit kann man dann, sofern fiir jedes x
genau ein y existiert mit x, (¢) = =, den Wert von u(z,t) als u®(y) bestimmen. Die Kurven
Xy heiken charakteristische Kurven der Gleichung. Im Falle der Transportgleichung sind
die charkteristischen Kurven durch x,(t) = ¢t +y, also durch Geraden, gegeben. Entlang
dieser Geraden ist jede Losung also konstant. Wir werden diese Methode noch héufiger
anwenden.

Im zweiten Beweis betrachtet man die Differenz zweier Lsungen, die wegen der Linea-
ritit wieder eine Losung ist. Der Ubergang von dieser Differenz w zu ihrem Quadrat in (2.3)
heifst Renormalisierung und ist der einfachste Fall eines relativen Energiearguments, wie
wir es auch noch &fter sehen werden. Obzwar wir fiir diese Methode kompakten Trager der
Losungen voraussetzen mufsten (was aber hauptsichlich der Einfachheit halber geschah),
ist sie auch dann wertvoll, wenn die Methode der Charakteristiken nicht anwendbar ist.

Beide Methoden kénnen mitunter sogar bei nichtlinearen Gleichungen hilfreich sein.

KOROLLAR 2.3 (Maximumsprinzip und Erhaltungsgrofen). Fiir die Losung der Trans-
portgleichung (2.1) mit Anfangsdatum u(-,0) = u" € C1(R) gilt:

1)
sup{u(z,t) : (z,t) e Rx[0,00)} = sup{u’(z) : 2 e R}
sowie
inf{u(z,t): (z,t) e Rx[0,00)} = inf{u’(x): z e R}.
(2) Fiir jede Funktion 8:R — R, fiir die (u®) integrierbar ist, gilt fiir alle ¢ > 0

| stutwyas= [~ a0 @)is

BEWEIS. Beide Aussagen folgen sofort aus Satz 2.1, da die Werte von u° lediglich um
eine Konstante verschoben werden. g
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2.1.2. Hohere Dimensionen und variable Koeffizienten. Wir verallgemeinern
die bisherige Diskussion in mehrfacher Hinsicht und betrachten dazu das Problem

Opu(x,t) +b(x,t) - Vu(x,t) =0 in R",

2(e0) = al, (2.4)

wobei u : R™ x [0,00) - R die gesuchte Funktion ist und u® € C1(R") sowie der Koef-
fizientenvektor b : C1(R™ x [0, 00); R™) gegeben sind. Wir nehmen an, daf b beschrinkt
ist.

Das Vektorfeld b kann als ein Geschwindigkeitsfeld interpretiert werden, das eine ur-
spriinglich durch u° gegebene Verteilung einer Substanz transportiert. Man stelle sich zum
Beispiel eine Wolke vor, die durch die Dichte u(z,t) der Wassertropfchen am Ort 2 € R3
zur Zeit t beschrieben wird; die Wolke wird dann durch Wind transportiert, dessen Ge-
schwindigkeit am Ort x zur Zeit ¢t durch das Vektorfeld b(z,t) dargestellt ist. (Modelliert
man diese Situation mit einer Transportgleichung, mufs man allerdings die Trigheit der
Wassertropfchen vernachléssigen.) Wahrend des Transports kann sich durchaus die Form
und Ausdehnung der Wolke verdndern.

Wir wollen zur Losung des Problems (2.4) wieder auf die Methode der Charakteristiken
zuriickgreifen. Sei also fiir gegebenes y € R wieder y, : [0,00) - R" eine stetig differen-
zierbare Kurve mit x,(0) =y. Ist u eine Losung von (2.4), so haben wir nach Kettenregel

d
27000 (), 1) = Bruxy (8),1) + 3 (1) - Vuliy (1), 1).
Dies ist gemif Transportgleichung gleich null genau dann, wenn

Xy (1) = b(xy(1),1) (2.5)
fiir alle ¢t > 0. Dies ist eine gewdhnliche Differentialgleichung fiir x,. Wir nehmen folgende
Tatsachen aus der Theorie der gewthnlichen Differentialgleichungen zur Kenntnis:

o Fiir jedes y € R" existiert eine eindeutig bestimmte Losung x, : [0,00) — R”
von (2.5) mit x,(0) =y.

e Fiir jedes t > 0 ist die Abbildung R" 3 y = x,(¢) invertierbar. Dabei ist fiir festes ¢
sowohl y = x, (¢) als auch die Umkehrabbildung = — ;' (¢) stetig differenzierbar!.

Aus diesen Aussagen folgt sofort das folgende Resultat:

SAaTz 2.4. Unter den gemachten Voraussetzungen existiert zu (2.4) eine eindeutige
Lésung, ndmlich

u(z,t) = u’ (G (1)

KOROLLAR 2.5 (Maximumsprinzip). Fiir die Losung der Transportgleichung (2.4) mit
Anfangsdatum u(-,0) = u® e C1(R") gilt:

sup{u(z,t) : (z,t) e R" x [0,00)} = sup{u’(z) : z ¢ R"}
und
inf{u(z,t): (z,t) e R" x [0,00)} = inf{u’(z) : & € R"}.

BeEwEis. Wir behandeln nur das Supremum, das Infimum geht analog. Es ist nur die
Ungleichung , < zu zeigen, da u®(z) = u(x,0) ist. Sei also (z,t) € R"x [0, 00) beliebig, dann
ist nach Satz 2.4

u(z,t) =u(x;' (t)) < sup{u’(z) : z e R"}.

IDie Abbildung R” —» R™, y > Xy () ist fiir festes ¢ also ein Diffeomorphismus von R".
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Wie steht es mit Erhaltungssétzen? Gilt eine analoge Aussage zu Korollar 2.3 auch in
unserer allgemeineren Situation? Die Antwort ist ja, sofern das Vektorfeld b divergenzfrei
ist.

PROPOSITION 2.6. Sei u’ € CL(R™) und b e C*(R™ x [0, 00); R™) beschrinkt. Es gelte
aufSerdem

divb(z,t) =0 fir alle (z,t) e R" x [0, 00).
Dann gilt fiir jede Funktion 8 € C1(R) mit 8(0) =0 und fiir alle t >0

u\x X = UO T Z.
[ Bt )da = [ A

BEWEIS. Multiplizieren wir die Transportgleichung mit 8'(u(x,t)), so erhalten wir
wegen dyuf’'(u) = 9B(u) und b-Vupf'(u) =b-VB(u) (Kettenregel!)

OB(u) +b-vB(u) =0 (2.6)

(wir haben also die Transportgleichung mit 5 renormalisiert).
Nach Produktregel ist aulerdem

b-VB(u) = div(B(u)b) - B(u) divh = div(5(u)b),

wobei wir im letzten Schritt die Divergenzfreiheit von b verwendet haben. Also lautet die
renormalisierte Transportgleichung

8,6(u) + div(B(u)b) = 0. (2.7)

Da u(-,t) fiir jedes t > 0 kompakten Triger hat (Ubungsblatt 2), gilt dies auch fiir 5(u)b.
Sei der Tréger von u zur Zeit ¢ enthalten im Wiirfel [-K, K|". Dann haben wir

/ div(ﬁ(u)b)d:czzn: Oz, (B(u)bj)dz,
Rn j=1JRn

und fiir jedes j gilt

K K
/ Oz ; (ubj)dx = / . (/ Oz; (6(u)bj)dxj) dxi...dzj1dzjer...dxy, =0,
R™ -K -K

da das innere Integral nach Hauptsatz gleich null ist2.
Insgesamt erhalten wir also durch Integration von (2.7) bzgl. z

%/Rn B(u(,t))dz = 0,

also ist das Intgeral konstant in der Zeit und somit stets gleich [, B(u’(x))dz, wie be-
hauptet.

Man beachte, daf wir in diesem Beweis (der die Methode der Renormalisierung be-
nutzt) nicht auf die Darstellung der Losung aus Satz 2.4 zuriickgreifen mufiten.

KOROLLAR 2.7 (Maferhaltung des Flusses). Sei b e C1(R™x[0,t); R") beschrinkt und
fiir jedes ¢ > 0 divergenzfrei. Dann ist der zugehorige Flufs y,(¢) mafkerhaltend, das heift:

AOc(D)(2)) = A(Q),

wobel X\ das n-dimensionale LEBESGUE-Maft bezeichnet.

%Dies ist ein Spezialfall des Gaussschen Integrationssatzes.
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BEWEIS. Wir geben keinen rigorosen Beweis, sondern ,schummeln“ an einer Stelle3.

Bezeichne mit 1g die Indikatorfunktion einer mefbaren Menge Q2 c R", also 1o(z) =1
falls z € Q und 1o(x) = 0 sonst. Wir setzen fiir gegebenes Q u® := 1g und bezeichnen
mit u die zugehorige Losung der Transportgleichung. (Beachte, daf dieses u” nicht stetig
differenzierbar ist und wir es daher eigentlich nicht als Anfangsdatum verwenden diirften.)
Dann ist nach Satz 2.4

u(z,t) = Ta(xg' (1)),
also haben wir
A(0)(2)) = A({xa(t) sz € Q)
A ({y e R™ ;1 (1) < 0})

_ / 100G ())dy
RTL

=/Rn u(y,t)dy
= /Rn u’(z)dx = \(Q),

wo wir fiir die vorletzte Gleichheit Proposition 2.6 verwendet haben (mit 8(s) = s). O

Zur Interpretation: Betrachte ein Teilchen (z.B. ein Wassertropfchen), das sich zur Zeit
t =0 an der Position x € R™ befindet und das durch das Vektorfeld b transportiert wird.
Das bedeutet, die Geschwindigkeit des Teilchens zur Zeit t ist durch das Vektorfeld b,
ausgewertet an der aktuellen Position des Teilchens, gegeben. Sei x,(t) die Position des
Teilchens zur Zeit ¢, dann sagt die Gleichung

Xz (t) = b(xa (1), 1)
genau dies aus.

Fiir ein festes t betrachte den Diffeomorphismus x.(t) : R" - R", der x auf y := x,(¢)
abbildet. Jeder Punkt x € R"™ wird also auf denjenigen Punkt abgebildet, auf das ein bei x
startendes Teilchen nach Zeit ¢ transportiert wird.

Angenommen nun, wir betrachten ein Gebiet Q (etwa das Gebiet, tiber das sich eine
Wolke erstreckt). Dann gibt x.(¢)(2) dasjenige Gebiet an, in das € nach Zeit ¢ transportiert
wurde. Korollar 2.7 besagt dann, daf bei divergenzfreiem Transport das Volumen von €2
in der Zeit erhalten bleibt. Typischerweise ist dies beim Transport durch inkompressible
Fliissigkeiten (z.B. Wasser) der Fall, beim Transport durch Gase (z.B. Luft) nicht.

2.1.3. Anwendung: strukturierte Populationsdynamik. Wir besprechen eine
Anwendung aus der mathematischen Biologie: die Erneuerungsgleichung, bei der es sich
um eine eindimensionale Transportgleichung mit inhomogenen Randwerten handelt. Unse-
re Darstellung lehnt sich an [6] an. Das Modell geht auf MCKENDRICK und VON FOERSTER
zuriick und lautet

on(x,t) + Oyn(x,t) =0,

000 = [ Bt 28)
n(z,0) =n’(z).

Hierbei ist n : [0,00)? - R die gesuchte Funktion und n° : [0,00) - R sowie B : [0, o)
gegeben. Wir setzen stets n®, B > 0 voraus.

Die Interpretation lautet folgendermafsen: n(z,t) ist die Anzahl der Individuen zur
Zeit t, deren Alter x betrigt. Dabei war die Altersverteilung zur Startzeit ¢ = 0 durch n°

3Man kann mit etwas mehr Aufwand natiirlich zeigen, dafl die Schummelei hier gerechtfertigt ist.
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gegeben. Die Transportgleichung (erste Gleichung in (2.8)) besagt schlicht, dafs in jeder
Zeiteinheit jedes Individuum um eine Zeiteinheit altert. Dazu nehme man zunfchst B =0
an, dann wire die Losung von (2.8) gegeben durch n(z,t) = n®(z —t), d.h. wenn ein
Individuum zur Zeit t das Alter x hat, so hatte es zur Zeit t = 0 das Alter = - ¢.

Nun kommt aber noch ein Vermehrungseffekt hinzu (zweite Gleichung/Randbedingung):
Ist B(y) die Anzahl der Nachkommen, die ein Individuum des Alters x wahrend einer
Zeiteinheit zeugt, so ist die Gesamtzahl der Neugeborenen zur Zeit ¢ gegeben durch das
Integral von B(y)n(y,t) tiber alle Altersklassen y. Da die Neugeborenen Alter null haben,
entspricht dies dem Wert n(0,t).

Es handelt sich hierbei um das einfachste Modell der strukturierten Populationsdyna-
mik, wobei die Strukturvariable x hier als Alter interpretiert wird. In &hnlichen Model-
len [6] kann x aber auch die Grofe einer Zelle oder den Aufenthaltsort eines Individuums
bezeichnen.

Unser Ziel ist es, die Langzeitasymptotik, also das Verhalten der Lésung mit ¢ — oo,
zu untersuchen. Dazu miifsten wir zunéchst sicherstellen, daf eine Lésung fiir alle Zeiten
t € [0,00) existiert. Dazu zitieren wir ohne Beweis die folgende Existenzaussage (zum
Beweis siehe [6, Theorem 3.1]):

SaTz 2.8 (Existenz und Eindeutigkeit). Sei n® € C}([0,00)) mit n® > 0 und B ¢
C.([0,00)) mit

n0(0) = * 0
(0) /0 B(y)n(y)dy

und B >0 sowie [ B(y)dy > 1.
Dann existiert eine eindeutige Losung n € C1([0,0)?) von (2.8), die fiir jedes t > 0
kompakten Trager in x hat. Auferdem ist n > 0.

Die Bedingung fooo B(y)dy > 1 stellt sicher, daf die Gesamtpopulation mit der Zeit ex-
ponentiell wichst®. Fiir die Langzeitasymptotik miissen wir dieses Wachstum ,rausdividie-
ren, um iiberhaupt eine Konvergenzaussage erhoffen zu kénnen. Dazu stellen wir zun#chst

fest, daf ein eindeutig bestimmtes )\ existiert (der sogenannte MALTHUS-Parameter), so-
dafs

/ B(y)e M dy = 1.
0
In der Tat, die Abbildung A~ [;° B (y)e Mdy ist bei A = 0 nach Voraussetzung gréfer als
1 und konvergiert fiir A - oo gegen null, da der Integrand B(y)e™ fiir jedes y > 0 monoton
fallend gegen null konvergiert. Die Existenz von Ay folgt somit aus dem Zwischenwertsatz.
Die Eindeutigkeit folgt daraus, daf die Abbildung A — [;~ B(y)e Mdy streng monoton
falls.

Um, wie besprochen, das exponentielle Wachstum wegzuskalieren, definieren wir n(z,t) :=
e oln(x,t). Da n eine Losung von (2.8) ist, haben wir

iz, t) + Oy, t) = e MU (Oyn(x, t) + Opn(z, 1)) — Aon(z,t) = =Noft(x, 1),

A(0,1) = ot / " Bly)n(y.t)dy = / " By)ii(y. t)dy,

4Man beachte, daft in unserem Modell die Individuen nicht sterben kénnen; um diese unrealistische
Annahme zu beseitigen, kann man das Modell um eine positive Sterberate ergdnzen. Der Einfachheit halber
verzichten wir darauf.
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und 7(x,0) = n°(z). Insgesamt erhalten wir fiir 74 also das Anfangs- und Randwertpro-
blem

on(z,t) + 0yn(z,t) + Non(z,t) =0,
n(0,t) = /Ooo B(y)n(y,t)dy, (2.9)
A(x,0) = n’(x).

Man kann nun vermuten, dak fiir ¢ - oo die Lésung n gegen die zeitunabhingige Version
von (2.9) konvergiert. Um dies zu zeigen, definieren wir zwei Funktionen auf [0, c0), namlich

N (z) := Age 0,

o(z) =~ / B(y)e =y,

wobei 7 > 0 so bestimmt ist, daf [;° N(z)¢(z)dz = 1 (man iiberlege sich, warum das
in eindeutiger Weise moglich ist!). Man beachte, daf N die stationdre Version von (2.9)
16st, also

N'(z) + XN (z) =0,

il (2.10)
NO) - [ B@N@,
und auBerdem [;° N(z)dz = 1. Wir wollen also zeigen, daR 7 fiir ¢ > oo gegen (ein kon-
stantes Vielfaches von) N konvegiert.
Die Definition von ¢ dagegen erscheint zunéchst recht willkiirlich. Entscheidend fiir
den Fortgang unserer Untersuchung ist, dafs

-¢'(x) + Xog(z) = $(0)B(2), (2.11)
wobei auch ¢(0) =+ zu beachten ist.

SATZ 2.9 (relative Entropieungleichung). Gegeben die Voraussetzungen von Satz 2.8.
Sei H : [0,00) — [0, 00) stetig differenzierbar und konvex, und es gelte H(0) = 0. Dann gilt
fiir alle £ >0

n(z,t) n’(z)
/ S(2)N (x )H(N( ))d </ S(x)N () H (N( ))d:c (2.12)

und mit p(x) := B(x)e 0% = B(a:)%égg gilt

ot [ (3 s

* n’(x)
< /0 d(x)N(x)H ( N ) ) dx.

(2.13)

BEwEIs. Es ist % = %Oe)‘o(m‘t)n, und sowohl /\ioe’\o(x‘t) als auch n erfiillen die Trans-

portgleichung dyu + 0yu = 0. Mit der Produktregel sieht man dann, daf auch % diese
Gleichung erfiillt, also
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Wenn wir diese Gleichung mit H renormalisieren (d.h. auf beiden Seiten mit H’ (%) mul-

tiplizieren), erhalten wir®

7 7
(2 vo,m () -0
% (N)+8 (N) 0

Multiplikation mit N¢ auf beiden Seiten liefert
n n n n
NoH | — | NOH [ — || = - (N N'H(—):— BNH(—)
()] o (3)] - xorm(3) —oomvn(3).
wobei wir im letzten Schritt die Gleichungen (2.10) und (2.11) benutzt haben.

Schlieflich integrieren wir diese letzte Identitét in « und erhalten somit durch partielle
Integration

d [ n
_ N(0>¢<0)H(7j§0(’0t))) -N)0) [ H(%)mm

“ n(x,t) n(z,t)

_ N(O)¢<0)H( [T u(x)dx) -NO)(0) | MH( ot )u<x>dx,

wo wir im letzten Schritt die Randbedingung fiir 7 und die Definition von p verwendet
haben. Beachten wir, daf [;° u(z)de = 1 (nach Wahl von Ag!) und somit p(z)dz ein
Wahrscheinlichkeitsmaf auf [0, c0) ist, so ist nach der JENSENschen Ungleichung® die letzte
Zeile nichtpositiv, also folgt sofort (2.12). Auch (2.13) folgt daraus nach Integration in ¢
iiber das Intervall [0, c0). O

Damit kann man das gewiinschte Resultat zur Langzeitasymptotik zeigen:

KOROLLAR 2.10. Sei m? := Iy n®(z)¢(x)dz. Unter den Voraussetzungen von Satz 2.8
gilt

tlim [ (z,t) - m°N(z)|¢(z)dz = 0. (2.15)

Der Beweis kann unter [6, Theorem 3.4| nachgelesen werden; da er nicht ganz einfach

ist, verzichten wir hier darauf. Die Grundidee aber ist die folgende: Aus (2.13) folgt, dak
die Abbildung

' < (n(z,t) * n(z,t)
R.t»—>/0 H(N(x)),u(x)dx—H(/o N(z)u(x)d:c)

nichtnegativ und integrierbar ist; daher existiert eine Folge ¢ / oo von Zeiten, sodaf
limg_, e R(tx) = 0. Man kann zeigen, dak diese Konvergenz sogar fiir ¢ — oo (nicht nur
entlang einer spezifischen Folge) Bestand hat. Die JENSEN-Ungleichung besagt dann, daf

% in x konstant ist; man kann sogar zeigen, daf die Kon-
n(x,t)

vergenz R(t) — 0 impliziert, dafs N(z) mit t - oo gegen eine Konstante konvergiert, und

R(t) = 0 genau dann, wenn

daf der Wert dieser Konstanten gerade m' ist. Daraus folgt, daf der finale Zustand“ von
n gerade durch m°N (z) gegeben ist.

Swie in (2.3) oder (2.6).
6Die JENSEN-Ungleichung, die Sie vielleicht aus der Mafitheorie oder der Stochastik kennen, besagt:
Sei (9, A, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum, f:Q — R p-integrierbar und H : R — R konvex, so gilt

[ @) > ( / f(x)du(x))- (2.14)

Ist H sogar strikt konvex (z.B. wenn H zweimal differenzierbar ist mit H” > 0), so gilt Gleichheit in (2.14)
genau dann, wenn f konstant ist.
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2.2. Skalare Erhaltungssitze

Wir betrachten nun eine Klasse nichtlinearer PDE, die man als Verallgemeinerungen
der Transportgleichung ansehen kann. Es geht im folgenden um Gleichungen der Form

Opu(z,t) + div(f(u(z,t)) =0, (2.16)

wobel

e u:R"x[0,7) - R gesucht und
e f:R > R" der gegebene Fluz” ist.

Wahlt man n =1 und f linear, ndmlich als f(u) = bu fiir ein b € R, so erhédlt man wieder
die eindimensionale Transportgleichung (mit konstantem Koeffizienten). Wir interessieren
uns nun aber fiir den Fall eines nichtlineares Fluxes.

Das bekannteste Beispiel einer solchen Erhaltungsgleichung ist die BURGERS-Gleichung
mit =1 und f(u) = “72, also

Oz, 1) + %agc (u(z,t)?) =0, (2.17)

auf die wir gleich zuriickkommen. Sie wurde als ein vereinfachtes Modell (,toy model“) der
Turbulenztheorie eingefiihrt, weil sie eine sehr grobe Ahnlichkeit zu den NAVIER-STOKES-
Gleichungen aufweist®.

Ehrlicherweise muf man zugeben, dal die physikalische Relevanz von skalaren Er-
haltungssidtzen sehr begrenzt ist. Viel wichtiger sind Systeme von Erhaltungsséitzen, die
ebenfalls die Form (2.16) haben, wobei allerdings u: R" x [0,7') - R™ und f: R™ - R"™*"
ist. Solche Systeme spielen eine entscheidende Rolle in der Gas- und Fluiddynamik. Lei-
der existiert fiir solche Systeme, im Gegensatz zu skalaren Erhaltungsgleichungen, keine

befriedigende mathematische Theorie®.

2.2.1. Lokale Wohlgestelltheit. Betrachten wir fiir den Fall n =1 also eine Erhal-
tungsgleichung

Opu(x,t) + 0 (f(u(x,t))) =0 (2.18)

mit Anfangsbedingung u(z,0) = u®(z). Hier ist u : Rx [0, 00) - R gesucht. In den Ubungen
haben Sie im Spezialfall der BURGERS-Gleichung bereits die charakteristischen Kurven
dieser Gleichung berechnet. Fiir allgemeine (stetig differenzierbare) Nichtlinearitéten f
geht es ganz genauso: Sei xy : [0,00) - R eine stetig differentierbare Kurve mit x,(0) = y
und u eine Lésung von (2.18), so gilt

Su(0,0) = Dl (1),6) + Qs (), D (1)

Da nach Kettenregel 0,(f(u)) = f'(u)0zu, ist u entlang der Kurve x, konstant, sofern
Xy () = f'(u(xy(t),t)) = f'(u’(y)). Die Charakteristiken sind also durch x,(t) = y +
f'(u°(y))t gegeben.

7englisch: fluz. Der englische Begriff flur wird meist als Fluf iibersetzt; ich bevorzuge die Ubersetzung
Fluz, um Fluf fiir den englischen Begriff flow zu reservieren.

8In der Tat: Wenn wir in (1.9) alle interessanten Terme bis auf (u - V)u weglassen und n = 1 setzen,
erhalten wir BURGERS.

9Man hatte in den letzten Jahrzehnten gehofft, die eindrucksvollen Fortschritte aus der skalaren Theo-
rie auf Systeme zu iibertragen; dieses Forschungsprogramm mufl inzwischen als weitgehend gescheitert
angesehen werden. Der Fields-Medaillentrager Peter LAX hat das Fehlen einer Existenz- und Eindeutig-
keitstheorie fiir Systeme hyperbolischer Erhaltungssitze als ,wissenschaftlichen Skandal“ beklagt.
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PROPOSITION 2.11. Sei u® € CY(R) beschrinkt mit beschrinkter Ableitung und f €
C2(R). Dann eistiert ein T > 0, sodap fiir jedes t € [0,T) die Abbildung R — R, y + x,(t)
ein Diffeomorphismus'® ist.

BewEis. Fiir festes t > 0 ist y = x, (t) =y +tf'(u’(y)) stetig differenzierbar mit

() = 1)) (),

Setze M := sup,.g |£"(u®(y)) (u®)’(y)|, was nach Voraussetzung endlich ist. Ist also ¢t < T':=
ML so existiert ein ¢ > 0 (abhiingig von t), sodaf %Xy(t) > ¢ fiir alle y € R. Die Abbildung

y — xy(t) ist also streng monoton steigend und die Ableitung ist iiberall mindestens c.
Daher bildet x.(t) nach ganz R ab und ist dort umkehrbar. Nach dem Satz iiber die
Ableitung der Umkehrfunktion ist die Umkehrfunktion iiberall stetig differenzierbar mit

d 1) = 1
a0 () (w0) ()
wobei y = x;1(t). Da dies auf ganz R stetig ist, ist die Proposition bewiesen. O

KOROLLAR 2.12 (Lokale Wohlgestelltheit). Sei f € C?(R) und u® € C'(R) mit be-
schriinkter Ableitung. Dann existiert 7' > 0, sodaf (2.18) mit Anfangsbedingung u(-,0) = u°
eine eindeutige Losung u € C1(R x [0,7")) hat.

BewEIS. Es geniigt, wie gewohnt u(x,t) = u®(x;'(t)) mit den oben beschriebenen
Charakteristiken zu setzen. 0

Wie sieht es jenseits der Existenzzeit T aus? Kann man vielleicht die Losung iiber
T hinaus erweitern? Mit der Methode der Charakteristiken jedenfalls kommen wir nicht
weiter, denn die Charakteristiken definieren iiber 7" hinaus in vielen Fillen keine Bijektion
mehr.

Betrachte dazu die BURGERS-Gleichung, deren Charakteristiken durch x,(t) = y +
tu®(y) gegeben sind. Wihle irgendein Anfangsdatum u’ € C'(R) mit der Eigenschaft

1 fallsz<-1
uo(:c)z alls z < -1,
-1 fallsz>1.

Dann gilt einerseits x_1(1) = =1 + u®(=1) = 0 und andererseits x1(1) = 1 +u°(1) = 0, also
kreuzen sich zum Zeitpunkt 7" = 1 die von —1 und +1 startenden charakteristischen Kurven,
und die Abbildung y — x,(1) ist nicht injektiv. Wiirden wir mit unserer Formel u(x,t) =
u®(x;1(t)) den Wert von u(0,1) bestimmen wollen, so bekimen wir zwei verschiedene
Werte 1 heraus, was nicht sein kann.

Fiir Werte x < 0 gibt die Methode der Charakteristiken allerdings (zumindest, wenn
u® auch im Intervall (~1,1) angemessen gewihlt wird) den eindeutigen Wert u(x,1) =1,
und fiir z > 0 den Wert u(x,1) = —1. Es scheint also, daf die Losung zum Zeitpunkt 7' =1
durch die unstetige Funktion

+1 fallsz<0
1) = ’ 2.19
u(e,1) {—1 falls x >0 (2.19)

gegeben ist.

Wie aber kann eine unstetige (und damit erst recht nicht differenzierbare) Funktion die
Lésung einer Differentialgleichung sein? Wir kénnten nun entweder aufgeben, indem wir
sagen, die Losung existiere nur im Zeitraum [0,1) und besitze fiir ¢ # 1 einen unstetigen

1OErinnerung: Ein Diffeomorphismus ist eine Bijektion, die stetig differenzierbar ist und deren Um-
kehrfunktion ebenfalls stetig differenzierbar ist. Man iiberlege sich ein Beispiel einer stetig differenzierbaren
Bijektion R — R, deren Umkehrfunktion nicht differenzierbar ist.
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punktweisen Limes; oder wir iiberlegen uns, ob und in welcher Weise nicht doch eine
unstetige Funktion Losung der BURGERS-Gleichung sein kann, und wie sich diese Losung
dann auch fiir Zeiten ¢ > 1 verhilt.

Die zweite Strategie ist nicht zuletzt physikalisch motiviert: Das Phinomen der Uber-
kreuzung zweier charakteristischer Kurven mit der Ausbildung einer Unstetigkeit ist als
Entstehung einer Schockwelle bzw. Druckwelle bekannt und ist z.B. hérbar als Knall, wenn
ein Flugzeug die Schallmauer durchbricht. Wenn man die Dynamik der Schockwelle ver-
stehen will, mufs man also eine Erhaltungsgleichung auch nach dem kritischen Zeitpunkt
irgendwie 16sen.

Aus mathematischer Sicht zeigt unsere Diskussion, dal selbst bei glatten Anfangsdaten
die Losung einer Erhaltungsgleichung in endlicher Zeit singuldr (in diesem Falle unstetig)
werden kann. Wir sehen spéter Gleichungen, bei denen es sich genau andersherum verhilt.

2.2.2. Schwache Lésungen. Zunédchst erinnern wir uns an die eindimensionale Trans-
portgleichung dyu + d,u = 0, deren Losung ja als u(z,t) = u’(x — t) ermittelt wurde. Nun
ist diese Losungsformel immer noch sinnvoll, wenn u’ nicht mehr stetig differenzierbar
ist; in der Tat kénnte man sagen, die Lésung der Transportgleichung sei fiir eine beliebige
Anfangsfunktion u? : R - R durch u®(z - t) gegeben.

Bei den FErhaltungssitzen liegt die Sachlage nicht so einfach, weil die Methode der
Charakteristiken eben im allgemeinen keine eindeutige Lésungsformel liefert. Wir gehen
stattdessen folgendermafen vor:

Betrachte die Erhaltungsgleichung (2.16) mit f € C1(R;R™) und u° € C1(R"). Nehmen
wir zuniichst an, es sei u € C1(R™ x [0,T)) eine Losung des Anfangswertproblems. Sei
¢ € CH(R™ x [0,T)) beliebig gewihlt (eine sogenannte Testfunktion), dann kénnen wir die
Gleichung mit ¢ multiplizieren und sodann in z und t integrieren:

T
/ / [¢(z, t)Opu(zx,t) + ¢(z,t)div f(u(z,t))]dxdt = 0.
0o Jrn
Nach Produktregel gilt ¢div f(u) = =V¢ - f(u) + div(¢f(u)). Mit partieller Integration

stellt man aber leicht fest'!, daf [p, divw(z)dz = 0 fiir alle w € CH(R™;R™), und aus
beiden Beobachtungen zusammen folgt

T T
/ / o(z,t)div f (u(x,t))dzdt = —/ / Vo(z,t) - f(u(x,t))dzdt.
0o Jrn 0o Jrn
Partielle Integration in der Zeit ergibt zudem
T T
/ / o(x,t)0pu(x, t)dedt = —/ / 8t¢($,t)u(:r,t)dxdt—/ o(x,0)u’(2)dx
0 Jrn 0o Jre R™
(beachte, dafs ¢(x,T") = 0 nach Voraussetzung!). Insgesamt haben wir also
T
/ / (006 (2, )u(, )+ V(. ) (u(a, t)) | dwdt+ / (2, 0)u® (2)dz = 0. (2.20)
0 n R

Erfiillt umgekehrt u € C*(R™ x [0,T)) die Gleichung (2.20) fiir alle ¢ € C}(R™ x [0,7)), so
erhélt man mit den gleichen Argumenten (partielle Integration)

T
/0 /Rn o(z,t)(Opu(x,t) + div f(u(z,t)))dzdt = 0

fiir alle ¢, und daraus folgt (Ubung) dyu+div(f(u)) = 0 sowie u(-,0) = u". Es ist also (2.20)
eine dquivalente Formulierung des urspriinglichen Anfangswertproblems.

HDjes ist ein Spezialfall des Gaussschen Integralsatzes.
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Was niitzt uns nun dies? Die entscheidende Beobachtung liegt darin, daf (2.20) immer
noch sinnvoll ist, wenn « nicht mehr als differenzierbar vorausgesetzt wird. In der Tat,
damit die Integrale in (2.20) wohldefiniert sind, geniigen folgende Voraussetzungen:

e 1 ist lokal integrierbar auf R” (das heift: Auf jeder kompakten Teilmenge von
R™ ist u® integrierbar)
e u ist lokal integrierbar auf R" x [0,T).

Den Flux f nehmen wir als stetig an, sodak mit u auch f(u) lokal integrierbar ist.

DEFINITION 2.13 (Schwache Losung). Sei 0 < T < oo, f : R - R” stetig und u® : R” - R
lokal integrierbar. Dann heift eine lokal integrierbare Funktion w : R"x[0,7T") - R schwache
Lésung des Anfangswertproblems

Opu+div(f(u)) =0, u(-0)=u’
wenn fiir jedes ¢ € CH(R" x [0,T)) gilt:

T
| [ 100w 0ute.0) + 9ot 1) (ue.)dnde+ [ o0 @)z =0,
0 R Rn

Diese Idee, eine PDE umzuformulieren, indem man alle Ableitungen durch partielle
Integration auf eine Testfunktion schiebt und die so erhaltene Gleichheit zur Grundlage
einer Definition der schwachen Losung macht, ist fiir die moderne Theorie der partiellen
Differentialgleichungen von grundlegender Bedeutung.

BEISPIEL 2.14 (Schockwelle fiir BURGERS). Betrachte erneut die BURGERS-Gleichung
Opu + %Gx(uz) = 0. Wir zeigen, daft durch

w(at) = {1 falls < £,

0 falls z> %

eine schwache Losung gegeben ist. Sei dazu ¢ € CL(R x [0, 00)), dann ist

/ / [atqu arqﬁu]dxdt— / /{x }[atm az¢]dxdt

/ / 0o(x, t)dtdx+/ . Gtgb(;v t) dtda:+—/ / Opd(, t)dzdt
/ / ¢ (x,0)dx - / o(z,22)dz + = / qb(%,t)dt
_/]R/O qﬁ(x,O)uO(x)da:

0 1 falls <0,
u'(z) =
0 falls z>0.

Hierbei haben sich die letzten beiden Integrale in der vorletzten Zeile gegenseitig gelGscht
(die Gleichheit der Integrale erkennt man mit der Substitution z = £).

Diese schwache Losung beschreibt also die Bewegung einer Schockwelle, die urspriing-
lich bei z = 0 loziert war, mit konstanter Geschwindigkeit % nach rechts.

Im eben diskutierten Beispiel haben wir die schwache Losung, insbesondere die Ge-
schwindigkeit der Schockwelle, lediglich erraten. Kénnen wir die Lésung in systematischerer
Weise finden?
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2.2.3. RANKINE-HUGONIOT-Bedingung. Wir verallgemeinern Beispiel 2.14 nun
in folgender Weise: Wir betrachten wieder einen allgemeinen eindimensionalen Erhaltungs-
satz der Form (2.18) und nehmen an, Rx [0, o0) sei durch eine stetig differenzierbare Kurve
CcRx[0,00), C={(v(t),t):t>0} in zwei Teilgebiete  und Q, geteilt. Auf Q; und Q,
sei eine schwache Losung u von (2.18) jeweils bis zum Rand stetig differenzierbar, entlang
C darf u jedoch unstetig sein. Dafs diese Konfiguration nicht vollig willkiirlich ist, zeigt
Beispiel 2.14 (in diesem Falle ist C = {(z,t) e Rx [0,00) : 2 = 5}, und v(¢) = £). Wir wollen
nun die Kurve C' untersuchen.

Wir verwenden dazu folgende Terminologie: Fiir jedes (z,t) € C' bezeichne n(x,t) =
(n1,n2)(z,t) die Einheitsnormale an die Kurve C' im Punkt (z,t), die von €; nach Q,
weist. Aufgrund der Parametrisierung v von C' gilt

n(y(t),t) = (L,=9'(t)) (2.21)

1
V1+9/(1)?
In einem Punkt (x,t) € C schreiben wir v, fiir den linksseitigen und w, fiir den rechtsseitigen
Limes von u im Punkt (z,t). Fiir ¢ € C}(Rx (0, 00)) gelten (als Spezialfille des G AUSSschen
Integralsatzes) die partiellen Integrationsregeln

/ udypdrdt = — 8tu¢>dxdt+/ uipnadS (2.22)
9} Q C
und
f(u)0ypdxdt = —/ E)xf(u)d)dl‘dt+/ f(u)pnidS (2.23)
Q ] C

mit analogen Formeln fiir €2,. Hierbei sind die Kurvenintegrale wie folgt definiert: Ist ¢
stetig mit kompaktem Triger auf C, so ist

/ gdS = / " (), T A (D). (2.24)
C 0

Sei also ¢ € C1(R x (0,00)) (insbesondere ¢(-,0) = 0), so ist, da ja u schwache Losung ist,
nach Definition 2.13

0= /0 /R (Db + oo f () )t
_ / (B + oo f (u))dardl + / (B + oo f () dardl
Q Qp
=—/ ¢(8tu+8xf(u))da:dt—/ d(Oyu + Oy f (u))dxdt
o Q,
+/ P(ug —ur)ng + o(f(w) - f(ur))n1dS
C
_ /C Ot = wr Yo + (f () - F(ur))ra]dS,

wobel wir im letzten Schritt ausgenutzt haben, daf u auf ; und €2, die Gleichung jeweils
punktweise 10st.
Da ¢ beliebig war, folgt

(u = up)ng + (f (uy) = f(ur))n1 =0

in jedem Punkt aus C. Aus unserer expliziten Darstellung von n(~(t),t) wissen wir ng =
—-v'n1 und daher

fluw) = f(ur) =" (u = up). (2.25)
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Man nennt (2.25) die RANKINE-HUGONIOT-Bedingung. Sie wird oft als Sprungbedingung
verstanden, denn sie setzt die Spriinge der Losung und ihres Fluxes entlang der Unste-
tigkeitskurve C' miteinander in Beziehung. Man kann aus ihr den Verlauf der Kurve C
ermitteln, wie wir gleich an Beispielen sehen werden. Man beachte, dafs gem&f obiger Her-
leitung die RANKINE-HUGONIOT-Bedingung dquivalent dazu ist, dak eine stiickweise glatte
Funktion, die auf beiden Seiten einer glatten Kurve eine (punktweise) Losung von (2.18)
ist, eine schwache Losung auf ganz R x [0, 00) ist.

BEISPIEL 2.15. Wir greifen erneut Beispiel 2.14 auf, in der es um die BURGERS-
Gleichung mit Anfangswert

0 1 falls <0,
w(z) =
0 falls x> 0.

ging. Fiir Ansatz, daf die Losung weiterhin stiickweise konstant mit Werten u; = 1 und
uy = 0 ist, wollen wir aus der RANKINE-HUGONIOT-Bedingung die Dynamik des Schocks

berechnen. Wir haben f(u;) = %, f(u,) =0, also mit RANKINE-HUGONIOT
f up) — f Uy 1
PR (OIS
U — Uy 2

also (unter Beriicksichtigung von v(0) = 0 aus der Anfangsbedingung) (t) = &. Dies ergibt
genau die Losung aus Beispiel 2.14.

KOROLLAR 2.16 (Stetiges Verkleben). Sei 0 < T' < oo und u € C(R x (0,7]) eine
Funktion, die auf beiden Seiten einer stetig differenzierbaren Kurve C' = {(y(t),t) : t €
[0,T]} jeweils stetig differenzierbar ist und dort jeweils die Erhaltungsgleichung

atu + &rf(u) =0
16st. Dann ist v auf ganz R x [0, 7] eine schwache Losung.

BEWEIS. Da u; = u, (wegen der Stetigkeit von u entlang C'), ist die RANKINE-
Hucon1oT-Bedingung automatisch erfiillt, unabhéngig von der spezifischen Gestalt von
C. O

Es ist anhand unserer Rechnung, die zur RANKINE-HUGONIOT-Bedingung fiihrte, leicht
zu erkennen, dafs dies auch giiltig bleibt, wenn man mehrere Kurven C; betrachtet, die die
Ebene Rx[0,T'] zerschneiden. Im folgenden Beispiel handetl es sich um zwei solcher Kurven:

BEISPIEL 2.17 (Ausdiinnungswelle'?). Betrachte wieder die BURGERS-Gleichung
1
dyu + 5agc(u?) =0

mit Anfangsdatum

0 0 falls x <0,
u'(z) =
1 falls > 0.

Es ist nun einfach zu sehen, dafs

0 falls z <0,
u(z,t) =47 falls 0<z<t, (2.26)
1 fallsz >t

12engl. rarefaction wave.
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eine Losung dieses Anfangswertproblems ist: In der Tat, u ist offenbar auf R x (0, co) stetig
und ist auf jedem der drei Gebiete, auf denen es glatt ist, eine Losung der BURGERS-
Gleichung. Fiir die konstanten Werte 1 und 0 ist dies klar, und auf {0 < = < ¢t} haben

WIT
8(x)+16 (x)Q_ J}+125U_0
\t) 2™ \¢) T2ty 2

Betrachten wir nun zum selben Anfangswertproblem, als dessen Losung wir die Aus-
diinnungswelle (2.26) erkannt haben, die Funktion

1 falls x> L.

fall L
v(z,t) = {0 as <y (2.27)
2

Es ist entlang der Kurve y(t) = £ die RANKINE-HUGONIOT-Bedingung erfiillt, denn

F) = for) = =5 = 5(0-1) = (o1 =),

Also ist auch v eine schwache Losung desselben Anfangswertproblems! Wir haben also zum
selben Anfangswertproblem zwei verschiedene Losungen: Die Ausdiinnungswelle (2.26) und
die Schockwelle (2.27).

Wir halten fest: Schwache Lésungen von Anfangswertproblemen fiir skalare Erhaltungs-
satze sind nicht immer eindeutig.

2.2.4. Entropieldsungen. Die Nichteindeutigkeitsbeobachtung aus dem vorigen Ab-
schnitt ist beunruhigend: Damit ist fiir schwache Losungen von Erhaltungssétzen das Prin-
zip der Wohlgestelltheit verletzt, das wir in der Einleitung kennengelernt hatten. Die Ret-
tung besteht, wie wir nun sehen wollen, aus der Entropiebedingung, einer Zusatzbedingung
an schwache Losungen, die die Eindeutigkeit wiederherstellen wird. Die Entropiebedingung
ist aus dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik inspiriert; die thermodynamische Inter-
pretation der Erhaltungsséitze und die daraus resultierende Verbindung unseres mathema-
tischen Konzepts der Entropie mit der physikalischen Entropie, sowie der Zusammenhang
zwischen unserer Entropiebedingung und dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik,
sind allerdings duferst vage und miissen uns in der mathematischen Analysis auch nicht
zu sehr interessieren.

Um die Definition der Entropieldsung zu motivieren, machen wir uns nun eine Beob-
achtung aus den Ubungen zunutze. Dort hatten wir gezeigt: Ist n € C*(R) und ¢ € C*
dergestalt, dafs ¢'(u) = un'(u), so gilt fiir jede stetig differenzierbare Losung der BURGERS-
Gleichung:

On(u) + dzq(u) = 0.

Wir konnen dies wie folgt verallgemeinern:
Sei 7 € C1(R) und betrachte die Erhaltungsgleichung (2.16), also

Opu(x,t) + div(f(u(z,t)) =0,

wobei u € C1(R™ x [0,7)) gesucht und f € C1(R;R") gegeben ist. Sei ¢ € C1(R;R") so,
dak ¢ =n'f’ ist — solches ¢ existiert stets, wir konnen zum Beispiel

a(s) = /0 () (r)dr
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setzen'®. Nach Kettenregel ist div f(u) = f'(u) - Vu. Dies und die Multiplikation der Er-
haltungsgleichung auf beiden Seiten mit n’(u) liefert

0=n'(u)0pu+n'(u) f'(u) - Vu = On(u) +div g(u),
wobei wir die Wahl von ¢ sowie die Kettenregel ausgenutzt haben. Wir halten fest:

PROPOSITION 2.18. FEine stetig differenzierbare Lésung des Erhaltungssatzes (2.16)
erfillt

on(u) +divg(u) =0 (2.28)
fiir jedes n € CH(R) und q(s) = [ n'(r)f (r)dr.

Wir bezeichnen die Identitat (2.28) als Entropiegleichung und (n,q) als Entropie-
Entropiefluz-Paar. Allerdings interessieren wir uns hauptsichlich fiir schwache Losungen,
fiir die die Entropiegleichung zunéchst keinen Sinn ergibt, da die partiellen Ableitungen
im allgemeinen nicht existieren. Ganz analog zur Definition der schwachen Lésung kénnen
wir aber definieren:

DEFINITION 2.19. Seien 1 € C1(R) und q € C*(R;R™). Wir sagen, eine lokal integrier-
bare Funktion w : R" x [0,T) - R erfiille dyn(u) + divg(u) = 0 im schwachen Sinne, falls
fiir jedes ¢ € CL(R™ x (0,T)) gilt:

T
/O / [0, (e, 1) + V(1) o, 1)t =

Ebenso sagen wir, u erfiille dyn(u) + divg(u) < 0 im schwachen Sinne, wenn fiir jedes
¢ e CHR™ x (0,T)) mit ¢ >0 gilt:

T
/0 /n[8t<b(x,t)7](u(x,t)) +Vo(z,t) - q(u(z,t))]dzdt > 0.

Betrachten wir erneut die Schocklosung zum Anfangswertproblem aus Beispiel 2.14
fiir die BURGERS-Gleichung, und vergleichen diese Losung mit der Losung (2.27). Beide
sind, wie wir gesehen haben, schwache Losungen der BURGERS-Gleichung. Erfiillen sie die
Entropiegleichung?

Sei dazu n € C1(R) und ¢ € C'(R) ein zugehériger Entropieflux fiir die BURGERS-
Gleichung, sowie ¢ € C1(R™ x (0,T)). Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei 1(0) =
q(0) = 0. Dann gilt fiir die schwache Losung

t
w(at) = {1 falls < £,

0 falls z> %

aus Beispiel 2.14 (mit € := {z < £}, Q. := {z > £} und C := {x = §}) mit einer &hnlichen
Rechnung wie bei der RANKINE-HUGONIOT-Bedingung:

T
| [ [0t 0mtuta. ) + 0.6, Oa(ute. ) dds
- [ [0 (1) + 220 a1

Q

_ /C [n(1)éns + g(1)é1 1dS.

13Eine hoherdimensionale Verallgemeinerung dieser Formel fiir ¢ ist nicht méglich (s. Ubung). Dies ist
der Hauptgrund dafiir, daf die Theorie von Systemen von Erhaltungssitzen so viel schwieriger ist als im
skalaren Falle.
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Da in diesem Falle C' durch (%,t) parametrisiert wird, erhalten wir aus (2.21) fiir den
Normalenvektor n = %(2, —1) und dann aus der Formel (2.24) fiir das Kurvenintegral

/C[n(l)mz +q(1)gn1]dS = /000 [—%nu) ; q(l)] é (%t) dt.

Dies muf nun keineswegs immer gleich null sein. Wir beobachten aber folgendes: Mit
partieller Integration und 7(0) = 0 erhalten wir

1 1
a(1) = /0 o (ryrdr = (1) - /0 n(r)dr,

also
1
510 () = 3 = [ ey

Ist n nun konvez, so verlauft der Graph von 7 im Intervall (0,1) unterhalb der Sekanten
s~ n(1)s, deren Integral %n(l) betragt. Also ist

! 1
| nar < 5y

und somit
1
—577(1) +q(1) 2 0.

Wir haben also gezeigt: Die Schocklsung aus Beispiel 2.14 erfiillt die Entropieungleichung
On(u) +0zq(u) <0 im schwachen Sinne fiir alle Entropie-Entropieflux-Paare (7, q), fiir die
71 konvex ist.

Die Rechnung fiir (2.27) verlduft exakt analog bis auf ein Vorzeichen; die Schockls-
sung (2.27) erfiillt also 9yn(w) + 0zq(u) > 0, wobei fiir strikt konvexe Entropien und Test-
funktionen ¢, die auf einem Teil der Unstetigkeitskurve C strikt positiv sind, sogar echte
Ungleichheit gilt.

Man sagt, der Schock aus Beispiel 2.14 dissipiere Entropie (entlang des Schocks), wo-
hingegen der Schock (2.27) Entropie produziert. Letzterer Effekt wird als unphysikalisch
ausgeschlossen'®, sodaf wir zu folgender Definition kommen:

DEFINITION 2.20 (Entropieldsungen). Sei 0 < T' < oo, f € C*(R;R") und u° : R® —
R lokal integrierbar. Dann heift eine lokal integrierbare Funktion u : R"™ x [0,7) — R
Entropielésung der Erhaltungsgleichung

Opu +div(f(u)) =0,

wenn fiir jedes konvexe 1 € C1(R) mit zugehdrigem Entropieflux ¢ gilt:
on(u) +divg(u) <0

im schwachen Sinne.

Es ist also der Schock aus Beispiel 2.14 eine Entropielosung, der Schock in (2.27)
dagegen nicht. Die Ausdiinnungswelle (2.26) ist leicht als Entropieldsung erkennbar.

Beachte, dafs jede Entropieldsung insbesondere eine schwache Losung ist, denn mit der
Wahl 7 = +id und somit ¢ = f erhalten wir sowohl d;u+div f(u) < 0 als auch dyu+div f(u) >
0, also insgesamt dyu + divg(u) = 0 im schwachen Sinne.

MAus der Thermodynamik ist bekannt (zweiter Hauptsatz!), dal die physikalische Entropie in der
Zeit zuntmmt. Wir bezeichnen hier nun aber eine wachsende Entropie als unphysikalisch. Das liegt an einer
etwas ungliicklichen Vorzeichenkonvention, derzufolge die mathematische Entropie n gerade das Negative
der physikalischen Entropie ist. Die mathematische Entropie muf also nach dem zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik abnehmen.
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Was sagt all dies nun iiber unser Eindeutigkeitsproblem aus? Es erwuchs ja daraus,
daf ein und dasselbe Anfangswertproblem zwei verschiedene Losungen, ndmlich (2.26)
und (2.27), hat. Eine davon ist aber keine Entropiel6sung. Wir kénnen also hoffen, dafs
Anfangswertprobleme fiir skalare Erhaltungssitze eindeutige Entropieldsungen besitzen.

Daf dies tatsdchlich der Fall ist, ergibt eine starke mathematische Rechtfertigung fiir
den Begriff der Entropieldsung, unabhingig von physikalischen Erwégungen. Das folgende
wunderbare Resultat wurde 1970 von KRUZHKOV bewiesen:

THEOREM 2.21 (KRUZHKOV [5]). Sei f € CH(R;R™) und u® € LY(R™)n L™ (R™). Dann

existiert genau eine Entropieldsung u € C([0,00); LY (R™)) n L (R™ x (0, 00)) von
Ou+div(f(u)) =0
mit u(-,0) = u’.

Hierbei bedeutet u € C([0, 00); L*(R™)), dak fiir jede Folge (t)ken, die in [0,T] gegen
ein t konvergiert, gilt u(-,tx) — u(-,t) in L'(R™). Ein Beweis des Eindeutigkeitsteils fiir
n =1, der fiir Sie versténdlich sein sollte, findet sich in [2, Kap. 11].

Der Begriff der Entropielosung laft sich problemlos auf Systeme von Erhaltungssétzen
iibertragen (wenn also u: R™ x [0,00) — R™ gesucht ist), allerdings ist dann die Existenz

von Entropielésungen im allgemeinen nicht bekannt, und — schlimmer noch — es existieren
rezente Gegenbeispiele fiir die Eindeutigkeit von Entropieldsungen |1].



KAPITEL 3

Gleichungen zweiter Ordnung

In diesem Kapitel befassen wir uns mit den drei paradigmatischen linearen PDEs zwei-
ter Ordnung, die jeweils den hyperbolischen, elliptischen und parabolischen Typ repré-
sentieren: Die Wellengleichung, deren qualitative Eigenschaften an die im ersten Kapitel
besprochenen Transport- und Erhaltungsgleichungen gemahnen; die LAPLACE- und PoIs-
SON-Gleichungen und schlieflich die Warmeleitungsgleichung.

3.1. Die Wellengleichung

3.1.1. Physikalische Herleitung. Wir denken uns eine elastische Saite an den bei-
den Punkten 0,1 € R fest eingespannt, sodaft die Linge der Saite L = 1 betrigt. Falls
keine zu groken Auslenkungen auftreten, wird die Linge wihrend der Schwingung anné-
hernd konstant bleiben. Die Massendichte der Saite sei ebenfalls gleich eins. Wenn wir die
Auslenkung der Saite am Punkt z € [0,1] zur Zeit ¢ mit u(x,t) bezeichnen, so hat das
Stiick der Saite zwischen den Punkten x und z + dx die Masse dz. Die Beschleunigung des
Saitenstiicks bei x ist durch Oyu gegeben, also lautet das zweite NEWTONsche Gesetz

dxopu(x,t) = F,

wobei wir noch die Kraft F' bestimmen miissen. Wir verwenden das HoOKEsche Gesetz,
demzufolge die Riickstellkraft proportional zur Auslenkung relativ zu den benachbarten
Punkten im Raum ist. Sie ist also proportional zur Summe aus u(x + dzx,t) —u(x,t) (Aus-
lenkung relativ zum rechten Nachbarpunkt) und u(x —dx,t) —u(z,t) (linker Nachbar). Die
Proportionalitétskonstante hingt wiederum von der Hirte der Saite ab und skaliert mit
dz~'; insgesamt erhalten wir also
(. t) = u(x +dx,t) - 2u(z,t) + u(x - dz, t) = Opeu(z.t).
dz?

In hoheren Dimensionen lautet die Wellengleichung 0yu — Au = 0 und beschreibt z.B.
eine schwingende Membran (in zwei Dimensionen) oder einen vibrierenden elastischen Fest-
kérper (drei Dimensionen). Wir beschréinken uns hier allerdings auf den eindimensonalen
Fall und fiithren noch einen Parameter ¢ mit, der, wie wir gleich sehen werden, als Ausbrei-
tungsgeschwindigkeit von Wellen interpretiert werden kann.

Fiir eine an zwei Punkten eingespannte Saite erwarten wir stehende Wellen, fiir ein in
beide Richtungen unendlich ausgedehntes Medium werden Wellen dagegen mit konstanter
Geschwindigkeit fortschreiten.

Die Analyse von Wellenphidnomenen ist in der Physik ubiquitér, sodaf die Grundglei-
chungen der Quantenmechanik (SCHRODINGER) und der allgemeinen Relativitdtstheorie
(EINSTEIN) jeweils wellenartigen Charakter aufweisen. Aber auch die Ausbreitung von
Schall- oder Wasserwellen kann durch Gleichungen vom Typ der Wellengleichung model-
liert werden.

3.1.2. Die Wellengleichung auf R. Betrachten wir also zuerst die Wellengleichung
Ot = 0ppu = 0, (3.1)

28
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wobei u € C%(R x R) gesucht und ¢ > 0 gegeben ist. Wir transformieren die Koordinaten
(z,t) durch

& =x+ct,
n=x-ct
bzw. nach Inversion
1
=—(&E+
v =5(E+m),
1
t=—(E-n).
26(5 n)

Sei u eine Losung von (3.1), dann setzen wir
1 1
o) = uet) =u (5 + o (€ m))
2 2c
Nach Kettenregel ist nun
d a1 1
6{”(57 77) = azu(xa t)d_z + atu(xa t)d_f = §0xu($vt) + %8tu($7t)
und

1 1
0y0ev(&,m) = 0y [gc'?gcu(x,t) + 2—08tu(a:, t)]

1 1 1 1
=1 zzl — 4—Catxu + anxtu - Eattu
1

1
= Za”“ - Eattu =0,

wobei wir im letzten Schritt die Wellengleichung benutzt haben.
Das folgende Lemma charakterisiert die Funktionen mit dieser Eigenschaft:

LEMMA 3.1. Sei v € C*(R?) mit Opev(&,m) = 0 fiir alle (&,n) € R?. Dann gibt es
Funktionen g, h € C2(R), sodaf

v(&m) = 9(&) +h(n)
fiir alle (€,m) € R2,

BEWEIS. Wegen 0,(d¢v) = 0 ist J¢v von 1 unabhingig, d.h. es gibt ein f ¢ C'(R),
sodak Ogv(§,7m) = f(§). Integration in ¢ fiir festes n ergibt dann

3
oem = [ FEhe ).
Damit ist mit h = C und g = [ fd¢’ das Lemma gezeigt. O
Wir wissen nun also u(z,t) = v(&,n) = g(§) + h(n) = g(x + ct) + h(x — ct). Insgesamt
ergibt sich
SATZ 3.2 (Losung der Wellengleichung in R). Die Losungen u € C?(R xR) der Wellen-
gleichung (3.1) sind genau die Funktionen der Gestalt
u(z,t) =g(x+ct) + h(x - ct)
mit g, h € C%(R).
Man kann dies so interpretieren: Jede Losung der Wellengleichung besteht aus zwei
JWellen“ g(x + ct), h(x — ct), die sich mit konstanter Geschwindigkeit nach links bzw.
rechts ausbreiten. Man beachte die enge Verwandtschaft zur Transportgleichung, bei der

die Losung nur aus einer Welle bestand. Diese Verwandtschaft zeigt sich auch in der
alternativen Formulierung (1.7).
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Wie steht es nun mit dem Anfangswertproblem? Der eben bewiesene Satz suggeriert,
dak wir zwei Freiheitsgrade (in Form von g und h) haben. Ublicherweise gibt man An-
fangswerte fiir u und fiir dyu vor!, stellt also das Problem

attu - CanxU = O,

U(', 0) = uo, (32)
atu(~, 0) = UO.

Mithilfe von Satz 3.2 kénnen wir dieses Problem leicht 16sen, denn mit u(z,t) = g(x +ct) +
h(x - ct) gilt

u(a,0) = g(x) + h(z) = u’(z) (3-3)
sowie

Ou(x,0) = e(g'(x) - H'(2)) = 0" ().
Integration der letzten Gleichung gibt

@) -h() = [ Py,

also haben wir zusammen mit (3.3)
o) =5 [0+ - [ Py ],
2 cJo
17 1 (%,
h(z) == [u (x)-—= [ v'(y)dy- C’] .
2 cJo

Mit der Formel aus Satz 3.2 kiirzt sich die Integrationskonstante weg und wir erhalten

SATz 3.3 (Formel von d’ALEMBERT). Seien u® € C?(R) und v° € C*(R), dann lautet
die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (3.2)

z+ct

1 1
u(z,t) = =[ul(z +ct) +ul(z - ct)] + —/ 0 (y)dy.
2 2c r—ct
KOROLLAR 3.4 (endliche Ausbreitungsgeschwindigkeit). Sind die Triger von u° und v°
im Intervall [-R, R] enthalten, so ist der Triger von u(-,t) im Intervall [-R - c|t|, R + c|t|]
enthalten.

Der Beweis ist eine Ubung. Eine Stérung der Losung zum Anfangszeitpunkt kann sich
also maximal mit Geschwindigkeit ¢ ausbreiten.

Eine weitere qualitative Eigenschaft der Wellengleichung ist die Reversibilitdt — mit
u(x,t) ist auch u(x,—t) eine Losung.

3.1.3. Die Wellengleichung mit Randbedingungen. Wir wollen nun die Wellen-
gleichung auf einem kompakten Intervall untersuchen und wéhlen dazu ohne Finschriankung
[0,7]. Gesucht sind also Funktionen u : [0,7] x R - R, die das Problem

Ot — 2Oyt = 0,
'U,(O, ) = U(ﬂ', ) =0
losen. Aus physikalischer Beobachtung (z.B. einer an beiden Enden fest eingespannten

Saite) kennt man Losungen in Form stehender Wellen, die die Form u(z,t) = v(z)w(t)
haben (vergleiche auch Aufgabe 1, Blatt 8 fiir stehende Wellen auf ganz R).

(3.4)

IDjes ist in Analogie zu gew6hnlichen Differentialgleichungen: Denken Sie an die harmonische Oszil-
latorgleichung z” + x = 0, die zweiter Ordnung ist und fiir die wir daher die Anfangswerte von z und z’
festlegen miissen.
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Mit diesem Ansatz wird unsere Gleichung
v(z)w” (t) = " (x)w(t)
bzw.
o@) g w(t)
v”(a:) w”(t) '
Da dies fiir alle x und ¢ der Fall sein soll, miissen die linke und die rechte Seite konstant
sein; es soll also ein C' € R geben mit
v (x) = Co(z), w’(t) = Clw(t).

Dies sind zwei (ungekoppelte) gewohnliche Differentialgleichungen, deren Losungen im Falle
C <0 bekanntlich

v(z) = My sin/cos(vV-Cz), w(t) = Mysin/cos(v/-Cet) (3.5)
lauten, im Falle C' > 0 aber
v(x) = Myexp(vVCx), w(t) = Mayexp(VCet).

Der zweite Fall C' > 0 wird allerdings durch die Randbedingung «(0,-) = u(7,-) = 0 aus-
geschlossen, da die Exponentialfunktion stets positive Werte liefert (allenfalls die triviale
Losung u = 0 kommt hier in Frage; diese Losung erhilt man jedoch auch im Falle C < 0).

Fiir (3.5) erhalten wir aber ebenfalls eine Einschrinkung aus der Randbedingung: Wir
fordern ja v(0) = v(7) = 0, was (aufer im trivialen Fall M; = 0) impliziert, daf wir fiir
v einerseits den Sinus wihlen miissen (und nicht den Kosinus) und andererseits nur die
Frequenzen mit V—C €N in Betracht ziehen diirfen.

Somit erhalten wir folgende Familie von Lésungen:

PROPOSITION 3.5. Seien A e N und A, B € R, dann ist
u(z,t) =sin(Azx) (Asin(Act) + B cos(Act))
eine Lisung des Randwertproblems (3.4).

Da die Wellengleichung linear ist, ist jede Linearkombination von Losungen von (3.4)
wieder eine Losung desselben Problems. Wir erhalten also Losungen der Form

N
u(z,t) = ) sin(Az) (Aysin(Act) + By cos(Act)),
A=1
und man braucht nicht viel Phantasie, um auch unendliche Uberlagerungen einfacher Si-
nusschwingungen als Losungen zu erraten, also Funktionen der Form

u(z,t) = Y sin(Az) (Aysin(Act) + By cos(Act)) . (3.6)
A=1
Das miissen wir nun noch ndher beleuchten, insbesondere die Frage, wie der (durch die
obere Summationsgrenze oo ausgedriickte) Limes zu verstehen ist und ob der Limes dann
tatsédchlich eine Losung der Wellengleichung ist.
Angenommen, die Amplituden Ay und B, erfiillen Y57, (|Ax| + |By|) < co. Dann gilt
sup  [sin(Az) (Axsin(Act) + By cos(Act))| < > (JAN] +|Ba|) < o0,
A=1 (z,t)e[0,m]xR A=1
und nach dem Konvergenzkriterium von WEIERSTRASS? konvergiert die Reihe in (3.6)
dann absolut und gleichméfig.

Das haben Sie vermutlich in der Analysis im Zusammenhang mit Potenzreihen gelernt, ansonsten
bitte nachschlagen.
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Ahnlich zeigt man: Ist sogar ¥.52, A2(JA,| +|By|) < oo, so konvergieren u und seine
ersten beiden Ableitungen absolut und gleichméfig. Da der gleichméfige Limes stetiger
Funktionen selbst stetig ist, folgt u € C?([0,7] x R), und aus der Vertauschbarkeit von
gleichmifigen Limites und Ableitung folgt dyu — c20,pu = 0. Wir erhalten also

SATZ 3.6. Seien Ay, By € R mit 50, A?(|A,| +|By|) < 0. Dann ist

u(x,t) = i sin(Az) (Aysin(Act) + By cos(Act))
A=1

eine zweimal stetig differenzierbare Losung des Randwertproblems (3.4).

Ko6nnen wir damit alle Anfangswertprobleme 16sen? Angenommen, wir ergidnzen (3.4)
um die beiden Anfangsbedingungen u(-,0) = u° € C?([0,7]) und dyu(-,0) = v° € C*([0,7]).
Damit die Anfangs- mit den Randbedingungen konsistent sind, verlangen wir zusétzlich
u’(0) = u®(7) = v9(0) = v%(w) = 0. Um dieses Problem durch eine Funktion der Ge-
stalt (3.6) zu losen, miikten Ay und B) so gewahlt sein, daf

u(z) = i Bysin(A\z), v%(z)=c i Ay sin(Az). (3.7)
A=1 A=1

Man kann zeigen, dafs dies unter den gegebenen Voraussetzungen stets moglich ist.
Man zerlegt also eine (weitgehend beliebige) Funktion in Sinusfunktionen verschiedener
ganzzahliger Frequenzen; dieses Verfahren wird als FOURIER-Entwicklung bezeichnet.

Wir werden jetzt nicht zeigen, daf die Darstellung (3.7) stets existiert, sondern wir
iiberlegen uns, wie man die Koeffizienten Ay und B, findet, sofern sie (3.7) erfiillen. Dazu
verwenden wir folgendes Lemma:

LEMMA 3.7 (Orthogonalitét der Sinusfunktionen). Fir A, pu e N gilt

0 falls A+ p,

/0 sin(Ax) sin(pz)dz = {% falls X\ = .

BeEwEIs. Der Beweis geht, wie aus der Analysis bekannt, durch partielle Integration.
Wir verzichten auf Details. ([l

Ist also u%(z) = 32, Bysin(A\z), so kénnen wir mit sin(uz) multiplizieren und iiber
[0, 7] integrieren und erhalten so

/Tf u® () sin(pz)dx = /Tf i By sin(Az) sin(px)dz
0 0 X=1

=3 B)\/ sin(A\z) sin(pux)dz
A=1 0
v
= B _
N27

wobei wir die Reihe mit dem Integral wegen der gleichméfigen Konvergenz vertauschen
durften und im letzten Schritt Lemma 3.7 benutzt haben.
Wir erhalten damit

2 ™
By = —/ u’(z) sin( Az )dx (3.8)
m™Jo
und mit einer analogen Rechnung
2 ™
Ay =— [ °(x)sin(\z)dz. (3.9)
CATT 0

Damit haben wir folgendes Ergebnis:
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Sarz 3.8 (Losung des Anfangs- und Randwertproblems). Seien u® € C%([0,7]) und
v? e C1([0,7]) mit u°(0) = u®(7) = v°(0) = v°(7) = 0. Dann lautet die eindeutige Losung
des Anfangs- und Randwertproblems (3.4) mit u(-,0) = u® und du(-,0) = v°:

u(x,t) = isin()\x) (Aysin(Act) + By cos(Act))

wobei Ay und B durch (3.9) und (3.8) gegeben sind.

Man beachte, dafs wir keinen vollstdndigen Beweis gegeben haben, da wir nicht gezeigt
haben, dafs die Darstellungen (3.7) tiberhaupt existieren. Dazu bedtirfte es weitergehender
Ausfithrungen zur FOURIER-Analysis. Wir verweisen auf Analysis I11.

Kommen wir kurz auf die Interpretation zurtick, derzufolge die Wellengleichung die Dy-
namik einer schwingenden Saite beschreibt: Wie wir nun gesehen haben, ist diese Schwin-
gung eine Uberlagerung von Sinusschwingungen mit Frequenzen 1,2,3,. ... Die ersten zwei
Schwingungen stehen also im Frequenzverhéltnis 2 : 1, d.h. in einem Oktavintervall; die
dritte Mode steht zur zweiten im Verhéltnis 3 : 2, bildet mit dieser also eine Quinte; 4 : 3 ist
das Quartverhéltnis, dann folgen grofe und kleine Terz usw. Man nennt die erste Schwin-
gungsmode den Grundton, die weiteren die Oberténe. Da bei einem realen Musikinstrument
nicht nur die Saite selbst schwingt, sondern auch der jeweilige Resonanzkorper, kommt es
zu geringfiigig unterschiedlichen Obertonspektren, die die spezifische Klangfarbe des In-
struments bestimmen. Bei Blasinstrumenten schwingt natiirlich keine Saite, sondern eine
Luftsdule. Bei der Pauke schwingt kein annidhernd eindimensionales Objekt, sondern eine
zweidimensionale (anndhernd kreisférmige) Membran, deren mathematische Beschreibung
die zweidimensionale Wellengleichung erfordert.

3.1.4. Energieerhaltung. Wir definieren die Energie einer Losung v der Wellenglei-
chung auf [0, 7] mit Randwerten «(0,-) = u(m,-) =0 durch

1 v
E(t) = 5/ (Byu(z, t)* + opu(x,t)?)dx
0
und erhalten mit der Kettenregel und partieller Integration

%E(t) = / (Bpudypu + 0y udyu)dx
0

= / (Opudyu — CQOIxuatu)dx =0,
0

wobei wir im letzten Schritt die Wellengleichung benutzt haben. Fiir die partielle Integra-
tion beachten wir, daf aufgrund der Randbedingungen auch 9yu(0,-) = dpu(m,-) = 0 und
daher die Randterme null sind.

Eine dhnliche Rechnung 14t sich auch auf R durchfiihren, sofern man annimmt, dafs
die Losung fiir  — +oo hinreichend schnell abfillt.

3.1.5. Dispersion. Nur ganz kurz sei auf das Phanomen der Dispersion eingegangen,
das in wellenartigen Gleichungen hiufig auftritt. Es geht dabei um den Zusammenhang
zwischen Frequenz und Ausbreitungsgeschwindigkeit von Wellen.

Betrachte erneut die Wellengleichung auf ganz R, dann wissen wir bereits, daf insbeson-
dere jede Sinuskurve der Frequenz A, also x — sin(Az), zu einer Losung der Wellengleichung
fithrt, indem sie sich mit Geschwindigkeit +c fortbewegt: u(x,t) = sin(A(x + ct)) ist also
eine Losung. Lassen wir komplexe Werte zu — was manchmal die Rechnungen iibersichtli-
cher macht — so kénnen wir als Wellen Funktionen der Gestalt e**(**t) wihlen. Fiir dieses
¢, das von A unabhéngig ist, erhalten wir in dieser Weise Losungen der Wellengleichung.

Fiihren wir uns den Beweis nochmal vor Augen: Mit dem Ansatz u(z,t) = @+t
erhalten wir nach Einsetzen in die Wellengleichung

0 = Oyt — 2 Oppu = ~2\2(w? = A)u,
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also die Bedingung w? = ¢® bzw.
w = *cC.

Dies ist die Dispersionsrelation fiir die lineare Wellengleichung. Die Ausbreitungsgeschwin-
digkeit w muf also +c oder —c sein, in Ubereinstimmung mit unseren bisherigen Untersu-
chungen.

Im allgemeinen wird die Ausbreitungsgeschwindigkeit allerdings von der Frequenz A
abhéngen. Betrachte dazu die freie SCHRODINGERgleichung auf R, die die Evolution der
Wellenfunktion eines quantenmechanischen Teilchens ohne dufsere Kréfte beschreibt:

10 (x,t) + Opztp(x,t) = 0.

Auch diese Gleichung fiir die Unbekannte 1 : R xR — C zihlt zur Klasse der wellenartigen
Gleichungen. Versuchen wir auch hier den Ansatz 1(z,t) = eA(#*%) g0 erhalten wir

0= i) (2,t) + Ouath(x,1) = (*w + *X*) (1),
und es resultiert die Dispersionsrelation
w=-A.

Die Welle breitet sich also mit einer Geschwindigkeit proportional zu ihrer Frequenz aus.

Zur Interpretation: Die triviale Dispersionsrelation der Wellengleichung ermoglicht z.B.
den Konzertgenufs, da alle gleichzeitig gespielten To6ne, egal welcher Tonhohe, gleichzeitig
bei der Horerin ankommen. Fiir die SCHRODINGERgleichung beschreibt die Wellenfunktion
Y(x,t) = M@ ein Teilchen mit Impuls exakt gleich -\, und ein solches Teilchen be-
wegt sich (da der Impuls proportional zur Geschwindigkeit ist) dementsprechend mit einer
Geschwindigkeit proportional zur Frequenz seiner Wellenfunktion fort.

3.2. LAPLACE- und Po01ssoN-Gleichung

Wir wenden uns nun zum ersten Mal einer zeitunabhdingigen Gleichung zu, die unter
anderem der Beschreibung von physikalischen Gleichgewichtszustéinden dient, ndmlich der
LAPLACE- Gleichung

Au(z) =0, zeQ
bzw. ihrer inhomogenen Version, der POISSON-Gleichung
Au(x) = f(z), xefd

Hierbei ist 2 ¢ R™ offen, f: € — R gegeben, und u: ) - R gesucht.
Wir wenden uns zunéchst der LAPLACE-Gleichung zu und erinnern dafiir an den
GAussschen Integralsatz:

SATZ 3.9 (GAussscher Integralsatz). Sei Q c R” beschrinkt und offen mit C'-Rand.
Sei f e CH(;R™) und n: 902 - R™ das dukere Normalenvektorfeld an 92, Dann gilt

/Qdivf(:c)d:c:/89(f-n)(:c)d5(:v).

Einige Begriffe sind hier erklarungsbediirftig: Daf 2 einen C'-Rand hat, bedeutet, daf
09 lokal als Graph einer stetig differenzierbaren Funktion R"! 5 U — R darstellbar ist;
die dufsere Normale an 9€2 im Punkt x € 012 ist derjenige Vektor in R”, der am Punkt x
senkrecht auf 02 steht und von 2 aus nach aufen zeigt; das Mafk d.S auf 02 ist das Ober-
flachenmafl auf 0F), also das eindeutig bestimmte Maf, das einer (mefibaren) Teilmenge
von Jf) ihr (n — 1)-dimensionales Volumen zuordnet. Fiir eine genauere Entwicklung die-
ser Begriffe und einen Beweis des Satzes von GAUSS sei auf die Vorlesung Analysis 111
verwiesen.

Der Satz von GAUSS ist eine Verallgemeinerung des Hauptsatzes der Differential- und
Integralrechnung: Diesen erhilt man aus GAUSSs, indem man 2 = (a,b) c R wihlt, dann ist
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namlich 0N = {a,b}, das Normalenfeld ist gegeben durch n(a) = -1 und n(b) =1, und dS
ist das Zahlmaf auf {a,b}.

3.2.1. Harmonische Funktionen. Losungen der LAPLACE-Gleichung, d.h. Funktio-
nen u € C?(Q;R) mit Au(z) = 0 fiir alle = € Q, heifen harmonisch. Sie haben besonders
gute Eigenschaften, wie wir gleich sehen werden®. Fundamental fiir alles Weitere ist die
Mittelwerteigenschaft:

SATZ 3.10 (Mittelwerteigenschaft). Sei Q ¢ R™ offen und u € C?(Q). Dann ist u har-
monisch auf Q genau dann, wenn fiir jede Kugel Br(z) mit Br(z) c Q gilt:

1 1

O BB oo " B o

u(y)dy. (3.10)

Hierbei bezeichnet |0Bgr(x)| das (n—1)-dimensionale Volumen des Randes einer Kugel vom
Radius R, und |Br(x)| bezeichnet das n-dimensionale Volumen einer Kugel vom Radius
R.

Beweis. Es gilt fir u e C?(Q) und Br(z) c Q:

1 1
EY vy uw(y)dS(Y) = =7
|0BR()| JoB () |0BRr()| JoBpx(z)

1
/0 Vu(z +t(y—x)) - (x - y)dtdS(y)

u(z) - (u(z) - u(y))dS(y)

o1 /
|0Br()| JoBs(z)

R 1

_ m/o /aBR(I) V(e +t(y - x)) - n(y)dS (y)dt
R 1 ‘

~ |0Bg(z)| /0 /BR(x) div Vu(z +t(y - x))dydt

R 1
:_M/o /BR(J:) Au(z +t(y — x))dydt.

(3.11)

Da x und R beliebig waren, ist die rechte Seite gleich null genau dann, wenn Au(x) = 0 fiir
alle z € Q. In (3.11) haben wir folgendes verwendet: Fiir die erste Gleichheit die Tatsache,
daf m /. 9B (x) 1dS(y) = 1; fur die zweite Gleichheit den hoherdimensionalen Mittel-
wertsatz der Integralrechnung aus der Analysis II; fiir die dritte Gleichheit die Tatsache,
daf die dukere Einheitsnormale an 0Br(x) im Punkt y durch #3* gegeben ist; fiir die
vierte Identitét den GAUSSschen Integralsatz; und schliefslich die Identitédt A = div V.

Es verbleibt noch die zweite Gleichheit in (3.10) zu zeigen. Es gilt aber

1 1 R
Ba] o (W @ = s [T o) -ueaswp

und somit ist u(z) = WTl(zﬂfaBR(x) u(y)dS(y) fiir alle Kugeln Br(r) c Q genau dann,

wenn auch u(x) = m fBR(x) u(y)dy fir alle solchen Kugeln. O

Wir ziehen daraus nun diverse Konsequenzen.

3Sie werden sich im folgenden vielleicht an die Eigenschaften holomorpher Funktionen (die Sie in der
Funktionentheorie kennenlernen) erinnert fiihlen. Daf dies kein Zufall ist, sehen wir in den Ubungen.
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SATZ 3.11 (starkes Maximumsprinzip). Sei © ¢ R™ offen, beschrinkt und zusammen-
hingend?, und u € C?(Q) n C(Q) harmonisch in Q. Dann gilt

max u(x) = maxu(x), (3.12)
zel) zeof)

und wenn ein xg € {2 existiert, sodak u(zg) = max_ g u(z), so ist u konstant.
Durch Ubergang zu —u erhalten wir analoge Aussagen iiber das Minimum.

BEWEIS. Angenommen, es existiert ein x¢ € Q mit u(zg) = M = max_gu(x). Sei

R > 0 dergestalt, daf Br(zg) c © (ein solches R existiert, da € offen ist). Nach der
Mittelwerteigenschaft gilt dann

1

M=u(zg) = ———
(w0) |Br(20)| J By (a0)

u(y)dy.

Da aber M das Maximum aller Werte von w ist, ist dies nur moglich, wenn w in Br(x¢)
konstant gleich M ist. Damit ist also das Urbild u™*({M}) = {z € Q: u(z) = M} offen in
Q.

Andererseits ist aber, da u in 2 stetig ist, das Urbild der abgeschlossenen Menge
{M} unter u auch abgeschlossen. Da aber u™'(M) nach Voraussetzung nichtleer ist, folgt
u L ({M}) = Q, weil ja Q zusammenhingend ist.

Die Aussage (3.12) folgt daraus sofort: Nimmt nédmlich u sein Maximum M im Innern,
also in Q an, so ist u konstant gleich M, und (3.12) ist trivial erfiillt; nimmt u aber sein
Maximum nicht im Innern, sondern auf dem Rand von Q an, so folgt (3.12) ebenfalls. [J

Als néchste Anwendung der Mittelwerteigenschaft zeigen wir die Regularitdt harmoni-
scher Funktionen. Sei dazu n e C°(R"™) eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
n20,
der Trager von n ist in B1(0) enthalten,
n ist radialsymmetrisch, d.h. n(z) = 7(|z|) fir ein 7€ CZ(R),
fBl(O) n(x)dx = 1.
Man bezeichnet eine solche Funktion als Standard-Glittungskern auf R™. Wir setzen zudem
n(x) := einn (%), und man priift leicht nach, daf der Tréger von 7 in B(0) enthalten ist,
und daf fBe(o) n(x)dz = 1.

Sei nun u: Q — R auf 2 lokal integrierbar (d.h. u ist integrierbar auf jeder kompakten
Teilmenge von ). Ist 2 € Q und € > 0 so klein, daf m c Q, so ist die Gldttung

u(z) = /B Gy (3.13)

wohldefiniert. Durch diese Formel ist die Funktion u¢ auf der offenen Menge
Q={zeQ:inf{|lz-y|:y 0N} > e}

wohldefiniert, und u€ € C* (), denn alle Ableitungen fallen auf den glatten Term n®(x-y).
Mit dieser Vorbereitung zeigen wir nun:

SATZ 3.12 (Regularitit harmonischer Funktionen). Sei u € C?(Q) harmonisch. Dann
ist sogar u € C*°(Q).

BEWEIS. Es geniigt zu zeigen, dah u € C*°(Q°) fir jedes € > 0. Die Strategie besteht
darin, auf Q¢ zu zeigen v = u° und auszunutzen, daf u® e C'*(Q°).

4Wir erinnern uns aus der Analysis II: Eine Teilmenge © ¢ R™ heifit zusammenhdingend, wenn € und
@ die einzigen Teilmengen von € sind, die bzgl. © sowohl offen als auch abgeschlossen sind.
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Dazu fithren wir fiir fixes € > 0 und x € Q¢ folgende Rechnung aus:

u(z) = /B Gy

=in u(y)i (| |) y
€" JB.(x)

- i Eﬁ(E) [/aBp(x)u(y)dS(y)]dp

1 / |8Bp(x)|u($)dp
= —u x)/ nwnpn Ldp

~ u(x) /B (O)n(y)dy - u(x),

wobei wir nacheinander benutzt haben: die Definition der Glattung; die Definition von n¢;
die Integration in Polarkoordinaten; die Mittelwerteigenschaft; die Formel fiir das (n—1)-
dimensionale Volumen der Kugeloberfliche mit Radius p; die Formel fiir die Integration
radialsymmetrischer Funktionen; und schlieklich die Eigenschaft von 7, Integral eins zu

haben.

0

BEMERKUNG 3.13. (1) Der Satz besagt also, daf eine harmonische Funktion, die

(2)

(3)

a priori nur zweimal stetig differenzierbar sein mufl, automatisch sogar beliebig
oft differenzierbar ist. Die LAPLACE-Gleichung hat also nur regulére Losungen.
Je ndher x am Rand von  liegt, desto kleiner mufs € gewéhlt werden, und desto
grofer werden die Ableitungen von n¢ und damit von u°. Im allgemeinen ist daher
zwar u € C*(Q), aber nicht u € C*(Q), d.h. die Regularitiit von u besteht nicht
gleichméfig bis zum Rand.

Zwei Verscharfungen unseres Regularititssatzes seien genannt: Zum einen kann
man zeigen, daf harmonische Funktionen nicht nur C'°°, sondern sogar analy-
tisch sind (also lokal in eine Potenzreihe entwickelt werden kénnen). Dies hangt
mit der oben bereits angedeuteten Verwandtschaft zwischen harmonischen und
holomorphen Funktionen zusammen.

Zum anderen ist eine harmonische Funktion selbst dann C*-reguldr (und
sogar analytisch), wenn sie nicht anfinglich als C2, sondern lediglich als lokal in-
tegrierbar vorausgesetzt wird (WEYLsches Lemma). In diesem Falle kann man die
LapLACE-Gleichung schwach interpretieren, dhnlich wie in unserer Definition 2.13
fiir Erhaltungsgleichungen.

LeMMA 3.14. Es existiert ein C > 0, das nur von der Dimension n abhdngt, mit fol-
gender Eigenschaft: Sei u auf  harmonisch und Bgr(xo) c Q, dann gilt

C
Vu(zo)| < — / () dy.
R+l Br(zo)

BEWEIS. Beachte zunéchst, daf jede partielle Ableitung einer harmonischen Funktion
wieder harmonisch ist und somit die Mittelwerteigenschaft erfiillt. Fiir jedes j = 1,...,n
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haben wir deshalb geméfs der Mittelwerteigenschaft

/ Oz, u(y)dy
Brya(zo)

/ u(y)n; (4)dS (y)
0BRy2(z0)

1
|BR/2($0)|
1

|Bry2(20)|

|0B g2 (o)
< TTEPRRE S qup Ju(y)
1Bry2(z0)| yeaBps(x0)

‘a:vyu(wO)’ =

Cq
S )l
yedBRry2(wo)

Hier haben wir beim Ubergang von der ersten auf die zweite Zeile den GAUSSschen Inte-
gralsatz (bzw. die hoherdimensionale partielle Integration, vgl. (2.22), (2.23)) verwendet
und in der letzten Zeile die Tatsache, dak die n- bzw. (n —1)-dimensionalen Volumina der
Kugel und ihres Randes proportional zu R" bzw. R"! sind. Wir haben auferdem mit C;
eine nur von n abhingige Zahl bezeichnet.

Sei nun y € Bp/a(wo) beliebig, dann liegt Br/(y) nach Dreiecksungleichung immer
noch in , und nach Mittelwerteigenschaft ist

1

— u(z)dz
|BR/2(?J)| /JBR/z(y)

da B/ (y) ¢ Br(wo). Die Behauptung folgt nun sofort aus der Kombination dieser beiden
Abschétzungen. O

lu(y)| =

< %/ |u(2)|dz < % lu(z)|dz,
R Bpry2(y) R Br(xo)

SATZ 3.15 (LIOUVILLE). Sei u:R™ — R harmonisch auf ganz R”. Ist u beschrénkt, so
ist es konstant.

BeEwegis. Ist uw auf R™ durch M > 0 beschrinkt, so haben wir nach Lemma 3.14 fiir
jedes z e R"

C CM C'Mwy,

U< g [ Wl < FlBae) = T
und da dies fiir alle R > 0 gilt (denn jedes Bgr(x) ist in = R™ enthalten), folgt Vu(x) =0
fiir alle z € R™. Daher ist u auf R™ konstant. 0

Man beachte unbedingt, daf der Satz von LIOUVILLE nur harmonische Funktionen
betrifft, die auf dem ganzen Raum definiert sind. Selbstverstdndlich gibt es auf beschrank-
ten Gebieten harmonische Funktionen, die beschrénkt, aber nicht konstant sind (z.B.
u(z,y) = 2% - y? auf B1(0) c R?).

Der Satz von LIOUVILLE begegnet uns auch in der Funktionentheorie, wo er besagt,
daf eine auf ganz C holomorphe und beschrénkte Funktion konstant ist. Daraus laft sich
unter anderem ein Beweis des Fundamentalsatzes der Algebra bauen.

3.2.2. Die Po1issoN-Gleichung auf R". Wir betrachten nun die PoIssON-Gleichung
Ay = f auf R" wobei f vorgegeben ist. Da diese Gleichung linear ist, ist unsere Strategie,
zunichst eine Losung fiir sehr einfaches f zu finden und dann die Losung fiir allgemeines
f als Superposition® der ,einfachen* Losungen darzustellen. Eine ,einfache“ rechte Seite

"Das Prinzip der Superposition, also der Uberlagerung, besagt fiir die PoissoN-Gleichung: Ist Auy = f1
und Augz = f2, so ist auch A(ui + u2) = f1 + f2. Das Superpositionsprinzip haben wir bereits bei der
Wellengleichung verwendet, als wir Losungen in Form von Linearkombinationen einfacher Wellen erhalten
haben.
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in unserem Sinne ist das DIRAC-Maf do; Jede stetige Funktion f e C'(R™) kann dann als
Uberlagerung von DIRAC-Mafien geschrieben werden in der Form

F@) = (f =a0)(@) = [ fa= i)

(dies ist gewissermafen der Fall e =0 in (3.13)). Haben wir also eine Losung von A® = g
gefunden, so wird

u(@)= @ D@ [ B9y

eine Losung von Awu = f sein.

Natiirlich stellt sich die Frage, was A® = dg genau bedeutet. Man kann diese Gleichung
wiederum im schwachen Sinne interpretieren, so wie wir es in Definition 2.13 getan haben:
Eine lokal integrierbare Funktion ® : R™ — R heifst schwache Losung von A® = §p, wenn
fiir alle 1) € C2(R™) gilt

/R O (z)Ay(z)dx =1 (0) (3.14)

(beachte ¥(0) = [gn t(x)ddo(x)). Wahlt man speziell Testfunktionen ¢, deren Tréger nicht
die Null enthalten, so sieht man sofort, daf jede solche Losung ® auf R™ \ {0} harmonisch
ist.

Als weitere Beobachtung stellen wir fest, dafs sowohl dg als auch A rotationssymmetrisch
sind (in dem Sinne, dak [, ¥(Tx)ddo(x) = [pn ¥(x)ddo(x) und A(yp o T) = (A¢) o T fiir
jedes 1 € C?(R™) und jede orthogonale Abbildung T : R"® - R"). Es liegt also nahe, fiir
die Gleichung A® = §y eine rotationssymmetrische Losung zu suchen, die fiir r = |x| > 0
harmonisch ist.

Wie aus der Analysis II bekannt, lautet der LAPLACE-Operator einer rotationssymme-
trischen Funktion

d? L n- 1d
A = el 3.15
T dr (315)
genauer: Ist ®(x) = v(|z|) = v(r), so ist

_ 1U'(r).

Mit dem Ansatz ®(z) = v(|z|) = v(r) und A®(x) = 0 fiir |z| > 0 erhalten wir also die
gewshnliche Differentialgleichung

v (r) + n-

AD(z) =0"(r) +

1
v'(r) =0,
die sich (mit Trennung der Variablen oder integrierendem Faktor) durch

Cilogr +Csy fiir n =2,
rn2+C’ flirn >3

O(z) =o(r) = {

16sen 1aft. Wir setzen jeweils Cy = 0. Aus dem Beweis des nichsten Satzes erhalten wir den
Wert von C1, den wir aber jetzt schon angeben:

DEFINITION 3.16 (Fundamentallosung). Die Fundamentallisung der POISSON-Gleichung
lautet

log|x| fiir n =2,
®(x) = { 1

(e 2)wn > fiir n > 3,
wobei w,, das Volumen der n-dimensionalen Einheitskugel bezeichnet.

SATZ 3.17. (1) Die Fundamentallgsung aus Definition 3.16 erfiillt A® = §p im
Sinne von (3.14).
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(2) Ist f e C2(R™), so ist ® * f € C2(R"), und A(® * f) = f.
BEWETS. (1) Sei ¢ € C2(R™), dann wollen wir (3.14) zeigen. Sei dazu € > 0, dann ist
/ O (2)Atp(z)dx = / O (2)AY(x)dx +/ O (2)Ap(z)dx = 1) + Is.
R" Be(0) R"\ B, (0)

Man beachte hierbei, daft beide Integrale wohldefiniert sind, da ® lokal integrierbar ist
(warum?) und ¢ kompakten Trager hat.

Betrachten wir zuerst Io. Wir wissen bereits (aus der Rechnung vor Definition 3.16),
dak ® in R™ \ B.(0) harmonisch ist; mit dem Integralsatz von GAUSs folgt damit

Iy = / O(z)AY(x)dx
R7 B, (0)

- _/ Vo (z) - vw(x)dfﬁ/ (VY- n)@dS(z)
R"\B.(0) 9B.(0)

€

=/ A@(x)w(x)d:zr—/ ¢(V‘I>~n)d5(x)+/ (VY -n)®dS(x)
Rn\ B (0) 9B.(0) 9B.(0)

:_/ w(V@-n)dS(a:)+/ (VY- n)@dS(z).
8B.(0) 9B.(0)

Hier ist n die dukere Einheitsnormale an R™ \ B.(0), also n(x) = —%. Fiir das zweite

Integral schétzen wir ab

_1 |[log(e)| fallsn=2
<OVl n-1 )
[V4le {62" falls n > 3,

/ (VY -n)®dS(x)
8B.(0)

was in jedem Falle mit € — 0 gegen null konvergiert. Fiir das andere Randintegral berechnen
wir

Vo (x) = i,
nwy, ||
sodals auf 0B(0) gilt
1 = = 1 1
d- = _ 2o Ao
(Ve-n)(x) nwy, € € nwne |0B(0)]
und daher
1
Y(VP-n)dS(zr) = ——— wdS(x),
L 277956 =~y 9950

was (da 1 stetig ist) mit € » 0 gegen —1)(0) konvergiert. Insgesamt erhalten wir also
Es ist aber lim¢qI; = 0, da der Integrand ®Av lokal integrierbar ist und der Integrati-

onsbereich B¢(0) mit € - 0 immer kleiner wird. Da € > 0 beliebig war, erhalten wir wie
behauptet

| #@au@s = ()
(2) Sei nun f e C2(R™), dann ist
O+ @) =By [ @)y = [ 80)0up (o~ )y

Da aber nach Voraussetzung Oy, , f stetig ist, so auch 9y, (® * f), also ist ® * f € C*(R™).
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Wenden wir nun (3.14) an auf ¢(y) := f(z —y), so erhalten wir in der Tat fiir jedes
reR"

0(0) = 1@) = [ S Ha=pin= [ @A)y

= A/ (y) f(x -y)dy = A(® * f)(2).
R
g

BEMERKUNG 3.18. (1) Die Voraussetzung f € C? kann deutlich abgeschwiicht
werden. Die heuristische Uberlegung ist die folgende: Will man Au = f 16sen,
sollte u zwei Ableitungen mehr haben als f; man wiirde also u € C? bereits
dann erwarten, wenn f nur stetig ist. Dies ist nicht ganz korrekt, aber , fast“; die
einschlagigen elliptischen Regularitétstheorien tragen die Namen SCHAUDER und
CALDERON-ZYGMUND, siehe [4] (die ,Bibel“ fiir elliptische PDE).

(2) Die Faltung ® % f heift NEWTON-Potential der Funktion f. Der Grund dafiir ist
wie folgt: Ist f die Verteilung einer Masse, so gibt nach dem NEWTONschen Gra-
vitationsgesetz ® * f(z) bis auf eine Konstante das Gravitationspotential an, also
die potentielle Energie eines Massepunkts (der Masse 1) in dem durch f gegebe-
nen Gravitationsfeld. Ist speziell f = dp, so kann man sich die das Gravitationsfeld
erzeugende Masse als punktformig vorstellen (z.B. ndherungsweise die Sonne),
und im Fall n = 3 erhélt man aus Definition 3.16 die bekannte Tatsache, dafs die
potentielle Energie eines Planeten mit Abstand r von der Sonne proportional ist
Zu —%.

3.2.3. Die Poi1ssON-Gleichung auf beschrinkten Gebieten. Sei nun 2 ¢ R"

offen, beschriinkt und zusammenhingend mit glattem Rand®. Wir haben zunichst

SATZ 3.19 (Eindeutigkeit). Seien f e C(Q) und g € C(09). Sind u,v € C*(Q) n C(Q)

zwei Losungen von
Au=f in Q,
u=g auf 9Q,
so gilt u =wv.
BEwEIS. Dies folgt einfach aus dem Maximumsprinzip: Unter den genannten Voraus-

setzungen ist w := u — v eine harmonische Funktion mit Nullrandwerten; nach Maximums-
prinzip fiir harmonische Funktionen (Satz 3.11) ist dann w identisch null. O

Dieses Argument 146t sich, mutatis mutandis, auch auf die PO1ssoON-Gleichung in R"
anwenden: Zwei Losungen der POISSON-Gleichung mit der gleichen rechten Seite f, die
beide mit |x| - oo gegen null konvergieren, sind identisch (namlich gleich ® % f, falls n > 3).
Details sind Gegenstand der Ubungen.

Die Existenz von Losungen ist schwieriger. Klassisch arbeitet man mit GREEN-Funktionen.
Eine elegante Alternative besteht in einem wvariationellen Vorgehen. Zwar kénnen wir im
Rahmen dieser Vorlesung nicht den variationellen Existenzbeweis geben, aber die grundle-
gende Umformulierung ist dennoch erhellend: Fiir ein g € C%(9Q) sei

A= {u € 02(5) ‘U ton= g}
und fiir u € A und f e C(Q) setze
1
1Tu] ::/ (51vu@P + f@yuta) ) de.
Q
Man bezeichnet den Wert I[u] € R als die DIRICHLET-Energie der Funktion w.

6Der Rand muR nur reguldr genug sein, daff der Gausssche Integralsatz gilt.
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SATZ 3.20 (Variationelle Formulierung der PoIssoN-Gleichung). Seien f € C'(Q) und
g € C%(09). Dann sind dquivalent:

(1) uwe C?(Q) ist eine Losung des Randwertproblems
Au=f in €,
u=g auf 0Q;
(2) w ist ein Minimierer von [ in A, d.h.
I[u] < Ifv] fiir alle v e A.
BEWEIS. Sei zunichst u € C?(Q) eine Losung des Randwertproblems (sodaf insbe-

sondere u € A) und v € A beliebig. Nach Voraussetzung und mit dem Satz von GAUSS
gilt

o=/Q<f—Au>(u—v>d:c=/ﬂ(f<u—w)+w-v<u—v>>dw,

wobei das Oberflachenintegral tiber 092 wegen (u —v) lgo= 0 verschwindet. Nun ist aber
mit der Ungleichung von CAUCHY-SCHWARZ und der Ungleichung ab < %aQ + %bQ:

1 1
Vu-V(u-v) = [V’ - Vuve 2 [Vuf’ - [Vu|| Vel 2 S [Vul* - S|Vl
und deshalb
1 1
0> / (f(u ~w)+ gyl - 5|w|2) do = I[u] - I[v],
Q

wie behauptet.

Sei nun umgekehrt u € A ein Minimierer von I. Nach Voraussetzung erfiillt u die
Randbedingung. Sei ¢ € C°(Q2), dann ist die Funktion u + €¢ € A fiir jedes € € R. Wegen
Minimalitét ist aber I[u + e¢] > I[u] fir alle € € R, und da die Abbildung R - R, € —
I[u + e¢] differenzierbar ist”, folgt

0= % E=OI[u+e¢)] = % e=o/9 [%|Vu+€V¢|2 +f(u+€¢)] dx
_4d 12,2 .
= - 620/9[25 |Vo|* + eVu V¢+ef¢]d1’

=/(Vu-v¢+f¢)d:c

0

=/¢(—Au+f)d:1:,
0

wobei wir im letzten Schritt unter Beachtung von ¢ l5q= 0 partiell integriert haben. Da ¢
beliebig war, folgt in der Tat Au = f. O

Man sagt, die PoIssoN-Gleichung sei die EULER-LAGRANGE-Gleichung® der DIRICH-
LET-Energie. Die Formulierbarkeit einer PDE als Minimierungsproblem reflektiert die grofe
Bedeutung, die Minimierungsprobleme in der Physik und Geometrie haben. So kann man
etwa eine Seifenhaut durch das Prinzip der Energieminimierung modellieren und erhélt als
zugehorige KULER-LAGRANGE-Gleichung die minimale Oberflichengleichung, deren lineare
Approximation fiir kleine Auslenkungen genau die LAPLACE-Gleichung ist.

Es kann niitzlich sein, ein Minimierungsproblem (man sagt auch Variationsproblem,)
auf diese Weise in eine PDE zu iiberfithren, aber ebenso hilfreich ist es bisweilen, umgekehrt
eine PDE als Variationsproblem zu formulieren.

"Es handelt sich bei dieser Abbildung, wie man leicht sieht, um ein quadratisches Polynom in e.
8Wenn Sie bei mir Analysis IT gehort haben, kennen Sie den Begriff der EULER-LAGRANGE-Gleichung
bereits fiir Funktionen einer Variablen.
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3.3. Die Wirmeleitungsgleichung

Zuletzt befassen wir uns mit der Warmeleitungsgleichung
Owu — Au =0,

die als zeitabhéngige Version der LAPLACE-Gleichung aufgefafit werden kann.

3.3.1. Die Wiarmeleitungsgleichung auf R"™. Unser Vorgehen dhnelt dem fiir die
Po1ssoN-Gleichung: Wir l6sen zunéchst das Anfangswertproblem

0® - AP =0,

9(.0) = b, (3.16)

und erhalten anschlieRend die Losung zu beliebigem Anfangsdatum u® durch Faltung mit
der Fundamentallésung ®.

Der Weg zur Fundamentallésung fithrt wieder {iber Symmetriebetrachtungen und Re-
duktion auf eine gewdhnliche Differentialgleichung. Zunichst bemerken wir, daf die Wir-
meleitungsgleichung skalierungsinvariant ist in dem Sinne, dak fiir jedes A > 0 mit u(z,t)
auch

uy(z,t) = N"u(Az, \2t)
eine Losung ist. Wir suchen nun eine selbstahnliche Losung beziiglich dieser (parabolischen)
Skalierung, d.h. wir nehmen den Ansatz

w(z,t) = Nu( Az, \%t)  fiir alle A >0

und erhalten daraus, indem wir speziell \ = 172

w(z.t) =t Py 22 1) =22
(r0) =t (ﬁ’l) t (\/i)

fiir eine Funktion v : R™ - R. Wir nehmen an, motiviert durch die Rotationssymmetrie
des LAPLACE-Operators und des DiRAC-Mafses, daf v selbst rotationssymmetrisch ist, also
v(y) =w(r) =w(lyl) .

xX

Setzen wir nun unseren Ansatz u(z,t) = t 2w (%) in die Wérmeleitungsgleichung

einsetzen,

ein, so folgt mit p := %

ol o)

1 n n n-1
_ ——t_(n+3)/2 / _ —t_(n+2)/2 _ t—l—— " _ _t—n/2 /
' () - 5 w(p) ~7 " (p) =t (o)

;1w’(p)),

wobei wir beim Ubergang von der ersten zur zweiten Zeile die Formel (3.15) fiir den LA-
PLACE-Operator in Polarkoordinaten benutzt haben. Wir erhalten daraus die gew6hnliche
Differentialgleichung

1 -1

—pw' + D+ 2 w' =0,

2 2 p

die sich nach Multiplikation mit p” ! und mithilfe der Produktregel als

n

n 1
=5 (Spu'(p) + Sw(p) + (o) +

1
(0" Y + 5 () =0
schreiben 1aft. Daraus folgt zundchst fiir eine Konstante Cy € R

1
pn—lw/ T §pnw — Cl-
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Wihlen wir C; =0, so folgt

!/
w' = ——pw,
2P

was mithilfe von Trennung der Variablen in
w(p) = Ce /!

resultiert. Eingedenk der Identitit u(z,t) = t™%w (E\/‘Z) definieren wir deshalb (die Wahl

von C erkldrt sich im Beweis des néchstes Satzes):

DEFINITION 3.21 (Fundamentallgsung der Warmeleitungsgleichung). Die Funktion & :
R"™ x (0,00) = R gegeben durch

1 =
— e
(4mt)n/2

heilst Fundamentallosung der Wirmeleitungsgleichung in R™.

O(z,t) =

Die Fundamentallésung ist also die Dichtefunktion einer Normalverteilung mit Er-
wartung null und Standardabweichung proportional zu /¢. Fiir t ~ 0 konvergiert diese
Verteilung schwach gegen das DirRAC-Mafs. Mit wachsender Zeit wird also die Tempera-
turverteilung, die urspriinglich bei x = 0 konzentriert war, immer flacher?. Die Temperatur
diffundiert also.

Um zu zeigen, daf dieses ® tatséchlich das Problem (3.16) 16st, miissen wir diesem eine
klare Bedeutung verleihen:

DEFINITION 3.22. Eine Funktion ® : R™ x (0, 00) heikt schwache Lésung von (3.16),
wenn sie in R™ x [0, 00) lokal integrierbar ist, und wenn fiir alle ¢ € C2(R" x [0, 00)) gilt

/Ooo /]R” [0 (x, t)P(x,t) + A(x, t)P(x,t)] dxdt +4(0,0) = 0.

Die Motivation fiir diese Definition erwéchst wieder durch Multiplikation von (3.16)
mit ¢ und partieller Integration (Ubung).

Fiir eine Funktion u® : R® - R ist mit ® * u® die Faltung beziiglich der z-Variablen
gemeint, also

*UJO X = X — UO .
(@) at) = [ B )y

SATZ 3.23. (1) Die Fundamentallésung aus Definition 3.21 ist eine schwache Lo-

sung von (3.16).
(2) Ist u® e C(R™) n L°°(R™), so ist

&+ u® € O=(R" x (0,00)) N C(R" x [0, 00)),
und ® x u” ist eine Losung des Anfangswertproblems
Owu — Au =0,
u(-,0) = u’.

BEWEIS. (1) Zunéchst ist klar, dak ® auf R™ x [0, c0) lokal integrierbar ist, denn man

sieht leicht, daf fRn O(z,t)dr =1 fir jedes t > 0, und daher ist f(;‘p f]R" O(z,t)dedt =T < oo
fiir jedes 0 < T < oo.

9Es ist kein Zufall, daf die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir die Position eines urspriinglich bei
z = 0 lozierten Partikels, das einer BROWNschen Bewegung unterworfen ist, zur Zeit ¢ genau durch ei-
ne solche solche Normalverteilung gegeben ist. Man sagt, die Warmeleitungsgleichung sei die generierende
PDE der BrRowNschen Bewegung. Diese Beobachtung 1afst sich in der stochastischen Analysis wesentlich
verallgemeinern.
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Sei nun v € C2(R™ x [0, 00)). Dann ist fiir jedes € > 0

/Ooo /" [3t7/}($,t)<1>(x,t) + A¢(x’t)¢(x’t)] dzdt

= /06(...)dt+/:0(...)dt =1+ Is.

Fiir Iy verwenden wir die bereits bewiesene Tatsache, daft ® auf R"™ x (0, 00) die Wérme-
leitungsgleichung 16st, sodafs mit partieller Integration folgt

I - /:o / (-0, — ADY] dxdt—/Rn (), €)da = -/Rn () (x, €)da,

was mit € - 0 gegen 1(0,0) konvergiert (Ubung).

Das Integral I; konvergiert mit ¢ — 0 gegen null, da das Mak des Integrationsbereichs
gegen null konvergiert. Insgesamt folgt, da e > 0 beliebig war, daft & tatsichlich eine
schwache Losung von (3.16) ist.

(2) Da ® € C*(R"x(0,00)), so auch ®*u°, da man alle partiellen Ableitungen unter das
Faltungsintegral ziehen kann, wo sie nur ® treffen (vgl. Beweis zu Satz 3.17(2)). Auferdem
gilt fiir jedes z° e R"

. 0 0/..0
(x7t)1i%()70)(<13 wu)(z,t) =u (z)
(dies zeigt man dhnlich wie Iy — ¢(0,0) in Teil (1)). Damit ist ® * u® (mit der Konvention
(@ +u®)(-,0 =u?)) sogar auf ganz R™ x [0, 00) stetig.

Es bleibt zu zeigen, dak ® % u® die Wirmeleitungsgleichung 16st. Dies ist aber klar, da

man alle Ableitungen unters Integral ziehen kann:

O (P * uo)(x,t) - A(D = uo)(sn, t) = /Rn(a@(x -y, t) - Ad(z -y, t))uo(y)dy =0.
O

BEMERKUNG 3.24. Wir kénnen an der Losungsformel u = ® % u” mehrerlei ablesen:
Anders als die Wellengleichung ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit der Wérmeleitungs-
gleichung unendlich. Man sieht dies folgendermafen: Fiir u" = &y ist die gesamte Wirme im
Punkt = = 0 konzentriert, aber fiir jedes ¢ > 0 und jedes x € R™ ist (®*dp)(z,t) = ®(x,t) > 0.
Das bedeutet, daff sogar an sehr weit entfernten Punkten im Raum die Wirmeleitung
instantan zu beobachten ist. Insbesondere ist die Warmeleitungsgleichung nicht mit der
Relativitatstheorie kompatibel.

Zweitens bemerken wir eine instantane Regularisierung: Wie wir gezeigt haben, wird
eine Losung der Warmeleitungsgleichung, selbst wenn sie nur von stetigen Anfangsdaten
(oder sogar von dp!) ausgeht, fiir alle ¢ > 0 C*°-glatt sein. Die Warmeleitungsgleichung
wirkt also regularisierend. Auch dies stellt einen Gegensatz zur Wellengleichung dar.

Damit verwandt ist die Beobachtung, daf die Warmeleitungsgleichung — wieder im
Gegensatz zur Wellengleichung — nicht reversibel ist: Ist u eine Losung, so ist (z,t) —
u(z,-t) keine Losung mehr. Physikalisch 18t sich dies mit dem zweiten Hauptsatz der
Thermodynamik begriinden: Die (physikalische) Entropie nimmt im Laufe der Zeit zu,
d.h. die Wérmeverteilung wird immer diffuser; anders gesagt: Wirme breitet sich aus,
anstatt an einem Ort zu konzentrieren.

3.3.2. Die Wirmeleitungsgleichung auf beschrinkten Gebieten. Sei wieder
Q) c R" offen und beschrinkt. Um ein Maximumsprinzip fiir die Warmeleitungsgleichung
zu formulieren, miissen wir den Begriff des parabolischen Randes einfithren: Schreibe dazu
zunéchst fiir eine Zeit T'> 0

Qr=Qx (0,71,
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dann ist der Abschluk von Qp in R"*! gegeben durch Q7 = Q x [0,7], und wir setzen
8* QT = Q_T N QT.

Aquivalent kann man auch 9*Qp = (Q x {0}) u (9Q x (0,T]) schreiben. Stellt man sich
Qp also als Zylinder vor (die t-Achse wére dann vertikal aufzutragen), so umfaft 0*Qp
also den Boden und die Seite, aber nicht den Deckel des Zylinders. Man nennt 0*Qp den
parabolischen Rand von Qrp.

SATZ 3.25 (schwaches Maximumsprinzip). Sei u : C(Qr) eine Funktion, sodaf d;u und
D?u in Qg stetig sind, und die in Qp die Wirmeleitungsgleichung

Oru—Au=0
erfiillt. Dann gilt
max u(z,t)= max u(z,t),
(z,t)eQr (z,t)€0* Qr

d.h. u nimmt sein Maximum auf dem parabolischen Rand an. Dasselbe gilt fiir das Mini-
mum.

BEwEIS. Wir behandeln nur das Maximum, da die Aussage zum Minimum durch Uber-
gang zu —u folgt. Zunéchst ist klar, daf u als stetige Funktion auf der kompakten Menge
Q7 sein Maximum annimmt.

Betrachte fiir € > 0 die Hilfsfunktion v(z,t) := u(x,t) — et, die ebenfalls stetig auf Qp
ist und deren Ableitungen ebenso die Voraussetzungen des Satzes erfiillen. Es gilt

0w —Av=-e+0u—-Au=-e<0 (3.17)

nach Voraussetzung.

Angenommen, v hétte bei (z*,t*) € Qr ein lokales Maximum. Ist ¢t* € (0,7, so gilt
also Ov(z*,t*) = 0 sowie D*v(z*,t*) <0 im Sinne der Matrix-Definitheit. Da Av(x*,t*)
die Spur von D?v(z*,t*) ist, haben wir deshalb Av(z*,t*) <0 und somit

(™, t") - Av(z*,t*) 20,
im Widerspruch zu (3.17).

Ist dagegen t* = T, so ist, da (z*,t*) lokale Maximalstelle ist, dyv(x*,t*) > 0 und
wieder Av(x*,t*) <0, also ebenfalls

Opv(x™,t") = Av(x*,t*) 20

im Widerspruch zu (3.17). Damit ist gezeigt, daf v kein lokales Maximum in Q7 besitzt
und sein globales Maximum daher auf 0*7 annimmt.
Wir haben daher (da v < u)

max_u(z,t) = max (v(z,t) +e€t)
(z,£)eQr (z,t)eQr

< max_v(z,t) + €l
(xvt)GQT

= max ov(x,t)+€eT
(x,t)eB*QT

< max u(x,t)+ €T,
(z,t)eB*QT

und da € > 0 beliebig war, folgt

max_u(x,t) < max u(z,t).
(z,t)eQr (x,t)ed*Qr

Die andere Ungleichung ist trivial. g
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BEMERKUNG 3.26. (1) Es gibt auch ein starkes Maximumsprinzip fiir die Wér-
meleitungsgleichung, analog zu Satz 3.11: Ist © offen, beschriankt und zusam-
menhéngend, und nimmt eine Losung der Warmeleitungsgleichung sein globales
Maximum in 7 an, so ist die Losung bereits konstant. Man mache sich klar,
warum das starke Maximumsprinzip stirker ist als das schwache. Zum Beweis der
starken Version beniitzt man, wie fiir harmonische Funktionen, eine Mittelwertei-
genschaft fiir die Warmeleitungsgleichung. Aus Zeitgriinden miissen wir hier auf
eine genauere Darstellung verzichten und verweisen auf |2, Abschnitt 2.3].

(2) Zur Interpretation: Man stelle sich eine metallene Kugel vor, deren Warmever-
teilung zur Zeit ¢ = 0 gegeben ist und deren Temperatur am Rand festgehalten
wird. Dann kann die Kugel im Inneren an keinem Punkt heifser sein als die ma-
ximale Temperatur zu Beginn oder als die Randtemperatur. Auch dies steht im
Zusammenhang mit dem zweiten Hauptsatz der Thermodynamik.

Sarz 3.27 (Eindeutigkeit). Seien f € C'(Qr) und g € C(0"Qr). Dann existiert hochs-
tens eine Funktion u € C(Qr) mit d;u und D?u stetig in Qp, die das Anfangs- und Rand-
wertproblem

Ou—-Au=f in Qp,
u=g auf 0"Qr

16st.

BEWEIS. Seien u,v zwei solche Losungen und w := v —v. Dann ist w eine Lésung der
Wirmeleitungsgleichung, die auf dem parabolischen Rand identisch null ist. Nach dem
Maximumsprinzip ist daher sowohl das Maximum als auch das Minimum von w auf Qp
gleich null, also ist w = 0 und somit u = v. O

Ein alternativer Beweis (unter der geringfiigig stérkeren Voraussetzung, daf d,u und
Aw auf Qp stetig sind) kommt ohne das Maximumsprinzip aus, sondern bedient sich einer
Energiemethode: Seien also wieder u,v zwei Losungen und w = u — v, und setze

1
E(t) = —/ w(z,t)?de.
2 Ja
Dann ist
d
—E(t) = / woywdx = / wAwdz = —/ |Vw|*dz <0,
dt Q Q Q

wobei wir ausgenutzt haben, dafs w die Warmeleitungsgleichung 16st und auf 9 null ist.
Da aber nach Annahme w fiir ¢ = 0 identisch null ist, gilt £(0) = 0, und da E eine monoton
fallende, offensichtlich nichtnegative Funktion mit E(0) = 0 ist, folgt E(¢) = 0 fiir alle ¢ > 0.
Dies zeigt aber, daf w =0, also u = v.
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