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Vorbemerkungen

Dies ist ein Skript zur Vorlesung iiber gewthnliche Differentialgleichungen, die ich im
Sommersemester 2020 an der Universitdt Ulm gehalten habe. Die Vorlesung richtete sich
an Studierende der mathematischen Studiengéinge typischerweise im vierten Semester, und
umfafste zwei Semesterwochenstunden.

Differentialgleichungen beschreiben Prozesse, die sich nach bestimmten Gesetzmafig-
keiten in Raum und/oder Zeit entwickeln. Dementsprechend ubiquitér sind solche Glei-
chungen in allen Bereichen der quantitativen Wissenschaft: Praktisch alle fundamenta-
len Gesetze der Physik kénnen als Differentialgleichung formuliert werden (zweites NEW-
TONsches Gesetz, MAXWELL-Gleichungen, EINSTEINsche Feldgleichungen, SCHRODINGER-
Gleichung, KLEIN-GORDON, BOLTZMANN, etc.). Dariiber hinaus verwendet man Diffe-
rentialgleichungen in der Biologie (Populationsdynamik, Zellwachstum), der Finanzwis-
senschaft (BLACK-SCHOLES-Gleichung), der Modellierung von Waldbrénden und gar von
zwischenmenschlichen Beziehungen (kein Scherz: siehe [2].

Man unterscheidet zwischen gewdhnlichen und partiellen Differentialgleichungen: Ers-
tere sind Gleichungen fiir Funktionen einer, letztere fiir Funktionen mehrerer Variablen.

In dieser Vorlesung betrachten wir nur gewohnliche Differentialgleichungen. Fiir die-
se gibt es (im Gegensatz zu den partiellen) eine allgemeine und befriedigende Existenz-
und Eindeutigkeitstheorie. Die Bachelor-Vorlesung “Elemente der partiellen Differential-
gleichungen” kann parallel gehort werden.

Diese Vorlesung kniipft an die Grundvorlesungen Analysis und Lineare Algebra an;
Kenntnisse der Maktheorie werden nicht vorausgesetzt. Die erforderlichen Kenntnisse der
Analysis kénnen, falls notig, in [3] aufgefrischt werden. Als begleitendes Lehrbuch empfehle
ich [1].
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KAPITEL 1

Elementare Losungsmethoden

Zunichst definieren wir, was man unter einer gewohnlichen Differentialgleichung (ODE)"
versteht. Im wesentlichen handelt es sich um eine Gleichung, die eine Funktion einer Va-
riablen mit ihren Ableitungen in Beziehung setzt. Man kann auch Systeme mehrerer Glei-
chungen fiir mehrere Funktionen (und deren Ableitungen) betrachten. Die gesuchten Lo-
sungen sind dementsprechend Funktionen (und nicht, wie bei algebraischen Gleichungen,
Zahlen). Um ein Gefiihl fiir ODEs fiir bekommen, betrachten wir mehrere konkrete Beispie-
le, anhand derer wir typische Losungsmethoden (Separation der Variablen, integrierender
Faktor, Exponentialansatz) entwickeln. Man beachte allerdings, daf man im .echten Le-
ben“ die meisten ODEs nicht durch Angabe einer expliziten Formel lésen kann (ebenso
wie man oft fiir Integrale keine Losung in geschlossener Form hinschreiben kann). Haupt-
ziel dieser Vorlesung ist demnach nicht die Ausarbeitung von Rechenmethoden, sondern
die Entwicklung einer allgemeinen Theorie von ODEs, selbst wenn deren Losungen keine
explizite Darstellung in geschlossener Form besitzen.

1.1. Definition

Gegeben eine ODE, so will man eine Funktion I — R™ finden, die die Gleichung 16st
(I c R ist ein Intervall). Fiir die Bezeichnung dieser gesuchten Funktion gibt es, je nach
Kontext, unterschiedliche Konventionen; zwei gebriuchliche Notationen sind y = y(x),
eine andere = = x(t). Wir verwenden haufig letztere, d.h. die (potenzielle) Losung einer
Differentialgleichung wird typischerweise mit z bezeichnet und ist eine Funktion von t.
Diese fiir Sie vielleicht ungewohnte Notation stammt aus der Physik, in der die Variable
t als Zeit interpretiert wird. In der Physik schreibt man fiir die Ableitung von x nach ¢
meist @(t) statt 2/ (¢). Wir bleiben bei 2/(¢) und schreiben (™ fiir die n-te Ableitung. Per
Konvention ist die nullte Ableitung der Funktion x einfach x selbst.

DEFINITION 1.1 (gewohnliche Differentialgleichung). Eine gewdhnliche Differentialglei-
chung ist ein Ausdruck der Form

2™ = f (t,:z:,a:', e ,z(”_l)) , (1.1)

wobei f: — R™ stetig ist auf dem offenen Definitionsbereich Q c R1*7™,
Eine Lisung dieser Gleichung auf einem Intervall I c R ist eine n-mal stetig differen-
zierbare Funktion x : I - R™, fiir die gilt

(t,z(t),z'(t),..., " D) eQ Viel
und

2 (1) = £ (t2(0), 7' (1), ..., 2" D)) Vel (1.2)

Wir nennen die Funktion f die rechte Seite der Gleichung und n € N ihre Ordnung.
Meist betrachtet man ein Anfangswertproblem, d.h. man sucht eine Lésung, die zusétz-
lich die n Anfangsbedingungen

.’E(to) — 1,0’ .’L”(to) _ .1‘1, o x(n—l)(t()) _ xn—l

yon engl. ordinary differential equation.
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erfiillt fiir vorgegebene (t9,2°, 2,... 2" 1) e Q.

1.2. Beispiele und Lésungsmethoden

BEISPIEL 1.2. Fir n = m =1, Q = Rx R, f(t,z) = x erhalten wir die Gleichung
x' = z. Aus Analysis I wissen wir, daf das Anfangswertproblem mit t° = 0 und z° = 1
die eindeutige Losung z(t) = exp(t) hat. Allgemein erhalten wir 2°exp(t) als Losung der
Anfangswertaufgabe mit Anfangsdatum .

BEISPIEL 1.3. Fiirn=m =1, Q = RxR, f(t,2) = 22 erhilt man die Differentialgleichung
ZC/ _ .CC2
Um eine Losung des Anfangswertproblems mit t° = 0 und 2" > 0 zu erhalten, bedienen wir
uns der folgenden Heuristik?: Wir schreiben

dx
_ = x27
dt
multiplizieren mit z—é, und erhalten so
dx
— =dt,
72

und integrieren links von 2° bis z(¢) und rechts von 0 bis ¢:

1 z(t)
- = t’
T |20
also
0
T

Selbstverstéindlich konstituiert diese Jonglage mit den infinitesimalen Grofen dx und dt
kein sauberes mathematisches Argument?®, aber das braucht uns hier ausnahmsweise nicht
zu scheren: Wir kénnen durch Ableiten einfach direkt verifizieren, daf (1.3) tatsichlich das
Anfangswertproblem 16st. In der Tat,

LEO $02
0= 5 (1) g =0

-20t )  (1-29t)2

und 2(0) = 2.

Beachte allerdings, daf (1.3) nur bis zur Zeit x% definiert ist. Wir ziehen daraus die
wichtige Schlukfolgerung, daf das Intervall, auf dem die Lisung existiert, endlich sein kann
— selbst dann, wenn die rechte Seite fiir alle ¢ existiert! (Im vorliegenden Beispiel ist f nicht
einmal explizit von ¢ abhingig.)

BEISPIEL 1.4 (Trennung der Variablen). Im vorigen Beispiel haben wir z und dz auf
eine Seite und ¢ und dt auf die andere Seite der Gleichung gebracht und dann jeweils in-
tegriert. Diese Technik heilt Trennung der Variablen (oder Separation) und funktioniert
allgemein fiir Gleichungen erster Ordnung, deren rechte Seite als f(t,z) = g(t)h(x) fakto-
risiert. Aus

a’ = g(t)h(z)

erhalten wir namlich

dx
(z) = g(t)dt,

2Heuristik: nicht streng gerechtfertigtes Verfahren, von dem man sich dennoch die Lésung eines Pro-
blems erhoftt.

3Mithilfe der Kettenregel 14ft sich aus dieser Vorgehensweise dann allerdings doch ein mathematisch
valides Argument machen, was den Lesenden zur Ubung empfohlen sei.
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und sofern % und g integrierbar sind, ergibt sich

/x:(t) hc(li) = /t:g(s)ds.

Die Validitét dieser Formel kann wieder mittels Kettenregel verifiziert werden. Gelingt die
Integration in geschlossener Form, so ergibt sich daraus eine explizite Losungsformel fiir

x(t).

BeispiEL 1.5 (Nichteindeutigkeit). Sei weiterhin n = m = 1 und setze f(z) = /z,
t9 =0, 20 = 0. Offensichtlich ist = = 0 eine Losung des Anfangswertproblems. Trennung der
Variablen ergibt allerdings

xz(t)
/ e P = t,
0

also z(t) = %. Durch Ableiten erkennt man, daf % tatsdchlich eine weitere Losung ist.
Wir sehen also, dak dieselbe Anfangswertaufgabe unterschiedliche Lisungen haben kann!
Im néchsten Abschnitt werden wir eine hinreichende Bedingung an f fiir die Eindeutigkeit
des Anfangswertproblems kennenlernen.

BEISPIEL 1.6. Wir l6sen die Differentialgleichung
, 2z
x =—,
t
indem wir sie mit ¢+~ multiplizieren. Dann n#mlich erhalten wir
02 g 2r a't-22 2P -2at [z
= B V]

nach Quotientenregel, also folgt x/t> = const bzw. z(t) = Ct2.
Diese Herleitung ist von begrenztem Nutzen, solange unklar bleibt, wie man auf die
Multiplikation mit ¢~ kommt. Dies wird im folgenden Beispiel erklirt:

BEISPIEL 1.7 (integrierender Faktor). Wir verallgemeinern das vorhergehende Beispiel,
indem wir Gleichungen der Form

2+ p(t)a = q(t)

mit einer Anfangsbedingung x(t°) = 2° untersuchen. Setzen wir

m(t) := exp (/t:p(s)ds)

als sogenannten integrierenden Faktor und multiplizieren die Gleichung mit m durch, so
folgt mit Produktregel

q(t)m(t) = 2’ (E)m(t) + x(t)m/(t) = (ma)'(t)
und nach Integration
m(t)z(t) = m(t°)z® + /to q(s)m(s)ds.

Division durch m(t) liefert schlieflich eine Losungsformel fiir z(¢).
In Beispiel 1.6 war p(t) = =2t™!, ¢ = 0, und man sieht leicht

exp ( /1 t p(s)ds) 2

Beispiel 1.6 ist also ein Spezialfall (fiir t° = 1) dieser allgemeineren Situation.
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BEISPIEL 1.8 (radialsymmetrische Losungen der LAPLACE-Gleichung). Betrachte die
LAPLACE-Gleichung Af(z) =0 in R™, n > 2. Wir erinnern uns aus Analysis II, daf
n 82
Af(z):=divVf(z) =) —5().
i=1 97
Wir suchen radialsymmetrische Losungen, machen also den Ansatz f(x) = v(r) fiir r = |z|.
Dann ist (was man nachrechnen moge!)

r? - a?
3

$2
auf(x) =0/ (=, duf(e) =v"(r)=5 +0/(r)

und somit

Af(z) = liaufm () +
=1

r

n-1

v'(r).

r

Setzen wir noch u := v’, so erhalten wir die ODE v’ + "T_lu =0 und erhalten dhnlich wie in
Beispiel 1.6 (oder durch Trennung der Variablen)

u(r) = Cri ™",
Eine weitere Integration ergibt

B _|Crilogr+Cy fiirn=2,
f(@) =v(r) _{ Cr 4 Oy fiir n > 3,

rn—

wobei die Konstanten C7,Cs € R beliebig wéhlbar sind. Das Vorgehen, durch Symmetrie-
annahmen eine partielle auf eine gew6hnliche Differentialgleichung zuriickzufiihren, ist oft
sehr niitzlich.

BeispiEL 1.9 (harmonischer Oszillator). Ein Federpendel der Masse m erfahrt nach
dem HooOKEschen Gesetz bei einer Auslenkung x eine lineare Riickstellkraft F'(z) = —Dx,
wobei D > 0 die Federkonstante ist. Das zweite NEWTONsche Gesetz liefert also die ge-
wohnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung

mx" + Dz =0
bzw.
"+ Wiz =0 (1.4)

mit der Figenfrequenz wg := v/ %. Fiir lineare* Gleichungen wie die vorliegende empfiehlt
sich ein Exponentialansatz x(t) = exp(at), wobei der Parameter a € C gesucht ist. Einset-
zen in (1.4) liefert die quadratische Gleichung

o +wi =0,
also a = *iwp; es ist daher sowohl exp(iwpt) als auch exp(—iwpt) eine Losung. Da (1.4)
linear in z ist und damit die Summe zweier Losungen wieder eine Losung ist®, erhalten
wir demzufolge

x(t) = Cy exp(iwpt) + Co exp(—iwpt)
als Losungen der ODE.

Sind nun 2(0) = 2° und 2/(0) = 2! vorgegebene Anfangsdaten, so werden die komplexen
Konstanten C), Cy dergestalt bestimmt, daff die Anfangsbedingungen erfiillt sind. Fiir
z! = 0 erhalten wir in dieser Weise das lineare (algebraische) Gleichungssystem

Cy+Cy=2a"
Ci1-C=0

4Lineare ODEs behandeln wir noch gesondert in Kapitel 3.
SDiese Eigenschaft heifst Superpositionsprinzip.
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mit Losung C1 = Cs = %0 Wir 16sen das Anfangswertproblem also durch

20
x(t) = 5 (exp(iwot) + exp(—iwot)) = 2° cos(wot),

also eine Kosinusschwingung mit Amplitude z° und Frequenz wy (daher die Bezeichnung
sBigenfrequenz).

BEISPIEL 1.10 (geddmpfter harmonischer Oszillator). Fiigen wir zur Oszillatorglei-
chung (1.4) noch einen Dampfungsterm hinzu (z.B. um Reibungseffekte zu beriicksichti-
gen), so erhalten wir unter der Annahme, da die Ddmpfung proportional zur Geschwin-
digkeit ist,

"+ 22’ + Wiz =0

fiir eine Konstante A > 0. Der gleiche Ansatz wie im ungeddmpften Falle, also z(t) =
exp(at), liefert nun die quadratische Gleichung

o? +2 a+wi=0 (1.5)
mit den beiden Losungen a. = -A ++/A? —w?. Die ODE hat als Losungen daher

x(t) = Crexp(ast) + Crexp(a_t). (1.6)

Ist die Dampfung stark in dem Sinne A > w®, so sind a. beide reell und negativ, und

wir erhalten exponentiell abklingende Lésungen ohne Schwingungsverhalten.

Ist die Dampfung dagegen schwach, d.h. A < wp, so sind a. zueinander konjugiert
komplexe Zahlen mit negativem Realteil; setzen wir als Anfangsdaten 2° € R beliebig und
z! =0, resultiert die Losung’

z(t) = 2% exp(=At) cos(wat),

wobel wy = \/wi — A% € R. Der Oszillator schwingt also mit der gedimpften Frequenz
wq < wo und einer exponentiell abklingenden Amplitude.

Betrachten wir schliefslich den kritischen Fall A = wq, sodak oy = a_ = —=A. Wir erhalten
wie zuvor Losungen der Gestalt x(t) = Cpexp(=At) mit C; € C beliebig, die allerdings
nicht ausreichen, um alle Anfangswertprobleme der Form z(0) = 2° und 2’(0) = z! zu
losen (denn dafiir fehlt der zweite Parameter Co, mit dem man ,spielen® konnte). Wir
machen daher ad hoc den Ansatz x(t) = texp(=At), den wir im weiteren Verlauf der
Vorlesung systematischer erkliren werden. Einsetzen dieses Ansatzes in (1.5) zeigt unter
Beriicksichtigung von \ = wy, dak x(t) = texp(-At) die ODE 16st, und wir erhalten so eine
allgemeine Losung

z(t) = (C1 + Cat) exp(=At),

die qualitativ dem Verhalten im Kriechfall entspricht (exponentielles Abklingen ohne Os-
zillation). Wihlen wir als Angangswerte etwa 2(0) = 2%, 2/(0) = 0, so erhalten wir als
Losung nach kurzer Rechnung x(t) = 2°(1 + At)e M.

BEISPIEL 1.11 (erzwungene Schwingung). Schlieflich kénnen wir das Modell des ge-
dampften harmonischen Oszillators noch um eine externe Kraft erweitern. Wir wéhlen hier
als externe Kraft F'(t) = Aexp(iwt) und erhalten die Gleichung

A
a" + 2 2’ + wiz = — exp(iwt). (1.7)
m

6Diese Situation heifit Kriechfall.
"Bitte nachrechnen! Man erinnere sich an die Formel exp(iv) = cos(y) +isin(7).
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Als Ansatz wahlen wir z(t) = C'exp(iwt), nehmen also gewissermafen an, daf der exter-
ne Antrieb dem System seine Frequenz w vollstéindig ,aufzwingt®. Der Ansatz liefert die
Gleichung

A
C(~w? + 2idw +wd) = =,
m
also erhalten wir als Losung %Xw exp(iwt) mit der Suszeptibilitit

1
Xeo = —w? + 2w +w(2)'

Dies ist allerdings nur eine Losung von (1.7). Weitere Losungen kénnen wir durch Su-
perposition (d.h. Addition) dieser speziellen Losung mit Losungen der homogenen Glei-
chung (1.5) erhalten (wir nehmen nun A <wp an):

x(t) = exp(=At)[C1 exp(iwgt) + Caexp(—iwgt)] + éxw exp(iwt).
m

Von physikalischer Relevanz ist nur der Realteil dieser Lésung.
Aufgrund des exponentiellen Abklingverhaltens dominiert fiir groke Zeiten (nach der
FEinschwingphase) der letzte Summand, der eine Schwingung mit Amplitude

A
my/ (W — w?)2 +4\2w?
beschreibt. Eine Kurvendiskussion der Funktion w — A(w) ergibt, daf fiir kleine \ bei der
Resonanzfrequenz wyes :=+/ wg - 2)?2 ein globales Maximum vorliegt mit dem Wert
A
2mAy/w2 — A2’
der fiir kleine X\ sehr grof wird. Im Extremfall der ungedampften Schwingung (\ = 0) ist

die Resonanzfrequenz gleich der Eigenfrequenz, und die Resonanzamplitude ist unendlich.
Man bezeichnet dieses Szenario als Resonanzkatastrophe.

A
Aw) = =l -

Apes = A(Wres) =

BEISPIEL 1.12 (R&uber-Beute-Modell). Bisher war stets m = 1, d.h. wir haben skala-
re Differentialgleichungen studiert. Wir betrachten nun ein System von zwei gekoppelten
Gleichungen: Wir nehmen n =1, m =2, f(x,y) = (z(a - By),y(dx — 7)) fiir positive reelle
Parameter «, 3,7, d, sodaf das resultierende Gleichungssystem

' =z(a - By),

y' =y(0z —7)
lautet. Es handelt sich hier wegen der Terme zy um ein nichtlineares System. Die Glei-
chungen (1.8) sind eines der einfachsten nichttrivialen Modelle der Populationsdynamik; sie
heifen Lotka-Volterra-Gleichungen oder auch Rduber-Beute-Modell. Letztere Bezeichnung
motiviert sich aus der folgenden Interpretation: Ein Okosystem werde von zwei Populatio-
nen der Grofe x bzw. y bevilkert, wobei sich die Beutepopulation x von einer unbegrenzt
verfiigharen Pflanze und die Rduberpopulation y ausschlieklich von Mitgliedern der Beute-
population erndhrt. Dann modelliert (1.8) die zeitliche Entwicklung der beiden Populati-
onsgrofen. Hierbei ist a die Reproduktionsrate der Beutetiere in Abwesenheit der Réuber,
B proportional zur mittleren Hiufigkeit, mit der ein gegebenes Beutetier auf einen Riuber
trifft, § proportional zur mittleren Haufigkeit, mit der ein gegebenes Raubtier auf Beute
trifft, und v die Sterberate der Raubtiere in Abwesenheit von Beute.

Das Réuber-Beute-Modell kann im allgemeinen nicht explizit gelost werden, aber wir
kénnen zumindest nach Gleichgewichtszustinden suchen, also nach konstanten Losungen,
bei denen z’ = y’ = 0: Dies ist offenbar genau dann der Fall, wenn (x,y) = (0,0) oder

(1.8)

(z,y) = (%, %) Zwei weitere Losungen, die man leicht findet, beschreiben die Situation,
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da® eine der beiden Populationen gar nicht vorhanden ist: (z(t),y(t)) = (2% exp(at),0)
wnd (2(8), y(2)) = (0,50 exp(-t)).

BEISPIEL 1.13 (SIR-Modell der Epidemiologie). Betrachte aus aktuellem Anlaf das
nichtlineare System dreier gekoppelter ODEs

S'=-B8SI,
I'=BSI-~I, (1.9)
R =~I.

Hierbei sind die positiven Zahlen 5 und v gegebene Parameter und S, I, R die gesuchten
Funktionen. Beachten wir zuerst, daf S’ + I’ + R’ = 0 gilt, so erkennen wir N := S+ I+ R
als konstant.

Die Interpretation lautet wie folgt: N ist die Gesamtpopulation, S die Zahl der Indivi-
duen, die noch gesund sind, aber infiziert werden kénnten, I die Zahl der aktuell Infizierten,
und R die Zahl der (nunmehr immunen) Genesenen. Die Parameter 5 und vy beschreiben die
Infektions- bzw. Genesungsrate. Die erste Gleichung besagt also, daf die gesunde Populati-
on mit einer Rate abnimmt, die proportional zu den Begegnungen gesunder und Infizierter
Individuen (also zu ST) ist. Der Parameter § gibt also an, wie wahrscheinlich eine Infektion
durch eine solche Begegnung ist. Die zweite Gleichung beschreibt, daf dementsprechend
die Anzahl der Erkrankten wichst (erster Term auf der rechten Seite), aber auch durch
Genesung zuriickgeht (zweiter Term). Der Parameter v gibt also an, welcher Anteil der
Erkrankten wéhrend einer Zeiteinheit genest. Entsprechend nimmt die Zahl der immunen
Individuen zu (dritte Gleichung).

Das Modell bildet die Realitét natiirlich in vieler Weise stark vereinfacht ab: So wird an-
genommen, dafs ein einmal genesenes Individuum immun bleibt; vor allem aber wird ange-
nommen, dat Geburten- und Sterberate der Population (aufgrund des Infektionsgeschehens
oder aus anderen Ursachen) gegeniiber der Infektions- und Genesungsrate vernachléssig-
bar gering sind, sodaf wirend des epidemiologischen Geschehens die Gesamtbevolkerung
anndhernd konstant bleibt. Diese Modellannahme ist natiirlich bei Epidemien mit vielen
Erkrankten und hoher Letalitdt ungeeignet. Auferdem kénnten sich durch Mutation des
Krankheitserregers die Parameter § und « mit der Zeit verdndern, das Infektionsgeschehen
konnte von raumlicher Struktur abhdngen (hohe vs. niedrige Populationsdichte) etc. etc.

Zur Analyse dieses Modells dividieren wir jedenfalls die erste durch die dritte Gleichung
und schreiben 6 := g Wir erhalten so, nach etwas Umstellen,

S’ p
g = OR'.

Integrieren wir beide Seiten in der Zeit von 0 bis ¢, folgt
log S(¢) = log S(0) - O(R(t) - R(0)),
also nach Exponentieren
S(t) =S(0)exp (-0(R(t) — R(0))). (1.10)

Betrachten wir nun heuristisch die Langzeitasymptotik des Modells, also das Verhalten
fiir t > oo. Aus der zweiten Gleichung erkennt man, dak die Zahl I(t) der Infizierten
exponentiell mit der Zeit abklingt, insbesondere I, := limy oo I(t) = 0. Aus N = Seo + [oo +
R und (1.10) folgt daher

Reo=N-Se=N-5(0)exp(-0(Re — R(0))) < N.

Die Epidemie endet also (im Falle S(0) > 0) nicht erst dann, wenn alle Individuen zunéchst
erkrankt und anschliefend immun geworden sind, sondern bereits frither, sodaf ein gewisser
Anteil der Population von der Epidemie verschont bleibt.
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Eine weitere Beobachtung betriftt den Beginn der Epidemie: Die zweite Gleichung kann
geschrieben werden als

I'=~I(0S(t)-1),
also insbesondere
I'(0) =4I (6S(0) - 1).
Es folgt: Ist 6 > %, so ist I'(0) > 0, also wichst die Zahl der Infizierten. Ist dagegen

0 < ﬁ, bricht die Epidemie gar nicht erst aus. Das Verhiltnis der Parameter 5 und
bestimmt also entscheidend den Verlauf der Epidemie. Je priziser man diese Parameter also
schétzen kann, desto zuverléssiger ist die Vorhersage des Modells iiber die epidemiologische
Gefahr der Infektion.

Auch wenn, wie erldutert, dieses Modell stark unterkomplex fiir die meisten realen
Situationen ist, zeigt es doch, dafs mathematische Methoden in der Epidemiologie hilfreich
sein konnen. In der Tat werden elaboriertere Versionen des hier vorgestellten Modells (das
von KERMACK-MCKENDRICK entwickelt wurde) bis heute in der Epidemiologie verwendet.



KAPITEL 2

Existenz- und Eindeutigkeitstheorie

Wir lernen hier zwei Resultate kennen, die nicht nur zeigen, daf eine gewohnliche Dif-
ferentialgleichung unter sehr allgemeinen Voraussetzungen eine Losung besitzt, sondern
auch, wie man diese Losungen ndherungsweise berechnen kann. Es stellt sich heraus, daf
zwei gleichermafien naheliegende, aber sehr unterschiedliche Algorithmen zu Lésungen der
Gleichung fiithren: das EULERsche Polygonzugverfahren sowie die PICARD-Iteration. Zu
Fragen der Fehlerabschédtzung, der algorithmischen Implementierung etc. sei auf Vorlesun-
gen der Numerik verwiesen. Zunéchst aber treffen wir einige Vorbereitungen: Zum einen
miissen wir iiber Vollstdndigkeit und Kompaktheit in Radumen stetiger Funktionen nach-
denken. Zum anderen fiihren wir das Studium von ODEs beliebiger Ordnung auf dasjenige
von ODEs erster Ordnung zuriick.

2.1. Vollstindigkeit und Kompaktheit von Riumen stetiger Funktionen

Sei I c R ein Intervall und bezeichne mit BC'(I;R™) den Raum der beschrinkten steti-
gen Funktionen I — R™. Die gleichmifige Konvergenz lafst sich auf BC'(I; R™) als die Kon-
vergenz beziiglich der Supremumsnorm || - |+ interpretieren, das heift: Eine Folge (zx)ken
von Funktionen in BC'(I;R™) konvergiert genau dann gleichmébig gegen x € BC(I;R™),
wenn gilt

|2k = 2o = Su?|$k:(t) —x(t)] >0
te

mit k - oo. Da gleichmifige Limites beschrinkter stetiger Funktionen wieder beschrénkt
und stetig sind [3, Satz 5.31], ist BC'(I; R™) abgeschlossen beziiglich | -||oo. Um spéter den
Fixpunktsatz von BANACH [3, Satz 6.34] anwenden zu diirfen, zeigen wir die Vollstandigkeit
dieses Raums:

Sarz 2.1 (Vollstandigkeit von BC(I;R™)). Jede CAaucHYfolge in (BC(I;R™); |+ o)
ist konvergent. Der Raum (BC(I;R™); | - |lo) ist also ein vollstdndiger metrischer Raum.

BEWEIS. Sei (x)keny € BC(I;R™) CAaucHY. Nach Voraussetzung gibt es also zu jedem
€>0ein N € N, sodak fiir alle k,1 > N gilt |z —2;] < €. Insbesondere gilt dies punktweise,
d.h. fiir jedes t € I gilt |zi(z) — z;(z)| < e. Da R™ vollsténdig ist, folgt die punktweise
Konvergenz xy(t) - x(t) fiir eine Abbildung = : I - R™. Wir zeigen, daf diese Konvergenz
sogar gleichméfig ist: In der Tat, fiir N wie oben und fiir alle k,1 > N gilt fiir alle t € I

|z (1) = 21(1)] < e.

Fiir festes ¢t nehmen wir den Grenzwert [ — oo, nutzen die punktweise Konvergenz lim;_, o, x;(¢) =
x(t) aus und erhalten so

T [ (8) = 24()] = [2(t) - 2 (8)| < e

Da N nicht von ¢ abhing, erhalten wir wie behauptet die gleichméfige Konvergenz xj — x.

Als gleichméfiger Limes beschrankter Funktionen ist x beschrénkt (wéhle etwa N so
grofs, daf |z—z N | < 1, dann ist nach Dreiecksungleichung | z||eo < [[2=2 N | oo+ [T N oo < 00),
und aus Satz 5.31 in [3] folgt die Stetigkeit von z. O

KoOROLLAR 2.2. Ist I ein kompaktes Intervall, so ist der Raum der stetigen Funktionen
(C(L;R™); | - o) vollstéandig.

12
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BEWEIS. Aus Analysis [ wissen wir, daf eine stetige Funktion auf einem Kompaktum
beschrankt ist. Daher ist in diesem Fall C'([;R™) = BC(I;R™), und wir kénnen Satz 2.1
anwenden. g

BEMERKUNG 2.3. Satz 2.1 und Korollar 2.2 bleiben — mit unverdnderten Beweisen! —
richtig, wenn man I durch einen beliebigen metrischen Raum (der fiir Korollar 2.2 kom-
pakt angenommen wird) und R™ durch einen beliebigen BANACHraum (also vollstindigen
normierten Raum) ersetzt. Dies gilt auch fiir den nun folgenden Satz von ARZELA-ASCOLL.

Eine Funktionenfolge in BC'(I; R™) heifst gleichmdfig beschrankt, wenn sie als Folge in
(BC(L;R™); | - |s) beschrinkt ist, d.h. wenn

sup || [ oo < o0.
keN
In der Analysis haben Sie den Begriff der Kompaktheit kennengelernt und gezeigt, daf

er (in metrischen Radumen) dquivalent zur Folgenkompaktheit ist. Folgendes Beispiel zeigt,
daf BC'(I;R™) mit der Supremumsnorm im allgemeinen nicht kompakt ist: Fiir I = [0, 1]
ist durch zy(t) = sin(kt) eine beschrinkte Folge in BC'(I;R™) gegeben, fiir die allerdings
keine Teilfolge gleichméfig konvergiert (Ubung). Man benétigt fiir die Kompaktheit noch
ein weiteres Kriterium:

DEFINITION 2.4. Sei I c R ein Intervall. Eine Folge (zy)geny von Funktionen I — R™
heist gleichgradig stetig, wenn es fiir jedes € > 0 ein & > 0 gibt, sodaf fiir alle k € N und alle
s,t eI mit |s—t| <9 gilt:

|z (s) — xp(t)] < e.

Hier ist die Reihenfolge der Quantoren von entscheidender Bedeutung: Das § hingt
nicht von k und von s,t ab! Man sieht leicht, dafs jedes Glied xj, einer gleichgradig stetigen
Funktionenfolge gleichmifig stetig ist.

Der beriihmte Kompaktheitssatz von ARZELA-ASCOLI kann nun wie folgt formuliert
werden:

SaTz 2.5 (ARZELA-AscoLr). Sei I = [a,b] ¢ R ein kompaktes Intervall mit a < b.
Sei (zp)geny € BC(I;R™) eine gleichmikig beschrinkte gleichgradig stetige Folge. Dann
existiert eine gleichméfig konvergente Teilfolge (x, )en-

BEWEIS. Schritt 1. Wir zeigen zunéchst die Existenz einer Teilfolge, die punktweise auf
Qn [a,b] konvergiert. Sei dazu (fq)aen €ine Abzdhlung von Q n[a,b]. Dann ist aufgrund
der gleichméfigen Beschrinktheit (x(t1))gen eine beschrénkte Folge in R™, die nach dem

Satz von BOLZANO-WEIERSTRASS eine konvergente Teilfolge (xk(l)(tl)) besitzt.
J jeN

Betrachte als néchstes die Folge (xk(l)(tg)) . Auch diese besitzt nach dem Satz von
J jeN

BOLZANO-WEIERSTRASS eine konvergente Teilfolge (:ck(z) (tg)) . Beachte, dak aber auch
J jeN
(.Tk@)(tl)) — als Teilfolge von (mk(l)(tl)) — konvergiert!
J jeN J jeN
Die Wiederholung dieser Auswahl von Teilfolgen fiir ¢1,ts, ... liefert fiir jedes i € N eine
Folge (mk(i)) mit den folgenden beiden Eigenschaften:
J

jeN

J J

(1) (azk(i)) ist eine Teilfolge von (.'Ijk(i—l)) ;
jeN ] jeN

IDer Satz stammt aus dem spaten 19. Jahrhundert und kann als Prototyp eines Kompaktheitssatzes
in Funktionenrdumen angesehen werden, auf dem z.B. die Sdtze von RELLICH und AUBIN-LIONS beruhen.
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(2) (:ck(i)(ta)) konvergiert fiir jedes av=1,..., 1.
J jeN
Definiere nun die sogenannte Diagonalfolge durch

y](t) = xk(j)(t)7 ] € N7 te [CL?b]'
J

Dann ist (y;) eine Teilfolge der urspriinglichen Folge (z1), und (y;) ist punktweise kon-
vergent auf QN [a,b]: In der Tat, fiir jedes t,, aus unserer Abzidhlung von Qn [a,b] ist die
Folge

(yj(ta))jen = (xk;j)(ta))jeN

ab dem Index j = a eine Teilfolge der konvergenten Folge (z,(a)(ta))jen, Was aus den
i

Eigenschaften 1) und 2) folgt.
Schritt 2. Wir zeigen nun, dak die Folge (y;) sogar gleichméfig auf ganz [a,b] konver-
giert. Sei dazu € > 0 und wihle § > 0 so, dak aus |t — s| < § folgt

ly; () -y (s)] < § fiir alle j € N; (2.1)

dies ist aufgrund der Voraussetzung der gleichgradigen Stetigkeit mdglich.

Sei a =s9<81<...<8y =b eine Zerlegung mit s; —s;_1 < firalle¢=1,..., M, und
withle fiir jedes i = 1,..., M einen Punkt #; € (s;_1, ;) N Q. Da y;(#;) fiir jedes i =1,..., M
konvergiert und es nur endlich viele solcher #; gibt, kénnen wir .J € N so grof wihlen, daf

ly; () - ()] < % fiir alle = 1,..., M und alle j,1 > J. (2.2)

Sei schlieRlich ¢ € [c~z, b], dann ist ¢ in einem der Intervalle [s;-1, s;] enthalten, und dement-
sprechend gilt |t —¢;| < §. Deshalb ist fiir j,0 > J

ly; (1) = (O] < Ly (£) =y )]+ s (8) = (@) + i (L) — ()] < e
wegen (2.1) und (2.2). Da dies fiir alle ¢ € [a, b] gilt, ist sogar |y; -1« < €, also ist die Folge
(y;) CAUCHY beziiglich | - |. Die gleichméfige Konvergenz folgt nun mit Satz 2.1. [

BEMERKUNG 2.6. Es ist nicht schwer zu zeigen (z.B. mit dem Mittelwertsatz der Dif-
ferentialrechnung), dal eine Folge differenzierbarer Funktionen gleichgradig stetig ist, so-
fern suppey |2} |00 < 0. Ein Spezialfall des Satzes von ARZELA-ASCOLI lautet somit: Eine
Funktionenfolge () ¢ C*([a,b]; R™) besitzt eine gleichmifig konvergente Teilfolge, wenn
sowohl (z) als auch () gleichméfig beschrankt sind.

2.2. Reduktion auf Systeme erster Ordnung
Betrachte erneut die Oszillatorgleichung (1.4)
z" + ng =0.
Mit der neuen Variablen y := 2’ ist dies dquivalent zu den beiden Gleichungen
a’ =y,
y = —wiz.

Wir haben also die urspriingliche Gleichung zweiter Ordnung in ein dquivalentes System
zweier Gleichungen erster Ordnung umgeformt.

Dies geht auch allgemein: Seien ¢ RM*™ und f: Q - R™ stetig und = : I - R™ eine
Losung der Differentialgleichung

(™ = f (t,x,x', e ,x(”_l)) , (2.3)
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dann ist (z1,x9,...,2y) = (z,2/,... ,x(”_l)) : I - R™ eine Losung des Systems
T = T9
xh =13
(2.4)
Tp_y = Tn
xn = f(t,my,. .., 1)
Ist umgekehrt eine Losung (x1,9,...,x,) : I = R™ von (2.4) gegeben, so ist z1 eine

Lésung von (2.3).

Wir kénnen also jedes System von m Gleichungen n-ter Ordnung in ein dquivalentes
System von nm Gleichungen erster Ordnung umformen. Dies hat den grofen Vorteil, daf
wir bei den folgenden theoretischen Studien nur Differentialgleichungen erster Ordnung
betrachten miissen.

2.3. Das EULER-Verfahren und der Satz von PEANO

Eine Veranschaulichung gewohnlicher Differentialgleichungen der Form ' = f(t,z) ge-
lingt im Falle m =1 folgendermafien: Im ¢-z-Koordinatensystem betrachte man das Vektor-
feld F(t,z) := (1, f(t,2)); der Vektor, der an den Punkt (t°,2°) angeheftet wird, hat also
Steigung f(t°,2°), und ist deshalb tangential zum Graphen einer Lésung von z’ = f(t, ),
die duch den Punkt (¢°,2°) verlduft.

Die Idee des Euler-Verfahrens liegt darin, fiir eine Zerlegung des Zeitintervalls in N
Teilintervalle eine stiickweise affine Funktion 2™ (¢) zu finden, deren Graph an jedem Stiitz-
punkt t¥ die Steigung f (¥, 2" (t*)) hat. Wir werden zeigen, da mit der Schrittweite % -0
die stiickweise affine Approximation gegen eine Losung der Differentialgleichung konver-
giert (zumindest eine Teilfolge).

Wir prizisieren dies wie folgt: Wir schreiben wie iiblich B, (z°) fiir die offene Kugel
um 2° mit Radius r (bzgl. der euklidischen Norm), also

Bp(2%) = {yeR™: [y —2°| < r}.

Sei f:Q — R™ stetig auf dem offenen Definitionsbereich Q c R™*™ (9 29) € Q, und sei
I x B,(x0) c Q fiir ein kompaktes Intervall I = [t°,T] c R und ein r > 0. Da |f]| stetig ist,
ist es auf der kompakten Menge I x B,.(2°) beschrénkt durch ein M > 0. Setze

T = min{T,tO + L},
M

dann definieren wir fiir N e N Stiitzstellen ¢, ¢!, ..., ¢t = 7 durch

k
th=t+ —(+-t%, k=0,...,N,

N
und die stiickweise affine Funktion 2V : [t°, 7] = R™ durch
M) =2, 2N () =2V (@) + (- ) F(ER, 2N (), e (0] (2:5)

fiir k=0,...N - 1. Damit 2" wohldefiniert sei, miissen wir zeigen xV(t) € B,(2°) fiir alle
te[t°,7]. In der Tat, nach Dreiecksungleichung gilt fiir ¢ € (t*, t5+1]

T_Ok . .
-7$LzyfuaxNunngAﬂT—ﬁ)gr (2.6)

N (1) - 2| <

nach Wahl von 7. Wir bemerken auferdem, daf das so definierte 2V stetig ist auf [¢°, 7].
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Da 7 von N unabhingig ist, erhalten wir so eine Folge (2V)yen stetiger Funktionen
[t°,7] = R™. Bevor wir zeigen, dak diese Folge gleichmihig gegen eine Losung des Anfangs-
wertproblems z’ = f(t,z), £(0) = 2° konvergiert, benétigen wir noch folgende Aussage, die
sofort aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung folgt:

PROPOSITION 2.7. Eine stetige Funktion x : [0,7] — R™ lést die Anfangswertaufgabe
z' = f(t,x), z(t°) = 2° genau dann, wenn

x(t):a:0+/of(s,a:(s))ds vt e[0,7].

Nach diesen Prolegomena kénnen wir unseren ersten Existenzsatz fiir gewohnliche Dif-
ferentialgleichungen beweisen:

SATZ 2.8 (PEANO?). Sei Q c RY™ offen, (t,2°) € Q, und f : Q - R™ stetig. Dann
existiert ein 7 > t° und eine Losung 2 : [t°, 7] = R™ des Anfangswertproblems

o' = f(t,x), z(t) =2

BeEwEIs. Schritt 1. Die Groken r, M und 7 seien wie in den obigen Vorbetrachtun-
gen gewithlt, ebenso die Folge stetiger (stiickweise affiner) Funktionen 2V : [t?, 7] - R™.
Nach (2.6) sind die 2V gleichmifig beschrankt, denn |2V (¢)| < |2°] + » fiir alle N € N und
alle t e [t9, 7].

Wir behaupten, dak die Folge (V) yey gleichgradig stetig ist. Seien némlich € > 0 und
0 < 57. Sind dann s, € [t9,7] mit [s—t| < 6 und N e N gegeben, so gibt es j,k€0,...,N -1
mit s € [t/,#/*1] und ¢ € [¢¥,t**1]. Ohne Einschrinkung sei k > j. Falls k = j, so gilt mit (2.5)
dann die Abschétzung

N () = 2N ()| < | £ (*, 2N (#F))|[t - 5| < M6 < M% = e.

Ist dagegen k > j, so ist s <t¢, und es gilt wiederum mit (2.5)

, k-1
|2 (8) = 2™ (s)] < [« (s) = 2™ (#)] + l_Zl ™ (') = 2™ ()] + 2N (¢F) - 2V (1))

<[F(, 2N @I - 5)

+ kf Q™ EDIET =) + 1 (@8, 2™ ()]t - )

l=j+1

<M(t-s)<M§<M-= =e.
M

Damit ist die gleichgradige Stetigkeit gezeigt. Mit dem Satz von ARZELA-ASCOLI folgt die
Existenz einer Teilfolge (2% )pen, die gleichmifig auf [t°,7] gegen eine stetige Funktion
z : [t° 7] = R™ konvergiert. Wir bezeichnen die konvergente Teilfolge (strenggenommen
inkorrekt) weiterhin mit (z™)nen.

Schritt 2. Wir zeigen, daf Z eine Losung des Anfangswertproblems ist. Seien dazu
t e[t 7] und € > 0. Wir schreiben (2.5) in der Form

e (1) =2 (1) + (¢ =) F (¢, 2 (1))

= :L,O + T]_Vto kz_:lf(tj’m]\f(tj)) i (t _ tk)f(tk,:EN(tk)), (27)
=0

wobei k so gewihlt ist, dak ¢ e (¥, tF+1].

23us dem Jahr 1890.
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Wegen der gleichmifigen Konvergenz zVV — Z konvergiert die linke Seite gegen Z(t).

Fir die rechte Seite stellen wir fest, daff aufgrund der gleichmé&fRigen Stetigkeit von f und
der gleichméRigen Konvergenz 2V — Z fiir hinreichend grokes N gilt
€

SES[E)I?T]|f(Saf(5))—f(Sal’N(S)ﬂ < m§ (2.8)

weiter erkennen wir aber den Ausdruck

0 k=1

N > F(2() + (t=t5) (27, 2(h))
=0

als RIEMANNsche Summe (3, Satz 4.27| der Funktion s = f(s,Z(s)) auf dem Intervall
[t°,t] beziiglich der Zerlegung

t0<t1<...<tk<t,

deren Feinheit mit wachsendem N gegen null strebt; wir kénnen also N so grof wahlen,
dafs

-t kz_:lf(tj () + (t=tF) (7, 2(t7)) _/tf(s 7(s))ds| < €
N % 7 7 10 ’ 2

Zusammen mit (2.8) sehen wir, dal der Betrag der Differenz zwischen der rechten Seite

von (2.7) und x0+ft% f(s,7(s))ds hochstens e ist. Lassen wir also auf beiden Seiten von (2.7)
N — o0, so erhalten wir

z(t) =2 + /tO f(s,z(s))ds,

und nach Proposition 2.7 ist Z in der Tat eine Losung der Anfangswertaufgabe.

Man beachte, dak die Lésung nicht eindeutig sein muf (s. Beispiel 1.5).

2.4. PicArD-Iteration und der Satz von PICARD-LINDELOF

Eine weitere Methode zur ndherungsweisen Losung einer Anfangswertaufgabe wird
durch Proposition 2.7 suggeriert: Geméf dieser Proposition ist eine Losung von o’ = f(¢,x),
z(t°) = 20 ein Fixpunkt der PICARD-Abbildung

x - (t - 20 +/tO f(s,x(s))ds),

und der Beweis des BANACHschen Fixpunktsatzes zeigt, daft durch Iteration dieser Abbil-
dung der eindeutige Fixpunkt angendhert wird, sofern die PiCARD-Iteration kontrahiert.
Daf dies fiir kleine Zeiten und unter bestimmten Bedingungen an f der Fall ist, zeigt der
Satz von PICARD-LINDELOF. Die relevante Bedingung an f lautet wie folgt:

DEFINITION 2.9 (L1PSCHITZ-Stetigkeit). Sei Q ¢ Q. Dann heikt f auf Q LipSCHITZ-
stetig beziiglich x, wenn es ein L > 0 gibt mit

|f(t,$)—f(t7y)|SL|§E—y| v(tax)v(tvy)eﬁ
Ein solches L heift LIPSCHITZ-Konstante fir f.

Offensichtlich ist eine LIPSCHITZ-stetige Funktion a fortiori stetig in der Variablen x
(wéhle 0 = 7).
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BrispieL 2.10. Jede stetige Funktion f: [t°, T] x B.(z0) —» R™, die beziiglich z stetig
partiell differenzierbar ist, ist LIPSCHITZ-stetig beziiglich x. Es gilt ndmlich nach dem
hoherdimensionalen Mittelwertsatz |3, Satz 7.12]:

1
F(ta2) — F(ty)] < /0 Do f (2 + 5(y — 2))ldsle —y| < Lz 4]

fiir L= | Dy flloo = max{|Da f(5,2)] (5, ) € [1°, T] x Br(a0)}.
BEISPIEL 2.11. Die Funktion f:[0,1] = R, x — /z ist nicht Lipschitz-stetig auf [0,1]:
es gibt ndmlich nach Mittelwertsatz zu jedem x € (0,1] ein &, € (0, ), sodaf
£ () = FO)] = [ (&)lz - 0],
aber f/(&;) = ﬁ, was fiir z — 0 gegen unendlich strebt.

SATZ 2.12 (PICARD-LINDELOF?). Sei Q ¢ R¥™ offen, (°,2°) € Q, und f: Q - R™
stetig und in einer Umgebung von (t°,2°) LiPsCHITZ-stetig beziiglich z. Dann existiert ein
7> 1% und genau eine Losung z : [t°, 7] = R™ des Anfangswertproblems

' = f(t,x), x(to) =Y.

BEWETS. Schritt 1. Sei [t°,T] x B.(z0) c Q eine Menge, auf der f LIPSCHITZ-stetig
ist mit LipscHITZ-Konstanter L, und sei wie zuvor M das Maximum von |f| auf dieser
(kompakten) Menge. Wir setzen

r 0 1 }
— T+ —. 2.
Y7 (2.9)

Sei X der Raum der stetigen Funktionen [t°,7] - B,(29) mit z(t°) = 2°, dann ist X

zusammen mit der Supremumsnorm nach Satz 2.1 ein vollstindiger metrischer Raum®.

Die Abbildung P: X —» X,

P(a)(t) = x0+/t0f(s,x(s))d8 fiir ¢ € [10, 7],

ist wohldefiniert und bildet tatséchlich nach X ab: Die Stetigkeit (sogar Differenzierbarkeit)
von P(z) folgt aus dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung; es gilt P(z)(t°) =
2% und fiir t € [0, 7] ist

|P(z)(t) - 2°| < /to |f(s,2(s))|ds < (1 =t )M <r

nach Wahl von 7.
Schritt 2. Wir zeigen, daf P: X — X eine Kontraktion ist. In der Tat, fiir alle z,y € X
und alle ¢ € [tY, 7] gilt wegen der LipscHITZ-Bedingung

[P(x)(t)-P(y)(t)] < /t: £ (s.2(5)) = f (5,9(5))lds < L(m~1") |2~y oo < %Hx—wa

nach Wahl von 7, and damit ist P eine Kontraktion. Nach dem BANACHschen Fixpunktsatz
existiert also ein eindeutiger Fixpunkt, d.h. eine Funktion € X mit

5(t) = P(2)(1) = 20 + /t F(s,5())ds Ve [10,7].

Nach Proposition 2.7 ist dies aber dquivalent dazu, daf T das gegebene Anfangswertpro-
blem 16st.

7 := min {T, 0+

O

3von 1890; der Satz wird manchmal (vor allem im englischsprachigen Raum) nach CAucHY und

LipscHITZ benannt.
4Man beachte dazu, daR die Bedingungen z(t°) = 2° und |z - 2% < 7 im gleichméfigen Limes
erhalten bleiben.
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BEMERKUNG 2.13. Der Satz von PEANO gilt unter schwécheren Voraussetzungen (Ste-
tigkeit von f geniigt), liefert aber auch ein schwécheres Resultat (nur Existenz, keine
Eindeutigkeit) als der Satz von PICARD-LINDELOF. In der Theorie der gewShnlichen Dif-
ferentialgleichungen ist die LiPSCHITZ-Bedingung meist erfiillt, soda® man den Satz von
P1cARD-LINDELOF verwenden kann. Gleichwohl ist der Satz von PEANO instruktiv, weil
sein Beweis zeigt, dak das EULERsche Polygonzugverfahren (bis auf eine Teilfolge) gleich-
méfkig gegen eine Losung konvergiert.

2.5. Das maximale Existenzintervall

Die im letzten Abschnitt besprochenen Existenzséitze garantieren eine (eindeutige) Lo-
sung des Anfangswertproblems bis zu irgendeiner Zeit 7 > t. Die Zeitspanne 7 — t¥ konnte
allerdings sehr kurz sein, und unsere Sétze sagen ja in keiner Weise aus, daff die Losung
nicht doch iiber einen lingeren Zeitraum existiert.

Daf die Sitze von PEANO und PICARD-LINDELOF nicht den optimalen Zeitraum der
Existenz angeben, kann man folgendermafen erkennen: Sei 7 > t° die Zeit aus dem Satz
von, sagen wir, PICARD-LINDELOF, sodak z : [t',7] — R™ die eindeutige Losung von
' = f(t,z), z(t°) = 2° auf dem Intervall [t°,7] ist. Da (7,2(7)) € Q, kénnen wir das
neue Anfangswertproblem y' = f(¢,v), y(7) = x(7) betrachten und erhalten aus PICARD-
LINDELOF eine Zeit 71 > 7 und eine Lésung y : [7,71] - R™ des Problems auf [7,71]. Es
ist leicht einzusehen, dafk

A1) = {x(t) <t<r (2.10)

y(t) r<t<7!

die eindeutig bestimmte Losung des urspriinglichen Anfangswertproblems z' = f(¢,z),
z(t°) = 20 auf dem nun vergréflerten Intervall [t°,71] ist. In dieser Weise haben wir also
unser Existenzintervall quasi ,kostenlos* erweitert. Und entsprechend kénnen wir weiterar-
gumentieren: Lésen wir nun das Anfangswertproblem mit z(7!) = z(7') (mit z aus (2.10)),
so erhalten wir eine Forsetzung der Losung auf ein noch grokeres Intervall [¢°, 72] mit

72 > 71 und immer so fort. Wir haben damit eine streng monoton wachsende Folge von

Zeiten 7' < 72 < 73 ..., bis zu denen die Losung existiert.
Folgt daraus nun, daf die Lésung auf ganz [t°, o) fortsetzbar ist? Nein, denn die Folge
(7% ) rew konnte gegen ein endliches T' < oo konvergieren. Daf dies tatsichlich vorkommen

kann, zeigt bereits Beispiel 1.3.

DEFINITION 2.14 (maximales Existenzintervall). Sei Q c RM*™ offen, (t,2%) € Q, und
f:Q - R™ stetig und auf jeder kompakten Teilmenge von 2 LiPSCHITZ-stetig beziiglich
x. Seien

T+ = sup{r > t° : Es existiert auf [t°, 7] eine Lésung von 2’ = f(t,z), z(t°) = 2°}

T :

inf{r < t°: Es existiert auf [r,t°] eine Losung von z’ = f(t,z), z(t°) = z°}.

Dann heifst (T7;T) das mazimale Ezistenzintervall des Anfangswertproblems x’ = f(¢,x),

z(t%) = V.
BEMERKUNG 2.15. (1) Das Supremum bzw. Infimum in dieser Definition wird
nicht tber die leere Menge genommen: Fiir T folgt dies sofort aus PICARD-

LINDELOF (oder auch PEANO) und fiir 7~ ebenso, sofern man die Zeitumkehrung
des Anfangswertproblems betrachtet, ndmlich das Problem

y'(t) = =f2t° - t,y(1), y(t°) =2’

Nach unserer Existenztheorie hat dieses Anfangswertproblem némlich eine Losung
bis zu einer Zeit o > t°, und man rechnet leicht nach, daf dann z(t) := y(2t° - t)
auf dem Intervall [7,°] das urspriingliche Problem ' = f(¢,2), 2(t°) = 2° erfiillt
mit 7:=2t" — 0.
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(2) Es ist durchaus moglich, daff T~ = —oco oder T" = +oo. (Siehe etwa Beispie-
le 1.2, 1.4, etc.)

(3) Auf dem maximalen Existenzintervall ist die Losung eindeutig bestimmt: Seien
namlich « und Z zwei Losungen von z’ = f(t,z), z(t°) = 2° auf (T, T"). Sei

T:=sup{se€ (tO,T+) rx(s) =x(s)}:

nach dem Eindeutigkeitsteil des Satzes von PICARD-LINDELOF wird das Infimum
iiber eine nichtleere Menge gebildet. Angenommen, 7 < T*. Da x und & in [t°, T)
stetig sind, gilt dann auch z(7) = Z(7), also 16sen beide Funktionen das gleiche
Anfangswertproblem zum Anfangszeitpunkt 7. Nach PICARD-LINDELOF ist die
Losung dieses Problems bis zu einer Zeit 71 € (7,7%) eindeutig bestimmt, sodaf
x =2 in (7,7%), im Widerspruch zur Definition von 7. Also ist 7 = T"". Analog
(mit Zeitumkehrung) zeigt man = = & auf (77, t°].

(4) Das maximale Existenzintervall ist als das offene Intervall (77, T") definiert. Es
stiinde im Widerspruch zur Definition von 7%, wenn die Losung auf ein groferes
offenes Intervall fortsetzbar wire. Wie aber sieht es mit den abgeschlossenen bzw.
halboffenen Intervallen [T-,T*], (T~,T*], [T~,T") aus? Auch auf ein solches
Intervall kann die Lésung nicht fortgesetzt werden, denn angenommen, x wére eine
Losung auf (T7,77"]; dann wiirde der Satz von PICARD-LINDELOF eine Losung
des Problems vy’ = f(t,y), y(T*) = x(T") gestatten, mit dem z bis zu einem
Zeitpunkt nach T* fortgesetzt wiirde, im Widerspruch zur Definition von T.
Analog fiir 7.

Als néchstes untersuchen wir die Frage, wie es zugehen kann, daf T* endlich ist. Es
gibt dafiir nur zwei Moglichkeiten:

PROPOSITION 2.16. Sei Q c RM™ offen, (t°,2°) € Q, und f: Q - R™ stetig und auf je-
der kompakten Teilmenge von 0 LIPSCHITZ-stetig beziiglich x. Sei x die eindeutig bestimmte
Lisung des Anfangswertproblems x' = f(t,z), x(t°) = 2°, mit mazimalem Ezistenzintervall
(T, T%). Ist T* < +o0, so gilt (mindestens) eine der beiden folgenden Aussagen:

(1) liminf, .7+ dist((¢, 2(t)); Q) = 0;
(2) limg o7+ |2(t)| = +o0.

Hierbei haben wir fir ein y € RY™ und eine Menge U c R1*™ geschrieben
dist(y; U) == inf{ly —u| :u e U}.

BEWEIS. Schritt 1. Angenommen T < oo, aber beide Aussagen trifen nicht zu. Dann
gibe es eine Folge (t)geny mit t ~ T sowie § >0, M > 0, sodaf

|z(tg)| < M fiir alle k e N (2.11)
und
Bs(ty, x(t)) c Q in RM™™ fiir alle k € N. (2.12)

Wegen (2.11) ist die Folge (tg, z(tx))reny in RM™™ beschriinkt, und es existiert nach dem Satz
von BOLZANO-WEIERSTRASS eine konvergente Teilfolge, die wir (in etwas mikbréuchlicher
Notation) immer noch mit (tx, z(tx))keny bezeichnen. Fir diese Folge gilt

tp —>1T7, x(ty) = T, (T+,.f') €, (2.13)

wobei wir fiir die letzte Aussage die Annahme (2.12) verwendet haben (wir brauchen sie,
da Q offen ist!).

Schritt 2. Wegen (2.13) existiert r > 0, sodal [T -7, T* + r] x B.(z) c Q. Wir diirfen
annehmen, dal (¢g,z(t;)) fiir alle £ € N in dieser Menge liegt (sonst verwerfen wir die
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ersten Folgenglieder). Sei L eine LipscHITZ-Konstante fiir f und I' das Maximum von f
auf dieser kompakten Menge. Fiir jedes k € N bezeichne

T 1
=mind T+t + =, t +—}.
Tk mln{ T, Uk T k Y7

Nach dem Satz von PICARD-LINDELOF (siehe insbesondere (2.9)) existiert fiir jedes k e
N eine eindeutige Losung des Anfangswertproblems y' = f(¢,y), y(tx) = z(tx) auf dem
Zeitintervall [ty, 7]

Datp » T, existiert hinreichend grofes k, soda® 7, > T, sodafs wir die Losung auf ein
Zeitintervall jenseits von T erweitert hitten. Dies steht im Widerspruch zur Maximalitét
von T7. O

BEMERKUNG 2.17. (1) Eine analoge Aussage gilt fiir 7.

(2) Die Proposition besagt: Wenn die Existenzzeit endlich ist, kommt die Lésung
dem Rand des Definitionsbereichs von f beliebig nahe, oder die Losung ist in
der Zeit unbeschréankt. Ein Beispiel fiir dieses Phinomen ist 1.3, fiir jenes 1.5.
In Beispiel 1.5 ist ndamlich der Definitionsbereich der rechten Seite 2 = R x R*,
und das Existenzintervall der Losung x(t) = % ist (0,+00). (Beachte, dal % die
Gleichung fiir ¢ < 0 nicht 16st!) Fiir ¢ \ 0 konvergiert die Losung gegen x = 0, was
auf dem Rand des Definitionsbereichs liegt.

(3) Das Szenario limy 7+ |2(t)| = co wird als blow-up bezeichnet (also als ,Explosion‘).

Die Frage, ob fiir eine gegebene Differentialgleichung ein blow-up passieren kann,

kann hochgradig nichttrivial sein®.

Nun, da wir wissen, in welcher Weise eine Losung nur fiir endliche Zeit besteht, wollen
wir ein hinreichendes Kriterium dafiir angeben, daf T = co. Zunéchst bendtigen wir dafiir
ein Resultat, das in der Analysis vielfiltige Anwendungen geniefst:

SATZ 2.18 (Lemma von GRONWALL). Sei ¢ : [t!,#2] — R stetig, und es gebe a € R,
b >0, sodak

t
o(t)<a+ b/ o(s)ds
¢l
fiir alle ¢ € [t!,#2]. Dann folgt
o(t) < aett)
fiir alle t € [t1,¢].

BEWEIS. Betrachte die stetig differenzierbare Funktion ¢ mit

o(t)=a+ b/lt o(s)ds.
¢

Nach Voraussetzung haben wir ¢ < ¢, also ergibt Differentiation von ¢

¢ =bp<bp, o(t") =a.
Sei nun ¢ (t) := ae®t) | g0 ist

Y=ty et =a.

Fiir ¢ := ¢ — 1 folgt daher
¢'<bC, ¢(t) =0

SEines der sieben Millenniumsprobleme, fiir die das Clay Mathematics Institute im Jahr 2000 ein
Preisgeld von je einer Million Dollar ausgelobt hat, besteht in der bisher ungekldrten Moglichkeit des
blow-up fiir die sogenannten NAVIER-STOKES-Gleichungen, bei denen es sich allerdings um ein System
partieller Differentialgleichungen handelt.
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und somit

~b(t—t*) o1 3 —b(t-t1) _i ~b(t-t1)
0>e ¢ be g_dt[e g].

Da aber die Funktion ¢ — e‘b(t_tl)C bei t* den Wert Null annimmt und iiberall nichtpositive
Ableitung besitzt, folgt ¢ <0 und damit ¢ <+ auf ganz [t!,t%], was zu beweisen war. [

Sa1z 2.19 (Globale Existenz bei linearer Beschriinktheit). Sei f : RM*™ — R™ stetig und
auf jeder kompakten Menge bzgl. x LiPSCHITZ-stetig. Es gebe eine Funktion C' : R - R*
dergestalt, dak C auf jedem kompakten Intervall beschrinkt ist, und sodaf

[f (¢, 2)| < C)(L+]x])
fiir alle ¢t € R und = € R™. Seien t° € R und 2 € R™ beliebig. Dann hat das Anfangswert-
problem 2’ = f(t,2), (t°) = 2" das maximale Existenzintervall (—oo, c0).

BEWEIS. Wir zeigen nur T* = +o0, da die Aussage T~ = —oo durch Zeitumkehr analog
bewiesen wird.

Nach Proposition 2.16 geniigt es zu zeigen, dal die eindeutige Losung = auf jedem
Intervall [t°, 7), auf dem sie existiert, beschrinkt ist. (Der Fall, daf sich die Lésung dem
Rand des Definitionsbereichs von f annihert, kann nicht eintreten, da wir Q = R!*™
angenommen haben.) Sei C' := sup;[0 .1 C(t). Nach Voraussetzung haben wir dann fiir

alle t e [t°,7)

(1) = x0+/t0 F(s,2(s))ds

t
0
< , d
<o+ [ (s a(o)lds
t
< |2+ C'(r - 1Y) + C"/ |z(s)|ds.
0

Aus dem GRONWALL-Lemma (mit a = [2°| + C'(7 - t°), b= C’ und ¢ = |z|) folgt nun
[2(8)] < (|2°]+ C" (7 = £°))e” T,

was auf dem Intervall [t°,7) in der Tat beschrinkt ist. O

2.6. Stetige Abhingigkeit von den Daten

Erinnern wir uns an das Epidemiemodell 1.13. In der Realitdt wird man die wichti-
gen Parameter 8 und ~, aber auch die gegenwértige Zahl I(0) der Infizierten nicht genau
bestimmen, sondern nur ungefihr schiitzen kénnen. Ahnlich verhilt es sich mit der genau-
en Position und Hérte eines Federpendels (Beispiel 1.4) und im Grunde mit allen realen
Anwendungen: Der Zustand und die Parameter eines Systems sind nie vollig exakt mefs-
bar. Damit ODEs trotzdem eine brauchbare Analyse der realen Situation liefern kénnen,
miissen wir folgendes Prinzip sicherstellen: Kleine Ungenauigkeiten in den Daten (also
Anfangsdaten und Parameter) fithren auch nur zu kleinen Abweichungen in der Losung.
Mathematisch ist dieses Prinzip nichts anderes als die Stetigkeit.

Folgender Satz zeigt, ob er sich auch recht sperrig lesen mag, genau dies:

SATZ 2.20 (Stetige Abhingigkeit). Sei Q ¢ R1*™ offen, (°,2°) € Q, und f: Q - R™
stetig und auf jeder kompakten Teilmenge von 2 LIPSCHITZ-stetig beziiglich z. Sei x
die eindeutig bestimmte Lésung des Anfangswertproblems z’ = f(t,z), x(t°) = 2°, mit
maximalem Existenzintervall (T, 7).

Sei (z9)reny © R™ eine Folge mit 2 — 2% und (fi)ken eine Folge von Funktionen
Q0 - R™, die auf jeder kompakten Teilmenge von 2 LiPSCHITZ sind und dort gleichméfig
gegen f konvergieren. Seien zj, die Lésungen des Anfangswertproblems z = fi (¢, 2(t)),
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2 (t°) = 29 mit maximalen Existenzintervallen (7, Ty). Sei schlieRlich [77,7%] ¢ (T, T")
beliebig. Dann gilt:

(1) xy ist auf [77,7"] definiert fiir hinreichend grofe k;

(2) x konvergiert auf [77,7"] gleichméRig gegen x.

Man beachte, daf (2) sinnvoll ist, da zj wegen (1) auf [77, 7] fiir hinreichend grofes
k definiert ist.

BEWEIS. Schritt 1. Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit kénnen wir annehmen t° ¢
(77,7%). Da z stetig ist, hat der Graph {(¢,z(t)):t € [77,7"]} positiven Abstand zu 0.
Fiir hinreichend kleines € > 0 ist also der kompakte ,,e-Schlauch® um diesen Graphen noch
in € enthalten, d.h.

o= {(t,y) eRY"™: te[r,7%], |y-z(t)|<e}c.

Beachte, daft ' kompakt ist. Sei nun e > 0 beliebig und hinreichend klein, damit I'c c €.
Fiir k € N setze

ti=sup{te (t°,T7) :  (s,z1(s)) €L Vse (t°,1)}).
Es ist also ¢} der Zeitpunkt, zu dem der Graph von ), die Menge I'c zuerst verlaft (falls
notig, kénnen wir durch Weglassen endlich vieler Folgenglieder sicherstellen, dak (t°,27) €
I'c fir alle k € N). Wir sind fertig, sobald wir zeigen kénnen, daf ¢; = 7" fiir ausreichend
grofes k € N (die analoge Aussage fiir 7~ folgt wie iiblich durch Zeitumkehrung). Zunéchst
kénnen wir jedenfalls festhalten, daf ¢; > %, da xj, stetig ist.
Schritt 2. Wir schitzen dazu wie folgt ab: Sei L eine LipscHITZ-Konstante fiir f auf
I'c und

N =sup{f(s,z) - fe(s,z): (s,z) e} < oo.

Beachte, daft nach Voraussetzung ni — 0 mit k - oo. Dann gilt fiir ¢ € (to,t,:)

o0) =00 =2 -l [ (5,209 - o))

<la=afl+ [ 17(a(5)) = fuls.n(s)lds
<la afl+ [ 17(a(s) = F(sns))lds
o [ 17 ans) = s s

t
<lo® |+ L [ [o(s) - a(o)lds e - 1),
t

Setzen wir nun
ay, = |2 = 2|+ (rF - 1Y),

so gilt nach Voraussetzung ar — 0 mit & — oo, und wir erhalten aus der GRONWALL-
Ungleichung (mit ¢ =[x — x|)

|z (t) — 2k (t)| < are" ) < gt

fiir alle ¢ € (£°,}).

Schritt 8. Wir kénnen daher k so grof wihlen, daf |x(t) — zx(t)| < §, insbesondere
also xy(t) € T, fiir alle t € (t°,¢}). Da I'c beschrinkt ist und positiven Abstand zu 9
besitzt, folgt aus Proposition 2.16, daf t; < T}7. Aus |z(t) — x4 (t)| < 5 folgt andererseits
|z (t;) — xk(t;)| < €, also kann der Graph von zj, die Menge I'c nur nach rechts verlassen,

und dies bedeutet gerade t; = 77, was zu beweisen war. 0
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Lineare gewohnliche Differentialgleichungen

Wir betrachten nun lineare Gleichungen bzw. Systeme von Gleichungen, fiir die die
rechte Seite f linear von z (aber nicht zwingend linear von ¢) abhéngt. Wir behandeln
dabei hauptsichlich Gleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten. Zunéchst soll es aber
allgemein um Gleichungen der Form

z'(t) = A(t)z(t) + g(t), (3.1)
gehen, wobei z : R - C™ die gesuchte Losung, A : R — C™™ eine gegebene und stetig
von t abhingige Koeflizientenmatrix, und g : R — C™ eine stetige Funktion von t ist. Man
nennt g die Inhomogenitit. Die Gleichung

x' = Ax (3.2)

wird als (die zu (3.1) gehorige) homogene Gleichung bezeichnet.

Nach Satz 2.19 existiert zu (3.1) eine (fiir gegebenes Anfangsdatum eindeutige) Losung
auf ganz R.

Zum Beispiel konnen wir die erzwungene Schwingungsgleichung (1.7) mit y := 2’ in der

Form
Z\ (0 1\(z 0
(y') T\ -w? —2)\) (y) * (% exp(iwt))

schreiben; das zugehorige homogene System ist dann die geddmpfte Schwingungsgleichung
ohne externe Kraft.
Das folgende Resultat ist einfach, aber erhellend:

SAaTZ 3.1 (algebraische Struktur des Losungsraums). Die Menge Ly, der Losungen
z : R - C™ von (3.2) ist ein m-dimensionaler Untervektorraum des Raums der stetig
differenzierbaren Funktionen R — C™. Ist x4y, : R = C™ (irgend) eine Lésung von (3.1), so
ist die Losungsmenge L;, von (3.1) ein affiner Unterraum (der Dimension m), ndmlich

Ein =Zin + Ehom = {xzn + Zhom * Thom € Ehom}~
BeEwEIs. Es ist klar, dafs mit x, y auch x +y eine Losung des homogenen Problems ist,
denn (z+y) =2’ +y' = Az + Ay = A(x +y) (Superpositionsprinzip). Ebenso ist mit = auch
Az eine Losung fiir jeden Skalar A € C. Also ist Ly ein Vektorraum.

Sei x;y, € L beliebig. Wir miissen zeigen, dab fiir jede weitere Losung yiy, gilt @i —Yin €
Lpom- Aber dies ist der Fall, denn

(Tin — Yin) = Tjy — Yin = ATin + g — AYin — 9 = A(Tin — Yin)-

Es bleibt zu zeigen, daf die Dimension von Ly, gleich m ist. Sei dazu (eq,...,ey) eine
Basis von R™, und seien x1,...,x,, jeweils die Losungen von z’ = Az mit Anfangswert
€1,...,en. Dann sind die Funktionen z1,...x,, linear unabhingig, denn aus

Mx1(t) + ..+ Apxn(t) =0 firalleteR
folgt insonderheit
0=Xz1(0) + ...+ Apzm(0) = Adjer + ... + Amem,

also A1 = ... = A\, = 0 wegen der linearen Unabhéngigkeit der ex. Damit ist gezeigt, dafk
der Losungsraum mindestens m-dimensional ist.

24
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Ist nun z irgendeine Lsung des homogenen Problems, so kann man x(0) schreiben als
Linearkombination der e; dann aber ist z genau gleich der entsprechenden Linearkombina-

tion der x, also spannen z1, ..., T, den gesamten Raum Lp,,, auf. Es folgt dim Ly, = m.
O

BEMERKUNG 3.2. In diesem Kontext werden in vielen Texten die Begriffe Fundamen-
talsystem, Fundamentalmatriz, WRONSKI-Determinante eingefiihrt. Da ich diese Konzepte
niemals als in irgendeiner Form niitzlich oder erhellend empfunden habe und wir sie im
Fortgang dieser Vorlesung nicht benotigen, verzichte ich auf ihre Besprechung. Falls Sie die-
se einfachen Begriffe doch einmal brauchen sollten, kénnen Sie sie jederzeit auf Wikipedia
oder in Ihrem favorisierten ODE-Lehrbuch nachschlagen.

Wir setzen von nun an stets voraus, dafs A # A(t) eine konstante Matrix ist.

3.1. Das homogene Problem

Bei der Untersuchung von Schwingungsgleichungen haben wir gesehen, dafs die Expo-
nentialfunktion eine wichtige Rolle spielt. Formal kdnnen wir ja, in Analogie zum skalaren
Fall (m = 1), die Lésung der homogenen Gleichung =’ = Az mit Anfangsdatum 2° € R™ als
exp((t —t°)A)z angeben. Aber wie ist die Exponentialfunktion einer Matrix definiert?

Dazu erinnern wir uns an die Matrixnorm

|A| := sup{|Az| : |x| < 1}.
Mit dieser Norm ist C"™*™ ein BANACHraum und sogar eine BANACHalgebra, das heifst
|AB|<|A||B| VA,BeC™™.
Dies folgt wegen
|AB| = sup{|ABz|: |z < 1} <sup{|Ay| : [y <[B|} = [B|sup{|Ay| : [y| < 1} = |A[| B].
Insbesondere gilt fiir Potenzen
|A%| < |AF. (3.3)
Dies ist der Schliissel zu folgender Definition:
PROPOSITION 3.3. Fiir jedes A € C"™™ ist die Exponentialreihe
) Ak
iz k!
absolut konvergent in C™.

BEWEIS. Dies folgt sofort aus (3.3), dem Majorantenkriterium, und der Konvergenz
der reellen Exponentialreihe exp(|A|). O

Man erinnere sich daran (z.B. aus der Maftheorie), daf in einem BANACHraum die
absolute Konvergenz einer Reihe bereits ihre Konvergenz impliziert.

BEISPIEL 3.4. Fiir die ungeddmpfte harmonische Oszillatorgleichung (1.4) und wg =1

1st
0 1
A=)

und man rechnet leicht nach, daf

451 _ 4 (0 1 4j+2 _ 42 _(-1 O
e (5 3) w3 )

A4j+3=—A:((1) ‘01) A4j:1=((1) (1)) jeN.
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k t2k+1

Mit den Reihenentwicklungen sin(t) = Y.72,(-1) Tk und cos(t) = N2 (~1)* (%), ergibt

sich
[ cos(t) sin(t)
exp(tA) = (—Sin(t) coS(t))a

und fiir die Anfangswerte 2(0) =1 und z'(0) = 0 erhalten wir
o _ [ cos(t)
exp(tA)z” = (—sin(t)) ,
also insbesondere z(t) = cos(t), in Ubereinstimmung mit unserer Rechnung in Beispiel 1.9.

Auch im allgemeinen erhalten wir durch Exponentiation die Losung unseres Gleichungs-
systems:

SATZ 3.5. Sei A e C™™ dann ist z: R - R™, x(t) = exp((t —t°)A)z, die eindeutige
Lésung des Anfangswertproblems

o' = Az, x(t°) = 2.

BEWEIS. Sei k€ {1,...,m}, dann ist nach Definition der Exponentialreihe
0 (t—to T8 i
[exp((t-1")A)x Z > (AN)ay,
! =1

und dies ist eine auf ganz R absolut konvergente Potenzreihe in ¢t wiederum nach dem
0G| Ald
Majorantenkriterium (mit Majorante Y72, |x0|%). Daher diirfen wir sie gliedweise
differenzieren und erhalten
d 00 t tO -1 m
lesnl(e= 007 3 G 3 aa

PR v 35 A (A !
4 G- S

= [Aexp((t ~1")A)z"]y,
und da dies fiir jede Komponente k gilt, folgt 2’ = Az fiir alle ¢ € R. Die Anfangsbedingung
ist offensichtlich ebenfalls erfiillt. Die Eindeutigkeit folgt aus der allgemeinen Theorie aus
Kapitel 2.
O

3.2. Das inhomogene Problem

Wir kehren zuriick zum inhomogenen Problem (3.1), also zum System ' = Az +g. Wir
ignorieren zunéchst die Anfangswerte und suchen nur irgendeine Losung dieser Differenti-
algleichung. Dazu multiplizieren wir die Gleichung von links mit exp(—tA):

exp(—tA)z’ —exp(-tA)Ax = exp(-tA)g.
Wir bemerken, daf die Matrix A mit der Matrix exp(~tA) kommutiert, denn jedes Glied
(~t)’ % der Exponentialreihe kommutiert mit A. Daher folgt

exp(~tA)z' — Aexp(-tA)x = exp(-tA)g.

Im Beweis von Satz 3.5 haben wir aber verifiziert, daf fiir eine Matrix B € C
% exp(tB) = Bexp(tB). ! Die Wahl B = —~A und die Produktregel liefern

(exp(~tA)zx)' = exp(-tA)g

mxXm

gilt

L Achtung: Im allgemeinen gilt nicht % exp(B(t)) B'(t) exp(B(t)). Dies ist nur dann der Fall, wenn
fiir alle ¢ die Matrix B’(t) mit B(t) kommutlert
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und daher (falls z(t%) = 0)

t
exp(-tA)z(t) = / exp(—sA)g(s)ds. (3.4)
+0
Um schlieflich nach x aufzulésen, bendtigen wir noch

PROPOSITION 3.6. Seien A, B € C"™" kommutierende Matrizen, d.h. AB = BA. Dann
gilt die Funktionalgleichung

exp(A)exp(B) =exp(A + B).
Insbesondere folgt fiir B = —-A die Invertierbarkeit von exp(A), und es gilt
exp(A)7! = exp(-A).

Kommutieren die beiden Matrizen nicht, so ist der Ausdruck fiir exp(A)exp(B) we-
sentlich komplizierter; er ist Gegenstand der BAKER-CAMPBELL-HAUSDORFF-Formel.

BEWEIS. Der Beweis geht wie in dem aus der Analysis bekannten Fall der skalaren
Exponentialfunktion: Nach dem Satz iiber das CAUCHY-Produkt gilt fiir zwei absolut kon-
vergente Reihen Y77 Ay und Y72, B;:

n=035=0

und ein kurzer Blick in den Beweis bestétigt, daf dies allgemein fiir Reihen in Ba-
NACHalgebren (wie C™ ™) gilt. Daher ist

exp(A) exp(B) = (i 21—?) (i %l)

k=0 1=0
>3
S g (n =)
o0 1 n o0
-y~ Z( )AJB" iy —(A+B)" - exp(A + B).
n=0 n/ n=0"T
Hier haben wir im vorletzten Schritt die binomische Formel (A + B)" = ¥ (?)AjB”*j
verwendet, die allerdings fiir Matrizen nur dann gilt, wenn A und B kommutieren.? ([l

Mit dieser Erkenntnis kénnen wir endlich eine Lésung der inhomogenen Differentialglei-
chung angeben: Wir brauchen dazu lediglich in (3.4) die Matrix exp(—tA) auf die andere
Seite zu bringen.

SATZ 3.7 (DUHAMEL-Prinzip). Sei A€ C™ und g: R - C™ stetig. Dann ist

t
x(t) :exp(tA)/ exp(—sA)g(s)ds
+0
eine Losung der inhomogenen Gleichung 2’ = Az + g.

KOROLLAR 3.8 (Losung des Anfangswertproblems). Die eindeutige Losung des An-
fangswertproblems

o' =Az+g, x(tY)=2° (3.5)

lautet
z(t) = exp((t — t°) A)x® + exp(tA) /to exp(—sA)g(s)ds

2Genauer gesagt gilt die Aussage des binomische Lehrsatzes fiir kommutierende Elemente A und B
eines beliebigen Ringes.
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BEwEIS. Nach Satz 3.1 ist jede Losung des inhomogenen Problems die Summe aus der
inhomogenen Losung z;,(t) = exp(tA) ft% exp(—sA)g(s)ds und einer homogenen Lisung.
Nach Satz 3.5 ist die angegebene Funktion also tatsichlich eine Losung von 2’ = Az + g,

und offensichtlich ist auch die Anfangsbedingung erfiillt.
O

3.3. Berechnung der Matrix-Exponentialfunktion

Durch die DUHAMEL-Formel ist die Losung linearer ODE auf die Berechnung der
Matrix-Exponentialfunktion zuriickgefiihrt. Diese Berechnung hinwiederum kann auf Me-
thoden der linearen Algebra reduziert werden. Wir beginnen mit dem einfachen Falle, daf
die Matrix A diagonalisierbar ist.

3.3.1. Funktionalkalkiil fiir diagonalisierbare Matrizen. Wir miissen uns in die-
sem Falle nicht auf die Exponentialfunktion beschrinken, sondern kénnen eine beliebige
Abbildung f : C — R betrachten. Wir fragen uns, welche Bedeutung der Ausdruck f(A)
haben kann, wenn A € C"™*™ diagonalisierbar ist (iiber C); zur Erinnerung: A heift diago-
nalisierbar, wenn es eine invertierbare Matrix S € C"™*" gibt mit

A= Sdiag(A1,..., Am)S7L,

wobei A,..., Ay, die m (nicht notwendig paarweise verschiedenen, womdoglich aber kom-
plexen) Eigenwerte von A sind und
A1

diag(A1,.. ., Am) =
Am

Dann definieren wir
f(A) = Sdiag(f(M), ., fF(Am)) ST

Wenn wir f = exp setzen wollen, miissen wir verfizieren, dafs in diesem Falle die eben
gegebene Definition mit der fritheren iibereinstimmt.

LEMMA 3.9. Sei A e C™™ diagonalisierbar mit
A= Sdiag(A1,..., A\m)S7L,
und definiere die Erxponentialfunktion wie in Proposition 8.8 durch exp(A) := Z,‘;‘;OA]C—?.
Dann gilt
exp(A) = Sdiag(e,...,eM)Ss

BEWEIS. Schreibe D := diag(\y, ..., \m). Unter Beachtung von (SDS™1)* = SDkS-!
ist dann

~ 00 SDksfl 00 Dk ~
exp(A) =exp(SDS™) = 3 - S(Z ?)S Y
k=0 : k=0 K

und die Behauptung folgt mit D* = diag(A\¥, ..., AF)), wie sich leicht mit Induktion nach &
beweisen lafst. g

Durch Diagonalisierung kann also die Matrix-Exponentialfunktion berechnet werden.
BEIspPiEL 3.10. Betrachte erneut die harmonische Oszillatorgleichung, fiir die A =

( 0 1). Man findet (etwa mit einem Computeralgebrasystem)

06 Y
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und fiir ¢ € R ist e** = cos(t) + isin(t), weshalb gilt

o (tA)—l i —i\[cost—isint 0 -t 1) [ cost sint
) VI 0 cost+isint |\ i 1)~ \-sint cost)’
in Ubereinstimmung mit Beispiel 3.4.

Man mag einwenden, diese Rechnung sei erheblich aufwendiger als die in 3.4. Letztere
beruhte allerdings auf der Mdglichkeit, alle Potenzen von A explizit hinzuschreiben, was
meistens allerdings nicht moglich ist.

BEMERKUNG 3.11. Die Matrix CO.St sint beschreibt eine Rotation in R? um den

—-sint cost
Winkel —t. Man zeigt leicht, dafs solche Rotationsmatrizen genau die speziellen orthogona-
len Matrizen sind, also die orthogonalen Matrizen mit positiver Determinante. (Man nennt
diese Menge SO(2).) Andererseits ist die Menge der Matrizen der Form (_Ot
die Menge skew(2) der reellen 2 x 2-antisymmetrischen Matrizen. Unsere Rechnung (bzw.
auch bereits die in Beispiel 3.4) zeigt also

SO(2) = exp(skew(2)).
In der Theorie der LIE-Gruppen besagt dies, daf skew(2) die zu SO(2) gehorige LIE-

t enau
o] &

Algebra ist. Man sagt auch, die Matrix

SO(2). Dies ist dadurch begriindet, daf
d cost sint 0 1
_— . = = A;
dt 0 —sint cost -1 0
die lineare Approximation der Rotation eines Vektors v um den Winkel —¢ in der N&he von
t =0 ist also gegeben durch R(t)v ~ v+ tAwv.
Diese Idee, eine (Lie-)Gruppe geometrischer Transformationen durch Ubergang zur

Lik-Algebra zu ,lokalisieren®, ist von grundlegender Bedeutung in der Differentialgeometrie
und der Teilchenphysik.

0 1 .o Lo
1 o] setein infinitesimaler Generator von

3.3.2. JorDANsche Normalform. Ist eine m x m-Matrix nicht diagonalisierbar, so
kann man sie immerhin in die JORDANsche Normalform bringen, also in die Form

Ay

A=S8JSt=8 4

571
Ay

fiir eine invertierbare Matrix S € C™ und ein k < m, wobei die A; sogenannte JOR-

DANDI&cke sind, also obere Dreiecksmatrizen der Form
Ajo 1

Die Rechnung aus dem Beweis von Lemma 3.9 zeigt, daf dann exp(A) = Sexp(J)S™* ist.
Das néichste Lemma zeigt, wie man eine Matrix in JORDAN-Normalform exponentiert:

LEMMA 3.12. (1) Fiir jede Blockdiagonalmatriz der Gestalt
Ay

J= A



30 3. LINEARE GEWOHNLICHE DIFFERENTIALGLEICHUNGEN

gilt:
exp(Ar)
exp(J) _ eXp(AQ)
exp(Ay)
2) Fiir einen d x d-JORDANDblock der Gestalt
(2)
A1
A1
A
S = 1
Al
A
gilt:
2 3 d-1
1t 54 =]
1t L i
2 (@-2)!
exp(t.J) = e 1t (2_3)|
1t

Bewers. (1) Wir fithren Induktion nach der Anzahl k der Blocke. Fir k = 1 ist die
Aussage trivial. Sei nun also

Ay
Ay
J= ;
Ay,
Ak+1
so konnen wir J auch schreiben als
A
J- B),
wobei
Aq
A=l ® . Bi= A,
Ay,

Ist nun A = (Aag)a,p-1,..d, und B = (By5)~.6-1,....ds, S0 erhalten wir fiir die (di +d2) x (dy +
dy)-Matrix J:

di+do Zgzll AilAlj falls Z,] < d17
(JQ)U - Z JilJlj = lel BZlBlj falls Z,j > d17
= 0 sonst.
Dies zeigt
2
J2 = (A BQ) .

In dhnlicher Weise zeigt man

o_ (A°
r=(* g
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fiir alle @ € N. Da exp als Potenzreihe definiert ist, folgt bereits

_ (exp(4)
exp(J) = ( eXp(B))'

Da nach Induktionsvoraussetzung

exp(Al)
exp(A) = exp(42) ) )

exp(Ag)
folgt die Behauptung.

(2) Wir schreiben den JORDANbDlock als J = AI + N, wobei I die d x d-Einheitsmatrix
ist und

0 1
0 1
0
1
0 1
0
Es ist nicht schwer, die Potenzen von N zu berechnen: Fiir jedes 8 € N gilt ndmlich
(NP);j=1falls j =i+ und (N);; = 0 sonst. (Die Nebendiagonale mit den Einsen wird
also um (3 — 1 nach rechts geschoben.)
Da die Einheitsmatrix mit jeder anderen Matrix kommutiert, diirfen wir zur Berech-
nung der Potenzen von J die binomische Formel heranziehen und erhalten so fiir a e N
[0
JE = (A +N)* =% (Q)A“‘BNB.
G0 \P

Daher ist (beachte Y07 Y50 = X520 Xazs)

exp(tJ) = ;} % 52:2) (g))\o‘_ﬁN’B

st N s
e (Z(oz—ﬂ)!/s!A )

B=0 a=4
St o

6=0 B! a= (a=pB)!
_ i Nﬁfet,\

o P

Da aber, wie erwihnt, N die Matrix mit lauter Einsen auf der S-ten Nebendiagonalen ist,
ist dies genau die Behauptung.

BEMERKUNG 3.13. Bei der Berechnung der Matrix-Exponentialfunktion mittels JOR-
DAN-Normalform handelt es sich um eine Verallgemeinerung der Diagonalisierungsmethode
(da die JORDAN-Normalform einer diagonalisierbaren Matrix einfach die Diagonalisierung
ist). Der vorige Abschnitt 3.3.1 hatte also eine rein didaktische Funktion.

0

Damit ist unser ,Kochrezept® zur Losung linearer Systeme von ODE (mit konstan-
ten Koeffizienten) fertig: Man nehme die DUHAMEL-Formel und berechne die auftretenden
Matrix-Exponentiale mit dem eben gezeigten Lemma (wovon Lemma 3.9 lediglich ein Spe-
zielfall ist). Zusammengefaft:
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(1) Gegeben ist ein lineares Gleichungssystem durch 2'(t) = Az+g¢(t) mit Anfangswert
z(tY) = 2° (ggf. muk man eine lineare Gleichung hoherer Ordnung zunichst wie
in Abschnitt 2.2 in diese Form bringen).

(2) Die DunAMEL-Formel (Korollar 3.8) liefert als Losung

z(t) = exp((t - t°)A)z® + exp(tA) /to exp(—sA)g(s)ds.

(3) Es ist exp(tA) zu berechnen. Bringe dazu A in JORDAN-Normalform, schreibe
also A=SJS7! wobei S invertierbar und J JORDAN ist.
(4) Es ist dann exp(tA) = Sexp(tJ)S~t.
(5) Zur Berechnung von exp(t.J) verwende Lemma 3.12: Wegen Teil (1) des Lemmas
geniigt es, jeden JORDANDlock einzeln zu exponentieren; dies wiederum geschieht
mit der Formel aus Teil (2).
Fiir jeden praktisch relevanten Fall ist die Durchfithrung dieses Rezepts mit Papier und
Bleistift natiirlich ein Grauen; man mache sich daher mit einer geeigneten Software bekannt
(sei es auch nur, indem Sie ,Jordan normal form online calculator* googeln).
Zum Abschlufs des Kapitels geben wir noch ein Beispiel.

BEISPIEL 3.14 (harmonischer Oszillator mit kritischer Ddmpfung). Wir erinnern uns
an Beispiel 1.10, in dem wir die geddmpfte harmonische Oszillatorgleichung

2"+ 20z’ +wiz =0

in ad-hoc-Manier untersucht hatten. Insonderheit hatten wir den kritischen Fall A = wy >0
betrachtet. Fiir unser Kochrezept schreiben wir die Gleichung zunéchst mit y := 2’ um als

() )(0)

0

sodaf wir also A = (_)\2

_; )\) zu untersuchen haben. Es stellt sich heraus, daf

_ _gfA 1) g
A=5JS _S(O _A)s

e A T LU
s=(305) =5 4)

Nach Lemma 3.12 ist
-t te—)\t)

e
exp(tJ) = ( 0 €_>\t.

Wihlen wir wie in Beispiel 1.10 die Anfangswerte t° = 0, 2(0) = 2°, y(0) = 0, so erhalten
wir aus Korollar 3.8 die Losung

-t Y .
(58) -owltd) (%0) - (60 tee—At ) - (:COO) _ 0N (1‘>\2);€t) ;

in Ubereinstimmung mit Beispiel 1.10.



KAPITEL 4

Stabilitatstheorie

Betrachte zur Motivation die mathematische Pendelgleichung
z" + %sinx=0, (4.1)

die die Bewegung einer an einer starren Stange der Linge [ befestigten Masse beschreibt,
die um eine fixe Achse pendelt. Es werden Reibungsverluste etc. vernachlissigt. Hier ist
g die Erdbeschleunigung und x wird als Winkel der Auslenkung interpretiert. Man denke
etwa an das Pendel einer Uhr, eine Schiffschaukel oder dhnliches. Werden nur kleine Aus-
lenkungen betrachtet, so approximiert man sinx ~ x, und erhélt damit die harmonische
Ostzillatorgleichung aus Beispiel 1.4 zuriick.

Es gibt zwei spezielle Losungen dieser ODE, die von der Zeit unabhéngig sind (soge-
nannte Gleichgewichtszustinde oder Aquilibria): x = 0 oder x = 7. (Natiirlich kann man
auch x = kr fiir beliebiges k € N nehmen.) Die erste Losung beschreibt eine konstante
Auslenkung des Pendels um null Grad; das Pendel héngt also senkrecht nach unten. Die
zweite Losung dagegen beschreibt eine konstante Auslenkung um 180 Grad, das Pendel
steht also senkrecht nach oben.

Die erste Situation ist, obzwar nicht besonders interessant, so doch durchaus gew6hn-
lich: Eine stehengebliebene Standuhr wird genau ein solches ruhendes Pendel aufweisen.
Die zweite Situation dagegen findet man in der Realitét kaum vor: Es hatte noch niemand
das Pech, in einer Schiffschaukel zu verhungern, weil diese am obersten Punkt einfach ste-
henblieb; ebenso hat es noch niemand geschafft, einen Bleistift so genau auf einem Tische
aufzustellen, dafs jener einfach senkrecht stehengeblieben wére.

Es scheint also unterschiedliche Arten von Gleichgewichtslosungen von ODE zu geben:
Die einen sind stabil, da minimale Ungenauigkeiten ihr Verhalten kaum beeinflussen (wie
die Losung = = 0 von (4.1)); die anderen instabil, weil der Ruhezustand bereits aufgrund
kleinster Storungen zusammenbricht (wie z = 7 in (4.1)); so fallt etwa der senkrecht aufge-
stellte Bleistift sofort um, weil seine Masse nicht vollstindig homogen verteilt ist, die Spitze
nicht exakt radialsymmetrisch ist, ein minimaler Luftzug herrscht, etc. Instabile Losungen
werden in der Realitdt nicht oder nur fiir sehr kurze Zeit beobachtet.

Ziel dieses letzten Kapitels ist es, diese Phinomene prizise zu beschreiben und das
grundlegende Verfahren der Stabilitdtsanalyse durch Linearisierung vorzustellen.

4.1. Autonome Systeme und Phasenportraits

Wir beschrinken uns insfort auf ODEs, deren rechte Seite nicht explizit von ¢ abhéngt,
also auf Gleichungen der Form

a'(t) = f(z(t))

fiir ein f: R™ 5 0 - R™. Man nennt solche ODEs autonom. Dann ist f nichts anderes
als ein Vektorfeld, das visualisiert werden kann, indem man an jeden Punkt x € € den
Vektor f(z) anheftet. Die Menge €2, die die mdglichen ,Zustéinde“ = des modellierten
Systems enthélt, bezeichnet man — etwas préatentiés — als Phasenraum (obschon es sich im
allgemeinen gar nicht um einen Vektorraum handelt).

Wir setzen nunmehr stets voraus, daf f auf jeder kompakten Teilmenge von 2 Lip-
SCHITZ-stetig ist, sodak fiir gegebenes Anfangsdatum x(0) = 2° eine eindeutige Losung auf

33
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dem maximalen Existenzintervall (77,7") 3 0 existiert. Die Losung kann dann als Kurve
(T7,T%) - Q, t » x(t) im Phasenraum visualisiert werden, deren Bild {x(t):te (T7,7")}
als Trajektorie' durch 2° (oder Bahn von z°) bezeichnet wird.

Die Gleichung z’ = f(z) besagt dann, dak jede Trajektorie zum Vektorfeld f tangential
verlauft. (Man sagt auch, die Trajektorien seien die zum Vektorfeld f gehorigen Integral-
kurven.) Man kann eine autonome ODE (zumindest fiir m = 2) also gleichsam geometrisch
l6sen, indem man — ausgehend vom Anfangswert — einfach dem Vektorfeld folgt, also die
Losungskurve tangential zum Vektorfeld anzeichnet. Beachte: Aufgrund der Existenz und
Eindeutigkeit fiir das Anfangswertproblem schneiden sich verschiedene Trajektorien nicht,
und die Trajektorien bilden eine Partition des Phasenraums, d.h. die disjunkte Vereinigung
aller Trajektorien ist genau (2. Wir geben sogleich Beispiele. Zunéchst aber:

DEFINITION 4.1. Eine stetig differenzierbare Funktion H :  — R heifit erstes Integral
der Gleichung =’ = f(z), wenn sie entlang jeder Traktorie konstant ist, wenn also fiir jedes
t” e R und 2° € Q gilt

CH((1) =0

fiir alle t € (T, T"), wobei z die Losung von z’ = f(x) mit Anfangswert z(t°) = 2° und
maximalem Existenzintervall (T7,T") ist.

Trivialerweise ist jede konstante Funktion ein erstes Integral (zu jeder autonomen
ODE). Interessante erste Integrale haben oftmals physikalische Bedeutung (z.B. die Ge-
samtenergie), siche das néchste Beispiel. Der Gradient eines ersten Integrals steht stets
orthogonal auf dem Vektorfeld f, denn nach Kettenregel ist

0= %H(x(t)) = VH(x(t)) - 2'(t) = VH(2(t)) - f(2(1)),

und fiir ¢ = 0 und beliebiges x° €  erhilt man so die Orthogonalitiit in jedem Punkt von
Q.

BEISPIEL 4.2. Fiir das mathematische Pendel (4.1) schreiben wir zunéchst, wie gewohnt
mit y := 2’ (Winkelgeschwindigkeit des Pendels),

() ()

Das Vektorfeld (:;) > ( g v

~9sinz ist in Abbildung 1 zu sehen, ebenso einige Trajektorien
(durchgezogen in blau). Man erkennt folgendes: Um die stabilen Gleichgewichtslosungen
(2km,0) (k € Z) bilden die Trajektorien geschlossene Kurven, die in der Néhe des Gleich-
gewichts kreisformig erscheinen (denn fiir x ~ 2k7 ist sinz ~ x — 2k7, und man erhélt
mit dieser Approximation die harmonische Oszillatorgleichung, deren Trajektorien geméis
Beispiel 3.10 tatsichlich Kreise sind). Diese Trajektorien beschreiben periodische Losun-
gen, bei denen das Pendel hin- und zuriickschwingt. Neben den geschlossenen Trajektorien
findet man auch unbeschriankte (fiir hinreichend grofes |y|); diese beschreiben eine Pen-
delbewegung mit Uberschlag: Das Pendel schwingt nicht zuriick, sondern iiberschligt sich,
sodafR sich die Auslenkung nach jedem Uberschlag um 27 erh6ht hat. Diese beiden Losungs-
typen werden voneinander gesondert durch Trajektorien, die je zwei instabile Aquilibria
der Form ((2k+1)m,0) miteinander verbinden. Eine solche kritische Trajektorie nennt man
Separatriz. Sie beschreibt die Bewegung des Pendels, wenn es genau so viel Energie hat, um
den oberen Punkt (x = (2k+1)7) zu erreichen; bei der Annéherung an die Auslenkung von
180 Grad wird das Pendel immer langsamer und erreicht daher die maximale Auslenkung
nicht in endlicher Zeit (wohl aber lim;_,o z(t) = (2k + 1)7).

1Aussprache wie ,Iphigenie®, also fiinfsilbig mit Betonung auf der dritten Silbe.
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ABBILDUNG 1. Phasenportrait des mathematischen Pendels. Quelle: [4].

Ein erstes Integral fiir die Pendelgleichung ist durch die Gesamtenergie?

1
H(I’,y) = §y2 - %COS:U7

gegeben, wie man selbst verifizieren moge.

BrispieL 4.3. In Beispiel 1.12 haben wir das Rauber-Beute-Modell
' = z(a - By),
y' =y(0z —7)
betrachtet, das die zeitliche Entwicklung einer Rduber- (y) und einer Beutepopulation (x)
beschreibt. Einige Trajektorien dieses Systems sind in Abbildung 2 zu sehen. Man erkennt,
daf die Losungen periodisch sind (Zeitevolution gegen den Uhrzeigersinn): Ein Uberschufs
an Rdubern bei kaum vorhandener Beute (oberster Punkt einer Trajektorie) fithrt zu einer
Verringerung an Raubern, woraufhin sich die Beutepopulation erholt. Die Beutepopulation
erreicht ein Maximum (ganz rechts), wihrend dadurch bereits die Rduberpopulation an-

steigt. Mit dem weiteren Anstieg der Rduberpopulation verringert sich wieder die Beute,
und alles fingt wieder von vorne an.

(4.2)

Bei (z,y) = (%, %) liegt, wie bereits in Beispiel 1.12 bemerkt, das einzige nichttrivia-

le Aquilibrium des Systems vor (in Abbildung 2 liegt dieser Punkt irgendwo innerhalb
der orangen Kurve). Startet man dort, so kommt es zu keinen Schwankungen der beiden
Populationen.

Man iiberzeuge sich davon, daf

H(x,y) :=0x -~logz + By —alogy

ein erstes Integral ist.

4.2. Stabilitit
Den im vorigen Abschnitt motivierten Begriff der Stabilitit wollen wir nun prizisieren.

DEFINITION 4.4 (Aquilibrium). Sei 2’ = f() ein autonomes System von ODEs mit
f:Q - R™ LipscHITZ auf jedem Kompaktum. Ein Punkt z* heifst Aquilibrium (oder
Gleichgewichtszustand) dieses Systems, wenn f(z*) = 0.

Offenbar ist © = 2 eine konstante Losung des Systems.

2Physikalisch gesehen ist die Energie tatsichlich gleich ml? H, wobei m die am Pendel befestigte Masse
ist.
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16 — yo=1

Yo=2
— Yo=5
— Yo=17
— Yo=10
12 A — yo=12
Yo=15

14 4

10 1

ABBILDUNG 2. Einige Trajektorien des Réuber-Beute-Modells. Quelle: [5].

DEFINITION 4.5 (Stabilitit von Aquilibria). Sei z* ein Aquilibrium von 2’ = f(x)
und bezeichne T (x(t")) die maximale Existenzzeit des Anfangswertproblems 3’ = f(y),
y(t°) = 2(¢°). Dann heikt x*

e stabil, wenn zu jedem € >0 mit B.(z*) c Q ein § > 0 existiert, sodaf
2(t%) € By(z*) = x(t) € B(z*) Vte [0, T (x(t°));

e instabil, wenn es nicht stabil ist;

e attraktiv, wenn es ein 6 > 0 gibt, sodaf 20 € Bs(2*) impliziert T+ (2°) = +00, und
(%) € Bs(z*) — tlim x(t) =x*;

o asymptotisch stabil, wenn es stabil und attraktiv ist.

Ein Aquilibrium ist also stabil, wenn eine beliebige Umgebung im Phasenraum nie-
mals verlassen wird, sofern man nur hinreichend nah bei z* startet; es ist attraktiv, wenn
hinreichend nahe bei 2* startende Evolutionen dem Aquilibrium zustreben. Stabilitit und
Attraktivitat implizieren einander nicht: Es gibt stabile Gleichgewichte, die nicht attraktiv
sind, und umgekehrt®. Zumindest fiir das erstgenannte Phinomen kennen wir bereits ein
Beispiel: In der harmonischen Oszillatorgleichung aus Beispiel 3.4 ist, wie man sich leicht
anhand der expliziten Losung iiberzeugt, das Aquilibrium (0,0) stabil, aber nicht attraktiv
(denn |(x(t),y(t))]| ist konstant in t).

Ist fiir ein zu untersuchendes System ein erstes Integral bekannt, so gibt ein einfaches
hinreichendes Kriterium fiir die Stabilitit eines Aquilibriums:

SATZ 4.6. Sei x* ein Aquilibrium von 2’ = f(z) und H ein zweimal stetig differenzier-
bares erstes Integral mit DH (z*) = 0. Ist die HESSE-Matrix D2H (2*) positiv oder negativ
definit, so ist x* stabil.

BEWEIS. Sei O.B.d.A. x* = 0 (sonst betrachte f(z + z*)) und H(z*) = 0 (sonst be-
trachte H — H(x*)).

Sei zusitzlich 0.B.d.A. D2H(0) > 0 (sonst betrachte —H). Da H zweimal stetig diffe-
renzierbar ist mit H(0) =0, DH(0) = 0 und D*H(0) > 0, so gibt es eine Umgebung B, (0)
und ein v > 0, sodak fiir alle z € B, (0) gilt: H(x) > v|z[* (vergleiche [3, Beweis von Satz
7.22]).

3Sonst briuchten wir den Begriff der asymptotischen Stabilitdt ja nicht gesondert einzufiihren.
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Sei € > 0. Da H stetig ist, existiert ein 7 > § > 0, sodak 2° € Bs(0) impliziert H(2°) <
~vmin {e, 3}2 Da H entlang jeder Losung konstant ist, folgt insbesondere H (x(t)) < (g)z
fiir alle t € [0, T*(29)).

Wiirde nun fiir irgendein 7 € (t°, 7% (2)) gelten |z (7)| = 1, so wiire auch H(x(7)) > yn?,
was wir soeben ausgeschlossen haben; es folgt daher x(t) € B,,(0) fiir alle ¢ € [t°, T*(27)).

Aus H(2°) < ve? und z(t) € B, (0) fiir alle ¢ € [t°, T* (2°)) folgt nun aber v|z(t)|* < ve?,
und daher wie behauptet |z (t)| < ¢, fiir alle ¢ € [t°, T* (z")).

g

Zur Ubung iiberzeuge man sich mit‘lr'lilfe dieses Satzes und der in den vorigen Beispielen
angegebenen ersten Integrale, daf die Aquilibria (0,0) fiir das mathematische Pendel und

(%, %) fiir das Rauber-Beute-Modell jeweils stabil sind.

4.3. Stabilitit linearer Systeme

Wir betrachten wieder lineare Systeme der Gestalt 2’ = Az, wobei A € R™*™ eine (von
t unabhéngige) Matrix ist. Da wir dieses System explizit 16sen kénnen, ist es nun leicht,
die Stabilitdt des Aquilibriums z* = 0 zu analysieren.

LEMMA 4.7. Es mogen alle Eigenwerte von A € R™ " negativen Realteil haben. Dann
gibt es M >0 und o >0, sodaf

‘etA’ < Me—crt
fiir alle t > 0.

BEWEIS. Sei A =SJS™!, wobei S invertierbar ist und J in JORDAN-Normalform vor-
liegt. Nach Lemma 3.12 ist exp(tJ) von der Gestalt

6)‘1tB1 (t)
Aot
esxp(L]) - IRl ,
e ! By (t)

wobei A; der zum j-ten JORDANDlock gehérige Eigenwert ist und B;(t) eine Matrix bezeich-
net, deren Eintrdge nichtverschwindende Polynome in ¢ sind. Schreiben wir A\; = o +i/3;
und setzen

1
g:=_§max{aj:j=1,...,k}>0

Dann gilt, da |e*%] = 1:

|exp(tJ)[* = Zemﬁ\B( _2‘”2 ' |B; ()P,
7=1

und die Summe ist in ¢ > 0 beschriinkt, da e® schneller abklingt als jedes Polynom wiichst.
Setzen wir also

M? :=supS| (f 6ajtlBj(t)IQ) 571,
0 j=1
so gilt wie gewiinscht
A2 = 15627 571 < [S]|et IS < e 27t M2,
O
SATZ 4.8 (Stabilitdtskriterien fiir lineare Systeme). Sei A e R™*™.

(1) Haben alle Eigenwerte von A negativen Realteil, so ist das Aquilibrium z* = 0
asymptotisch stabil.
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(2) Existiert ein Eigenwert von A mit positivem Realteil, so ist * = 0 instabil.

BewEIS. Sei 0.B.d.A. t° = 0 (sonst betrachte statt einer Lésung = die Losung x(-+t°)).
Sei 20 € R™, so lautet die Losung des Anfangswertproblems z’ = Az, 2(0) = 2° gemif
Satz 3.5 x(t) = exp(tA)x°. Nach Lemma 4.7 ist nun aber

lz(t)] < |2°|Me

fiir (nur von A abhéngige) Konstanten M >0, o > 0. Klar ist deshalb lim;, . z(¢) = 0, also
ist ¥ = 0 attraktiv. Es ist aber auch stabil, denn es geniigt in der Definition der Stabilitdt
fiir € >0 die Wahl § = {7 zu treffen. Damit ist (1) gezeigt.

Sei nun fiir (2) A = SJS7! die JORDAN-Zerlegung wie in Lemma 4.7. Angenommen nun,
ein Eigenwert \; habe positiven Realteil a;; > 0, und 0.B.d.A. sei j = 1. Fiir 2¥:= Se; #0
(wobei e; € R™ der erste Einheitsvektor ist) gilt dann

x(t) = Sexp(tJ)e; = MtGe; = eMtgd

da nach unserer expliziten Formel aus Lemma 3.12 die erste Spalte von exp(tJ) gerade
gleich e*te; ist. Withle nun zum Beispiel € = 1, so gilt fiir jedes § > 0: Ist z die Losung mit
Anfangswert 029, so ist z(t) = de*?2? und daher

(1)) = 6e1*|”] - oo

mit ¢ > oco. Also kann x* nicht stabil sein, und (2) ist gezeigt.
O

BEMERKUNG 4.9. Im vorigen Satz wird der Fall, daft alle Eigenwerte Realteil < 0
haben, aber mindestens ein Realteil gleich null ist, nicht behandelt. Aus der Formel fiir
das Exponential der JORDAN-Normalform erhélt man in diesem Falle Stabilitét (aber nicht
Attraktivitit), falls die JORDANDIGcke zu den Eigenwerten mit Realteil null 1x 1 sind (man
sagt dann, diese Eigenwerte seien halbeinfach), und ansonsten Instabilitdt. Ein Beispiel
fiir ein solchermafen stabiles Gleichgewicht ist abermals der harmonische Oszillator aus
Beispiel 3.4, fiir den die beiden Eigenwerte +i jeweils halbeinfach (sogar einfach) sind. Fiir
diagonalisierbare Matrizen ist dies stets der Fall, d.h. ist A diagonalisierbar, so ist ein
Aquilibrium bereits dann stabil, wenn alle Eigenwerte nichtpositiven Realteil haben.

4.4. Nichtlineare Systeme

Wir haben durch Satz 4.6 ein hinreichendes Kriterium fiir Stabilitdt kennengelernt,
sofern ein erstes Integral bekannt ist. Hier stellen wir noch eine Methode zur Stabilitits-
analyse vor, die ohne ein erstes Integral auskommt. Sie beruht auf der Linearisierung eines
nichtlinearen Problems um das Aquilibrium und der Analyse linearer Systeme im vorigen
Abschnitt.

SATzZ 4.10 (Linearisierte Stabilitat). Sei f: € — R™ stetig differenzierbar und f(z*) =

(1) Wenn jeder Eigenwert der JACOBI-Matrix D f(x*) € R™™ negativen Realteil hat,
so ist o* ein asymptotisch stabiles Aquilibrium des Systems 2’ = f(z).
(2) Existiert ein Eigenwert von D f(z*) mit positivem Realteil, so ist z* instabil.

BEMERKUNG 4.11. Sind alle Realteile von Eigenwerten von D f(z*) nichtpositiv, aber
mindestens einer gleich null, so ldft sich — auch mit den in Bemerkung 4.9 skizzierten
Erwédgungen — keine Aussage iiber die Stabilitét treffen. Betrachte zum Beispiel fiir m =
1 die rechte Seite f(x) = ax® mit dem Aquilibrium z* = 0. Dann ist f/(0) = 0, aber
fiir a = 0 ist das Aquilibrium stabil (aber nicht attraktiv), fiir o > 0 instabil, und fiir
a < 0 asymptotisch stabil. Man iiberzeuge sich davon (intuitiv durch Phasenportrit oder
rechnerisch durch explizite Losung) zu Zwecken der Ubung.
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BEWEIS. Wir zeigen nur den ersten Teil.

Schritt 1. Sei 0.B.d.A. z* = 0, denn wenn dies nicht der Fall ist, so betrachte statt
des Anfangswertproblems z’ = f(z), z(t°) = 2° das Anfangswertproblem z’ = f(z + z*),
z(t%) = 20 —2*. Ist x eine Losung des ersten Problems, so ist 2—z* eine Losung des zweiten,
und z* ist (asymptotisch) stabil fiir jenes genau dann, wenn 0 (asymptotisch) stabil fiir
dieses ist.

Setze A:= Df(0). Da f stetig differenzierbar ist mit f(0) =0, existiert zu jedem 7 > 0
ein p > 0 dergestalt, dafs

|f () - Az| < nlz] (4.3)

falls = € B,(0) c Q.

Schritt 2. Sei zundchst n > 0 fix und p die zugehorige Zahl aus Schritt 1.Sei 0.B.d.A.
t = 0 und x die Lésung von 2’ = f(z), #(0) = 20, fiir ein 2° € B,(0). Die maximale
Existenzzeit heifte T". Wir schreiben

2= f(x)=Ar+ (f(z) - Az) = Az + g,
wobei g(t) := f(x(t)) — Azx(t). Gemék der DuHAMEL-Formel (Korollar 3.8) ist dann

t
z(t) = e +/ e 4g(s)ds
0

fiir alle t € [0, 7).
Schritt 8. Wir zeigen zunichst T = oo fiir hinreichend kleines |2°]. Wire T < oo, s0
wiirde  nach Proposition 2.16 in endlicher Zeit aus B,(0) austreten, d.h.

Ti=sup{te€ (0,77): J|x(s)|<p Vse(0,t)}<T" < oo.

Insbesondere ist dann |z(7)| = p.
Fiir ¢ € [0, 7] kénnen wir nun vermdoge Lemma 4.7 abschétzen

t
()] < |19 + /0 4 g(s)ds
t
<10 + 1 / A () ds
0

¢
< Me 720 + nMe_Ut/ e”?lx(s)|ds.
0
Setzen wir ¢(t) := e“|x(t)|, so wird daraus

t
() < M0 + nM / 6(s)ds
0
fiir alle ¢ € [0,7]. Mit GRONWALL erhalten wir
¢!l (t)] < Ma®| exp(Mant),
also
lz(t)] < M|z°|exp((Mn - o)t). (4.4)

Beachten wir noch, daf M und o nur von A abhingen (aber nicht von 7 oder x°), so
konnen wir 77> 0 so klein wihlen, daf Mn-o <0, und 4 := min{p, £ }. Ist dann 2" € B5(0),
so ist |x(7)] < p, im Widerspruch zu |z(7)| = p. Es folgt 7=T" = co.
Schritt 4. Aus (4.4) folgt sofort die Attraktivitit von x* = 0. Sei nun € > 0 und setze
§ :=min{p, 47, 77 }. Dann besagt (4.4), dak x(t) € B(0) fiir alle ¢ > 0, falls 2° € Bs5(0), und
der Beweis ist fertig.
g

4Den zweiten diirfen Sie in Ubungen und Priifungen trotzdem verwenden.
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BEISPIEL 4.12 (geddmpftes Pendel). Betrachten wir die Gleichung
2" +2" +sinz =0,
die ein Fadenpendel mit Dampfung (z.B. durch Luftwiderstand) beschreibt (physikalische

Konstanten haben wir nun der Einfachheit halber gleich eins gesetzt). Wir schreiben wie
iiblich mit y =z’

'\ _ Y
(y’) =f(z.y)= (—sinx —y)

und erkennen (0,0) und (,0) als Aquilibria. Wegen
0 1
Df(:l),y) = ( _1)

—COST

ist Df(0,0) = (_01 _11) und Df(m,0) = ((1) _11) Die Eigenwerte der ersten Matrix lauten

$(~1+/3i), die der zweiten (-1 ++/5). Nach vorigem Satz ist also (0,0) asymptotisch
stabil und (7,0) instabil, wie zu erwarten war (vgl. die Diskussion zu Beginn dieses Kapi-
tels).

BEISPIEL 4.13. Wir betrachten noch einmal das SIR-Modell fiir Epidemien, Beispiel 1.13:

S"=-pSI,
I'=BSI-~I,
R =~I.

Da die letzte Gleichung redundant ist (denn nach Losen der ersten beiden Gleichungen
kann man R durch R = N — I - S ausrechnen, wobei IV die konstante Gesamtpopulation
ist), studieren wir lieber das System

S'=-BSI,
I' = BSI —~I.

Damit ein Aquilibrium vorliege, muff die rechte Seite null sein, also —3SI = 0 sowie
I(BS - ~v) = 0. Dies ist genau fiir die Paare (5,0) erfiillt mit S € R (allerdings sind im
Modell nur nichtnegative Werte fiir S sinnvoll). Wegen

-gI  -BS
Df(S,I)=
0= s,

haben wir
CHEDE (il

mit Figenwerten 0 und 85 —~. Ist nun 0 = g nicht grofer als S, so 1afkt obiger Satz keine

Aussage zu; ist aber # > 1, so ist I = 0 instabil, das bedeutet: Auch eine sehr geringe
Zahl von Infizierten kann zu einem betrichtlichen Ausbruch der Epidemie fiithren, sofern
der Parameter 6 grofs ist. Oder anders formuliert: Im Falle grofer Kontagiositét, kleiner
Genesungsrate und vieler Individuen, die noch keine Immunitét ausgebildet haben, kénnen
anfénglich wenige Infektionen den Ausbruch einer Epidemie herbeifiihren.



Literaturverzeichnis

[1] B. AuLBAcH. Gewdhnliche Differenzialgleichungen [sic!|, Spektrum Akademischer Verlag, Heidelberg,
2. Aufl. 2010.

[2] J. M. GOTTMAN et al. The mathematics of marriage: dynamic nonlinear models, MIT Press, Cam-
bridge, MA, 2002.

[3] E. WIEDEMANN. Analysis. Vorlesungsskript Uni Ulm 2018/19.

[4] https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Pendulum_phase_portrait.svg, zuletzt aufgerufen am
28.3.2020.

[5] https://commons.wikimedia.org/wiki/File:Predator_prey_dynamics.svg, zuletzt aufgerufen am
28.3.2020.

41



