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Aufgabe 1. Es sei (1,d) ein vollstdndiger metrischer Raum mit Q # (). Sei F : Q — Q
eine surjektive Abbildung mit der Eigenschaft

d(Fz,Fz) > 2d(x,z) Vz,z € Q.
Man zeige, dass F' genau einen Fixpunkt besitzt.

Aufgabe 2. Man beweise die folgende schwéchere Formulierung des Satzes iiber im-
plizite Funktionen (vgl. Bemerkung 2.29 (ii) in der Vorlesung):

Seien X,Y, Z B-Rdume, A C Z und 2 C X offen und F' € C(A x Q,Y). Es existiere
D, F in A x Q und sei dort stetig. Ferner sei (A, zx) € A X Q mit F(\,z,) = 0, und
D,F(\,xy) € B(X,Y) sei invertierbar. Dann existieren offene Umgebungen A’ von A,
in Z sowie € von z, in X und eine Abbildung H € C(A’, X), so dass gilt:

(a) F(A\,H()\)) =0 fur alle A € A,
(b) F(A\,z) =0 fir (A\,z) e A" x Q' =z =H(\).
Aufgabe 3. Sei X ein B-Raum, () # Q C X offen und F : Q — Y gleichmdfig stetig,

d.h. zu jedem € > 0 gibt es ein § > 0, so dass fiir alle z1,22 € Q mit ||x1 — zo|| < § die
Ungleichung ||F(z1) — F(x2)|| < € gilt. Man zeige:

(a) Es existiert eine eindeutig bestimmte stetige Abbildung F:Q =Y, welche F
stetig fortsetzt.

(b) Ist £ beschréankt und konvex, dann ist F'(£2) beschrénkt.

Aufgabe 4. Seien X,Y B-Réume und Lg,L; € B(X,Y). Sei Ly invertierbar. Fiir
t € (0,1) wird der Operator L; definiert durch

Ly=(1—t)Lo+tLy.



Es gebe eine Konstante M > 0, so dass fiir alle ¢ € [0, 1] die folgende a-priori-Abschétzung
gilt: Lost 2 € X das Problem Lyz =y mit y € Y, dann ist ||z|| < M||y||.

Man zeige, dass unter diesen Annahmen das Problem Lz = y fiir alle y € Y eine
eindeutige Losung x € X besitzt.
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