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x(t + s, x0) = x(t, x(s, x0)) = x(s, x(t, x0)), t, s ∈ R, x ∈ M, x(0, x0) = x0
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y(t) = x(t + t1, x1)
Fluss
= x(t, x(t1, x1)) = x(t, x0)

z(t) = x(t + t2, x2)
Fluss
= x(t, x(t2, x2)) = x(t, x0)



 y(t) = z(t)
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��ª1��ù�ý°ý|ü

0 < t < t+
£ $uú#ù$ý�'R���`ü�ØJú�ûXü����×)¨ù�ú�ú#ü±�`ù��éû*¸¨û°ú�¸Çù�� ûXù�ú��¯��ª1��ý�',
)ù$ý|ü3¦Jý¨ªd����ü £ øÙ�^ü�û ¥t�gû°ú-¸�ù	� ûXù�ú��¯��ª1�Mü�û°ú#ü�úý�'<
`ù�ýzü�ú�¦Jý:ÿd�"���-��ù$ý°ý§�uø�>='	��û*�Iû*¸�ÿTú#�¨ú#ü±�]ù	�Iûµ¸�û°ú-¸�ù	� ûXù�ú��<ûµ��� £

Ú £ �Rü�û�Ö�ü�û°úMý�',
)ù$ý|ü��P��ù$ý�A�¬<ÿd���7ù�ÿ��P!W� x ∈ M £ ø�ù$ú�úb��ü�û ¥t� ω+(x) := {y ∈ M : ∃tn → t+
)Mû*�

x(tn, x0) → y}��ûXüg>='(� û*�Iû*¸Çü@�4û*)¨ü���)¨ü�úd�`ü3¸	'�úKÖ £ $uú#ù$ý�'R�E
`ù�ú�úÇ)¨ù�ú�ü�û°ú#ü�ú#ü±�]ù	�Iû*¸Çü��@û*)�ü���)�ü�úd�`ü ω−(x)
�)üBØCú2ûXü���ü�ú £

Û £ �Rü�ûF!\ü�û°úRü@>='	��û*�Iû*¸Nû°ú�¸Çù�� ûXù�ú��ÌüÜ!¯ü�ú��]ü���ª1�Ü�)ü�úU¸('$úHÔI£T¶z§�ÕÍü��R°�ü�ÿX�X�Ìü�ú.ý�'<
`ù�ýzü�úÝ��ù�ý�AB¬<ÿd�"� £ `?û°ú#ü³����ü��Iû+�]ü¦&ÿTúd
��IûH'$ú
Φ : M → R

��ü�û ¥t���d&�ù�>#ÿTú#'�¸<NB¦UÿTúd
��éû�'$úg��ª1�MÔé£^¶|§ÇÕ\����ù�ý°ý¨�
Φ(x(t))

�"ª1�#&�ü��)ü��ÏQ	� ÿTú���¸	'�ú©ÔI£T¶z§�Õgù�ÿ��
R+

)E'$ú#'��±'$úF��ù�ý®ý|ü�ú���ûµ��� £ $uú#ù$ý�'R��ûµ��� Φ ü�û�úRü����B� û�
���üº�d&�ù�>#ÿTú�'	¸,NB¦&ÿTúd
��éû�'$ú=�	��ù$ý°ý§�
Φ
��ª1��&�ü"�)ü[ú�û����d�H
X'$ú=���Ìù$ú-��ü

�ÏQ(� ÿTúd�j���Þ��ü�ú��«)E'$ú#'	�?'�ú� ù$ý°ý|ü�ú#�¹ûµ��� £
 âTã,L�ÔÏ¢�¡8�&ü�û

M ⊂ R
ü�û°úRü¹ùXAÞ�]ü�������ý¤'(����ü�ú#ü��t>='	��û*�Iû*¸Íû°ú�¸Çù�� ûXù�ú��Ìüj!¯ü�úd�`üg��ª1�j�)ü�úÝ¸('$ú

ẋ = f(x)
ü��R°�ü�ÿX�X��ü�úý¤'<
`ù�ý|ü�úW��ù�ý�AB¬<ÿd���"�

Φ
ü�û°ú#ü@���B� û�
���ü��d&�ù">RÿTú#'�¸<NB¦&ÿTú1
��éû�'�ú £ ø�ù$ú�úÜ�]ü�ý¨�Ìü�ú

• $uÿ��g�4û*)¨ü���)¨ü�úd�]ü�ú
ω+mitx0 ∈ M

ûµ���
Φ

I'�ú-���Ìù$ú-�

• ω+(x0) ⊂ E
�¼��ûXüb`Fß�ÿTû°ý:û�A�� û°ÿ1)%��)�ü�ú��]ü%¸('$ú·'XA�û+�]ü�)�V��R'IA�ý|ü�)%����ª1��ù�ý°ýzü

x0 ∈ M

• à ���J`���ûµ�R
��¡ü��B�t��'3
I'�ú�¸Çü��B�$ûXü�����&�ü"�`ü%AQü����"�1�Rc�úd
���ü���Q(� ÿTú��j)�û*�
x0 ∈ M

��ª1�
t → ∞ �]üÞ�]ü�ú©ü�û°úK`Fß�ÿTû°ýPû�A�� û°ÿ1)

• `¼���$û�A��º
)ü�û°ú#üF>^ü�� û�'<�$ûµ������ü@�ÏQ(� ÿTú�����ª1�3�`ù(���]üÞ�]ü,AQü�ú#ü�V×�R'XA�ý|ü�)
Á7s��$r$�^�¾�^�^wQ����r)��snt)v`w��)v`�M��{~�U�p��r)sQs

Φ′(x) = 0
¬®�wMr$xzxz{

x ∈ M
�>�^r`sn��{�yzÓ$�M�^r`s�s

Φ
xz«)�^}`sFá¢{��T{�w�pÅ)�^�^}�)v`��s¡�Qr$�]�gyzs¡�~¶�qGr$�^�À�#{�¸~{�y��Q�^��{��[�¨r$�

Φ
r$x�s?{�yz�ÏÁCwQ��r)xP�Q�^�^}`s�})wQÅ)Ó){uvT�T{~wg{�wQs¡�Q{~s?º��`��{~})w�r$x

�=á¡r$�^�^��vÇt]±�ª^�^�^�]�Qy|v`�^{��Ï��r)�2{~�Àr$�#{~wgr)���Q�À�gyz���`�Qy|}`{l�[���7{����^�^�^}){~�Ày|�N�T{�wu�]���^yzxzyP��«��Qs¡����{�v)wQyz{)É
SÏå� >ï>ç®ã�çXë#ïUâ�¢_�&ü�û

M ⊂ R
>='	��û*�Iû*¸�û°ú-¸�ù	� ûXù$ú-�B�

x∗
ü�û°ú�`Fß�ÿTû°ýPû�A�� û°ÿ1)ã��ª1�º� £ øMù�ú2úK�^ü�û ¥t� x∗

Õ £ ���ÌùXA�û°ý§�F´Jü�ú�ú¾ü��b°�ÿ3&�ü��)ü�) ε > 0
ü�û°ú

δ > 0
�$û�A��B����',�)ù	�"�

x(t, x0) ∈ Bε(x∗)
��ª1��ù$ý°ý|ü

t ≥ 0
�$û°ý¨�B����'.��ü�� ú

�)ü���$uú<��ù$ú�����´Jü����
x0 ∈ Bδ(x∗) ∩ M

Ú £ û°ú=���ÌùIA�û�ýpû°úÇ!K�\´Jü�ú�ú x∗
ú2û��"�1�\���ÌùIA�û°ýpû°ú�!´ûµ���

Û £ ù	�Þ�B��ù,
	�Iû*¸¨û°úä!W��´Jü�ú2ú»ü��Mü�û°ú δ0 > 0
�)û�A����¼��'<�)ù	���

t+ = ∞ ûµ�����<ÿTú#�
x(t, x0) → x∗

��ª1�
t → ∞ �\��'Ó� ü�� ú

x0 ∈ Bδ0
(x∗) ∩ M

å £ ù(��O	)�>#�±'��éûµ���������ÌùXA�û°ýpû°ú�!W�\´Jü�ú2ú x∗
����ùXA�û°ýpÿTú#�¹ù	�Þ�B��ù,
	�Iû*¸Mû°ú�!´ûµ���

 âTã,L�ÔÏ¢µ®ã�&ü�û
M ⊂ R

ü�û°úRü�>-'(� û*�éû*¸¹û°ú-¸�ù�� ûXù�ú-��ü!¯ü�ú��]ü×��ª1�E�)ü�úæ¸('$ú ÔI£T¶z§�Õ�ü��R°�ü�ÿX����ü�ú�ý¤'<
`ù�ý|ü�úÇ��ù�ý�AB¬<ÿd�"���
Φü�û°ú#ü@�1&�ù">RÿTú#'	¸±��ÿTúd
��Iû�'�ú«��ª1���ûXünø«²\�J�F��ûXübù�ÿ��Mü�û°úRü��E'.çuü�úRü�úä!¯ü�ú��]ü

U ⊃ M
�$û ç¿ü���ü�ú-�IûXü��<AQù	�Mûµ���B�

x∗ ∈ Mü�û°úW`gß�ÿTû°ý:û�A�� û°ÿ1) £ øMù�ú2úÜ�]ü�ý¨��ü�ú#©
Õ £ à ��� x∗

ü�û°ú����B� û�
���ü���ý¤'<
`ù�ý|ü��b!Nû°ú�û*)Mÿ1)è¸	'$ú
Φ
�¼�`ù�ú2ú¯ûµ���

x∗
����ùXA�û°ý

Ú £ à ��� x∗
ü�û°ú�ûµ��'�ýPûXü�����ü��:`Fß�ÿTû°ýPû�A�� û°ÿ1) ÿTú#� ü�û°ú����B� û�
���ü��¾ý�'<
`ù�ý§�é!Àû°ú2û*)�ÿ1)ê¸	'�ú

Φ
�¹ÿTú��

Φ
ü�û°ú#üé���Þ� û�
	��ü

�d&�ù">RÿTú#'�¸<NB¦&ÿTú1
��éû�'�ú-���)ù�ú2ú¯ûµ���
x∗
ù(��O	)g>��±'��éûµ����������ùXA�û°ý
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úmÊ%�Ó���¯�t�-�Ó�d�.�Ï�-�����

�T{�y
f ∈ C1(Rd, Rd)

�
x∗ ∈ R

d {�yz�¹Á¼È`��y|xzy|��w�yz�^��t)v)�
ẋ = f(x)

¶^��{�y
A := f ′(x∗)

�Tyz{��Uyz�^{~r$wQy�s¡yz{�wQ�^�^}�t)v)�b¬pyz�
x∗
¶2��{~y&���^�

u := x − x∗ û qur)�^�Ïx�«)sQs¡�gs�y��Q�À��r)s?½CwQv)�^xz{���¬®v`x|}`{����T{~w��¨r$Ó`{��¹����sQ���^w�{~y|�#{~�UÉ
u̇︸︷︷︸
ẋ

= Au︸︷︷︸
f ′(x∗)

+ g(u)︸︷︷︸
f(u+x∗)−f(x∗)−f ′(x∗)

Ô C Õ
Á7suyzs¡�G��xzr)w~�#�^r)sQsur$�����

g ∈ C1(Rd, Rd)
�#�7{~y|x>Â@{~w�����^�T¬®�^�^}`{��¯�^���©���^����{��©t)v)�¯�Ty|Æ#{~w�{~�^¸�yz{�wQ��r$wQ{��Wª��^�^�]±�Qy|v`�^{��À�gy|{��T{�w[�^yPÆR{�wQ{��^¸~y|{~w���r)wgs�y|���&¶qu{�w[Â@v`w¡�Q{�yzxU�Ty|{�s¡{~w[qur)wQs¡��{~x|xz�^�^}�y�s¢�[�]�^�p���^r)sQs?�¨r$��ÔI£T¶z§�Õ7��yP�u�T{�� xzyz�^{~r)w�{~�Í½CwQv)�^xz{��

ż = Az, z(0) = z0
Ô D Õyz��s��#{~s�v)���T{~w�{M�#{~¸�^})xzy��Q�»�]��r$�^yzxzyP��«��nt){�wQ})xz{�y��Q�^{~�¯�$r$�^�p¶&qGr)s��]�Qr)�^y|xzy|�Q«���s�t){�wQ��r$x|��{~�¯t`v)��ÔI£T¶z§�Õux�«)sQs¢�ns¡y�����s�{���wxz{�y����`�Gr$�^�2r$���N�T{�w¿ÁJy|}`{��]�<{�w���{nt)v)�

A
r$�^xz{~s�{��U¶2�¿��su�T{�w¿ÂCv)wQx|{�s¡�^�^}�ü quyPÆR{�wQ{��]��y�r$xz})xz{�y��Q���^�^}){~�¯ü�y�s¢�u�#{��$r$�^�`�����r)sQsGº���s¢��r$�^xzyzx|y|�Q«$�l}){���r)���^r$�^�©¬®v)xz}$���&�7{��^��{�sG{~y|�^{~��ÁCyz}){����7{�w�����y|�l�#v]s¡y|�Qy|t){~��Ê[{~r$x|��{~y|x@}`y|�T���&�^����r)s�¼]�M±�^��v$�QyzsQ���^{n�]��r$�^yzxzyP��«��[}){~��r$�À�^r$�^�Ï¬®v)xz}$�~�^�7{~�^�À�Tyz{nÊg{~r)xP�Q{�yzx|{nr$xzx|{~w?ÁCyz}){~�]�7{~w¡�Q{��^{�}]r��Qy|t¹s�y|�2�&¶

 âTã,LWâ�¢�¡8�&ü�û1������ü��éû+�Ü�$û ç¿ü��¡ü�°�ûXü���A�ù��Mù�ÿ��
R

d, f(x∗) = 0, A = f ′(x∗) £ ø�ù$ú�úÜ�)û°ý¨�?©
• à ��� Reλ < 0

�"ª1��ù$ý°ý|üb`<û+�`ü�ú-´Jü�����ü
λ
¸	'�ú�$��P��'¨ûµ���

x∗
ù(��O	)�>#�?'	�Iûµ���������ÌùIA�û�ý

• à ��� Reλ0 > 0
��ª1��ü�û°ú#ü�úW`<û+�]ü�ú�´Jü����

λ0
¸	'�úW$��t��'bûµ���

x∗
û°ú-����ùXA�û°ý

quyz{~s�{�ÁCwQ�){����`����yzsg�gyzwQ�Ïr)xzs�ü ½CwQy|��¸�yz�À�T{~wgxzy|��r)w�y�s�y|{~w¡�Q{��À�]�Qr)�^yzx|y|�Q«$�<ü^�#{~¸�{�y��Q���^{���¶qu{�wJª�r)x|x^�#ý�§<y�s¢�@��wQy|t�y�r$xIÉ$q¿yz{�ü �Wr$��wQyPÑ_ü�y�s¢�C�]�^wC�^y|{[�[�^xz{�y|���^��}�t`v)��¬&r$���T{�w7�]��{�xzxz{
x∗ û ¬#y�s¢�Jr$x�s¡v�r`s¡¼����T�Qv$��y�sQ�Q�s¡�Qr)�^yzx&�^¸~�l¶Tyz��s¡�Qr)�^y|xI�^�7{����Í¬@r$�

x∗
s¡��wQ{��^}��Mv`�^v$�Qv)�Às¢�Q{�yz}$�g��¸��l¶�s¢�Qw�{~�^}M��v`�^v$�Qv)�¹¬X«)x|x|�~¶º��©�^{�w��<y|v`x|v`})yz{nyzs¡�G�#{~s�v)�2�T{�w�su�T{�w�ª�r)x|x@��ý�£¨y|�]��{~w�{�s�sQr$�]�~�#�7{�yzx>{~su�#{~yzs��^yz{�xz�7{�y�s¡{��#{�y@�T{�w��<{~sQ�Q��w�{~y|�^���^}Í�T{~sÈR��s�r)���M{~�^x|{~�#{���s?¸~�7{�yz{�w[�¿w¡�Q{��Nr$�^}`{��7{~���T{��g�<{�w��T{��Ï��r)�^�U¶Tº��N�Tyz{~s�{���ª2r$xzxUs¡��{~x|x|�¿�Tyz{l{�wQs¡�Q{��¿�^xz{�y|���^�^}¨t)v`�¬0�^y|{GÒ]r)��v)�^y|±Ì�¯r���wQyPÑ��^r)w~¶��[��s?�T{�w×�Uyz�^{~r)w�{~�b�¿x|}`{��^w�rnyzs¡�<�#{��$r$�^�]�~���^r`s�s7�^y|{uÁCyz}`{��]�7{~w¡�Q{u�^y|{��¿�^x|x�s¡��{~x|xz{��Ï�T{~s����r)wQr)�`�Q{�wQyzsQ�Q�^{~�¹½>v`x|¼��^v`�¨sgs¡yz���&�^�7{~xz���^{~s[s¡y����Ï��yP�[�<{��^yz}¨�[�T¬®�?r$���Ï�#{�wQ{~���^�^{~�Ïxz«`s�s¡�~É

p(λ) = λ2 − (spA)λ + det A
ÔBþ`Õ

��y|�¿�T{~�W�[��x|x�s¡��{�xzxz{��
λ± =

spA ±
√

(spA)2 − 4 det A

2

Ô � Õ
Ä¿y|{~w���y|�[��r$���Í�¨r$� D ª>«)xzx|{��^�]��{~wQsQ�Q��{�y��T{��UÉ
§`¶gè�ã�â194çXîXå]ð«ÿNï>ë�ã�å�ï

λ± < 0
���&¶ �p¶

0 < det A < (spA)2/4
�����

spA < 0£^¶gçXï>è�ã�â194çXîXå]ð«ÿNï0ë2ã~å�ï
λ± > 0

���&¶ �U¶
0 < det A < (spA)2/4

�^���
spA > 0

4 ¶  â^ã�ã~å�î��>÷>ïÏ &ã λ− < 0 < λ+
�^r)x�s¡v

det A < 0

C ¶gè�ã�â194çXîXå  �>çXð�â^îXå Reλ± < 0, Imλ± 6= 0
���U¶ �U¶

det A > (spA)2/4 < 0

D ¶gçXï>è�ã�â194çXå  �4ç®ð�â^îéå Reλ± > 0, Imλ± 6= 0
���&¶ �U¶

det A > (spA)2/4 > 0

7uü�ûµ�B>RûXü�ý Õ £ s¡�Qr)�^y|xz{�w[Ë��^v)��{~�UÉ
(

x

y

)′
=

(−x + y

x − 2y

)
, x∗ =

(
0

0

) Ôéµ`Õ
�^r��¡�Q{�xz�^�^�^�]��É

(
x

y

)′
=

(
x + 2y

x − 2y

)
, x∗ =

(
0

0

) Ôé¥`Õ
s¡�Qr)�^yzx|{n�T�^y|w�r$xz{)É

(
x

y

)′
=

(−x + y

−x − y

)
, x∗ =

(
0

0

) Ô¡§~¤]Õ
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���������	� ¾×Â"ó�
 ñ À�������PÂRó���Â�Å õ ì.ÂFï±ìÓ¿��IÁ+Ã¨Â��FÀ ñ ì.Â"À

����������� ¾×ÂRó�
 ñ À�����JÂ"ó���Â�Å õ ì.Â! I¿�ì?ì.Â�Ã#"�ÅIÀ%$	ì

�&�'���)(�� ¾×Á¨Â*
 ñ À����+��tÂ"ó���Â�Å õ ì.ÂFï±ìÓ¿��IÁ+Ã¨Â! ,"�Á§óÓ¿�Ã+Â
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quyz{×á�{~�7{�yzxzy|}`{��À�<{~yzs��^yz{�xz{Gx�r`s�s�{��Ïs�y��Q�Ïxz{�y����`�[yz�À�Tyz{ly|��s¡�Qr)�^yzx|{~�Àª4«$xzx|{���w�r$��s¡¬®v)wQ��y|{~w�{��pÉÔ¡§)§ÇÕ7�gy|w��Í¸��À{�yz�^{�� yz��s¡�Qr)�^y|xz{��NË��^v$�Q{��U�T�<{��^�À�¨r$�Àr$�2s¢��r��¡�

f(x)
�]�^� −f(x)

�#{���w�r)���`��{��~¶�Ð>r��QsQ«)���^xzyz���Íy�s¡�
(

x

y

)′
=

(
x − y

−x + 2y

)
, x∗ =

(
0

0

) Ô¡§)§ÇÕ
{~y|�©yz��s¡�Qr$��y|xz{�w�Ë���v$��{~�U�R�7{�yzx

det−f ′(x∗) = det f ′(x∗)
�^�2�

sp(−f ′(x∗)) = −sp(f ′(x∗))
¶&�[�2r$xzv)}Í{�wQ¸�{��^})�

ẋ = −f(x)
}`{���r)�Ï�^r)�^�Ï{�yz�^{ly|�2s¢��r$�^yzx|{����^yzwQr)x|{`�T�7{��^�

ẋ = f(x)
{~y|��{ls¡�Qr)�^y|xz{n���^yzw�r$xz{G{~w�¸~{��^})�~¶ª>^wn�^y|{¨�¿�^�^yzxz�T���^}){~��})yzx|��yz�³y|��s¡��r$�^yzx|{~��ª2r$xzxI�U�^r)sQs��Tyz{�½@¬®{�yzxz{�yz���Tyz{�{��]��}`{�}){~�^}){�s¡{���¸��Q{MÊgy����`�����^}À¸�{~y|}`{��U�s�y��Q�Nr$x�s¡v¨r$xzx|{b�pÅ`s��^�^}`{��Íyz����{�w[�7{�y|��{~wgt)v`�

f(x∗)
{��]�¡¬®{�wQ�^{��p¶^��{�yzx

det−f ′(x∗) = det f ′(x∗)
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x(0) =: x0 ≤ y0 := y(0)

Ô¡§ C Õ
øMù�ú2úÜ�)û°ý¨�±©

x(t) ≤ y(t) £
7uü�´Jü�ûµ� £ ��{��Q¸�{ u(t) := y(t) − x(t)

�
g(t, u) := f(x(t) + u(t)) − f(x(t)

�
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1 Einleitung

Als Population wird in der Biologie eine Gruppe von Individuen einer Art bezeichnet, die zur gleichen
Zeit am selben Ort leben und sich miteinander fortp�anzen können.

Gesucht werden nun mathematische Gesetzmäÿigkeiten, die die Entwicklung solch einer Population
modellhaft darstellen können. Im Folgenden soll nun zuerst das Wachstumsverhalten einer Population
einer einzelnen Art betrachtet werden, was auch als logistisches Wachstum bezeichnet wird. Darauf
aufbauend können dann Wachstumsprozesse im Bezug auf biologisch relevante Interaktionen inner-
halb von Artengemeinschaften untersucht und modelliert werden. Dabei werden die Konkurrenz, die
Kooperation und das Räuber-Beute-Modell im letzten Abschnitt detaillierter analysiert.

2 Logistisches Wachstum

In diesem Abschnitt soll zunächst die Grundlage für das Populationswachstum einer einzelnen Art
gelegt werden. Diese Betrachtungsweise ist vorerst rein theoretischer Natur, da sich Organismen in
den meisten Fällen in Interaktionen mit Individuen anderer Arten be�nden.

Als erstes Ziel soll ein Modell für die Entwicklung einer Population ohne jeglichen Ein�uss von Auÿen,
d.h. bei optimal herrschenden Bedingungen, gefunden werden, wodurch Aussagen über das Langzeit-
verhalten der Populationsgröÿe getro�en werden können. Dabei bezeichnet die Funktion N(t) ∈ N die
Anzahl der Individuen einer Population zum Zeitpunkt t.

Abhängig von der betrachteten Art kann es zu sehr unterschiedlichen Individuenzahlen kommen. Ei-
ne Bakterienkolonie bewegt sich in anderen Gröÿenordnungen als beispielsweise eine Population von
gröÿeren Säugetieren. Dieses Problem lässt sich durch eine Entdimensionalsierung lösen, indem zu-
nächste eine Bezugszahl N∗ ≈ N(0) de�niert wird, die die gemessene bzw. geschätzte Anfangsgröÿe
der Population angibt. Damit lässt sich eine neue Funktion

u(t) =
N(t)
N∗

≥ 0

de�nieren, deren Werte sich in einem Gröÿenbereich von 1 bewegen und die für biologisch sinnvolle
Wachstumsmodelle positiv sein sollte. Auÿerdem kann u(t) für genügend groÿe N∗ als stetige Funktion
auf dem Intervall [0,∞) angenommen werden.

Im nächsten Schritt soll nun eine explizite Formel für das Verhalten von u(t) gefunden werden. Dafür
wird angenommen, dass die Populationsgröÿe zu einem bestimmten Zeitpunkt bekannt ist, beispiels-
weise sei für t = 0 der Anfangswert u(0) = u0 bekannt. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass
es innerhalb der betrachteten Population keine Migration von Individuen gibt, d.h. dass Populations-
änderungen nur durch Geburts- und Sterbeprozesse resultieren. Dabei ergeben sich für die weitere
Modellberechnung die zwei Variablen

β :=
Anzahl der Geburten
Zeiteinheit und Kopf

µ :=
Anzahl der Sterbefälle
Zeiteinheit und Kopf
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Damit kann nun eine Formel für die Änderung des Populationsbestandes in Abhängigkeit von der Zeit
aufgestellt werden:

u̇(t) =
du

dt
(t) = (β − µ) · u(t), t ≥ 0, u(0) = u0 (1)

Diese Di�erentialgleichung dient als Grundlage für die weitere Modellierung von Wachstumsprozessen
in der Biologie.

Das eigentliche Problem dieses Modells ist jedoch die Erhebung von β und µ. Einen ersten Lösungs-
ansatz entwickelte der britische Ökonom Thomas Robert Malthus im Jahre 1798 [a] . Dabei nahm er
an, dass sich Geburts- und Sterbeprozesse im Wesentlichen nicht änderen, d.h. β und µ konstant seien.
Damit ergeben sich als Lösungen von (1):

u(t) = e(β−µ)t · u0

De�niert man nun r0 := β
µ als Reproduktionsrate, so können folgende Aussagen über die Entwicklung

einer Population getro�en werden:

r0 < 1 : Population stirbt exponentiell aus

r0 = 1 : Population bleibt konstant

r0 > 1 : Population wächst exponentiell

Eine realistischere Beschreibung des zeitabhängigen Wachstums einer Population lieferte 1845 der
belgische Mathematiker Pierre-François Verhulst [b], wobei er das Wachstum (β−µ) als von u abhängige
Funktion g(u) de�nierte:

β − µ =: g(u) = λ0(1− u

u∞
), u ≥ 0 (2)

Dabei stehen die positiven Parameter λ0 für die Wachstumsrate und u∞ für die maximal zu errei-
chende Kapazität einer Population. Setzt man g(u) in obige Grundgleichung (1) ein, so ergibt sich
eine Di�erentialgleichung, die die Änderung des Populationswachstums mit variablen Geburten- und
Sterberaten wie folgt beschreibt:

u̇ = λ0 · u(1− u

u∞
), u(0) = u0 ≥ 0 (3)

Dieses Wachstumsgesetz wird auch als logistisches Wachstum bezeichnet und ist in Abbildung 1
für zwei beispielhafte Funktionsverläufe dargstellt.

Abb. 1. Logistisches Wachstum

Abhängig von der betrachteten Populationsgröÿe u und der zu erreichenden Kapazität u∞ lassen sich
folgende Aussagen über das Wachstum der Population tre�en:

u < u∞ → g(u) > 0↔ Population wächst

u = u∞ → g(u) = 0 ↔ Population ist im Gleichgewicht (Equilibrium)

u > u∞ → g(u) < 0↔ Population dezimiert sich
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Wobei der Zustand des Equilibriums den Zeitpunkt beschreibt, bei dem das Wachstum sich abzüglich
der Sterbe- und Geburtenrate nicht verändert. Für kleine Populationen u gilt auÿerdem, dass sich die
Population exponentiell mit der Wachstumsrate λ0 vermehrt, dass also g(u) ≈ λ0 gilt.

Durch den Satz von Picard-Lindelöf ist bekannt, dass sich Lösungen nicht schneiden können und somit
jede nicht-triviale Lösung der Gleichung (3) gegen die Kapazität u∞ konvergiert, also dass gilt:

lim
t→∞

u(t) = u∞ ∀ u0 > 0

Die expliziten Lösungen von (3) können für u0 6= u∞, u0 6= 0 und t ≥ 0 wie folgt angegeben werden:

u(t) =
u∞ · u0

u0 + (u∞ − u0)e−λ0t

Dies kann durch Einsetzen in Gleichung (3) gezeigt werden.

Im nächsten Schritt soll nun das logistische Wachstums verallgemeinert dargestellt werden. Dazu wird
folgender Satz eingeführt:

Satz 1 (Satz über die Logistik) Sei g ∈ C1−(R+) derart, dass g(u) > 0 in (0, u∞) ist, sowie
g(u) < 0 in (u∞,∞). Dann existieren die Lösungen u(t, u0) von

u̇ = g(u)u, ∀ t ≥ 0, u(0) = u0 > 0,

und es gilt limt→∞ u(t, u0) = u∞ für jedes u0 > 0.

Beweis. • Satz von Picard-Lindelöf ⇒ Lösungen auf einem maximalen Existenzintervall J = [0, t∗)

• Lösungen schneiden sich nicht, u1 = 0, u2 = u∞ Equilibria

• 0 < u0 < u∞ ⇒ 0 < u(t) < u∞ ∀t ∈ J

• u(t) beschränkt auf J ⇒ J = R+

• u(t) streng wachsend, da u̇(t) = g(u(t))u(t) > 0⇒ u(∞) := limt→∞ u(t)

• analog für u0 > u∞

• u(∞) = u∞, da Funktion g nur eine pos. Nullstelle besitzt und g(u(∞)) = 0

Ein Beispiel für solch eine verallgemeinert logistische Wachstumsfunktion ist in Abbildung 2 dargestellt.
Für eine Populationsgröÿe u von (0, u∞) wächst die Population, d.h. die Funktion g(u) > 0. Ebenso
gilt, dass Populationen ab einer Gröÿe von u∞ abnehmen, d.h. g(u) < 0.

Abb. 2. Verallgemeinerte Logistik

Soll das Wachstumsmodell noch exakter den biologischen Gegebenheiten entsprechen, so muss es um
eine Eigenschaft erweitert werden. Dies liegt daran, dass manche Populationen aussterben können,
falls ihre Gröÿe einen gewissen Wert unterschreitet. Startpunkte unterhalb dieses Grenzwerts führen
dementsprechend zu negativen Funktionswerten von g(u). Unter Berücksichtigung dieser Modellverfei-
nerung ergibt sich folgender Satz:
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Satz 2 (Satz über die modi�zierte Logistik) Seien 0 < u1 < u∞ und g ∈ C1−(R+) derart, dass
g(u) < 0 in (0, u1) ist, g(u) > 0 in (u1, u∞), sowie g(u) < 0 in (u∞,∞).
Dann existieren die Lösungen u(t, u0) der Gleichung aus Satz 1 ∀ t ≥ 0, und es gilt

lim
t→∞

u(t, u0) = u∞ für jedes u0 > u1,

lim
t→∞

u(t, u0) = 0 für jedes u0 < u1

In Abbildung 3 ist ein typischer Verlauf einer solchen modi�ziert logistischen Wachstumsfunktion
f(u) = g(u)u aufgezeigt, wobei u1 die untere Wachstumsgrenze und u∞ die Populationskapazität
darstellen.

Abb. 3. Modi�zierte Logistik

Bisher haben wir die Wachstumsfunktion g lediglich in Abhängigkeit von u betrachtet. Durch ses-
sionale Schwankungen können die Parameter λ0 und u∞ jedoch variieren und somit hängt das
Wachstum auch von der Zeit ab, es gilt also in diesem Fall g = g(t, u).

3 Interaktionen innerhalb einer Artengemeinschaft

Lebewesen benötigen zum Überleben verschiedene Ressourcen, die im beschränkten Maÿe vorliegen, wie
etwa Nahrung, Lebensraum und Fortp�anzungspartner [c]. Eine genaue Modellierung würde demnach
die Berücksichtigung vieler verschiedener Parameter erfordern. Um das Modell möglichst übersichtlich
zu halten, wird die Betrachtung im Folgenden auf die zur Verfügung stehenden Nahrungsressourcen
beschränkt. Auÿerdem betrachten wir zunächst die kleinstmögliche Artengemeinschaft, also eine Ge-
meinschaft bestehend aus zwei Arten. Zu Beginn dieser Betrachtung wird die folgende Bezeichnung
eingeführt:

xi(t) = Populationsgröÿe der Art i ∈ {1,2} zum Zeitpunkt t

Das Wachstum gi der Art i ∈ {1, 2} hängt jetzt nicht mehr allein von der Kapazität u∞ und der
Wachstumsrate λ0 ab, sondern auch von der Populationsgröÿe der interagierenden Art j ∈ {1, 2}, j 6=
i. Somit gilt: gi = gi(x1, x2), i ∈ {1, 2}. Folgende drei Interaktionstypen werden nun detaillierter
betrachtet:

1. Konkurrenz

2. Kooperation

3. Räuber-Beute-Beziehung

Anmerkung:
Die Konkurrenz als Interaktionsform (= interspezi�sche Konkurrenz) darf nicht mit der intraspezi�-
schen Konkurrenz, welche zur Selbstbeschränkung innerhalb einer Population führt, verwechselt wer-
den. Die intraspezi�sche Konkurrenz ist bereits in der logistischen Wachstumskurve einer einzelnen,
isolierten Art berücksichtigt und liefert die Wachstumsrate λ0 und die Kapazität u∞.
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3.1 Konkurrenz

Im Falle der Konkurrenz kommt es zu einem Wettstreit zweier Arten um dieselbe Nahrungsquelle. Das
bedeutet, dass sich die Überlebenschancen der einen Art durch das Vorkommen der anderen Art ver-
schlechtern. Das Gleiche gilt auch im umgekehrten Fall. Es ergeben sich folgende Wachstumsfunktionen
gi(x1, x2) für i ∈ {1, 2}:

g1(x1, x2) = a1 − b1x1 − c1x2

g2(x1, x2) = a2 − b2x2 − c2x1

Dabei ist für i, j ∈ {1, 2}, mit i 6= j, ai das Grundwachstum der Population der jeweiligen Art i.
Im Konkurrenz-Modell geht man allgemein von einem positiven Grundwachstum für beide Arten aus.
Der Subtrahend bixi beruht auf der Selbstbeschränkung aufgrund der intraspezi�schen Konkurrenz
und führt zu einer logistischen Populationsentwicklung, wie sie bereits aus dem vorherigen Abschnitt
bekannt ist.

Hier wird allerdings die Kapazität beider Arten noch zusätzlich durch das Vorhandensein der Kon-
kurrenzart nach unten reguliert, was durch den Subtrahend cixj für i, j ∈ {1, 2}, i 6= j in den Glei-
chungen der Wachstumsfunktionen zum Ausdruck kommt. Durch Einsetzen der Wachstumsfunktionen
gi(x1, x2) =: g(x) in die Vorgabe des logistischen Wachstums ẋ = g(x)x für i ∈ {1, 2} ergibt sich
folgendes System aus Di�erentialgleichungen:

ẋ1 = (a1 − b1x1(t)− c1x2(t))x1(t)
ẋ2 = (a2 − b2x2(t)− c2x1(t))x2(t) (4)

Dabei sind die Parameter ai, bi und ci für i ∈ {1, 2} stets positiv.

3.2 Kooperation

Bei der Kooperation pro�tieren die beiden Arten i ∈ {1, 2} voneinander, so dass sich durch gemeinsames
Auftreten die Überlebenschancen beider Arten erhöhen. In besonders engen Kooperationsverhältnissen,
wenn etwa das Überleben nur durch das Vorkommen der interagierenden Art möglich ist, spricht man
von einer Symbiose [d]. Als Konsequenz ergeben sich folgende Wachstumsfunktionen:

g1(x1, x2) = a1 − b1x1 + c1x2

g2(x1, x2) = a2 − b2x2 + c2x1

Auch im Kooperations-Modell hängt die Populationsentwicklung von der Selbstbeschränkung beider
Arten ab, welche das Wachstum negativ prägt. Hier erhöhen sich jedoch die Überlebensschancen durch
das Vorkommen des Kooperationspartners. Das Grundwachstum ai hängt in diesem Modell vom Grad
der Kooperation ab. Es ist positiv, sofern die betrachtete Art auch ohne den Kooperationspartner
überlebensfähig ist. Ist dies nicht der Fall, so ist das Grundwachtum ai negativ. Es lässt sich folgendes
System aus Di�erentialgleichungen aufstellen:

ẋ1 = (a1 − b1x1(t) + c1x2(t))x1(t)
ẋ2 = (a2 − b2x2(t) + c2x1(t))x2(t) (5)

Die Parameter bi und ci sind positive Werte. ai kann, wie oben beschrieben, sowohl positiv, als auch
negativ sein.

3.3 Räuber-Beute-Modell

Die Betrachtung eines Räuber-Beute-Verhältnisses gibt ein Modell vor, in dem das Vorkommen von
Räubern die Gröÿe der Beutepopulation negativ und das Vorkommen von Beuteorganismen die Gröÿe
der Räuberpopulatin positiv beein�ussen. Sei im Folgenden x1 die Gröÿe der Beute- und x2 die Gröÿe
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der Räuberpopulation. Die jeweils zugehörige Wachstumsfunktion lässt sich demnach folgendermaÿen
darstellen:

g1(x1, x2) = a1 − b1x1 − c1x2

g2(x1, x2) = a2 − b2x2 + c2x1

Auch im Räuber-Beute-Modell verhält sich die Selbstbeschränkung wie in den beiden zuvor vorgestell-
ten Modellen. Das Grundwachstum der Beutepopulation a1 ist positiv. a2, also das Grundwachstum
der Räuberpopulation, ist abhängig davon, ob die betrachtete Beuteart die essenzielle Hauptnahrung,
oder gar die alleinige Nahrungsquelle der Räuberart ist. In diesem Fall ist a2 negativ. Hat jedoch
die Räuberart ausreichend Ausweichmöglichkeiten auf andere Beute, so nimmt a2 positive Werte an.
Zusammenfassend lässt sich folgendes Di�erentialgleichungssystem aufstellen:

ẋ1 = (a1 − b1x1(t)− c1x2(t))x1(t)
ẋ2 = (a2 − b2x2(t) + c2x1(t))x2(t) (6)

Dieses System gilt ∀a1, bi, ci ∈ R+ für i ∈ {1, 2} und a2 ∈ R.

Ein Spezialfall der Betrachtung des Räuber-Beute-Verhältnisses ist ein Modell, welches in den Jah-
ren 1925 und 1926 unabhängig von den Mathematikern Alfred James Lotka und Vito Volterra entwi-
ckelt wurde - das Lotka-Volterra-Modell [e]. Darin wird die Selbstbeschränkung durch intraspezi�sche
Konkurrenz vernachlässigt, also gilt bi = 0 für i ∈ {1, 2}. Auÿerdem geht man davon aus, dass die
betrachtete Beuteart die einzige Nahrungsquelle für die Räuber darstellt. Daraus folgt unmittelbar
a2 < 0. Das System aus Di�erentialgleichungen lässt sich also auf folgende modi�zierte Form bringen:

ẋ1 = (a1 − c1x2(t))x1(t)
ẋ2 = (a2 + c2x1(t))x2(t) (7)

Dies gilt für a1, ci ∈ R+ für i ∈ {1, 2} und für a2 < 0.

3.4 Allgemeine Populationsmodelle für n Arten

Für die mathematische Betrachtung von Artengemeinschaften mit n Arten, können auf dieselbe Weise,
wie in den aufgezeigten Spezialfällen für 2 Arten, Systeme aus n Di�erentialgleichungen erstellt
werden. Dabei wird die spezi�sche Interaktion einer Art mit einer anderen sowie deren Grad stets
durch das Anhängen eines weiteren Summanden bzw. eines weiteren Subtrahenden, welcher von der
Populationsgröÿe der interagierenden Art abhängt, zum Ausdruck gebracht. Folglich erhält man ein
derartiges System:

ẋk(t) = xk(t)gk(x(t)) mit t ≥ 0, xk(0) = xk,0, k = 1, . . . , n

gk(x(t)) kann dabei folgendermaÿen aussehen:

gk(x(t)) = ak − bkxk +
∑
l 6=k

ck,lxl mit l = 1, . . . , n und ck,l ∈ R

Die Gegebenheit, dass ck,l aus den reellen Zahlen ist, also insbesondere positive und negative Werte
annehmen kann, zeigt, dass die Interaktionsform mit der l-ten Art für die Art k sowohl gewinnbringend,
als auch existenzgefährdend sein kann.

4 Skalierung der Di�erentialgleichungssysteme

Die Systeme von Di�erentialgleichungen aus dem vorangegangenen Abschnitt enthalten allesamt eine
groÿe Anzahl an Parametern. Um den Ein�uss einzelner Parameter auf das Gesamtsystem besser
untersuchen zu können, ist es ratsam, die Anzahl der Parameter zu reduzieren. Dies ist beispielsweise
durch die mathematische Methode der Skalierung möglich, welche in diesem Abschnitt am Beispiel
des Räuber-Beute-Modells in ihrer Anwendung vorgestellt wird. Zuerst werden dabei neue Variablen
eingeführt:
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x1(t) = α1u(σt), x2(t) = α2v(σt), τ = σt

mit αi = const für i ∈ {1, 2} und σ = const. Diese Konstanten werden später geeignet gewählt.
Setzt man diese nun ist das Di�erentialgleichungssystem des Räuber-Beute-Modells ein, so erhält man
folgende Gleichungen:

u̇(t) = u(t)[
a1

σ
− b1α1

σ
u(t)− c1α2

σ
v(t)]

v̇(t) = v(t)[
a2

σ
− b2α2

σ
v(t) +

c2α1

σ
u(t)]

Einige Koe�zienten der Di�erentialgleichungen können nun durch geschickte Wahl der (Skalierungs-)
Parameter σ und αi für i ∈ {1, 2} auf einen gewünschten Wert, insbesondere auf 1 normiert werden.

Wir setzen nun o.B.d.A. a1
σ = 1, c1α2

σ = 1 und c2α1
σ = 1 um die Kopplungsterme, welche die Popula-

tionsgröÿen beider Arten miteinander in Abhängigkeit setzen, zu normieren. Durch Umstellen dieser
Gleichungen, erhält man σ = a1, α1 = a1

c2
und α2 = a1

c1
. Anschlieÿend setzen wir:

µ :=
a2

σ
=
a2

a1
, λ1 :=

b1α1

σ
=
b1
c2
, λ2 :=

b2α2

σ
=
b2
c1

Damit lässt sich das Räuber-Beute-Modell für λ1, λ2 ≥ 0 und µ ∈ R in folgender, standardisierter
Form darstellen:

u̇ = (1− λ1u− v)u, t ≥ 0, u(0) = u0

v̇ = (µ− λ2v + u)v, t ≥ 0, u(0) = u0
(8)

Durch die Skalierung wurde die Anzahl an Parametern auf drei reduziert, wodurch sich das Gesamt-
system im Folgenden besser untersuchen lässt.

5 Detaillierte Entwicklungsanalyse

In den nächsten drei Abschnitten werden die einzelnen Interaktionsmöglichkeiten in Artengemeinschaf-
ten di�erenzierter betrachtet und analysiert. Beginnen möchten wir mit dem Konkurrenz-Modell.

5.1 Konkurrenz

Durch eine analog zu Kapitel 4 durchgeführte Skalierung ergibt sich folgendes System aus Di�erenzi-
algleichungen:

u̇ = (1− λ1u− v) · u, τ ≥ 0, u(0) = u0

v̇ = (µ− λ2v − u) · v, τ ≥ 0, v(0) = v0
(9)

wobei λ1, λ2 und µ ≥ 0 sind, da bei µ < 0 die zweite Art sowieso ausstirbt.

Betrachtet man die rechte Seite dieser polynomialen Gleichungen (= f(u, v)), so wird klar, dass diese
insbesondere stetig di�erenzierbar sind. Das System besitzt also zu jedem Anfangswert genau eine
Lösung auf einem maximalen Existenzintervall und erzeugt einen lokalen Fluss auf R2

+, der die Menge
(0,∞)2 invariant lässt.

Im nächsten Schritt soll die globale Existenz für t ≥ 0 gezeigt werden. Dabei sei J = [0, t∗) das
maximale Existenzintervall mit dem folgende Ungleichungen gelten:

u̇ = (1− λ1u− v) · u ≤ u
v̇ = (µ− λ2v − u) · v ≤ µv (10)

woraus folgt, dass 0 ≤ u(t) ≤ etu0 und 0 ≤ v(t) ≤ eµtv0 gilt.

Damit ist (u(t), v(t)) auf jedem endlichen Intervall beschränkt und t∗ = ∞, was wiederum bedeutet,
dass für t ≥ 0 Lösungen des Konkurrenz-Modells global existieren.

Um das qualitative Verhalten des von (9) erzeugten Halb�usses genauer zu betrachten, werden zunächst
die Equilibria des Systems berechnet, d.h. die Stellen, an denen es zu keiner weiteren Änderung der
Populationsgröÿe kommt. Dies sind die Lösungen der algebraischen Gleichungen
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0 = u̇ = (1− λ1u− v) · u
0 = v̇ = (µ− λ2v − u) · v (11)

Die Lösungen können in drei verschiedene Equilibria-Typen unterteilt werden, die im Folgenden auf-
gelistet werden:

1. triviales Equilibrium (0, 0), bei dem beide Arten ausgestorben sind

2. zwei marginale Equilibria (0, v̄) = (0, µλ2
) und (ū, 0) = ( 1

λ1
, 0), bei denen genau eine der beiden

Arten ausgestorben ist

3. Koexistenz-Equilibrium (u∗, v∗) = 1
λ1λ2−1 (λ2 − µ, λ1µ − 1), bei dem die beiden Arten im Gleich-

gewicht leben

wobei der Fall λ1λ2 = 1 ausgeschlossen wird.

Das Koexistenz-Equilibrium ist jedoch biologisch nur dann von Bedeutung, wenn u∗, v∗ > 0 gilt. Dann
können die folgenden zwei Fälle unterschieden werden:

(i) λ2 > µ, λ1µ > 1 ⇒ λ1λ2 > 1

(ii) λ2 < µ, λ1µ < 1 ⇒ λ1λ2 < 1

Durch die Methode der Linearisierung kann das Verhalten der Lösungen nahe der Equilibria
untersucht werden. Dazu wird die Funktion f(u, v), also die rechte Seite der Gleichung (11), durch ihre
Ableitung angenähert, wozu die Jacobi-Matrix von f(u, v) berechnet werden muss:

f ′(u, v) =
(

(1− λ1u− v)− λ1u −u
−v (µ− λ2v − u)− λ2v

)
Im nächsten Schritt werden die drei verschiedenen Equilibria in f ′(u, v) eingesetzt und eine Stabili-
tätsanalyse durchgeführt.
Für das triviale Equilibrium (0, 0) erhält man folgende Matrix:

A0 := f ′(0, 0) =
(

1 0
0 µ

)
Dabei besitzt A0 die positiven Eigenwerte 1 und µ > 0, woraus sich schlieÿen lässt, dass das triviale
Equilibrium einen instabilen Knoten darstellt.

Für das marginale Equilibrium (ū, 0) ergibt sich nach Einsetzten folgende Matrix:

Aū := f ′(ū, 0) =
(

(1− λ1ū)− λ1ū −ū
0 µ− ū

)
=
(
−1 −ū
0 µ− ū

)
Die Matrix Aū besitzt dabei die Eigenwerte −1 und µ− ū. Somit ist das Equilibrium (ū, 0) für ū > µ
ein stabiler Knoten, da beide Eigenwerte negativ sind. Im Fall ū < µ verhält sich das marginale
Equilibrium instabil und stellt einen Sattelpunkt dar.
Analog kann für das marginale Equilibrium (0, v̄) durch Einsetzen in f ′(u, v) folgende Matrix erhalten
werden:

Av̄ := f ′(0, v̄) =
(

1− v̄ 0
−v̄ (µ− λ2v̄)− λ2v̄

)
=
(

1− v̄ 0
−v̄ −µ

)
Hierbei hat die Matrix Av̄ die Eigenwerte −µ und 1 − v̄, woraus sich schlieÿen lässt, dass das zweite
marginale Equilibrium (0, v̄) für v̄ > 1 ein stabiler Knoten und für v̄ < 1 instabil, also wiederum ein
Sattelpunkt ist.

Zuletzt soll das Koexistenz-Equilibrium (u∗, v∗) untersucht werden. Durch Einsetzen in die Jacobi-
Matrix erhält man folgendes:

A∗ := f ′(u∗, v∗) =
(
−λ1u∗ −u∗
−v∗ −λ2v∗

)
Für die biologische Relevanz der Betrachtung, muss zunächst u∗ > 0 und v∗ > 0 gelten. Dadurch erhält
man, dass



Populationen 15

spA∗ = −(λ1u∗ + λ2v∗) < 0

und es gilt auÿerdem
detA∗ = u∗v∗(λ1λ2 − 1)

Für den Fall λ1λ2 < 1 ist daher detA∗ < 0 und das Koexistenz-Equilibrium instabil, d.h. ein Sattel-
punkt. Im Fall λ1λ2 > 1 stellt (u∗, v∗) dagegen einen stabilen Knoten dar, da

(spA∗)2 − 4detA∗ = (λ1u∗ − λ2v∗)2 + 4u∗v∗ > 0

Zusammenfassend lassen sich also vier Fälle au�isten:

Ia Ib IIa IIb
Equilibria µ > ū, 1 > v̄ µ > ū, 1 < v̄ µ < ū, 1 > v̄ µ < ū, 1 < v̄

(0, 0) instabil instabil instabil instabil
(ū, 0) instabil instabil stabil stabil
(0, v̄) instabil stabil instabil stabil
(u∗, v∗) stabil exist. nicht exist. nicht instabil

stab. Koexistenz v gewinnt u gewinnt bistabiler Fall

Im nächsten Schritt soll das Langzeitverhalten der Lösungen analysiert werden. Dazu werden zunächst
die Fälle Ib und IIa betrachtet, bei denen keine Koexistenz zustande kommt. Ihr Verhalten wird im
folgenden Satz zusammengefasst:

Satz 3 (Satz über keine Koexistenz) Es ergeben sich folgende 2 Fälle:

(i) Fall Ib: Es gelte µ > ū, 1 < v̄. Dann ist das marginale Equilibrium (0, v̄) in (0,∞)2 global asym-
ptotisch stabil und jede Lösung mit Anfangswert u0 > 0, v0 ≥ 0 konvergiert für t → ∞ gegen
(0, v̄).

(ii) Fall IIa: Es gelte µ < ū, 1 > v̄. Dann ist das marginale Equilibrium (ū, 0) in (0,∞)2 global
asymptotisch stabil und jede Lösung mit Anfangswert uo ≥ 0, v0 > 0 konvergiert für t →∞ gegen
(ū, 0).

Das Langzeitverhalten der Populationsgröÿen für die Fälle Ib und IIa ist in den nächsten beiden
Abbildungen dargestellt:

Abb. 4. Keine Koexistenz in Konkurrenz

Für die Koexistenz-Fälle Ia und IIb wird das Langzeitverhalten ebenfalls in einem Satz zusammenge-
fasst:

Satz 4 (Satz über Koexistenz) Es ergeben sich folgende 2 Fälle:

(i) Fall Ia: Es gelte µ > ū, 1 > v̄. Dann ist das Koexistenz-Equilibrium (u∗, v∗) in (0,∞)2 global
asymptotisch stabil und jede Lösung mit Anfangswert u0, v0 > 0 konvergiert gegen (u∗, v∗).

(ii) Fall IIb: Es gelte µ < ū, 1 < v̄. Dann ist das Koexistenz-Equilibrium (u∗, v∗) instabil und es gibt
eine Separatrix S mit (0, 0), (u∗, v∗) ∈ S, sodass jede Lösung mit Anfangswert (uo, v0) 6∈ S gegen
(ū, 0) oder (0, v̄) konvergiert.
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In beiden Fällen gilt jedoch u∗ < ū und v∗ < v̄, woraus folgt, dass beide Arten durch die Koexistenz
verlieren.

Biologisch interpretiert, verlieren also beide Arten in Koexistenz durch das Vorhandensein der anderen
Art. Eine stabile Koexistenz kommt nur dann zustande, falls die relative Geburtenrate jeder Art jeweils
gröÿer ist als die Kapazität der anderen Art. Wird die Bedingung von der ersten Art erfüllt, von der
zweiten aber nicht, so stirbt die erste Art aus. Erfüllt keine der beiden Arten die Bedingung, so stirbt
in Abhängigkeit vom Anfangsbestand eine der beiden Arten aus.
In den folgenden Abbildungen soll das Verhalten dieser beiden Koexistenz-Fälle dargestellt werden:

Abb. 5. Koexistenz in Konkurrenz

5.2 Kooperation

Betrachtet man nun analog die Equilibria des skalierten Kooperations-Modells in der selben Weise
wie das Konkurrenzmodell im vorangegangenen Abschnitt, so erhält man folgenden Satz sowie die
anschlieÿend aufgeführten Diagramme in Abbildung 6 für die mathematische Modellierung der Popu-
lationsentwicklungen der Kooperationspartner:

Satz 5 (Satz über Kooperation) Es seien λ1, λ2, µ ≥ 0. Dann sind das triviale Equilibrium (0, 0)
und die marginalen Equilibria (ū, 0) und (0, v̄) für das Kooperations-Modell instabil. Ferner gilt:

(i) Im Fall λ1λ2 > 1 gibt es genau ein Koexistenz-Equilibrium (u∗, v∗). Dieses ist in (0,∞)2 global
asymptotisch stabil und es gilt u∗ > ū und v∗ > v̄.

(ii) Im Fall λ1λ2 < 1 gibt es kein Koexistenz-Equilibrium und jede Lösung in (0,∞)2 explodiert in
endlicher Zeit.

Abb. 6. Kooperation

5.3 Räuber-Beute-Modell (Volterra-Lotka-Modelle)

Im Falle eines Räuber-Beute-Verhältnisses lässt sich durch Betrachtung der Equilibria der folgende
Satz formulieren:



Populationen 17

Satz 6 (Satz zum Räuber-Beute-Verhältnis) Es ergeben sich folgende drei Fälle:

(i) Koexistenz: Für λ2 > µ > −1
λ1

gibt es genau ein Koexistenz-Equilibrium (u∗, v∗). Es ist in (0,∞)2

global asymptotisch stabil.

(ii) Für λ2 < µ, also v̄ > 1, ist das marginale Equilibrium (0, v̄) in (0,∞)2 global asymptotisch stabil.

(iii) Für µ < −1
λ1
, also µ < −ū, ist das marginale Equilibrium (ū, 0) in (0,∞)2 global asymptotisch

stabil.

Dieses Ergebnis lässt sich biologisch folgendermaÿen interpretieren:

Zur Koexistenz kommt es nur, wenn die relative Geburtenrate der Beute die Kapazität der Räuberpo-
pulation überwiegt sowie im Falle, dass die Kapazität der Beutepopulation gröÿer ist als die negative
relative Geburtenrate der Räuber. Diese Fälle sind in Abbildung 7 veranschaulicht. Zu keiner Koexis-
tenz kommt es, falls die Räuber die Beutepopulation ausrotten bzw. sie sich nicht mehr von der Beute
ernähren können und verhungern. In Abbildung 8 werden diese beiden Fälle dargestellt.

Abb. 7. Koexistenz für Räuber-Beute

Abb. 8. Keine Koexistenz für Räuber-Beute
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• q¿yz{nË�x�r)sQs¡{GÁ �T{�w[º��r.�¸�yz{�w���{~�U���Tyz{��^v^�Q�Ï�^y����`�¿r)��s¢�Q{~���){����Ïs�y|����Ô®{~�^})xI¶|É0ü"Ö�>='(��ü��TÕ�¶
qu{~s@��{�y|��{~w�{~��s¢�Q{��]�

X = X(t)
¬®^wJ�Tyz{[�[�^¸~r)�^x��T{�w@º��2�Ty|t�y��T�^{~�Myz��Ë�x�r)sQs�{~�ìÔ®¸~�^� ÈR{�y|���^�^���`�@� Õ ¶`�[��sQs¡{~wQ�^{����y|x��T{��b�^y|{�s¡{¿Ë�xzr`s�s�{��Myz��á¢{��T{�� �NvT�^{�xzx^{~y|��{[�Ty�s�á¢�^�^�]��{�È#{�wQx|{~})�^��}��^{�w7ÃG{�s�r)�n���#v`�^�^x�r���yzv)�p�$s�vT�^r`s�s>¬®v`x|}`{����^{�wÈR��s�r)���M{~�^��r$��}¯�#{~s¡��{��]�~É

S + I + R + E = N
¶JÈ#�.�^{�w�Ë�x�r)sQs¡{ÍÊ �)Å)�^�^{~�·¸���sQ«��Q¸�xzyz���·�^vT���·�^y|{Àr$�.�T{~wË�w�r$���]��{�y|��ÃG{�s¢�Qv)wQ�#{��^{~�»}){�¸�«$�^x|���7{~wQ�^{��U¶>Ò`{b��r`�Q�·Ë�w�r$�^���^{�y|��s¢�¢¼�����r)�^�»{�s�s¡yz�^�]t)v`x|x<s�{�yz�U�0{�yz�^{¹}`{���r)�^{�wQ{quy|Æ#{~w�{~�^¸�yz{�wQ�^�^}bt)v)wQ¸��^��{��^��{��N�^���N�7{�y|��{~w�{�Ë�x�r)sQs¡{~�Ï{~y|�^¸~�T¬®^�^wQ{��U¶Rq¿yz{n¬®v)xz}){��2�T{��WËlr$��yP�Q{�xp��r)�^{��Wr)�T¬C�T{����x�r)sQs¡y�sQ�Q�^{~�Ï�NvT�T{�xzxUt)v)�ÀË�{�wQ�¨r)���������À�W��Ë�{~���TwQyz���¹r$�T¬>�����Í¬®^�^wQ{��N�Ty|{�s¡{lº¢�T{�{��À�7{�y|�Q{�w�¶

� �WÌ��Ó�g��6 �Ó�Ï��Í\���g� �R6¡6 �����Ó�d�.�¯�-���g��¢2£0�P�¤8;�F8 Ð¦¥ ÍF�g���Ó�

qGr)sl�Tº¡�]±Ì�WvT�T{�xzx4y�s¢�l{�yz�^{��¿w¡��ÃGw��^�2�T��vT�T{�xzx4�#{~y@�T{~��t)v)w�r$��s�}){~s�{���¸��u�gyzwQ�U�&�^r)sQsG�^y|{�½>v)���^xzr$��yzv)�©w�«$�^��xzyz���}`x|{~yz���]t){~w¡�Q{�yzxP�py�s¢�0�^���nr)��sp�T{��n�#{�y��T{���Ë�x�r)sQs¡{~�l���^���lºR�#{~s¡��{~�`�~¶�º���s¡}`{~sQr$�n�0s¡v`x|x`r$x�s�v[�T{�w0��r)���T{�wQ�^�^}]s¡�^wQv)¸~{~s�s¸~�gyzsQ���^{��N�Tyz{~s�{��N�#{�y��T{��¯ÃGw����^�#{��N�Mv^�T{�xzx|yz{�w��[�7{~wQ�T{~�U�^�<{�x��Q�^{~w¿sQ�Q�^{~��r$��y�sQ�Q�Ï¬®v)xz}){~���T{�wQ�¨r$Ó`{��Í�#{�s����^wQy|{~�2{~��gyzw��&É

S
rSI−→ I

aI−→ S

½Jw�v.È#{�y|��yz�`�Q{�wQt�r$xzxg�<{~����s¡{~xP�¹r)xzs�v�{�yz�^{Wr$�2s¡v`x|�T�Q{N�¿�^¸~r$��x[t)v)�
rSI

º��2�Ty|t�y��T�^{~��t)v)� Ë�xzr`s�s�{N�.¸~� Ë�xzr`s�s�{ÏºÔXÁCwQ�]w�r$���]���^}]ÕG�^����{~y|��{¹�[�^¸�r$�^xJt)v`�
aI
º����^y|t�y��T�^{��¾�gy|{��T{�w�¸��^wQ����.ÔIÃG{~s��^���T�^�^}�Õ ¶0ÁJs��gy|w����^r)�#{�y7r$�^}`{�±��v)����{��U�^�^r`s�sg�Ty|{l�¿��s¢�Q{~�����^�^}�{�yz�^{~s?�^y��Q�]�gyz�r.�¸~y|{~w¡�Q{��Ïº����Tyzt�yz�T���^�¨s?�#{~y|��Ë¿v)�]�Qr)�`�?��y|�g{�yz�^{~��º��r.2¸�yz{�w���{����y|��{~y|��{�wn¬®{~s¢�Q{��»wQ{�x�r��Qyzt){��»Ä¿«$�F.�})�){~yP���p�^y|{b��w�r$�^���^{~yP��s�s��#{�¸~yg.2sQ���©y�s¡�~�0s¡�Qr$�¡�7.����T{��~¶>quy|{�s¡{~wMÈ#�2s�r)�M��{~�^��r$�^}s��^yz{�}`{�x|�[s¡y��Q�Ïyz�N�T{�w[s�v)}`{���r)�^�`�Q{�� à ú,��ü"
��Iû�'�ú=�R
I'�ú��Ìù,
	�Þ��ù	��ü r > 0

�gyz{~�T{~w~¶^�¿��sQs¡{~wQ�T{~���gyzwQ�Ï�^rÇt)v)�Àr$��s�}){�}]r$�T±}`{��U����r)sQs7�Tyz{nÈRr$�^xR�T{~w×�[{~�^yz�r.�¸�yz{�w���{~�¹�^wQv)�#v`w¡�Qy|v`��r$x�¸~�Ï�¨�����bºCy�s¡�<�^���Ís�v)��y|�?�Tyzw�{~�`�<t)v`�¹�^y|{�s¡{��Ïr$�^��«)�^}$��¶quyz{MÄ¿{�yzx|�^��}¹±gr$x�s¡vÍ�T{~wG�©{��Q��s�{�x4t)v)�¯ºg¸~���À±?�^yz�^}){~�^{��D.��2�T{���^�#{~wG{�yz�^{�¬®{~s¡��{M½CwQvÍËuv)�T¬JÊ¿r���{
a > 0

r)x�s�¿�`�Q{�yzx&t)v`�¹º<s¢��r����~¶O>¿ÆR{���s�yz���`�Qx|y����Í��x|{~y|�T�¿�Ty|{n�����M��{
S + I

�)v`��s¢��r$�`���Ts�vT�^r)sQs7¸���sQ«��Q¸�xzy��Q�
Ṡ = −İ

}`y|x|�~�T�<r`sr)��sQ�Q��r)�^x|y����Í�#{~�^{��T�Q{��~�2�^r`s�s[�¹���^w[�^���Tyz{n�[�^¸�r$�^xU¸��^��{��^��{��À�$r$�^�U�^�^���Tyz{lº<r$�^��y|���n�[�^���Ï�^��}`{��){���w¡��¶
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qu�^w��Q�N�Tyz{~s�{lÎ[�#{~w�xz{�}`�^�^}){~�Í��r)�^�Ï��r)�Ï�]���Í¬®v`x|}`{����T{�sg�[�T¬Xr)�^}`s��7{�w��Q�^w�v`�^x|{~��r)�T¬Xs¢�Q{�xzxz{��UÉ

Ṡ = −rSI + aI, t ≥ 0

İ = rSI − aI, t ≥ 0

S(0) = S0, I(0) = I0

Ô¡§�Õ

�ur)�����T{~� �Tr$��¸Nt)v)��½Jyz�~r$w���±±�py|���^{�xzÅ$¬G�^�����T{~wbª�v)xz}){~w��^��}�¸��^wªu��r)s�y|�#v]s¡y|�Qy|t�y|�Q«��¨�2{�s¡y|��¸��¯Ô¢§ÇÕM}){~��r$��{�yz�^{
�pÅ`s��^�^}

(S, I)
¶��7{~t)v)wg�Tyz{~s�{~s¿ÃGx|{~yz���]�^��}`sQs¡¼Ts¡��{������^�À}){~x|Å]s¢�g�gy|w��&�^�2{��^r$w�¬>{~s?��vT�Q�Ï{~y|��y|}`{�w[²[�M¬®v)wQ���^�^}`{��U¶

�<{���w�r)���`��{~�¾�gyzwM¸�����«)����s¡���Tyz{ÀÃGxz{�y����]�^�^}
İ = −aI

±nr$x�s¡v©�^{��.yzs�v)xzy|{~w¡�Q{��.ÃG{�s¡�����T�^�^}]s¡�^wQv)¸~{~sQsl±l��yP�¨�^{�w
�pÅ`s��^�^}

I(t) = e−atI0
¶�q¿{~wgwQ{�x�r��Qy|t){��¿�`��{~y|x0�T{�wnÔ®��vT�Q�#Õ7yz�r.�¸�yz{�w���{~�Ïº����Tyzt�yz�T��{��Ït)v`�Ï�T{~���]�Qr)w¡�¢�7{�w��

I0
¸��^�ÈR{�y|���^�^�^�]�n�nyzs¡��r$x�s¡vN�T�^w��Q�

e−at }){~}){��#{~�U¶U�[��sn�^y|{�s¡{~��ÁCwQ�){��^�]���^y�sQs¡{~����r)�^���¨r$�����^�»r$�^xz{�y|�Q{��U�p�^r`s�sl�Tyz{º��^¬°{~�]��yzv)��sQ�^r$��{�wg{�ÑT�#v)�^{~�`�Qyzr)x|t){~w¡�Q{�yzxP�gyzs¡�[��yP�¿�^{�� ÁCwQ�<r)w¡�Q�^�^}`s��7{�w��
1

a
=

∫ ∞

0

tae−atdt.

��{�y|��{~w���y|�À�gyzwQ�Ï�Tyz{�þ¿ü±>��Ó',��ÿI
��éû�'$ú=����ù	��üGþì�T{~wgº��T¬®{��]�Qy|v`�Í¬®v)xz}`{����T{~w��¨r$Ó`{��Í�^{@.��^yz{�w��

R =
rN

a
.

ÔI£)Õ
qGr$�#{~y[y�s¢�

rN
�Tyz{Nº��T¬®{��]�Qy|v`��s�wQr$��{)�Jr$x�s¡v»�T{~wb�¿�`�Q{�yzxur$�0� º��r.2¸�yz{�w��2r$wQ{��U�C�Tyz{N{~y|��{~y|��¸�yz}){�wbº��r.�¸�yz{�w���{~w¨�^wQvÈR{�y|��yz�`��{~w�t$r$xzxGr)��s¢�Q{~���]�~¶?qu�^wQ��� �Tyz{��N��xP�Qy|�^xzyz��r��Qy|v`�_��yP� 1

a

�?yzs¡�
R
r$x�s¡v.�Tyz{©º��T¬®{~�`�Qyzv)��s�wQr$��{©�T{~wÏ�My|����xz{�wQ{��º��^¬°{~�]��yzv)��sQ�^r$��{�w�¶

�¿xzsÏ��«`�Q��s¡��{�sÍ�7{�w��T{�� �Tyz{�r)��s�v)xz�T��{~�_Ä¿«)�r.�}`�){�y|��{��_yz��Ô¡§�Õb¸~�_wQ{�x�r��Qy|t){~�_Ä¿«)�r.�})�){~yP�Q{��_�^��� �Tyz{»È#{~yP�À¸��^w����r)wQr)�`�Q{�wQyzs¡��y�s����^{��NÈ#{�y|�Qs���r$���^{ 1
a

�^�¨s���r$xzyz{�w��lÔ
τ = at

Õ ¶���yzw¿s¡{���¸~{��Àr)xzs�v

u(at) =
S(t)

N
, v(at) =

I(t)

N
, u0 =

S0

N
, v0 =

I0

N
.

Ô 4 Õ
�����Ï{�w��2r$x|��{��Í¬®v`x|}`{����T{�s[ÃGx|{~yz���]�^��}`sQs¡¼Ts¡��{��ÀÉ

u̇ = −(Ru − 1)v, t ≥ 0

v̇ = (Ru − 1)v, t ≥ 0

u(0) = u0, v(0) = v0.

Ô C Õ

�¿��s��T{�� �Tr$��¸¨t)v`��½Cy���r)wQ��±?�Uyz���T{~x|Å)¬<�^���»�T{�w�ª�v)xz}){~w��^��}Ï¸���w«ªu��r)s�y|�#v]s¡y|��yzt�y|�Q«��l{�wQ})yz�T��s¡y��Q�p�p�^r`s�sbÔ C Õ�{�yz�^{{~y|�2�T{��T�Qy|}`{��pÅ`s��^�^}n�#{�s¡y|��¸��~¶�ª�{�wQ�^{�wJ¬®v`x|})�~���^r)sQs
u̇+ v̇ = 0

r)xzs�v
u(t)+ v(t) = u0 + v0 = 1

¬®^w?r$xzxz{
t ≥ 0

})yzxP��¶quyz{b�pÅ`s��^�^}
(u, v)

t){~w�x�«$�T¬°�[r)xzs�vMy|�
D1 =

{
(u, v) ∈ R

2 : u, v ≥ 0, u + v = 1
} �����Í{�Ñ�y�s¡��yz{�w��<¬®^w¿r$xzxz{nÈ#{~yP�Q{���2r)���À�T{���ª�v)w��Qs�{��Q¸��^�^}]s�sQr��Q¸)¶

�T{���¸��[�¨r$�
u = 1 − v

yz�N�Ty|{l¸��<{�y|��{�ÃGx|{~yz���]���^}�t)v`��Ô C Õ<{�yz�U�^{�wQ��«$x|�g�¨r$�À�Tyz{�ÃGx|{~yz���]���^}

v̇ = ((R − 1) − Rv)v,
Ô D Õ

�^y|{n�T�^w��Q�N�Ty|{�¬®v)xz}){~���T{lª��^�^�]��yzv)�Ï¬®^w
R > 0

�^���
R 6= 1

}`{�xzÅ`s¡�?�gy|w��&É

v(t) =
v0v∗

v0 + (v∗ − v0)exp(−(R − 1)t)
mit v∗ = 1 − 1

R
.

ÔBþ`Õ



¬ ÀIÆ¤Â=$	ì.Á ñ À�Â�À ½w�
ª>^w

t → ∞ {�wQ})yz�T�[s¡y��Q�À{�yz�ÀË¿v`�]t){~w�}){~�^¸�t){�w��2r$xP�Q{��¹t)v`�
(u, v) = (1 − v, v)

É
• º¢s¢�

R ≤ 1
��s�v��)v)��t){�wQ})yz{�w¡�

(u, v)
}`{�}){~�b�^r`s×
���ù�úd
,�^ü�û*�B�*����ü�ûXü�`gß�ÿTû°ý:û�A�� û°ÿ1)

(ū, v̄) = (1, 0)
¶Tq¿yz{GË�w�r$�^���^{~yP�s¢�Qy|wQ�T�¿r$x�s¡v¨r$��s~¶

• ª>^w
R > 1

�)v`�]t){~w�}`y|{~w¡�
(u, v)

}){~}){��À�^r)snü�ú#�`ü�)Mûµ���"��üÜ²<ýzü�û������]ü�´@û����1�
(u∗, v∗) =

(
1
R , 1 − 1

R

) ¶
ÈR��s�r)���M{~�T¬Xr)sQs¡{~���»��r)�^�·��r)�.s�r)}){~�U�>�^r`s�sM�Tyz{ÏÊg{~�^w�v^�T�^�]��yzv)��s�w�r���{

R
{�yz�^{Ï{��`��s����^{�y��T{~���T{ÀÊgv)xzxz{Í�#{�yg�T{�w�¿��s��^w�{~yP�Q�^�^}b�T{�w[º��T¬®{��]�Qy|v`�Ï�#{�s¡y|��¸��~¶2q¿yz{nË�w�r$�^���^{~yP�g��r)�^�Ï�]��w[r)��s��^w�{��Q�^{~�U�T�7{~�^�À{�yz�Ïº��F.�¸�yz{�w���{~wgy|���Ny|�¡�Q{�x��{~�^w[r)xzs?{�yz�^{~�Àr)���T{�wQ{��Àr$��s¡��{��Q�]��¶

É �WÌ��Ó�g��6 �Ó�Ï�6 �?Ò®�R6¡6 �����Ó�d�?�Ï�-������¢l£0�P�B8;�,¯ Ð¦¥ ÍF���Ï�Ó�

º�� ��x�r)sQs¡y�sQ�Q�^{~�N�WvT�T{�xzx0t)v`�WË�{~w��¨r`�Q�Í�^���¯�W�~Ë�{����^w�y��Q�Ï})yz�T�G{~s¿¸~��sQ«���¸~x|y����N¸~�¯�T{~�W�#{�y��T{~�¯Ë�x�r)sQs¡{~�Àºg������¾�^vT���·{�yz�^{Ï�7{�y|��{~w�{ÏË�x�r)sQs¡{ÍÊl�@�Tyz{)�@�T{~wMº������^�^y�s¡yz{�w���{~�U¶@qGr)s��Tº¢Ê?±Ì�Nv^�T{�xzx<��r$��r)xzs�v¦°[���^x|y����^�){�y|��{~�.¸��^�t)v`w�yz}){~�Í�Nv^�T{�xzxé�^�7v`�2{~y&�]���Nr$xzx|{nÃG{�s¡�^���^{���{~�Ày|�����^�^y�s�y|{~w¡�¿s�y|���U¶^ÁJsg{�wQ})yz�T�[s�yz���Í¬®v)xz}){~���T{~s[�T���^{~��r�É

S
rSI−→ I

aI−→ R

quyz{~s�{~s<¬®��^w¡�[¸~�Í¬®v`x|}`{����T{~��ÃGxz{�y����]�^�^}]s�s�¼Ts¢�Q{��ÀÉ

Ṡ = −rSI, t ≥ 0,

İ = rSI − aI, t ≥ 0,

Ṙ = aI, t ≥ 0,

S(0) = S0, I(0) = I0, R(0) = R0,

Ô � Õ

��y|�<Ë¿v)�2s¢��r$�`�Q{��
a, r > 0

�����¨�¿�T¬Xr$��}`s��7{�w���{��
S0, I0, R0 ≥ 0

¶)Á7sC}`yzxP�
N = S0 + I0 +R0

�)�����¨��r
Ṡ + İ + Ṙ}`x|{~yz���¹¤�yzs¡�~�]}`y|�^�<{~s7}){��2r$�b{�yz�^{u�#v`s�y|��yzt){��UÅ]s¡�^��}n��y|�

S(t) + I(t) + R(t) = N
¬®�w?r$xzx|{

t ≥ 0
¶d�¿�^�¹�gyzw��b�^r`s�¿�T¬Xr$�^}]s¡�<{�w����^wQv)�^xz{����^vT���Ï�gy|{l¸��^t)v`wg�T{~wgÁCyz�T¬Xr)���^�^{~yP�¿��r)x|�#{~wg�^��}){�¬®v`w��n��¶^�Wr)�Às¡{���¸��

u(at) =
S(t)

N
, v(at) =

I(t)

N
, w(at) =

R(t)

N
, u0 =

S0

N
, v0 =

I0

N
, w0 =

R0

N�����Ï{�w��2«$x|�

u̇ = −Ruv, t ≥ 0,

v̇ = Ruv − v, t ≥ 0,

ẇ = v, t ≥ 0,

u(0) = u0, v(0) = v0, w(0) = w0.

Ôéµ`Õ

Á7s�})yzx|�
u(t) + v(t) + w(t) = u0 + v0 + w0 = 1

¬®^wMr)x|xz{
t ≥ 0

¶>qGrW�^y|{¹ÂCr)w�y�r$�^xz{
w
�]�^w�yz�·�T{�w�x|{���¸���{��ÃGxz{�y����]�^�^}¨t)v)wQ�)v)���n������r)�^�Ï��r)�À�^r)s¿��¼Ts¢�Q{�� wQ{~�T�^¸~y|{~w�{~�Í�^���Ï{�wQ��«)xP�

u̇ = −Ruv, t ≥ 0,

v̇ = Ruv − v, t ≥ 0,

u(0) = u0, v(0) = v0.

Ôé¥`Õ
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quyz{J�[�T¬Xr)�^}`s��7{�w���{@�^���b�UÅ]s¡�^��}){����^y|{�s¡{�s&½CwQv)�^xz{��¨s&xzy|{~}){���yz�Bquw�{�yz{~���

D2 =
{
(u, v) ∈ R

2 : u, v ≥ 0, u + v ≤ 1
} ¶quyz{nª^�^�^�]�Qy|v`�

w
{~w�}`y|�^�gs�y��Q�À��r$�^�Àr)xzs?º��]��{~})w�r$xRt)v`�

v
�My|�[}`{�}){~�#{��^{~� �[�T¬Xr$��}`s��7{�w��

w0
É

w(t) = w0 +

∫ t

0

v(s)ds, t ≥ 0.

qGr)sJ��¼Ts¢�Q{���ÔX¥]Õ0��r$�@v$ÆR{�����r$wC�Tyz{?{~y|�^¸~y|}`{���s¡�Qr��Qy|v`��«$wQ{���UÅ`s��^�^}`{��
(ū, 0)

��y|�
ū ∈ [0, 1]

���7v`�#{�yT{~y|�b�]�Qr)w¡�¢�7{�w��
(0, v0) ∈ D2

¸��.�T{�w�pÅ`s��^�^}
(0, e−tv0)

¬®^�^w��~�@�Ty|{Í}){~}){~�
(0, 0)

�)v)��t){�wQ})yz{�w¡��¶>��{�yz{��·�]�^�
u
�^���

v
}`w�Å`Ó){�w

�¿�^xzxé�[�^r$�^� ��r)�^�_�¨r$�_^�#{~wÀ�Tyz{�Ð0w�{~�^�]�^�^}��^{�wÏÂJr$wQyzr)�^x|{~� {�yz� º��`�Q{�})w�r$xGt)v)��Ôé¥`Õ¹�#{�wQ{~���^�^{��U¶g�¿��sÀ�T{��ÃGxz{�y����]�^�^}]s�s�¼]��{~� ¬®v)xz}$��É
v̇(t)

u̇(t)
= −1 +

1

Ru(t)
.

qu�^w��Q�N�N�^x|��yz�^xzy|�$r���yzv)�À��yP�
u̇
�^���Ïº��`��{~})w�r��Qy|v`�Í��r)���Í�[{�wQ})yz�T�[s¡y����UÉ

v(t) − v0 = u0 − u(t) + R−1(log u(t) − log u0).�¿xzs�vWyzs¡���Tyz{¹ª��^�^�]�Qy|v`�
H : (0, 1] × [0, 1] → R+, H(u, v) = v + u − R−1log u

{�yz�»º��`�Q{�})w�r$xCt)v`� Ôé¥`Õ�¶pÁJs{~w�}`{��#{��Às¡y��Q�N�^r$w�r$��s7¬®v`x|}`{����^{�Ð0w�r	á¢{��]��v`w�yz{��Ít)v)�ÀÄnÉ

v = φc(u) = c − u + R−1log u, c = H(u0, v0), u > 0,

quyz{~s�{lª��^�^�]��yzv)�^{~�Às�yz���Íyz�À�^{�w?¬®v`x|}`{����T{~�À�[�^�^yzx��T�^�^}b��r$wQ}){~s¡��{~x|x|�~É

�&�'�����%� ÷�"IÁ ò Â�îbÁ¨ï?ðÓí�Â�ï� ¬ Ä ëñ�ò Â�Ã¨Ã�î@Á§ì
R = 0.8

�R�f±*H
R = 3

H

Ð7¼]��yzsQ�Q��{�wQ�7{�y�s¡{@�$r$�^�l�¨r)�lt)v)w�r$��sQs�{���¸~{��U���^r`s�sp�Tyz{7�[�T¬Xr)�^}`s��7{~w¡�Q{Cr)�T¬^�T{~w0Ä¿¼]�#v)���^{~�]��s�{J�^{~s0q¿wQ{�yz{~���TsUx|yz{�}`{��U���rn¸��^���]��r$w���¸~{�y|���^�^���`�?�T{~w<�[�]��{�yzx&�T{�w7º������^�^y�s�y|{~w¡�Q{��b}`x|{~yz���³�[�^xzx#y�s¢��¶�q¿yz{��UÅ`s��^�^}`{��¨t){~w�x�r$�T¬®{~�b�^r)�#{�y2t)v`�wQ{~���`��s?��r)���Ïxzy|�^�Ts~�^��r
u̇ < 0

�2r)����ÔX¥`Õ�¶
�¯r$�Ï��r)�^�Ï�]�^�À¸~�7{�ypª>«)xzx|{����`��{~wQsQ�Q��{�y��T{��UÉ
• ª>^w

R ≤ 1
�)v`�]t){~w�}`y|{~w¡�?�Tyz{@�UÅ]s¡�^�^}

(u(t), v(t))
¬®^w

t → ∞ }){~}){��Í{~y|��{ls¡�Qr$��yzv)��«)w�{��UÅ]s¡�^��}
(u∞, 0)

¶
• ª>^w

R > 1
s¡��{~y|})���T{~w��[�]��{~y|xC�T{�w�º��r.�¸~y|{~w¡�Q{��¯�#{~y4})xz{�y��Q�^¸~{�y|��yz}){~wuÂ@{�wQwQy|�^}`{�wQ�^�^}bt`v)�

u
})})¬¢¶#�^y�sG¸��¯{~y|��{�w�Wr�ÑTyz�¨r$x�s¢�Q{�xzx|{

vmax = −R−1(1 + log R) + u0 + v0 − R−1log u0
r)�U�^�#{�t)v`w[�Ty|{�s¡{@�pÅ`s��^�^}¨r$�2�Q�À}){~}){~��^r)s?Á¼È`��y|xzyz�^w�yz�^�

(u∞, 0)
�)v)��t){�wQ})yz{�w¡�~¶

º��b�#{~yz�^{��¹ª4«$xzxz{��b��r$���¨�¨r$�
u∞

r)xzs¼�[�^xzx�s¢�Q{�xzx|{G�T{�w7{~�`�Qs��^wQ{~���^{����^{��¹Ð0wQr	á¢{��]�Qv)wQy|{gy��T{~�`��y².�¸�yz{�wQ{��p¶]quy|{GË�w�r$�^�]±��{�y|�¿s¢�Qy|wQ�T�¿r$x�s¡v�r)�T¬>x�r$�^}`{l��y����`�[}){�s¡{~�^{��Ïy|�á¢{~�^{���ª�r$xzxpr$��s~¶
u∞

yzs¡�[��r$��yP�[}`{�}){~�#{��Ï�T��wQ���UÉ

u∞ − R−1log u∞ = u0 + v0 − R−1log u0, u0 > 0.
Ô¡§~¤`Õ
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qGr)s@�Tº¢Ê¿�]±��NvT�T{�xzx���r)�T�4�<{�y|��{�w@r)�T¬#�T{��ì{~�^y��T{���y�s����^{��¨��º¢Ê?±��NvT�T{�xzxTr)�T¬2�^�����#{�wQ��Q�Ts�yz���`�Qy|})�>¸~��s�«$��¸~x|y��Q�p���^r)sQs�^y|{�º������^�^y|�Q«$�n�My|�n�^{�w�È#{�y|�lt){�wQx|v`w�{~�W}`{��^{~�©��r)�^�U¶&ÁCy|��{��^{~�^{¨Ê[r��Q{���Ê��My|�n½4r$w�r$��{���{�w��)µ[¤Í}`y|�T�n�^r)�#{�yr)�U���gyz{�t�yz{�xz{lº����^y|t�y��T�^{��Wt)v`�NË�x�r)sQs¡{nÊj¸��^wQ����Í¸��WË�x�r)sQs�{n�Ï�<{~����s¡{~x|�p�2r$x�s¡v¨�gyz{~�T{~w¿y|�F.�¸�yz{�wQ��r$w[�<{�wQ�^{��U¶�Á7s{~w�}`y|�^�gs�y��Q�Ï{~y|�À�^{���{~s¿�T�Q�^{~�¨r^É

S
rSI−→ I

aI−→ R
bR−→ S

� yzw[�#{���w�r)���`�Q{��À�^r`s[��¼Ts¢�Q{��

Ṡ = −rSI + bR, t ≥ 0,

İ = rSI − aI, t ≥ 0,

Ṙ = aI − bR, t ≥ 0,

S(0) = S0 ≥ 0, I(0) = I0 ≥ 0, R(0) = R0 ≥ 0,

Ô¡§)§ÇÕ

��y|��}`{�}){~�#{��^{~��Ë¿v`��s¢��r$�]��{��
a, b, r > 0

¶pÂ@v)xzxz�)v)����{��»r$��r)x|v`}Ï¸~�»�^{��»�#{�y��T{��»t)v`w��^{~w�yz}){����NvT�T{~x|xz{��»��r$�^��¨r)��¸~{�yz}){��p�p�^r`s�s��Tyz{³�UÅ]s¡�^��}Ï¬®^wMr$xzxz{ÍÈ#{~yP�Q{��
t ≥ 0

�2r)���»�T{~�!ª�v)w��Qs�{��Q¸��^��}`sQs�r$��¸�{�ÑTy�s¢�Qy|{~w¡��¶p� y|wn¬®v`w���{~��gyz{~�^{�wb�^� ��yP�Íyz�^{��`�QyzsQ���^{�w¹��yP����xz{�wQ{�� º��T¬®{��]�Qy|v`��sQ�^r$�^{~wb�^��� Êg{~�^w�v^�T�^�]��yzv)��s�w�r���{`�@s�{��Q¸�{~�
α := b/a

�^���{~w���r)x|��{��À�^r`s[ÃGx|{~yz���]�^��}`sQs¡¼]��{~�

u̇ = −Ruv + αw, t ≥ 0,

v̇ = Ruv − v, t ≥ 0,

ẇ = v − αw, t ≥ 0,

u(0) = u0, v(0) = v0, w(0) = w0.

Ô¡§�£`Õ

quyz{\�UÅ`s��^�^}?xzyz{�}$�0�^r$�#{~y$v$ÆR{��2s¡y��Q�]��xzyz���ly|� w�«$���Mxzy��Q�^{~��quwQ{�yz{~���
D3 =

{
(u, v, w) ∈ R

3 : u, v, w ≥ 0, u + v + w ≤ 1
} �y�s¡�g{~y|���^{��T�Qy|}¨�^���Ï{�ÑTy�s¢�Qyz{�w¡�?¬®�w[r)x|xz{�È#{~yP�Q{��U¶

�¯r$�Ï��r)�^�Ï�]�^�Ï¬®v`x|}`{����T{n�T���^xz��sQs¢¬®v`x|}`{�wQ�^�^}){~�¹¸~y|{~�^{��UÉ
 âTã,LWâ�¢�¡·¶®øMù(��ü�ú��)ü�)�ûµ�����^üÜ²?ý|ü�û��"�X�`ü�´@ûB���d�

p∗ ¸
• ¦\ª1�

R < 1
ûµ���g�`ù(�b
	��ù$úd
,�^ü�û*���H����ü�ûXü�²<ýzü�û������]ü�´@û����1�

(ū, v̄, w̄) = (1, 0, 0)
ù	��O	)�>#�?'	�Iûµ���"�Ç����ùXA�û°ý>û°ú

D3
ÿTú#�

��ûXüb�ÏQ(� ÿTú��E
X'$ú-¸�ü��B�)ûXü����º�`ü±�]ü�ú
(1, 0, 0)

��ª1�
t → ∞ £

• ¦\ª1�
R > 1

ûµ���
(1, 0, 0)

û°ú-���ÌùIA�û°ýJÿTú��Ç�)ù(�Íü�ú#�)ü�)Mûµ�����^ü·²<ýzü�û������]ü�´Cû����1�
p∗ = (u∗, v∗, w∗)

ù(��O	)�>#�?'	�Iûµ�����
���ÌùXA�û°ýpû°ú

D3
£ ø�ûXü��ÏQ(� ÿTúd�
X'$ú-¸�ü��B�)ûXü����_��ª1� t → ∞ �`ü±�`ü�ú

p∗ = (u∗, v∗, w∗) =

(
1

R
,
α(1 − R−1)

1 + α
,
1 − R−1

1 + α

)
.

Ô¡§ 4 Õ
7uü�´Jü�ûµ� £ ª>^wg{~y|��{��Àr)��s¡¬®^�^wQx|y��Q��{��À�<{��7{~yzsg�^y|{�s¡{�s[�Tr��Q¸�{�sgs¡yz{��^{�¹|§@ºÌ¶

quyz{~s�{~sGÁCw�}`{��^�^y�su¸~{�yz}$�~�&�^r`s�sG�^r)sl��º¢Ê¿�]±��NvT�T{~x|x»°[�^��x|y��Q���){�y|��{���¸��^� ��º¡�]±Ì�WvT�T{�xzx@r$�T¬®�7{~yzs¡�~¶&quy|{�Ê[{��^wQvT�T�^�]±�Qy|v`��s�wQr$��{¨ÊY�2r��n�#{~yC�#{~yz�T{~�»�WvT�T{�xzxz{��»�Tyz{¨{~�`�QsQ���^{�y��T{����^{bÊ[v)xzx|{¨{~y|�^{�s��T���]�7{~x|xz{�����r$w�r$��{��Q{�w�s�¶Uª>^w
R > 1�gyzw��Ï{~y|�W{����^{���yzsQ���^{~sGÃGx|{~yz���^}`{��gy��Q�`�Gr$�^}`{��^v`���M{~�U���7v)�#{~ypyz��ÃG{�}`{���sQr���¸n¸��^����º¢Ê?±��NvT�T{�xzxI���#{�y>�^{�� �Tyz{Ë�w�r$���]��{�y|�?y|�á¢{~�T{~��ª2r$xzxUr)��s�s¡��yzwQ�T�~�

R < 1
s�{�yz�Ï����sQs����^r$��y|�¿�T{�w[�¿�`��{~y|x0�T{~wgy|�F.�¸�yz{�w���{��Àº����Tyzt�yz�T��{��À}){~}){��

�¿�^xzxU�)v)��t){�wQ})yz{�w¡��¶
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quyz{�¬°v`xz}){����^{l�[�^�^yzx��T�^�^}¨¸~{�yz}$�[�TwQ{�yÏ�UÅ]s¡�^�^}`{��Ít)v`��Ô¢§�£`Õ7y|��ª�r)x|xz{�t)v)�

R > 1
��y|�

w0 = 0
É

�&�'������� ÷)"�Á ò Â�îbÁ¨ï?ðRíIÂ�ï~ ¬ Ä; ëñ�ò Â�Ã¨Ã#îbÁ§ì
R = 5

ÅIÀ ò
α = 0.05

H
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ÔX¸��M})w��Q�U¶Ç{����T{~�Mv]sºý�yz�HÂCv)xz�){)�Ç{�yz�^�^{~y|��y�s����2Õ>²[�`�Q{�w@{�yz�^{�w4ÁC���^{���y|{?t`{�w�s¢�Q{��`�4�¨r$�M�^r)s4r)���^r$�^{~w��2�l}`{���«)�T¬°��{�¿�T¬°��wQ{��Q{��¨{�yz�^{~w@º��^¬®{��]��yzv)��s���wQr)�^���^{�y|�@yz��{�yz�^{�wC�#{~})wQ{��^¸��Q{���Ê[{�})yzv)��vT�T{�wC½>v)���^xzr$��yzv)�U¶`q¿yz{g��r)wQsQ�Q�^{~y|��x|y��Q���){�y|�r)�À�T{�w[º��T¬®{��]��yzv)�À¸��À{�wQ��wQr)�^�){��Íyzs¡�[�M{~�^w[vT�T{�wg�7{~�^y|}`{�wg})xz{�y��Q�p�^r$�#{~w?yz� ÂC{�wQ��«$x|���^y�s?¸~�Àr)���T{�wQ{��ÀÊg{�}`y|v`�^{��#¦½4v)�^��xzr$��yzv)�^{~�¾{~w���Å)�`��¶4�<{�y�s¡��y|{~x|{Í�^yz{�w�¬®^w�s�y|�2�·Ë�y|�2�T{�wQ��wQr)�^�]��{�y|��{��p�0ª@�T�WÁ�Ô®¸`¶ � yz����2�^�T{��T��s����^x�r$���·vT�^{�w�^{�w<�T�Q���7{�yz¸�Õ@vT�T{~wJr$�����¨�¯r$x�r$wQyzrGyz�b�T{��bÐ0wQv)�#{~�U¶)²[�Y���^�¨{~y|�^{ur$��sQs�r)}){���wQ«�¬°��yz}){g�NvT�^{�xzx|yz{�wQ�^�^}l¸��¨{~w���r)xP�Q{��U�s�v)xzx|��{��lr)���Q�l�^y|{7ÃG{����^w¡��s¢±������n�]��{~w��#{�w�r��Q{��l�T{�wp½>v)���^xzr$��yzv)�U�~�Tyz{@�^�2r$�^��«)�^})yz}?t)v)�l�T{~wUº��T¬®{~�`�Qy|v`��s�{�wQ�]w�r$���]�^��}s�yz���&�^y|�N�Tyz{n�NvT�T{�xzxzy|{~w��^��}M��yP�Q{�yz�1¶�yz{�Ó`{��U¶
� yzwg��wQ{�ÆR{��Ï¬°v`xz}){����^{l�[�^��r)�^��{��Ï¬®^w¿�^r`s?{����T{~�My�sQ�Q�^{���º¢Êj�NvT�T{~x|xIÉ
§`¶gq¿yz{l�^wQv�Ëuv)�T¬@ÃG{��^�^w���s¢±Ì�^���À�]�Q{�wQ�#{�w�r��Q{��Ïs�yz���Í�)v`��s¢��r$�]�?�����Ï�#{�y��T{ls�yz���Í}`x|{~yz���Ï�¼µB¤
£^¶gq¿yz{@�[{~�^}){~�#v)wQ{��^{~�Ïs¡yz���Í�<{~�T{~wgy|�F.�¸�yz{�w��g�^v^�Q�Ïyz�����^�^y�s¡yz{�w��
4 ¶gq¿yz{�ÃG{��^��w¡��s¢±Ì�^���À����{�wQ�#{���w�v`¸�{~sQs¡{�s�y|���Ï�^��r)�^��«$�^}`y|}Mt)v`�À�T{�wgº��^¬®{��]��yzv)�
quyz{�ÃG{~sQr$�n���#v`�^�^x�r��Qy|v`�Íyzs¡�¿r$x�s¡vM�gyz{~�^{�wg�)v`��s¢��r$�]�?yz�^wQ{�w[�[�^¬®r)�^}`s�})wQÅ)Ó){

N = S0 + I0 + R0
¶� yzw[{�wQ��r$x|��{~�Ï�^r`s[��¼Ts¢�Q{��

Ṡ = bN − rSI − bS , t ≥ 0

İ = rSI − aI − bI , t ≥ 0

Ṙ = aI − bR , t ≥ 0

S(0) = S0, I(0) = I0, R(0) = R0

Ô¡§ C Õ

��y|�n�T{~��Ëuv)��s¡�Qr)�`��{~�
a, b, r > 0

�������T{����¿�T¬Xr$�^}]s¡�7{~w¡�Q{��
S0, I0, R0 ≥ 0

¶Uq¿yz{�wQ{�x�r��Qy|t){~�©�[�]��{~y|xz{�{~w�}`{��#{��s�y��Q�À�^�^wQ���
u(τ) =

S(t)

N
, v(τ) =

I(t)

N
, w(τ) =

R(t)

N�<v)�#{�y1á¢{���¸��
τ = (a + b)t

y�s¡�~���^r��Tyz{n�[�^��r)�^��{�w�r��Q{l�T{�wgº��F.�¸�yz{�w���{��À�]�^�
a + b

{~�`��s¡�^wQy��Q�`��¶
quyz{b�T��wQ����{~y|��{���º��r.�¸~y|{~w¡�Q{��»�T�^w�����s����^�^y|�¡�Qx|y����»r)��s¡}`{�xzÅ`s¡��{~�©ª�v)xz}){�¬X«$xzx|{��?«$�^wQ{�����s�{�yz�^{~wnË�w�r$�^���^{~yP�l�7{~wQ�T{~��^�^wQ���À�Tyz{nÊg{��^wQvT�T�^�]�Qy|v`��s¡w�r��Q{ R r$��s�}){��Tw�2�Q�]�~�^�Ty|{l�^yz{�wg�gyz{�¬®v)xz}$�[�T{0.��^yz{�w��gy�s¡�
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R =
rN

a + b
und α =

b

a + b

Ô¡§ D Õ
��{����À�gy|w

u, v, w
�]�^�N�Ty|ÆR{�wQ{��^¸~y|{~w�{��Ï{~w���r)xP�Q{��Ï�gy|w¿�^r)s[�T¼�s¡��{~�

u̇ = α(1 − u) −Ruv , t ≥ 0

v̇ = Ruv − v , t ≥ 0

ẇ = (1 − α)v − αw , t ≥ 0

u(0) = u0, v(0) = v0, w(0) = w0

Ô¡§<þ]Õ

��y|� R > 0 , α ∈ (0, 1) , u0, v0, w0 ≥ 0 , u0 + v0 + w0 = 1
¶R�[��s��T{����^r���¸�t)v)�W½Cy���r)wQ�T±±�py|���^{�xzÅ$¬@�����¯�T{�wªu�2r)s�y|�#v]s¡y|��yzt�yP��«��l¬®v)xz}$���0�^r`s�s¹Ô¢§,þ`Õ�{�yz�^{b{~y|�2�T{��T�Qy|}`{b�#v]s¡y|��yzt){³�UÅ`s��^�^}W�2{�s¡y|�Q¸��~¶>qGr

w
yz�¾�^{��»{~wQs¡��{~���#{~yz�T{~�ÃGxz{�y����]�^�^}`{��Ï��yz���`�[t`v)wQ�)v)���n�~�T�)Å)�^�^{~�Ï�gy|w[��r)s<¬®v)xz}){~���T{lÐ0{�yzxzs�¼Ts¡��{�� �#{���w�r)���`�Q{��

u̇ = α(1 − u) −Ruv t ≥ 0

v̇ = Ruv − v t ≥ 0

u(0) = u0, v(0) = v0,

Ô¡§ � Õ

�¿��s
u̇ + v̇ = α(1 − u) − v ≤ α − α(u + v)

{�wQ��r$x|��{~�N�gy|wG�T�^w����Nº��]��{�}`wQr$��yzv)�W�Tyz{�²[�^}`x|{~yz���]�^��}
u + v ≤ 1

¶quyz{E�pÅ`s��^�^}Ít){~w�x�«$�^¬°��y|�³quwQ{�yz{~���
D2 = {(u, v) ∈ R2 : u, v ≥ 0, u + v ≤ 1} �^���©{�ÑTy�s¢�Qy|{~w¡� ∀ t ≥ 0

¶CÔ¢§ � Õ�#{�s¡y|��¸��¿¸�����{~y|�^{~�W�T{��¯ÃGxz{�y��Q�^}`{��gy��Q�]�Qs��^�^�^�]�
(u, v) = (1, 0)

�2�^{�w¿y|����{�w¿�^yzv)xzv)}`yzsQ���Ïw�{~x|{~t�r$�]�gy�s¡�~�������N�T{��ÃGxz{�y����^}){~�gyz���`��s¡�^�^���`�
(u∗, v∗) =

(
1
R , α

(
1 − 1

R
)) �&�T{�w��]�^wG¬®^w R > 1

�^���
v0 > 0

�^�2s¡{~w�{~�©�[�^��r)�^��{��U�
N
�)v`��s¡�Qr$�]�g�^���

u, v ≥ 0
�^{~�`��s¡�^wQy��Q�`��¶�ª>^wnÔ¡§ C Õ7{�wQ��r$x|��{~�Í�gyzw[�T{~�Ï{~���T{���y�s����^{~�NÃGxz{�y��Q��}){��gy��Q�]�Qs��^�^�^�]�

(S∗, I∗, R∗) =

(
a + b

r
,

bN

a + b
− b

r
,

aN

a + b
− a

r

) Ô¡§~µ]Õ
 âTã,LDA¯¢�¡·¶ R ù$ý§�������d´Jü�ý°ýzü�ú�´Jü���� ¸
²[ü±�`ü,AQü�ú6��ü�û R �$ÿ1�R�"�HÔ¢§ D Õ¹ÿTú�� (u0, v0) ∈ D2

£ øMù�ú2ú0AQü�� û*�*°��3�)ù	�Àü�ú#�`ü�)Mûµ���"��üK� à þ�!Ç'<�`ü�ý®ý�Ô¢§ � Õ�]ü�ú#ù$ÿü�û°ú#ü��ÏQ	� ÿTú����¼��ûXü ∀ t ≥ 0
û°ú

D2
ý:ûXüÞ�X� £

¦\ª1� R < 1

I'	))%�<ü��g°�ÿ1) $uÿd�����Ìü���AQü�ú��)ü��g�%��ù�úd
,�^ü�û*� £ øMü��g
���ù�ú1
<��ü�û*�B�H���¡ü�ûXüÜ²<ý|ü�û������]ü�´Cû����1���Þ>RÿTúd
�� (u, v) =

(1, 0)
ûµ���?ù	��O	)�>#�?'	�Iûµ���"������ùXA�û°ýUÿTú��«�$ûXü���Q(� ÿTú��
I'�ú�¸Çü��B�$ûXü�������ª1�P&�ü��)ü�ú�$uú<��ù�úd�	��´Jü����

(u0, v0)
�]üÞ�]ü�ú

(1, 0) £
¦\ª1� R > 1


I'	))�lü��°�ÿ·ü�û°ú#ü�) ü�ú#�`ü�)Mûµ���"��ü�úé¦Ï'����±A�ü�����ü"��ü�ú �)ü��%�%��ù$úd
,�^ü�û*� £ (1, 0)
ûµ����û°ú=���ÌùIA�û°ý<ÿTú#�ä�`ù(�ü�ú#�`ü�)Mûµ���"��ü0²<ýzü�û������]ü�´@û����1�

(u∗, v∗)
ù	��O	)�>#�?'	�Iûµ���"�8����ùXA�û°ý £ ønûXüÇ�ÏQ(� ÿTúd�Ý
X'$ú-¸�ü��B�)ûXü�����`ü±�`ü�ú (u∗, v∗)

�×��ù$ý°ý§�
v0 > 0 £
7uü�´Jü�ûµ� £ � y|wlt){�wQ�7{��2�T{��©�^�`�Q{�wlr)���T{�wQ{����^r`sG½Cw�yz�^¸~y|���T{�w�xzy|��{~r$wQy�s¡yz{�w���{~�©�]��r$�^yzx|y|�Q«$�~¶UqGr$¸��©�#{~w�{��Q�^��{��©�gy|w�^y|{bÒ]r)��v`�^y|�¨r$��wQy|¸~{��¯t)v`�

f(u, v) = (α (1 − u) − Ruv, Ruv − v)
¬®^w��Ty|{¨�#{~yz�T{~�¾ÃGx|{~yz���^}){~�gyz���`��s¡�^���^�]��{)¶� yzw[{�wQ��r$x|��{~�

f ′(1, 0) =

[
−α −R
0 R− 1

]
=: A1 und f ′(u∗, v∗) =

[
−αR −1

α(R− 1) 0

]
=: A2

� yzwM�7v)xzx|{~�¾�]�^�.�[�2s¡���^�T¬°��^�#{~wM�Tyz{¹ÁJy|}`{��]�<{�w���{¹t)v)�
A1

�^���
A2

�#{��)v)����{��¾�^�2�»�#{~w�{��Q���^{��·�^r)¸��·�^r`s
á¢{~�7{�yzxzy|}`{l�Q�2r$w�r$�]��{~w�y�s¢�QyzsQ�Q�^{G½>v`x|¼��^v`�

cA1
= (−α − λ)(R− 1 − λ)

λ1 = −α < 0 , da α > 0

λ2 = R− 1

{
< 0

¬®^w R < 1

> 0
¬®^w R > 1

=⇒ (1, 0)
yzs¡�g¬®^w R < 1

r)s�¼����T��v)��y�s����Ïs¡�Qr)�^y|xU�^���Í¬®^w R > 1
yz��s¡�Qr$��y|xI¶�<{~y|��ª2r$xzx

λ1
�
λ2
w�{~{�xzx&�^���Ï��xz{�yz�^{�w[¤Ï�^��r$�2�T{�x|�[{~sgs�y��Q�Ï�^��{�yz�^{��Ns¡�Qr$��y|xz{��ÀË��^v)��{~�U¶

cA2
= λ2 + αRλ + α(R− 1)

λ1/2 = −αR
2

±
√

α2R2 − 4αR + 4α

2
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¬®^w R ∈

(
2−2

√
1−α

α ; 2+2
√

1−α
α

) y�s¢�¿�T{~w
Imλ1/2 6= 0

�^���À�T{�w
Reλ1/2 < 0

=⇒ (u∗, v∗)
y�s¡�[r`s¡¼����T�Qv$��y�sQ�Q�Às¢��r$�^yzx&�^�2�Í{�s?xzy|{~}$�[{�yz�^{ls¡�Qr)�^yzx|{n����y|w�r$xz{Gt`v)wgs�yz{��^{l�¿�^�U¶0Ô 4 Õ�¶

¬®^w R /∈
(

2−2
√

1−α
α ; 2+2

√
1−α

α

) �^��� R > 1
s�yz���

λ1/2
��r`�Q�À�T{~���Tr$��¸�t)v`�ÍÂuy|{��Qr���x|{~y|�^{~w[¤^���T{��^�

λ1 + λ2 = −αR < 0

λ1λ2 = α(R− 1) > 0
¬®^w R > 1

qGr$��y|�[�#{�y��T{n�<{~�Tyz�^})�^��}){��Ï{�w�¬®^xzxP�¿s�y|�2�&�^���s�s�{��
λ1
�^���

λ2 < 0
s�{�yz�U¶

=⇒ (u∗, v∗)
y�s¡�[r`s¡¼����T�Qv$��y�sQ�Q�Às¢��r$�^yzxÁ7sgx|yz{�})�g�gyz{~�T{~wg{�yz�Às¡�Qr)�^y|xz{�w[Ë��^v)��{~�Ít)v`w~�^�^r

λ1/2 < 0
�^���ÏwQ{�{~x|xI¶� yzwu¸~{�yz}){��já¢{���¸��~�&�^r)sQs¿�Tyz{%�UÅ]s¡���^}¨¬®^w R < 1

¬®^wGr)x|xz{��[�T¬Xr)�^}`s��7{�w���{
(u0, v0) ∈ D2

}`{�}`{��W�T{���ÃGx|{~yz���^}){�±�gy����`�Qs��^�^�^�]�
(1, 0)

�)v)��t){�wQ})yz{�w¡��¶� yzw[{�wQ��r$x|��{~�Ïr)��s
u, v ≥ 0

�^���
u ≤ 1

�^y|{n²[��})xz{�y��Q���^�^}
v̇ ≤ (R− 1)v½Y¾�¿nÀ�ÁfÂ�Ã/¿uÄ Åf¾

=⇒ v(t) ≤ v0e
−(1−R)t

r$��s
0 ≤ v(t) ≤ v0e

−(1−R)t

︸ ︷︷ ︸
→0 (t→∞)¬®v)xz}$�

lim
t→∞

v(t) = 0 ∀v0 ∈ D2

��r$w�r$��s<{�wQ��r)xP�Q{��Ï�gy|w¿�Ty|{n²[��})xz{�y��Q���^�^}
d

dt
(1 − u) = −u̇ ≤ −α(1 − u) + Rv0e

−(1−R)t

½Y¾�¿nÀ�Á7ÂnÃ/¿nÄ Åf¾
=⇒ 0 ≤ 1 − u(t) ≤ (1 − u0)e

−εt

︸ ︷︷ ︸
→0 (t→∞)

, ε := min{α, 1 −R} > 0

=⇒ lim
t→∞

u(t) = 1 ∀u0 ∈ D2

�Tv)��yP�¹�^x|{~y|�^�b��vT�Q��¸���¸~{�yz}){��U�J�^r`s�s�¬®^w R > 1
�Ty|{Ç�UÅ`s��^�^}�}`{�}){~�

(u∗, v∗)
�)v)��t){�wQ})yz{�w¡���>¬Xr$xzx�s

v0
s¡��wQyz�]��#v]s¡y|��yzt yzs¡�~¶?º��B�Tyz{~s�{�� ª2r$xzx�yzs¡�Nr$x�s¡v

v0 > 0
�^��� �Tyz{�ª^�^���`�Qy|v`�

v
yzs¡�Ns¡��wQy|�]�Ï�#v]s¡y|��yztR¶<� yzwÀ�^yzxz�T{~� {�yz�^{

�=á¡r$�^�^��vÇt]±�ª^�^�^�]�Qy|v`�
Φ
r$�T¬

D2 \ ([0, 1] × {0})

Φ(x, y) =
1

2
(x − u∗)2 + u∗(y − v∗ log y) , x ∈ R, y > 0

Φ̇(u, v) =
d

dt
Φ(u, v) ≤ −α(u − u∗)2 ≤ 0

r$��s
Φ̇(u, v) ≡ 0 =⇒ u ≡ u∗ =

1

R
Æ^Ç�ÈfÉ
=⇒ v

�)v`��s¢��r$�]�
quyz{uª��^�^�]��yzv)�

Φ
y�s¢�<r)xzs�v�s¢�Qw�{~�^}l¬Xr$xzx|{~����¬®^wÏá¢{~�^{¿�^y��Q�]���)v`��s¢��r$�]��{��UÅ]s¡�^��}l�^�2�bs¡v`��yP�7{�yz�^{us¡��wQy|�]�Q{��1á¡r)�^�^�^v�t]±ª��^�^�]��yzv`�U¶^ª>^w?{~y|�Ï}`{��]^}`{����¹}`w�v`Ó){~s

c
x|yz{�})�g�T{~w[�]��r$w����<{�w��

(u0, v0)
�����Ï�T{�w¿ÃGx|{~yz���^}`{��gy��Q�`��s��^�^�^�]�

(u∗, v∗)yz���^{�wn�N{~�^}){
Nc = {x ≥ 0, y > 0 : Φ(x, y) ≤ c} ¶pq¿yz{~s�{�y�s¡�l�#v]s¡y|��yztWyz�]t$r$wQyzr)�`���^����r)�^}){�s����^x|v]s�s�{��U¶&�[��s�^{����Tr$��¸���#{�wg�=á¡r$�^���^vÇt]±�ª^�^���`�Qy|v`�^{��Ï{�wQ��r$x|�Q{��Ï�gy|wg����s¡{~wg}){~�g^��sQ�Q�]��{~s?ÁJw�}`{��^�^y�s~¶

� yzw4�7v`x|xz{����^��s¡{~w4�WvT�T{�xzx&Ô¢§ C Õp�]�^�����ì�Tyz{<yz�T¬®{��]�Qy|v`��s�r)�^��«)�^})yz}){7Ð0vT�T{~s�w�r��Q{ m > 0
{~w��7{~yP�Q{�wQ�U¶�� yzw4{�wQ��r$x|��{~�

Ṡ = bN − rSI − bS , t ≥ 0

İ = rSI − aI − bI − mI , t ≥ 0

Ṙ = aI − bR , t ≥ 0

S(0) = S0, I(0) = I0, R(0) = R0

Ô¡§~¥]Õ

�<v)�#{�y
N = S0 + I0 + R0 r, a > 0

�^���
S0, I0, R0 ≥ 0

¶ÈR�^��«)����s¡�>{��`��s��^w�y��Q�]�@�T{�wCÈR�]�<r)����s>r$�MÃG{~�^�^w���{��M�T{��ìÂ@{�wQx|�2s¢�4�^�^wQ���M�]�Q{�wQ�#{�¬X«$xzxz{)¶Ç�¿�#{�w@r$�
Ṡ+İ+Ṙ = −mIs�{��^{~�©�gyzw~�&�^r`s�s��Tyz{¨ÃG{�s�r)�n���#v`�^�^xzr$��yzv)�W¬®�w

I0 > 0
s¢�Qw�yz�]�G¬X«$xzxP�l�^����s�v)��yP�

N
�){�yz�^{�Ë¿v`��s¢��r$�]��{���{���w�y�s¢��¶
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�&�'����(��
²¿��s�{�wQ{n�^{��^{�ÈR{�y|�Qs���r$x�r�{�wQ})yz�T�us�yz���¯r$�T¬®})wQ�^���N�^{�wus¡��{~y|}`{����^{��N�^wQv¹Ë¿v`�T¬C�[�^��r)�^��{�w�r��Q{��T{�wuº��r.�¸�yz{�w��Q{��Nt)v`�
a + b + m

¸��
τ = (a + b + m)t

¶2��v)��y|�gt){~wQ«)���T{�wQ�Ïs¡y��Q�À�^��s�{�w�{lËuv)��s¡�Qr)�`��{~�Í¸��
R =

rN

a + b + m
und α =

b

a + b + m

ÔI£$¤]Õ
quyz{¹Êg{��^wQvT�T�^�]�Qy|v`��s�wQr��Q{ R t){�wQ��x|{~y|��{�w��ns¡y����U�0�^rN�Tyz{ÏÈRr$�^x7�T{�wnº��F.�¸�yz{�w���{~�»�T�^w��Q�¾�Ty|{¹Ð0vT�T{�s¢¬X«)x|xz{�wQ{~�^�^¸�yz{�w���gyzw��Í�^���À�Ty|{lº��T¬®{~�`�Qyzv)�Ns¡y��Q�À��r)�T�^w����Íx�r$��}`sQr$��{�wgr$��s��^w�{~yP�Q{���¶��{����n�gy|w0��r)s0Ã�r$��¸�{C�gyz{~�T{~wpy|�nwQ{�x�r���yzt){��n�[�]��{�yzxz{���r)��s��^w�����){��U��{�wQ��r)xP�Q{��l�gy|w0��r)sU})xz{�y����^{Cw�{��T�^¸�yz{�w��Q{J��¼Ts¡��{~��gyz{G¬®�w

m = 0
�^��«)��x|y��Q�

u̇ = α(1 − u) −Ruv t ≥ 0

v̇ = Ruv − v t ≥ 0

u(0) = u0, v(0) = v0

ÔI£T§ÇÕ

�Tv)��yP�G}){~xP�Q{��¯�Tyz{��¿��s�sQr$}`{��W�T{�sG�Tr��Q¸�{�s�Ô D ¶z§�Õg�^�2�À¬®^w�Ô¢§�¥`Õg{�wQ})yz�T�Gs¡y����Wy|��ª2r$xzx R > 1
�T{~wGs¡��wQy|�]�u�#v`s�yP�Qyzt){�����Àr)s�¼]���T�Qv$�QyzsQ�Q�Às¢��r$�^yzxz{nÃGx|{~yz���^}`{��gy��Q�]�Qs��^�^�^�]�

(S∗, I∗, R∗) =

(
a + b + m

r
,

bN

a + b + m
− b

r
,

aN

a + b + m
− a

r

) ÔI£)£`Õ
qu{�w¿²[�]��{~wQsQ�Q��y|{��Í¸��^� ��º¢ÊB�WvT�T{�xzx&��y|�

m = 0
É

S∗
{~w���Å)�`�[s�y��Q�Ï�����

I∗, R∗
�^���

S∗ + I∗ + R∗
t){�wQwQy|�^}`{�w��Ïs¡y��Q�p¶

ËÌ�%6 Ì��������º�Ï� ���g�U�����g��6 �.���

� yzw[�7v`x|xz{��À�]�^�WsQ�Q��r)�^{��U�^�gyz{ns¡y����N�^r)s[�NvT�T{~x|xJÔ¡§ C Õ<«)���T{�w��~�^�7{~�^�À�gyzwg{~y|��{��N�[�]��{~y|x p ∈ [0, 1]
�T{~w��[{��^}`{�±�#v`w�{~�^{��Ïy|���T¬®{~�Àx�r)sQs¡{~�U¶

q = 1 − p
s�{�yU��r$�#{�yp�T{�w¿�[�`�Q{�yzxp�T{~wg�¿{��^}`{��#v)wQ{��^{~�U�T�^y|{lyz�r.�¸�yz{�wQ��r$wg�^xz{�yz�#{��U¶� yzw[�#{��)v)����{��À��r)s[��¼Ts¡��{��

Ṡ = bqN − rSI − bS t ≥ 0

İ = rSI − aI − bI t ≥ 0

Ṙ = bpN + aI − bR t ≥ 0

S(0) = S0, I(0) = I0, R(0) = R0

ÔI£ 4 Õ

��y|�lËuv)��s¡�Qr)�`�Q{��
a, b, r > 0

�&�¿�T¬Xr$�^}]s¡�<{�w���{��
S0, I0, R0 ≥ 0

�����
N = S + I + R

�R�<v)�#{�y@�Tyz{¨ÃG{�s�r)�n���#v$±���^xzr$��yzv)�Àr)�T¬®})wQ�^���Ít)v`�
Ṡ + İ + Ṙ = 0

�)v`��s¡�Qr$�]�g�^xz{�yz�T�~¶�ÁJsg{�ÑTyzs¡��yz{�w��g�gyz{~�T{~wg}){~��r$�Ï{�yz�^{l�#v`s�yP�Qyzt){b�UÅ`s��^�^}2¶� yzw?}){~�^{��¹�gyz{Gyz�Í�^{��Ít)v)wQ�^{~w�yz}){��¹�NvT�T{~x|xz{��Ít)v)w<�^���Í{�wQ��r$x|��{~�¹�My|�[�T{��ÀÃGwQÅ)Ó){~� R > 0
�����

α ∈ (0, 1)
��r)swQ{~�T��¸�yz{�w���{n��¼Ts¢�Q{��

u̇ = αq − αu −Ruv t ≥ 0

v̇ = Ruv − v t ≥ 0

u(0) = u0, v(0) = v0

ÔI£ C Õ
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qGr)s¿��¼Ts¢�Q{�� ��r$�[�Tyz{l�#{�y��T{��WÃGxz{�y��Q�^}`{��gy��Q�]�Qs��^�^�^�]��{

(q, 0) und

(
1

R , α

(
q − 1

R

))

� yzw[�MÅ^�Q�]��{��À�]�^�À�^{~wQr)��s�.2���T{��p�T�gy|{l�gy|w¿�Ty|{nË�w�r$�^���^{~yP�<�Qw�v)��¸ R > 1
¸~�^���¿��s�s¡��{~w��#{~�Ï�^w�yz�^}`{��Ï�)Å)�^�^{~�U¶qu{~s���r$xz��sQ����r$�^{~�©�gy|w�����s��]�^wn�T{��»ÃGxz{�y��Q�^}`{��gy��Q�]�Qs��^�^�^�]�

(q, 0)
r)�©�^����sQ�Q�^xzyz{�Ó){~�©�^{���r)���T{~w�{~�©�T��wQ�����Tyz{�<{��Ty|��})�^}

q < 1
R
r$�2s�¶^quyz{n�7{��Tyz�^})�^�^}�y�s¢�¿«IÈ`yzt�r)x|{~�`�?¸~�

p > 1 − 1

R
ÔI£ D Õ

�¿��snÔé£ D Õ7�^�2�Ï�^{�w[Ò]r)��v)�^yz�¨r���wQy|Ñ¨t)v`� f(u, v)
yz� ½J�^�^�]�

(q, 0)

f ′(q, 0) =

[
−α −Rq
0 Rq − 1

]

¬®v`x|})�[�^r)�^�À�Tyz{lr`s¡¼����T�Qv$�QyzsQ�Q�^{n�]��r$�^yzx|y|�Q«$�[t)v)�
(q, 0)

¶ª>^w
v0 = 0

�^xz{�yz�T�
v = 0

�^�2�
u(t) → q

¬®^w
t → ∞ ¶^ª>^w

v0 > 0
�^xz{�yz�T�

v
�#v`s�y|��yztb�^���Ï{~s?})yzx|�

u̇ ≤ αq − αu
¶qGr

u(0) ≤ q
yzs¡�~�`¬®v)xz}$�

u(t) ≤ q
¬®^w

t ≥ 0
¶]� y|w<{�wQ��r$x|��{~�b�^r)�My|�<�^y|{u²¿�^})xz{�y����]�^�^} Ru ≤ Rq < 1

�^���¹s�{��^{~�U���r)sQs
v
�7{�}`{��

v̇ = v(Ru − 1) < 0
{�ÑT�#v)�^{~�`��yz{�xzxp}){~}){��

0
}){~�`�~¶#��v`��yP�¿�)v`�]t){�wQ})yz{�w¡�

u
}`{�}`{��

q
¶�� yzw¿�)Å)�^��{���^y|{Mº��T¬®{��]��yzv)��r$x�s¡v¹¸~�^���[�2s�s¡��{~w��#{��¯�^wQyz�^}){~�U�#�7{��^�©�gy|wG{~y|��{��©�¿�`�Q{�yzx

p > p̂ = 1 − 1
R
�T{~w��[{~�^}){~�#v)wQ{��^{~�yz���T¬®{��U¶2�¿��sg�^��s�{�wQ{��ÏÁCwQ�){��`�Q�^y�s�s�{��Ï�)Å`�^�^{~�Í�gyzwtá¢{���¸��[¬®v)xz}){~���T{��N�^r���¸�¬®v)wQ���^x|yz{�wQ{��p¶

 âTã,LiÍÏ¢�¡ à ) ü�ú#�`ü�)Mûµ���"��ü�ú � à þè!�',�)ü�ý°ý¼)Mû*� à )�>	�QÿTúd��ÔI£ C Õ¨ûµ�����`ü��
	��ù$úd
,�^ü�û*���H����ü�ûXü·²<ýzü�û������]ü�´@û����1�B�B>RÿTúd
��
(q, 0)

��ª1� R > 1
ù�ÿd�»Ô¡§ D ÕÍÿTú#�æ�`ü��³7¿ü���û°ú��)ÿTú��BÔé£ D ÕÀù	��O	)g>��±'��éûµ����� ����ùXA�û°ý £ ønûXüÜ�ÏQ(� ÿTú��Ç
I'�ú�¸Çü��B�$ûXü����¼��ª1�

t → ∞ �]ü±�`ü�ú
(q, 0) ∀ (u0, v0) ∈ D2ª>^wC��r)s@�NvT�T{�xzxUÔ¡§~¥`Õ0��yP�J�T{~w4yz�T¬®{~�`�Qy|v`��sQr$�^��«)�^})yz}){~��Ðpv^�T{~s�wQr$��{

m > 0
{�wQ��«)xP�@��r)��{~�#{��T¬Xr)x|x�s@�^r)s4wQ{~�T�^¸~y|{~w¡�Q{�T¼�s¡��{~� ÔI£ C Õ��&��yP�n�T{~�³²[�`�Q{�w�s����^yz{~�&�U�^r)sQs R �����

α
�T�^w����.ÔI£$¤]Õ[}`{�}){~�#{��©s�y|���&¶U�[�2�Q���^y|{~w���r$���¯�¨r$���Tyz{º��^¬°{~�]��yzv)�Í¸��^� �[�2s�s¡��{~w��#{~�¹�^wQy|�^}`{��U���7{��^�Í�¨r$�Í{�yz�^{��Ï�¿�`��{~y|x

p > p̂ = 1− 1
R
Ô R �T��wQ���©ÔI£$¤`ÕJ}){�}`{��#{~�2ÕJ�T{�w

�¿{��^}`{��#v)wQ{���{��Íyz�M�^¬°�~¶ÁJy|�^{��7{~yP�Q{�wQ{G�NÅ)}`xzyz���^�){�y|�?�Tyz{�Ë�wQr)�^���^{�y|�<y|� �NvT�T{~x|x@Ô¡§ C ÕC¬®^w R > 1
r$��s�¸��^wQv$����{~�U�]�#{~s¡��{��]�g�T��wQ���Îªu��r)wQr)�T±��«$�^{`¶�qur)�#{�y#�<{�w��T{��

δI
º��T¬®{��]��yzÅ`s�{¿t`v)�¹�T{~w<Ë�x�r)sQs�{

S
yz�Í�Tyz{GË�xzr`s�s�{

R
t){~wQsQ�Q�^v`�#{��U¶]quy|{�Êg{���w�vT�T���`�Qyzv)��s�wQr$��{{~w�}`y|�^�gs�y��Q�%á¢{���¸��¿�T�^w��Q� R = rN

a+δ+b

¶�quy|{nË�w�r$�^���^{~yP�[s¢�Qy|wQ�T�¿r$��s~�T�7{~�^�
rN

a + δ + b
< 1 ⇐⇒ δ > rN − a − b > 0

Ï ���R�Ð8;�r8¼Ð�¥ ÍF���Ï�Ó�T6 �?Òé�º�5Ñ»�.�P�d���Ï�

Á7s[})yz�T�¿º��T¬®{��]��yzv)�2s¡��w�r$�^���^{~yP�Q{��U�^�#{�y0�T{~w[�¨r$�W�Ty|{�Ë�x�r)sQs¡{~�U�T�gyz{
S
�^���

I
�^yz�W²[�]��{�wQ��xzr`s�s�{��Nr$�T¬°�Q{�yzx|{~�À���2s�s~���� {�yz�^{Nr$�^}`{���{~sQs�{��^{Ï�Nv^�T{�xzx|yz{�wQ�^�^}�¸���{�wQ��r$x|��{~�U¶@�Wr)�.�^�`�Q{�w���{~y|x|�¨¸~�^� �<{�y�s��^y|{~x?��r`�Q� ÃG{~sQ�Q�^xz{~���`�¨vT�^{�w�<{~t)Å)xz�){�wQ�^�^}`s�}$w����^�#{��U¶>� yzw�¬®^�^wQ{����^r)s�}`r$��¸�{Ïr)����º¡�.�NvT�T{�xzx?¬®^w¨��²¿�`�Q{�wQ�]x�r`s�s�{��.�T��wQ���U¶

Sk
s�y|�2�.�Tyz{º��F.�¸�yz{�wQ��r$wQ{��Í�^���

Ik
�^y|{lº��T¬®{��]�Qy|Å]s¡{~�À�T{�w[Ëlxzr`s�s�{

k
�
k = 1, . . . , n

¶^� y|wg��wQ{�ÆR{��Ï¬®v)xz}){~���T{l�[�^�2r$�^��{��
§`¶gq¿yz{lº����Tyzt�yz�^�^{��À�)Å)���^{��À�Tyz{nË�xzr`s�s�{u��yz���`�[�<{~����s¡{~x|�
£^¶?� y|w[�#{�wQ�����s�y��Q�]��yz}){��Ï�){�yz�^{nÃG{~�^�^w��Qs¡±I�^�2�À�]��{~w��#{~wQr$��{~�
4 ¶gq¿yz{lº��^���^��r$��yzv)��s�¸�{~yP�g�gyzwQ�Ít){~w��2r)���^xz«`s�s�y|}$�
�¿��s[�T{�w¿�[�^��r)�^��{¨§G¬®v)xz}$�~���^r`s�sg�Tyz{l�¿�^¸~r)�^x

Sk + Ik =: Nk > 0
�T{�w

k
±I��{~�À²¿�`��{~w���x�r)sQs¡{G�`v)��s¡�Qr)�`�g�^xz{�yz�T�~¶� yzw��#{�¸~{�y��Q�^��{����Tyz{¨ÃG{~s��^���T���^}`s�wQr$��{M�T{�w

k
±I��{���²¿�`��{~w���x�r)sQs¡{���yP�

ak > 0
�^���©�Tyz{Mº��T¬®{~�`�Qy|v`��s��)v)�`��r$�]�QwQr$��{{~y|��{~s<º��r.�¸~y|{~w���r)w�{~�¹�^{�wgË�xzr`s�s�{

k
��y|�?{~y|��{���º��T¬®{��]�Qy|Å]s¡{~�Í�T{~wgË�xzr`s�s�{

l
��yP�

rkl
¶�� yzw?{�wQ��r$x|��{~�Í�Tyz{u¬®v)xz}`{����T{~�quy|Æ#{~w�{~�`��y�r$xz})xz{�y����]�^�^}`{��

İk = −akIk +

n∑

l=1

rklSkIl

= −akIk +

n∑

l=1

rklNkIl −
n∑

l=1

rklIkIl

k ∈ {1, . . . , n}



¬ ÀIÆ¤Â=$	ì.Á ñ À�Â�À ½��
��{����W�gyzwG�^r`s¿}`r$�^¸~{n�gyz{~�T{~wuy|�¯w�{~xzr$��yzt){��W�¿�`��{~y|xz{��©r)��sQ�Tw�2�Q�){~�N�MÅ^�Q�`�Q{��U�#{~w���r)xP�Q{��W�gy|w¿¬®�w

vk = Ik

Nk

�����
bkl = rklNl ≥ 0

¬®v`x|}`{����^{~s[��¼Ts¢�Q{��

v̇k = −akvk +

n∑

l=1

bklvl −
n∑

l=1

bklvkvl , t ≥ 0 , k = 1, . . . , n ,

vk(0) = v0k , k = 1, . . . , n

ÔI£�þ]Õ

� yzwn��wQ{�ÆR{��¾r$�^Ó`{�w��T{�� �Tyz{b�¿�^��r)�^��{)�0�^r`s�sn�Tyz{b½>v`�^�^x�r���yzv)�»y|wQw�{��T�^¸~y|�#{�xJyzs¡�~�0�^r`sl�#{~�T{~�T��{��~�>�^r`s�s�¬®^wgá¢{~�^{{��Q�]��{nÐ0{�yzx|��{���}){
J 6= ∅ t)v)� {1, . . . , n} �

l ∈ J
�^���

k ∈ {1, . . . , n} \ J
��yP�

bkl > 0
{�ÑTy�s¡��yz{�wQ{��U¶º��¨����s¡{~w�{~�Yª�r$xzx��^{~y|Ó)�7�^r)s~�`�^r)sQs@{�yz�^{uÃGwQ�^�^�#{

J
t)v)�¨²¿�`�Q{�wQ�]x�r)sQs�{��M��yz���T{�s¢�Q{���sJ{�yz�^{¿²[�]��{~w���x�r)sQs¡{`�)�Ty|{¿�^yz���`�r)��s

J
y�s¢���Tyz�r.�¸~y|{~w�{~�Ï��r)�^�U¶� yzw[�)Å)�^�^{~�À�^r)s[��¼Ts¡��{~� Ôé£�þ]Õ<r$�2�Q�ÀsQ�Q�^wQ{�yz�#{��Àr$x�s

v̇ = Av − g(v), t ≥ 0, v(0) = v0
ÔI£ � Õ

��r$�#{�yps¡{~y
v = (v1, . . . , vn)T , v0 = (v10, . . . , vn0)T ∈ Wn = [0, 1]n

A = [akl] =

{
bkl,

¬®^w
k 6= l

bkk − ak,
s�v)��s¡� , n × n

�Wr$��wQyPÑ

g(v) =

(
n∑

l=1

bklvkvl

)

k=1,...,n� yzw¿�T{@.��^yz{�wQ{��À�]�^�N�Tyz{n�T�#{��]��w�r$x�s����^w�r$�^�){��T�^w��Q�
s(A) = max {Re λ : λ

y�s¡�g{~y|�ÀÁCyz}){����7{�w��gt)v`�
A}

�WyP�?yz�^wQ{�w?Ä[yzx|¬®{G�)Å)���^{��¹�gyzw?�¿��s�sQr$}`{��b��2{~w?�Tyz{�r)s�¼����T��v)��y�s����^{��]�Qr)�^y|xzy|�Q«��g�^{~sg��¼Ts¢�Q{��¨sGÔI£�þ]ÕC�¨r)���^{��U¶T²[�2�}`{���r)�Ï�^r`s?�¨r)���`�g¬®v)xz}){����^{�w¿�Tr��Q¸)¶
 âTã,LDÒ¯¢�¡·¶

s(A)
ù�ý§���_�"�1´Jü�ý®ý|ü�ú�´Jü���� ¸

�&ü�û
v
�ÏQ(� ÿTúd�Ü�)ü��lû*����ü"�$ÿI°�û�A�ý|ü�úÇ�#O(���Ìü�)3�¹ÔI£�þ]Õ�)Mû*�

v(0) = v0 ∈ Wn = [0, 1]n
�`ù�ú2úK�)û°ý¨�

��ª1�
s(A) ≤ 0

©
limt→∞ v(t) = v = 0

�)ùXA�ü�ûuûµ���
v ∈ W n �`ü��Ïü�û°úd°�û+�]ü·²?ý|ü�û��"�X�`ü�´@ûB���d�B�Þ>#ÿTú1
	� £ v

ûµ���g�)ý�'XA�ù�ýù	��O()�>��±'	�Iûµ���"������ùXA�û°ýpÿTú#�³��ûXü à ú<��ü�
��éû�'�úÇ���Iû*��A��?ù$ÿd� £
��ª1�

s(A) > 0
ÿTú#�

v0 6= 0
©
limt→∞ v(t) = v∗ �

v∗ ûµ�����)ùIAQü�ûg�)ü���ü�û°úd°�û+�]üW²?ý|ü�û��"�X�`ü�´@ûB���1���Þ>#ÿTú1
	�¿ÿTú#�E�)ý�'XA�ù�ýù	��O()�>��±'	�Iûµ���"�K���ÌùIA�û°ý&û°ú
Wn \ {0} £ v∗ ýPûXüÞ�X�Cû°ú (0, 1)n ÿTú��3��'	)Mû*�¼A�ý|ü�û�A�����ûXü à ú<��ü�
��éû�'$úNû°ú¯ù�ý®ý|ü�úBÓ0ú��Ìü��R
$ý|ù(����ü�úA�ü�����ü"��ü�ú £

7uü�´Jü�ûµ� £ ª>^wg{~y|��{��Àr)��s¡¬®^�^wQx|y��Q��{��À�<{��7{~yzsg�^y|{�s¡{n�^r���¸~{~sgs�yz{��^{T¹z§@º
7uü�ûµ�B>RûXü�ý Õ £ qGr$��y|�G��r)sGÃ�r$�^¸~{n{����<r`s¿t){�w�s¢��«$���Txzy��Q�^{~w[�gyzw��&��¬®^�^wQ{��W�gyzwG�Tyz{~s�{~su�NvT�T{~x|x>r)�W�T{~w�ÃG{~sQ�Q�^xz{~���`��s¢±��w�r$�^���^{~yP�[ÃGv)�^v`w�wQ�^Å��T�^w��Q�p¶�� yzw?}`{��^{~�¹t)v`�¹{~y|�^{~w?�^{��Q{�wQv`s�{�ÑT�^{~x|xz{��Í�<{�t)Å`x|�){~w��^��}�r$��s ⇒ �Tyz{��¿��s¢�Q{~���]���^}`s¡±w�r��Q{n¸��gy�sQ�Q�^{~�¯ÃGxz{�y����^}){�s����^xz{~���`��xzy��Q�^{~�Wyzs¡�

b11 = b22 = 0
¶#� yzwu�#{�¸~{�y��Q�^��{��¯�Tyz{�Ë�x�r)sQs�{l�7{�yz�^xzyz���W��y|�M§n�^�2��^y|{nË�xzr`s�s�{G�¨«$�^�^xzy��Q�À�My|�u£^¶^�[x�s�v�yzs¡�

• v1
�T{�w¿�[�]��{�yzx0r$�Ïº��r.�¸~y|{~w¡�Q{��À�T{~w[Ë�x�r)sQs¡{G�7{~y|��x|y��Q�

• v2
�T{�w¿�[�]��{�yzx0r$�Ïº��r.�¸~y|{~w¡�Q{��À�T{~w[Ë�x�r)sQs¡{G�¨«$�^��x|y����

• a1
�^y|{�ÃG{~s��^���T�^��}`s�wQr$��{��T{~wg�7{~y|��x|y��Q��{��Àº��r.�¸�yz{�w���{~�

• a2
�^y|{�ÃG{~s��^���T�^��}`s�wQr$��{��T{~wg�¨«$���^x|y����^{��Àº��r.�¸�yz{�w���{~�

• b12
�Tyz{n�[��s¡��{��Q���^�^}]s¡w�r��Q{G{�yz�^{�w[�7{�yz�^xzyz���^{��Àº��r.�¸~y|{~w���r)w�{~�Ï�T�^w��Q�Ï{~y|��{��À��«)�^�^xzyz���^{��Àº��r.�¸~y|{~w¡�Q{��

• b21
�Tyz{n�[��s¡��{��Q���^�^}]s¡w�r��Q{G{�yz�^{~sg�¨«$�^�^xzy��Q�^{~�Ïº��r.2¸�yz{�wQ��r$wQ{��Ï�T�^w����Ï{�yz�^{��<{�yz�^x|y����^{lº��r.�¸�yz{�w���{
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� yzw[{�wQ��r$x|��{~�

(
v̇1

v̇2

)
=

[
−a1 b12

b21 −a2

](
v1

v2

)
−
(

b11v12 + b12v1v2

b21v2v1 + b22v22

)

qGr$w�r$�2s<{�wQ}){~�#{��Ïs�yz���À�Tyz{ns¢��r���yzv)�2«$wQ{��K�UÅ`s��^�^}`{��

v = 0
�^���

v∗ =

[
b12b21 − a1a2

b21(a1 + b12)
,
b12b21 − a1a2

b12(a2 + b21)

]

r)��sg�T{�w¿�Wr��Qw�y|Ñ
A =

[
−a1 b12

b21 −a2

] �#{��)v`�M��{~�Ï�gy|w[�^y|{�¬®v)xz}){~���T{��ÏÁC�

λ1/2 =
1

2
{−a1 − a2 ±

√
(−a1 − a2)2 + 4(b12b21 − a1a2)}

¬®^w
b12b21 − a1a2 > 0

yzs¡�¿�T{�w¿Êg{~r$x|�Q{�yzxU�T{�s?}`w�Å`Ó$��{~�¹ÁCyz}){~�]�7{~w¡�Q{~s?t)v`�
A
}`w�Å`Ó){�w

0
��r$x�s�v

s(A) > 0
Satz

Æ²È�Ô Ç�É
=⇒ limt→∞ v(t) = v∗

¬®^w
b12b21 − a1a2 ≤ 0

yzs¡�¿�T{�w¿Êg{~r$x|�Q{�yzxU�T{�s?}`w�Å`Ó$��{~�¹ÁCyz}){~�]�7{~w¡�Q{~s?t)v`�
A ≤ 0

��r$x�s¡v
s(A) ≤ 0

¶
Satz

Æ²È�Ô Ç�É
=⇒ limt→∞ v(t) = 0

Õ58*G-���R���d���b�_Ò1�=�»G-�¼Ò=�����

ÈR�¨})�T�Q{�w¼�U{��Q¸��7��ÅT�Q�]��{~�¨�gy|wJ�^v^�Q�¨��yP�<Ä¿y|x|¬®{u�T{�w7v)�^yz}){��¨ÁCw�}`{��^��yzsQs¡{[})wQ�^���Txz{�}`{����T{¿����w�r���{~})yz{��¨�Ty�s��]�^��yz{�wQ{��U��^y|{¹{�s�{�wQxzr)�^�#{��U�>�Tyz{Í�¿��s¡�^wQ{�y|�Q�^�^}¯t)v)�»º��^¬®{��]��yzv)��s���wQr)�^���^{�y|��{~�»{�yz�^¸����^«)���M{~�¾�^¸~�l¶0}`r)�^¸b¸��¾t){~w���y|���^{�wQ�U¶º��À�T{~�Í��{~yzs¡��{~�Ïª4«)x|xz{��Ï�<r$wg�^r)�#{�yU�Ty|{lÊ[{��^wQvT�T�^�]�Qy|v`��s¡w�r��Q{uÊ_¬®^w[�T{~�ÏÂ@{�wQxzr)�T¬>r$�2s�sQ�Q�^x�r)})}){��#{��2�&¶]º���ÃGwQ�^�T±�^{N�$r$�^���¨r)� sQr$}){~�U�J�^r)sQsbs¡y��Q� �Tyz{Wº��T¬®{��]��yzv)� �^�¨s�v»x�r$�^}]s�r)�M{~wbr$��s��^w�{~yP�Q{��bá¢{¯�]xz{�yz�^{~w¹Ê r)��s¡¬X«$xzxP��¶JÎ¿�#{�w�^y|{¨½4r)wQr)�M{���{~w���r$���©�¨r)���^r$�#{�yCÁCyz�1¶���sQsnr$�^¬?�Ty|{¹ÃGwQÅ)Ó){Mt)v`��ÊY�^{��^��{~�U�U¸���� �<{�y�s¡�^yz{�xI�&yz���T{~�³�¨r$���Tyz{º��^¬°{~�]��yzv)��s��)v)�]�Qr)�`�QwQr$��{�wn�T�^w��Q��Ä[¼�}`y|{~�^{��¨r$Ó`��r$���M{~�¯vT�T{~wG±[�#{�yCÐ?yz{�wQ{��©±[�^y|{�½4v)�^��xzr$��yzv)��s�})wQÅ)Ó){� �T�^w��Q��¯r)sQs¡{��]��Å)���^�^}`{���t){~w�wQyz�^}){~w¡�~¶�ª�{�wQ�^{�w@��r)�^�M��r)���Tyz{gÄ¿{�yzx|���^}`s�wQr$��{?rG{~w��^Å`�^{��p��y|���T{~���¨r$�¨�T{��bÃG{~s��^���T�^��}`s¡±��w�v`¸�{~sQs0t)v)��ÁCwQ�]w�r$���`�Q{����T��wQ����}){~{�yz})�^{���{<Ð?��{�w�r$�^yz{����#{�s����^xz{��^�^yz}$�����^y|{�s¡{<yz�Öªu��r$w�r$�]�Q«$��{Jt){�wQx|{~}$�>v^�T{�w4�^vT�����yz���`�[yz�r.�¸~y|{~w¡�Q{�º����Tyzt�yz�^�^{��N�T�^w����Ïº����T¬®�^�^}¨yz�����^�^y�s¡yz{�w��~¶

Ê%�?Ò1�¯�=�JÒ=�g�=Î\�¯�FE_�Ï�7G-�����.�

��HJIRH K¤H�N_ó.ø�ï?ï=Q,Ä�H� XðÓí�À�¿<Å%�1Â"Ã¨ì�Q�Ä�H S ¿<ðÓíIÂ"ó�ödULV�WYX%Z7[?V�W^]`_7a/X%Z»ULb�cdZfe`egZ»]`h&cdZ7j�k�]�b�e#b�m�]�Z@owplZ7WuZ7j/[2]`hR]`_�W^]`_7a/X%Z»XRb�[?b�mdZ7hFZs%t0_/WuZ7[\Z7Q	�g¿�"IÁ¨ì.Â"Ã�½wQ ¨ �Iï?ðRíIÀ�Á§ì?ì.Â�Ê�×���½wQdôJÁ§ó�$�í	Ø�Å�ï?Â"ó�ÙÏÂRó.Ã�¿ õ ��½0+�+�v��
½wH;xlH x�Â�ÅIï?Â"ó�ö�y�Z7{�|@Xwh%e ]�a/X%ZJpJ] };Z7j�Z7h%W^]�V�e m�egZ7]�a/Xd�,hdmdZ7h



h�ß k4Ýg× sÏ×ÜiÚ�jk>ß�in×ÍÝg×

Ä¿{�xz���T�¿�©{~yz�Txz{
��}d�=��yd�¯�nÛ�}w��uw�,}({�y(w%�w�"yR�=�t�Bu	}

�9Ü �Ó�=�Ï�
¡#¢�¡0SÍâ^è¨á�ë&í>å�îXî\]2ë#ï áìâIM�÷0ï>í0YNëd5�â1 
a  &ã~÷>â^îXçXã�ÝTã
Âuy|wQ{��Ís�yz���¹r$�2s7r)�]���^{~x|xz{����[�^x�r)sQs7{�yz�Ís�{��^w?r)�`�Qyzt){~s7ª�v)w�sQ�Q�]���^}`s�}){���y|{��~¶]Ò){��T{~s<Ò]r$�^w<�gy|w��bt)v)��ÃG{�s¡�^�2�T�^{�y|�Qs¡±r)�n�C{�yz�^{g})wQv)Ó`{gÈRr)�^x^t)v)�¨ÃGwQy|���2{~{�wQ��wQr)�^���^�^}){���wQ{�})y�s¡��wQy|{~w¡�~¶�º����M{~wC��«$�r.�}`{�w@�#{�wQy��Q�]��{��¨�Tyz{[�N{��Ty|{~��t)v)�M��{��r)�T¬°��wQ{��Q{����T{~�ÀË�w�r$���]��{�y|��{��p¶�<{~yzs��^yz{�x�s¡�7{~yzs�{��gyzwQ���Ty|{��¡�T�Q���7{�yz�^{~})wQy|�^�#{����^�^wQ����Ä�§<��§MÂ¿yzw�{~�©t){�wQ�^w�s�r`�Q�]�~¶��[y����`�n¸��^xz{��Q¸��ns�v)wQ}$�Q{��Tyz{�� ÂCv$±}`{�xz})wQy|���#{Q�����<{�x��Q�^{n�T�^w��Q�ÀÄ D ��§�Â¿yzw�{~�Àr$��s�}){~x|Å]s¢�?�gyzwQ�&�T¬®^w¿�[�T¬®wQ{�}`�^�^}2¶
SÏå� >ï>ç®ã�çXë#ï8¡ÎÞ./ÍçXðÇå�ï>æ¾ëUí0å�îXî�ß(¢^øMù(�Tàpû*��ü�ú-)j'<�`ü�ý®ý=´@û*�R�%��ÿ1�R���×��'$ý �]ü�ú��)ü��Jø�û ç¿ü���ü�ú��éûXù$ý �$ýzü�û����TÿTú�������O(����ü�)Ù�)ü�N
ØJú�ûXü���� £ `¼�b´@û*�R�j���Ìü��B� t ≥ 0

¸	'	��ù$ÿd�.�]ü���ü��H°�� £
V̇ = kI − νV

Ż = λ − mZ + bV − rV Z

İ = rV Z − µI

V (0) = V0, Z(0) = Z0, I(0) = I0

Ô¡§�Õ

V := # freie V iren Z := # nicht infizierte Zellen I := # infizierte Zellen$uú,��ù�ú�����´Jü����Ìü
V0, Z0, I0 ≥ 0

��'	´@ûXü��E'�ú=����ù�ú��Ìü�ú
λ,m, k, r, µ, ν > 0

ÿTú��
b ≥ 0 £

a ï0æ·å`ð( U÷>ï>ò
• y|�F.�¸�yz{�w���{�ÈR{�xzx|{~�Às¡{���¸~{��Ï�^{~�^{�Âuyzw�{~�Ï��yP�¿Ê¿r���{

k > 0
�^wQv¹È#{�xzxz{G¬®w�{~y

• �]��{~w��#{~wQr$��{��^{�w[�TwQ{�ypË�xzr`s�s�{��pÉ
νV, mZ, µI

• �^y��Q�`�¿y|�F.�¸�yz{�w���{�È#{�xzx|{~�Ï�7{�w��T{��Ï��y|�g¬®{~s¡��{~w[Ê[r$��{
λ > 0

�#{~w�{~yP�Q}){~s¡��{~x|x|�
• ¬®w�{~y|{lÂ¿yzw�{~�Ïy|�F.�¸�yz{�wQ{��Ï��y|�¿�T{�w¿Ê[r��Q{

rV Z

• º��T¬®{��]��yzv`��s¡w�r��Q{
r > 0

�2{�s����^wQ{�yz�T�[�Tyz{lÁ»á¨¸�yz{��^¸n�^{~sgº��T¬®{��]��yzv)�2s¡t)v`w�}]r$�^}`s
• �[���7{~s�{��^�^{~yP�g¬®wQ{�yz{�wgÂuy|wQ{��Àw�{~}$�[�Ty|{�È#{~x|xz�^wQvT�T�^�]��yzv)�Í��y|�¿Ê[r$��{

bV
r$�

• y|�F.�¸�yz{�w���{�ÈR{�xzx|{~�Ï�)Å)�^��{��Ï�^y��Q�]�[}){�s¡�^�2�T{��
quyz{©��yP����xz{�wQ{·�U{~�#{���sQ�^r$��{�wÍ{�yz�^{�wÏyz�r.�¸�yz{�w���{~�BÈR{�xzx|{©�#{���w�«$})� 1

λ

�<�<«)�^wQ{����^�^{~s�s�{�� �gyzwQ� ��y|� k
λ

¬®wQ{�yz{¯Âuy|wQ{��
��w�vT�T��¸�yz{�w��~¶>��{��^�.�¨r)�.�T{��.Â¿yzwQ{��T¬®wQ{�yz{��.ª2r$xzx

V0 = I0 = 0
�#{���w�r)���`�Q{��M�����.�Tyz{K�pÅ`s��^�^}©t)v)�

Ż = λ −
mZ + bV − rV Z

�#{�wQ{~���^�^{����&�^r$�^��s¡yz{��]����r)�U�&�^r)sQsG�Tyz{E�UÅ`s��^�^}Í{�ÑT�#v)�^{~�`�Qy|{~x|x4}){~}){~�¯�^r`suÁ\È]�^yzx|yz�^wQy|�^� λ
m�)v`�]t){~w�}`y|{~w¡�~¶� yzw����Tyz{[�¿�^¸~r)�^x2�T{�wJ�^yz���`�Qy|�F.�¸�yz{�w���{��ÍÈR{�xzx|{~�M¬®{~s¡�7r$�T¬&�^y|{�s¡{~���©{~w¡�J}){~��r$x|��{~�U�)s¡vl��r)�^���¨r$�M¬®v`x|}`{����T{¿ÃGwQÅ)Ó`{{~y|�^¬°��^w�{~�UÉ



ù ½ x�Â"Ã+î�ÅIì�KKÂ�Á ò Ã+Â
SÏå� >ï>ç®ã�çXë#ï0®´Þ/â¹å��>ðÇëUí>÷Ï &ã�çXë#ï0è~ð�âTã~å í>å]è·/Ïç®ð�å�ï>æ¾ë&í>å�î®îXè.Ô¡§�Õfß(¢lø�ûXüW¸	'�ú �`ü��Ïû°ú,ØJ°�ûXü�����ü�úMã>ü�ý°ý|ü¯ù�ÿd�Ó�]ü�N
�����dª1�Þ�Ìü��Ìü�úäàpû*��ü�ú=�Cû°ú,ØJ°�ûXü���ü�úÇ´\c,�d��ü�ú#�¹û��d��ü��@)Mû*�Þ�éý|ü���ü�úW�pü,A�ü�ú-�Ó°�ü�û*�¼)Mû*�4þ¿ù��Ìü

R
úRü�ÿ�ü\ã>ü�ý°ý|ü�ú £

R =
krλ

mµν

ÔI£)Õ
T�ä0å�ë2ðÇå�æ ¡ÎÞ¢ôGçXï>í>å]÷0ã~çéò- #å�ç®ãdß(¢>øMù(�iàpû*��ü�ú-)j'<�)ü�ý°ý¿Ô¢§ÇÕ3AQü�� û*�*°��?ü�û°ú#üMü�û°ú#�)ü�ÿ1�Iû+�`ü���Q(� ÿTú�� £
7uü�´Jü�ûµ� £ q¿{~w[�<{~�7{�y�s?y�s¢�[{�xz{���{��]�Qr)wg�^���Ï�gy|w��Ïr$�À�Tyz{~s�{�w¿�]�Q{�xzxz{lr)��s�}){~s���r)w¡�~¶
T�ä0å�ë2ðÇå�æ ®´Þ?/Ïç®ð�å�ï0æ·ë&í>å�î®î�ß	¢@`¼�K��ü�û

(V0, Z0, I0) ∈ R
3
+

ÿTú��
R
´@ûXüWû°ú�øMü�ØJú�û*�Iû�'�úYÔé£`Õ«�]üÞ�]ü<A�ü�ú £ ¦pù$ý°ý§�

kb < µν
���)ù�ú2ú·AQü�� û*�*°��×�`ù(�ià0û*��ü�ú�)E',�)ü�ý°ý¿Ô¢§ÇÕ�ü�û°úRü%A�ü������d�Rc$úd
��Ìü��_>='	� û*�éû*¸�üb�ÏQ	��ÿTúd����ª1��ù�ý°ý|ü

t > 0 £
�&ü�û

R < 1 £ øMù�ú2úW
X'$ú-¸�ü��B�)ûXü����g�$ûXüb�ÏQ	��ÿTúd�³¸('$ú�Ô¡§�Õ��`ü±�`ü�ú (V ,Z, I) :=
(
0, λ

m , 0
) £ (V ,Z, I)

ûµ���F�)ù	��ü�û°ú1°�û¨�]ü
`gß�ÿTû°ý:û�A�� û°ÿ1) û°ú

R
3
+
£ `¼�lûµ���?ù(��O	)�>#�?'	�Iûµ���������ÌùIA�û°ý £

�&ü�û
R > 1 £ øMù�ú2úWûµ��� (V∗, Z∗, I∗) :=

(
krλ−mµν
rµν−rkb , µν

kr , ν
k

krλ−mµν
rµν−rkb

) �`ù(��ü�û°ú1°�û+�]üb`Fß�ÿTû°ý:û�A�� û°ÿ1) ¸	'�ú�Ô¡§�Õ £ `¼�lûµ���
���Þ� û�
	��>='	� û*�éû*¸<�7ù(��O	)g>��±'��éûµ�����K����ùXA�û°ý&ÿTú#�

(V ,Z, I)
ûµ���Cû°ú=���ÌùIA�û°ý&û°ú

R
3
+
£ ø�ûXü��ÏQ	��ÿTúd����B��ü,A����`ü±�]ü�ú (V∗, Z∗, I∗)

�
��ù$ý°ý§�

V0 + I0 > 0
ûµ��� £

7uü�´Jü�ûµ� £ ÁJsgy�s¢�[��x�r$w��T�^r`s�s?{�yz�^{l{�yz�^¸�yz}){��#v`s�y|��yzt){b�UÅ`s��^�^} (V,Z, I)
t)v`��Ô¢§�Õ<{�ÑTy�s¢�Qy|{~w¡��¶�T{�y

u := bV + ανZ + ανI
�^���

κ := min{µ− bk
αν , ν −αν, m} > 0

��y|�
α ∈ (0, 1)

�My|�
µ > bk

αν

�T�7v)�#{~yR�Tyz{t)v`wQr)��s�}){~s¡{��Q¸��Q{GÊg{~xzr$��yzv)�
kb < µν

t){~w��7{~���T{��[�gy|w��&¶qGr$���Í¬®v)xz}$�¿r$��slÔ¡§�Õ?�Tyz{l²¿�^})xz{�y��Q���^�^}2É
u̇ = bkI − bνV + αλν − ανmZ + αbνV − αµνI

= −(αµν − bk)I − (bν − bαν)V − ανmZ + αλν

≤ αλν − κu

º��]��{~})w�r���yzv)�Íxzyz{�¬®{�w��
u ≤ u(0) + αλν

κ�¿�T¬¿ÃGwQ�^���»�T{�wn½4v`s�yP�Qy|t�y|�Q«$�nt)v`�
(V,Z, I)

s�yz�����Tyz{³�UÅ`s��^�^}`{����#{�s����^w�«$�^�]�n�^����{�ÑTy�s¢�Qy|{~w�{~�©¬®^w�r)x|xz{ÍÈ#{�y|��{~��2r)���À�T{���ª�v)w��Qs�{��Q¸��^�^}]s�sQr��Q¸)¶
(V ,Z, I)

y�s¡�Mv$ÆR{���s�yz���`�Qy|xzy��Q�·{�yz�^{Ïs¡�Qr$��yzv)��«)w�{³�UÅ]s¡�^��}Wt)v`�_Ô¢§�Õ�¶@��{�y
(V∗, Z∗, I∗)

{�yz�·�7{�y|��{~w�{�s�Á\È]�^y|xzyz�^wQy|�^�À¶qGr$���·����s�s
I∗ = ν

kV∗ 6= 0
}){�x|��{~�U¶4�¿��s

µI∗ = rV∗Z∗ 6= 0
¬®v`x|})���^r$�^�

Z∗ = µν
kr

�^���·�7{�}`{��
0 =

λ − mZ∗ + bV∗ − rV∗Z∗
}`y|x|�[sQ���^x|yz{�Ó`x|y����

V∗ = krλ−mµν
rµν−rkb

¶ª�v)xz})xzy��Q�lyzs¡�
(V∗, Z∗, I∗)

�^r`sU{�yz�^¸�yz}){C�7{~yP�Q{�wQ{7ÃGx|{~yz���^}){~�gyz���`��¶~qGr
µν > kb

t)v)w�r$��s�}){~s¡{���¸��U�gyzwQ�U��y�s¢�
(V∗, Z∗, I∗)}`{���r)�¹¬®^w

krλ > mµν ⇔ R > 1
�2v]s¡y|�Qy|tb�����Ï�^�^})xz{�y����

(V ,Z, I)
¶�¿�N�T{��ÀÁ\È]�^yzx|yz�^wQyzrM{~w��2«$x|�?�¨r)�Í¬®v)xz}){~���T{b�Uyz�^{~r)w�y�s�y|{~w��^��}){��UÉ

A := f
′

(V ,Z, I) =




−ν 0 k
b − r λ

m −m 0
r λ

m 0 −µ




B := f
′

(V∗, Z∗, I∗) =




−ν 0 k

b − µν
k −m − krλ−mµν

µν−kb 0
µν
k

krλ−mµν
µν−kb −µ




quyz{lÁCy|}`{����7{�w���{�t)v`�Ï�Hs�yz���&É



−m

− mν+µ m−
√

m2ν2−2 µ m2ν+µ2m2+4 rλ km

2m

− mν+µ m+
√

m2ν2−2 µ m2ν+µ2m2+4 rλ km

2m




�T{�y
krλ < mµν

�R�^r$���¯s�y|���¯r$xzxz{�ÁCyz}){����7{�w���{�t`v)�¯����x|{~y|�^{~wG¤^¶��¿r`�Q�¯�^{�� ½Jw�yz�^¸�yz�©�T{�wGx|yz�^{�r$wQyzs�y|{~w¡�Q{��¯�]��r�±��y|xzyP��«��g¬®v)xz}$�[�^r)�^�À�Tyz{lr)s�¼����T��v)��y�s����^{l�]��r$�^yzxzyP��«��~¶2��{~y
krλ > mµν

�^�^r)�^�Ï})yz�T�g{�s?{�yz�^{��ÀÁCy|}`{����7{�w��g})wQÅ)Ó){~w<¤



Ù�Á§ó.Â�ÀÅIÀ ò N_ó.Á ñ À�Â"À ù,ù
�����Ï{~s<¬®v`x|})�g��r`�Q�À�T{~� ½CwQy|��¸�yz�À�T{~wgxzy|�^{�r$wQyzs�yz{�w���{��À�]��r$�^yzxzyP��«��¿�Tyz{�º���s¡�Qr)�^yzx|y|�Q«$�~¶
qGr)s>����r$w�r$�]��{~w�y�s¢�QyzsQ�Q��{@½4v)xz¼��^v)�jt)v)����y�s¡�>�^�^wQ���

λ3+a2λ
2+a1λ+a0

��y|�
a2 := µ2ν−µkb−mkb+krλ+µν2−νkb

µν−kb

a1 := −µmkb+µkrλ−νmkb+νkrλ
µν−kb

�^���
a0 := −krλbk+krλµν+µmνbk−µ2mν2

µν−kb

}){~}){��#{~�U¶�¿��s4�T{~��Â@v)w�r$��sQs�{���¸~�^�^}){~�
kb < µν

�^���
R > 1

{�wQ}){~�#{���s�y��Q���^�`�Q{�w@r)���T{�wQ{��j¬®v)xz}){��2�T{<�<{�¸~y|{~�]�^�^}`{��UÉ
krλ >

mµν > mkb
�^���

µ2ν > µkb
¶#º���s¡}`{~sQr$�n�¿x�«)sQs¡�us�yz���¯�Tyz{�s¡��wQy|�]�Q{n½4v`s�y|��yzt]y|�Q«$�G�T{~w

ai, i = 0, 1, 2
�^{�wQxz{�y|��{��p¶

�ur)�����T{~��Êgv`�T��� Ç ±ÌÄ¿�^w��gy|��¸�ågË�w�y|��{~w�yz�^�H¬®v`x|})�C�^r)�^�U�)�^r`s�s@�Tyz{gÁCyz}){~�]�7{~w¡�Q{?t)v`���¾�^{�}`r$��yzt){gÊg{~r)xP�Q{�yzx|{g��r$�#{~�U¶�Tv)��yP�[y�s¢�
(V∗, Z∗, I∗)

y|�N�Tyz{~s¡{~��ª�r)x|xpr)s�¼��M�^��v$�QyzsQ���Ïs¡�Qr$��y|xI¶quyz{��#{���r)�^�T��{���{MËuv)�]t){~w�}`{��^¸~r$�2s�s�r$}){l�gyzwQ�W�My|�¡�Q{�x�s��=á¡r$�^�^��vÇt]±�ª^�^���`�Qy|v`�^{��W}`{�¸�{~y|})�~¶&È#�^{~wQs¡�u�#{��QwQr`�Q�]��{~�W�gy|w�^{��Àª2r$xzx
krλ < mµν

�^�2�Ï��r)s?Á\È]�^yzx|yz�^wQyz�^�
(V ,Z, I) =

(
0, λ

m , 0
) ¶�T{�y

Φ(V,Z, I) :=
(Z − Z)2

2r
+

(
2
µνk

r
− b

r
− Z

)(
µ

kr
V +

I

r

)
V,Z, I ≥ 0

qGr$���Ï{�wQ})yz�T�[s�yz���Àr$�2slÔ¢§ÇÕ7�^�2�
λ = mZ

���^r)sQs
Φ̇(V,Z, I) = (Z − Z)(

m

r
Z − m

r
Z +

b

r
V − V Z) +

(
2
µν

kr
− b

r
− Z

)(
V Z − µν

kr
V
)

= −m

r
(Z − Z)2 − V

[
Z2 − 2

µν

kr
Z +

b

r
Z +

µν

kr

(
2
µν

kr
− b

r
− Z

)]

= −m

r
(Z − Z)2 − V



(
Z − µν

kr

)2 (µν

kr
− Z

)

︸ ︷︷ ︸
>0

(
µν

kr
− b

r

)

︸ ︷︷ ︸
>0




��{�}`{��
kb < µν

�^���
krλ < mµν

¬®v`x|})�~����r)sQs
Φ
{~y|�^{��1á¡r$���^�^v�træ ±�ª^�^���`�Qy|v`�Ír$�T¬

R
3
+

y�s¡�~¶^ÃGy|x|�
φ̇(V,Z, I) ≡ 0

���r$�^�N{�wQ��r$x|�Q{��À�gyzw
Z ≡ λ

m

�^�2�
V ≡ 0

¶#qur)wQr)��sg{�wQ})yz�T�¿s�y��Q�Wr$�#{~w
I ≡ 0

�#s¡vT��r)sQs
Φ
{~y|�^{�s¢�Qw�yz�]��{3�1á¡r$���^�^v�t`±ª��^�^�]��yzv`�Ïy�s¢��¶�qur)�^{�w?¬®v`x|})�[�Tyz{lËuv)�]t){~w�}`{��^¸�r��2s�s�r$}){Gr$�2sg�T{����^r���¸l^�#{�w��1á¡r$���^�^v�t`±�ª^���^�]��yzv)�^{~�U¶�¿������¬®^w

(V∗, Z∗, I∗)
x�«)sQs¡�>s�y��Q��{~y|��{7}`{�{~y|}`�^{��Q{7s¡��wQy|�]�Q{��1á¡r$���^�^vÇt]±�ª^���^�]��yzv)�z.����T{~���^������r`�Q���T{~���Tr$��¸<^�#{�w

�=á¡r$�^�^��vÇt]±�ª^�^�^�]�Qy|v`�^{��¹�Tyz{uË¿v`�]t){~w�}){~�^¸~r$��sQs�r$}){g�#{��7{~yzs�{��U¶]ÁCyz�^{��Í�<{~�7{�y�s7�^r$¸~�T.2���T{��?��r)�b¸��^���7{~yzs��^yz{�x2yz�
¹ �W�W�~º0r$�^¬@��{�y|��{ C µ��^��� C ¥^¶�¿��sQ�Q�^xzyz{�Ó){~�����7v`x|xz{��»�gyzw�{�yz�^{��¾�¿�T¬Xr$��}`s��7{�w��

(V0, Z0, I0)
r$�T¬[�T{~� Ê[r$�2��t)v)�

R
3
+

��yP�
V0 + I0 > 0

�#{�±�QwQr`�Q�]��{~�U¶�È#�^��«)����s¡�C¸~{�yz}$�7�Ty|{[¸~�7{�y|��{uÃGxz{�y����]�^�^}nyz�WÔ¢§ÇÕ �`�^r`s�s@¬®^wJ��x|{~y|��{
t > 0

�Tyz{¿Ë¿v`���2v`�^{��]��{
Z(t)

�#v]s¡y|��yzty�s¡�~��r$�����Ï�7{��^�
Z0
}`x|{~yz���Ï�]�^xzxps¡{~y|�Às�v)xzxP�Q{)¶^qGr$�^{~wg��r)�^�Í�¨r$�Àr)�^�^{����M{~�U���^r)sQs

Z0 > 0
}`y|x|�~¶�qGr$�^�Í¬®v`x|})�[r$��sÔ¡§�Õ��&�^r)sQs

f1(0, Z0, I0), f2(V0, 0, I0)
�����

f3(V0, Z0, 0)
�#v`s�yP�Qy|tWs¡yz���&¶U��v`��yP�G�Qw�y|�¡�l�Tyz{E�UÅ]s¡�^�^}¹¬®^w

t > 0
yz�

(0,∞)3
{~y|�À�^���Ï�)v`�]t){�wQ})yz{�w¡�g�^r)�^�Ï��r`�Q�

(V∗, Z∗, I∗)
¶

Z7å�æ¾æ»âÝ¡ÎÞ¢å�ï0í>å�æ¾çXè~ê�ä0å�è G îXå�çXêÇä>ò#å�5�çéêÇäRãdß(¢�¦\ª1�E�)ü�úæ��>^ü�°�ûXù�ý ��ù$ý°ý
b = 0


`ù$ú�úÝ�`ù(�¨ü�ú#�`ü�)Mûµ���"��ü�²?ý|ü�û��"�1N
�]ü�´@û��"�1��´@ûXü¼��'$ý �X�gù�ÿd�Ó�]ü"�	��ª-��
��¼´Jü��R�)ü�ú £

(V∗, Z∗, I∗) =

(
(R − 1)

m

r
,
Z

R
, (R − 1)

mν

rk

) Ô 4 Õ
7uü�´Jü�ûµ� £

(V∗, Z∗, I∗) =

(
krλ − mµν

rµν − rkb
,
µν

kr
,
v

k

krλ − mµν

rµν − rkb

)

b=0
=

(
kλ

µν
− m

r
,
µν

kr
,
λ

µ
− νm

kr

)

=

(
(R − 1)

m

r
,
Z

R
, (R − 1)

mν

rk

)

1
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ù�� x�Â"Ã+î�ÅIì�KKÂ�Á ò Ã+Â
ñMå�çXè<�>çéå�î
ª�v)xz}){~���T{~sg�<{�yz�^yz{�xU¸�{�yz}$�¿�^r)s?Â@{~w��2r$x|��{��À�T{~wg�UÅ]s¡���^}Mt)v)��Ô¡§�Õ<y|��ª�r$xzxz{

R > 1
¶
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V
ï±ì.Â�Á õ ì��"Å�À	Ø�ðÓí�ï±ìPÂ7èR" ñ À�Â�À	ì.Á¨Â�Ã¨Ã=¿<À3Å�À ò3ò Á+Â ¨ ÀR��¿<íIÃ

ò Â"ó õ Â"ï?Å�À ò Â�À S Â�Ã¨Ã¨Â�À!±ºÁ§ó ò ï±ìÓ¿�ó�$×ó.Â ò Å%��Á¨Â"ó?ì�H�¾F¿ ò ÅIó.ðÓí
À�Á¨îbî�ì ò Á¨Â*Ù¼Á¨ó.Â"À%"Ió ñ�ò Å%$	ì.Á ñ À

rV Z
¿���HKKÂ õ Â"À ò Â�î ë ¿<À õ Â�Ã\¿<À�Á¨ÀRë	�"Á+ÂRó��d¿�ó.Â�À S Â�Ã¨Ã¨Â�ÀD±ºÁ§ó ò

ò Á¨Â ¬ ÀIÆ¤Â=$	ì.Á ñ À6¿0� õ Âf�Ió.Â�îbï±ì«ÅIÀ ò $ ñ Àw
(Â"ó õ Á+ÂRó?ì ò ¿<À�À
õ Â õ Â�À ò ¿<ïgÂ"À ò Â"îbÁ+ï?ðÓíIÂb÷�ì	Å�Á¨Ã¨Á#�Ió.Á¨Å�î

(V∗, Z∗, I∗) =
(75 000, 62 500, 7 500)

H�K:Á¨Â ò ¿<ïbôJÂ"Á¨ï�"�Á¨Â�Ã��"Â�Á õ ì$�í,ÀIÀ�Â"À�î�ï��"Á¨Ã+Ã+¿�ì.Á ñ À�Â�À«¿�ÅIÆ¤ì?ó.ÂRì.Â�ÀOH

���������	� Ù¼Á¨ó.Â"À�î ñ�ò Â"Ã+Ã=îbÁ§ì
λ = 104, k = 100, ν = 10, m = 0.1, b = 0, r = 8 · 10−7, µ = 0.5, R = 1.6

H

á�âTã~îXâ=9   &ð�çH�>ã
�WyP�p¬®v)xz}){~���T{~�B�Wr$��x�r$������w�yz�T�p�)Å`�^�^{��n�Tyz{7�^�Q��r)�^�^yzxz�^{�w0r$�2sU�¿�^�^yzxz�^�^�^}MÔ¡§�Õ&{�wQ¸�{��^})�U�<{�w��T{��U¶~�¯r���x�r$�lt){�w�¬®^})���2{~wg{�yz�^{�}]r$�^¸~{�Êg{�yz�^{�t)v`�Í�]�^��{~w�y�s����^{~�K�u«$�^{~w��^��}`s�t){�w�¬Xr$�^w�{��¹¸~�^w[�<{�w�{��Q���]�^�^}Mt`v)�ÏquyPÆR{�wQ{��]��y�r$xz})xz{�y��Q���^�T±}`{��U¶º��¯¬®v)xz}){~���T{��³����w�yz�T���gy|w��¯�T{�w��<{�¬®{��^x�ï%ðrñRòró¹t){�wQ�7{����^{��~¶)ï%ð	ñRòFób��r`s¡yz{�w���r$�T¬J{~y|�^{~��½4r`r$wG{�ÑT�^xzy|¸~yP�Q{�w�Êg���T±}`{0ô�±�Ë��T�¡��r,õ ±ÌÂ@{�w�¬Xr$�^wQ{��U¶$q¿{~��s¡v`}){~��r$�^�]��{~��quv)wQ�¨r$����±Ì½CwQy|�2��{�±Ì½4r`r$w?Ô�>uw��T���^�^} C �^��� D Õ�¶$quy|{gt)v)wQ{�yz�^}){�s¢�Q{�xzxP�Q{Ð0v)xz{�w�r$��¸löFñr÷,øFï	÷n¬®^w¿�Tyz{lw�{~xzr$��yzt){��Ïª�{���x|{~wgxzy|{~}$�g�#{~y

10−3 ¶

4 ù ¿�ó.Ã�Ä¼ÅIÀ õ Â�Q��=v - C@×/�=�(½�ÊwQ ò Â�ÅXì.ï?ðÓí�Â"ó ë ¿�ì.íIÂ�î@¿�ì.Á#$(ÂRó
5
K:Á¨Ã¨í�Â�Ã¨îú�FÅIì?ìÓ¿,QF��v�C�Ê@×���� ��� Q ò Â�ÅIì.ï?ðÓíIÂ"ó ë ¿�ì.í�Â�î@¿�ì.Á#$(Â"ó
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�������	��
� ������
÷ �����	�	�	��
ÿ �� � ��
�����
ý��� � �	�	�����	����
þ �� �/ó 

û'ü�ý ñwþ,ÿ�ï%ð	ñ	÷%÷ ����������������! ����#"$�&% �  '�����(�)
 *�+-,

÷ % ÿ  '�.�#/$�102�- '�.�3�(�&% ý� ��.���(�( ����#/$�)
4*	56,ý� '�.���7�( '���8/!�&% þ  '�.�#"$�'9�
 *;:<,
*>=@?;ACB&=7D$EGF�H$IJD�KL?MFON�NQP'D!P3H�R(F7I�STA�U�V!I$R(F(W'H2*

� ø ��X	92� ï%ðrñRòFó �7û�ü�ý ñ,þwÿ�ï%ð	ñ	÷%÷ �G�Y�2"��	��9.�G�O�3���	� ÷	Z�ÿ ��9��)
[*7\)P8])DGW�EJV;^!R�F7W'H;_�DGIGR�P&Ba`�b3cd ÷%ï ��� ø ��X��Ge7�3�7���f ÷�g � ñr÷ �;hi�.hO�� ÷�g � ñr÷ �;h�û.hO�j�ü�k�l	ý ñd ÷%ï ��� ø ��X��Ge7�8/$���f ÷�g � ñr÷ �;hi�.hO�� ÷�g � ñr÷ �;h�m�hO�j�ü�k�l	ý ñd ÷%ï ��� ø ��X��Ge7�8"$���f ÷�g � ñr÷ �;hi�.hO�� ÷�g � ñr÷ �;hOn)hO�
a ï0æ·å`ð( U÷>ï>ò
�<y�s¡x�r$��}��g�^w��T{��^r`sgº������^�2s¡¼Ts¡��{�� �T{�s¿Ë¿Å`w��#{~wQs?�^y��Q�]�u�#{�wQ��Q�Ts�yz���`�Qy|})�~¶�º�����«)����s¡��{��W�¿��s����^�^y|�¡��s¡v`x|x0�Ty�s¡���T±�Qy|{~w¡�[�7{~wQ�T{~�U�T�gyz{l�^r`s?º������^��s�¼�s¡�Q{����Tyz{lÂ¿yzw�{~�Ï�#{���«)���T¬°�~¶

¡#¢µ®8��æ¾æ©÷>ï0â^ï&ã�5�ë�ðÇã
SÏå� >ï>ç®ã�çXë#ï6Ô¦ÞÓ��æ¾æ©÷>ï>â^ïRã�5�ë2ðÇã�ß(¢&øMù(�Öà0û*��ü�ú�)E',�)ü�ý°ý#)Mû*� à )%)MÿTú#ù$ú-�Þ´\'	���J´@û*�R�E��ÿ1�R������'�ý �]ü�ú#�)ü��?ø�û ç¿ü���ü�ú�N�IûXù�ý �)ý|ü�û�����ÿTúd�	����O(���Ìü�)��`üBØCú�ûXü���� £ `¼�b´@û*�R�j���Ìü���� t ≥ 0

¸	'	��ù�ÿd�Ó�]ü���ü��*°�� £
V̇ = kI − νV

Ż = λ − mZ − rV Z

İ = rV Z − µI − sIT

Ṫ = aIT − nT

V (0) = V0, Z(0) = Z0, I(0) = I0, T (0) = T0

Ô C Õ

T := # T − Zellen
$uú,��ù�ú�����´Jü����ÌünÿTú��@�E'$ú=���Ìù$ú-��ü�ú�´@ûXü�û°ú�Ô¡§�Õ���'	´@ûXü

T0 ≥ 0
ÿTú#�

a, s, n > 0

a ï0æ·å`ð( U÷>ï>ò

• Ð<±¢È#{~x|xz{��Ï¸~{�wQs¡�QÅ)wQ{��¹yz�r.�¸~y|{~w¡�Q{�È#{~x|xz{��Ï��y|�¿Ê[r$��{
sIT

• Ð<±¢È#{~x|xz{��Ï�7{~wQ�T{~�Ï�My|�[{~y|�^{~w[Ê[r$��{
aIT

�^wQvT�T�^¸�yz{�w��?�����Ï�My|�¿�T{~w[Ê[r$��{
nT

r)�^}){~��r$�T�



ù C x�Â"Ã+î�ÅIì�KKÂ�Á ò Ã+Â
T�ä0å�ë2ðÇå�æ Ô¦Þ¢ôGçXï>í>å]÷0ã~çéò- #å�ç®ãdß(¢>øMù(�iàpû*��ü�ú-)j'<�)ü�ý°ý�)�û*� à )%)MÿTú#ù$ú-�Þ´\'	���lÔ C Õ3A�ü�� û*�H°��gü�û°úRü�ü�û°ú#�`ü�ÿ1�Iû+�]ü��Q(� ÿTú�� £
7uü�´Jü�ûµ� £ q¿{~w[�<{~�7{�y�s?y�s¢�[{�xz{���{��]�Qr)wg�^���Ï�gy|w��Ïr$�À�Tyz{~s�{�w¿�]�Q{�xzxz{lr)��s�}){~s���r)w¡�~¶

ñMå�çXè<�>çéå�î
quyz{~s�{~sg�<{~yzs��^yz{�x&¸~{�yz}$�g�gyz{ls�y��Q�À��r)s?Â¿yzwQ{��^��vT�T{~x|xJÔ¢§�Õ?�T�^w����À�Tyz{�� yzw����^��}¨�T{~sgº��M������s¡¼Ts¡��{~��sgt){~wQ«)���T{�w��~¶
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����������� Ù�Á§ó.Â�ÀIî ñ�ò Â�Ã¨Ã=îbÁ¨ì ¬ îbî�ÅIÀ�¿<À	ìu± ñ ó?ì�Q,� ñ À�ï±ìÓ¿�À	ì.Â�À�±ºÁ¨ÂgÁ¨À ¨ �R��Á¨Ã ò ÅIÀ õ ���@�7Q�ï ñ ±ºÁ¨Â
s = 0.0001, a = 0.00005,

n = 0.1, Ri = 1.16
H

quyz{��¿�^¸~r)�^x>�T{~wuÂ¿yzw�{~�W�^y|���n�l�T�^wQ���¯�^r)su�<{�¬Xr)x|xz{��W}`{~s��^���T{�wlÈ#{�xzxz{��WwQr`s����N¸��U¶Rqur)�#{�y0��#{�w�s����^wQ{�y|��{��
I
�^{���^�Q�]�<{�xzx|{~�]�7{~w¡� n

a

�Ts�vT�^r)sQsJ{~s<¸��Í{�yz�^{�w[ÈR�^��r$�^��{��T{�wgÐ<±¢È#{~x|xz{��¹�)v`�M�n��¶Tq¿yz{~s�{Gs�v)wQ}){~��¬®^w?{~y|��{uÂ@{~w�wQy|��}){�wQ�^�^}�^{�wgyz�r.�¸~y|{~w¡�Q{��WÈ#{~x|xz{��À�^���À�^r$��y|�[�^{�wgÂuy|wQ{��p¶��T���^xzy|{~Ó)xzyz���Ï{�wQ�^Å`�`�[s�yz���À�Tyz{l�¿�^¸~r)�^xU}){�s¡�^���^{�wuÈ#{�xzx|{~�U¶Ð7¼]��yzsQ�Q��{~sU�N{�wQ���¨r$x$yzs¡�0�^r)sU�[�^¬°��wQ{���{~�lt)v)�&>Gs�¸�yzx|x�r��Qy|v`�^{��U¶�q¿yz{\�UÅ]s¡���^}gs¢�QwQ{��T�U}`{�}`{��
P̂ = (20 000, 86 207, 2 000, 1 896, 6)

¶



Ù�Á§ó.Â�ÀÅIÀ ò N_ó.Á ñ À�Â"À ù Ê
T�ä0å�ë2ðÇå�æ â¼Þ.��æ·æ©÷>ï0â^ï&ã�5�ë�ðÇã�ß	¢t`�����ü�û

(V0, Z0, I0, T0) ∈ R
4
+

ÿTú#�
R
´@ûXü�û°úÏøMü�ØJú�û*�Iû�'�ú�Ôé£)Õ��]ü±�`ü,AQü�ú £øMù(����O(����ü�)´Ô C Õ���ù	�gü�û°ú#üF>='(� û*�Iû*¸Çü��×A�ü������d�Rc�ú1
��Ìü���Q(� ÿTú�����ª1� t > 0 £

�&ü�û
R < 1 £ øMù�ú�úÜ�^ù����)ù	���#O(����ü�) Ô C Õg�`ü�ú#ù$ÿNü�û°úE>='(� û*�Iû*¸Çü���`Fß�ÿTû°ý:û�A�� û°ÿ1) P =

(
0, λ

m , 0, 0
) £ `¼�Gûµ���7ù	��O	)g>��±'�N

�Iûµ���"�W���ÌùIA�û°ýpÿTú��«�$ûXü��ÏQ	� ÿTú��
I'�ú�¸Çü��B�$ûXü����P�]üÞ�]ü�ú
P £

�&ü�û
1 < R < Ri := 1 + knr

amν
£ ø�ù$ú�ú ûµ��� P∗ := (V∗, Z∗, I∗, 0) =

(
(R − 1)m

r , Z
R , (R − 1)mν

rk , 0
) �)ù	�

ü�û°úd°�û+�³´Jü�û*��ü���üF>='	� û*�éû*¸�üb`Fß�ÿTû°ý:û�A�� û°ÿ1) £ P∗
ûµ���?ù	��O	)g>��±'��éûµ���"������ùXA�û°ýpÿTú#�³��ûXü���Q(� ÿTú��
I'�ú�¸�ü��B�)ûXü����º�`ü±�`ü�ú

P∗ £
�&ü�û

R > Ri
£ øMù�ú2ú��$û�A��Uü��J�`ü�ú#ù$ÿ�ü�û°ú´Jü�û*��ü��¡ü��_>='	� û*�éû*¸�ü��º`Fß�ÿTû°ýPû�A�� û°ÿ1) P̂ :=

(
kn
aν , aνλ

amν+rkn , n
a , arkλ

s(amν+rkn) −
µ
s

) £
`���ûµ���?ù	��O	)�>#�?'	�Iûµ���"������ùXA�û°ýUÿTú��³��ûXü���Q(� ÿTú��
I'�ú�¸Çü��B�)ûXü����º�`ü±�`ü�ú

P̂ £

7uü�´Jü�ûµ� £ ÁJsgy�s¢�[��x�r$w��T�^r`s�s?{�yz�^{l{�yz�^¸�yz}){��#v`s�y|��yzt){b�UÅ`s��^�^} (V,Z, I, T )
t)v)��Ô C Õ7{�Ñ�y�s¡��yz{�w��~¶�T{�y

u := V + αk
µ Z + αk

µ I + αks
aµ T

��yP�
α > 1

¬®{~s¡�7t)v`w�}`{�}){��#{~�M�����
κ := min{µ− µ

α , ν, m, n} ¶]qGr$�^�b¬®v)xz}$�r)��slÔ C Õ<�^y|{n²[��})xz{�y��Q���^�^}�É

u̇ = kI − νV +
αkλ

µ
− αmk

µ
Z − αkI − nαks

aµ
T

= −νV −
(

αmk

µ

)
Z − (αk − k)I −

(
nαks

aµ

)
T +

αkλ

µ

≤ αkλ

µ
− κu

º��]��{~})w�r���yzv)�Íxzyz{�¬®{�w��
u ≤ u(0) + αkλ

κµ�¿�T¬@ÃGw������Í�T{�w?½4v`s�yP�Qyzt]y|�Q«$�?t)v`�
(V,Z, I, T )

s¡yz���Í�Tyz{��pÅ`s��^�^}`{��¹�#{~sQ�Q��wQ«)�^�]�<�^���Í{�ÑTyzs¡�Qy|{~w�{��¹¬®^wgr)x|xz{nÈ#{�y|��{~��2r)���À�T{���ª�v)w��Qs�{��Q¸��^�^}]s�sQr��Q¸)¶�¿��s
T
ýG¤�¬®v`x|})�

Ṫ = 0
�^���Ï�¨r$�Ï{~w���«)xP�[�Tyz{ns¢��r��Qy|v`��«$wQ{��K�UÅ]s¡�^�^}`{��

P
�^�2�

P∗
¶

ª>^w7�T{~�¨ª2r$xzx
T > 0

{�ÑTyzs¡��yz{�w��C}){~��r$��{�yz�¨�7{�y|��{~w�{�sJÃGx|{~yz���^}){~�gyz���`�
P̂ :=

(
kn
aν , aνλ

amν+rkn , n
a , arkλ

s(amν+rkn) −
µ
s

) ¶
P
yzs¡�¨v$ÆR{��2s¡y��Q�]��xzyz�����#v`s�y|��yzt#¶Cquy|{N½>v]s¡y|��yzt�yP��«��b�T{~w¨r)���T{�wQ{��.Á\È]�^yzxzy|�^wQy�r©{~w�}`y|�T�bs¡y�����r)��s��T{~���<{�¸�yz{����^�^}){~�

1 < R < Ri
�^�2�

R > Ri
¶��{�}`{��

det(f ′(P ) − λI) = (−n − λ) det(A − λI)
�^���

det(f ′(P∗) − λI) = (aI∗ − n − λ) det(B − λI){~w�}`{��#{��¨s¡y��Q�¨�^y|{u�]�Qr)�^yzx|y|�Q«$�QsQr$��sQs�r)}){���yz�YÐ?�^{~v)wQ{���r$�2sC�T{���½CwQyz�^¸�yz�¨�^{�wCxzy|�^{�r$wQyzs�yz{�w���{��¨�]��r$�^yzxzyP��«��J�^���¨�T{���<{~�7{�y�sgr$��sg�^{�� xz{��Q¸���{~�N�[��sQ�Q���^yP���~¶quyz{JËuv)�]t){~w�}`{��^¸@�T{�w��pÅ`s��^�^}`{���y|�jª2r$xzx|{
R < 1

�^���
1 < R < Ri

¸�{�yz}$�p�¨r$�l��y|�¡�Q{�x�sp}){�{~y|}`�^{��Q{�wp�NvT�Ty².���r$��yzv)��^{�w3�=á¡r$�^�^��vÇt]±�ª^�^�^�]�Qy|v`�^{��»r$�2sn�T{��!x|{���¸��Q{��¾�¿��sQ�Q�^�^y|���~¶0ÁCyz�¾�<{��<{�y�sl¸��^� ª�r$xzx
R > Ri

.����T{����¨r$�»¸��^��<{~yzs��^yz{�x&yz���<�����¼¹ �W�W�~º0r$�T¬C��{�y|��{ D £^¶

á�âTã~îXâ=9   &ð�çH�>ã
�WyP�0¬®v)xz}){~���T{~�j�Wr��Qx�r$������w�yz�T�0�)Å`�^�^{����Tyz{<�T����r)�^�^yzxz�T{~w>r$��s0�¿�^�^yzxz�T���^}�Ôé£`Õ&{~w�¸~{��^})�p�7{~wQ�T{~�U¶~ÁJs0�gyzwQ�l�gyz{~�T{�w�^{�w[�<{�¬®{~�^x�ï%ðrñ,òFóMt){�wQ�7{����T{��~¶
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*>=@?;ACB&=7D$EGF�H$IJD�KL?MFON�NQP'D!P3H�R(F7I�STA�U�V!I$R(F(W'H2*
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a ï0æ·å`ð( U÷>ï>ò

Î = n
a

��«$�^})�4�^y����`�Ct)v)�ìÁ»á¨¸�yz{��^¸~��r$w�r$��{���{�w
s
�T{�w@º��T¬®{��]�Qy|v`��s¡�#{~��«$���T¬®�^��}�r)�U¶$q¿yz{~s4{~wQsQ���^{�yz�`�@�^�^wQ{~r$xzy�s¢�QyzsQ���U¶

��{����¨�^r)sJ��¼Ts¢�Q{�� á¢{��TvT�����T��wQ���
Ṫ = aI−nT

��vT�Ty².�¸�yz{�w��@�gyzw��&�)�^r$�^���gy|w���{�s@�Tyz{~s�{gÁCy|}`{���sQ����r�¬°�Ct){�wQxzy|{~w�{~�U¶
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�yxä�-�.Í¼�g�Ï�
½Jw�yzv)�^{~�¯s�y|���W{�yz�^{~sG�T{~wuÁCyz�7{~y|Ó`{)�R�Tyz{�y|���M{~��sQ�Q�^xzy��Q�^{~�¯�^���N��yz{�wQy�s����^{��¯ËuÅ)wQ�#{�w¿t)v)wQ�)v)����{��U¶2ÁJsu}`y|�T�G¸��<{�y�¿w¡�Q{���t)v)�n½CwQyzv)�^{~�U��¸�{�xzxz�^xz«)w�{J½CwQy|v`�^{���½Cw�v)��{~y|�^{GÔ®½Jw�yzv)��½CwQv$��{~y|����{�xzxz�^x�r$w��~�]��w�¸`É~½CwQ½ C Õp�^�����T��wQr)�^y|{J½CwQyzv)�^{~�½Jw�v)��{�yz�^{�Ô®½CwQyzv)�¨½Jw�v)��{�yz�¹�^��w�r$�^yz{)�)���^wQ¸)É)½Jw�½ Sc Õ�¶`½CwQ½ C y�s¢�<�Tyz{¿��r$��^wQx|y����¨y|� Ë¿Å)wQ�#{�wCt)v`w���r)���T{���{[ª^v`w�� �T{�w½Jw�yzv)�^{~�U�]�^y|{ut){�wQ���T��xzy��Q�¹�^{�� È#{~x|x�sQ�Q���T��¸u�^y|{~�`�~¶Tq¿yz{Gr$�^v`w��¨r)x|{¿ª^v`w��Y½Jw�½ Sc �<r)���T{~xP�<½CwQ½ C yz�b½Jw�yzv)�^{~�¹�T{�wª�v)wQ��½Jw�½ Sc �^�À¶#quyz{~s�{n�<{�w��T{��À¬®^w��?�TÁ �^���W�^y|{{z7wQ{��T�Q¸�¬®{�x���±�Ò`r`��v`�ÀËlwQr)�^���^{�y|�[t){~wQr)�`�¢�7v)w���xzy��Q�À}){~�¨r)���`�~¶Ä¿y|{~w[s�v)xzx&�]�^�À{~y|�N�NvT�T{~x|xU¸��^w¿²[�`�Q{�w�s¡�2�Q���^�^}¨�T{~wg½CwQy|v`�^{��2�T¼���r$��yz�¹r$�T¬®}`{~s¡��{�xzx|�g�7{�w��T{~�U¶
�Wv)�^v)��{~w�{�Ô®}`w�yz{~���U¶zÉ)�ÌÁCyz�^¸~{�x|��{�yzx ��Õ7�T{~w?ª^v)wQ� ½CwQ½ C �<{�w��T{��¹t)v)� ËuÅ)wQ�#{�wJ��y|�<{~y|��{�w7¬®{~s¡��{~�ÍÊ[r$��{u�^wQvT�T�^¸~y|{~w¡��¶quyz{¨yz�T¬®{��]�Qy|Å]s¡{bª�v)wQ�³½Cw�½ Sc �^y|x��T{��nx�r$��}){¨Ë�{��¡��{~����yP��^�#{~wb§~¤`¤)¤Ï�Nv`�^v)��{�wQ{��p¶Uq¿yz{~s�{¨½4v)xz¼]��{~w�{WÔ®}`w�yz{~���U¶zÉ�:Â¿yz{�x|��{~y|x �QÕls�y|����{~wQs¡��r$�»{�yz�^{�w��Nyz���T{�s¢�Qxz«)�^}){¹s¢��r$�^yzxI�p�7v)�#{~y7�Nv)�^v`�M{~w�{b�Tyz{³�0«$�^}`{¨{�yz��sn��r)�#{��¾s¡v`x|xz{��p¶pquyz{Ë�{��¡�Q{��^x�«$�^}`{g�$r$�^�¨{~y|}`{��`�Qx|y����¨�]��wJyz�¹�Tyzs���w�{���{~�¹�T�Q�^wQy|�¡�Q{��b¸��^�^{~�^��{��U��r$�T¬®}`w������¨�T{�w7})wQv)Ó){~�E�p«)�^}){¿�T{�w<Ë�{���±�Q{��¹�^{~�^��{��¹�gyzw<r)�#{�w7{~y|�^{u�)v`�`��yz�]��y|{~w�xzy��Q�^{��p«$��}){���¸��^��r)�^��{¿r)�U¶�Ë�{�����{��p���Ty|{��p«$�^}`{�w<r$x�s7�Tyz{G�Ny|�2�T{~s¡��x�«$�^}`{s�yz���&�J¸~{�w�¬Xr$xzx|{~���My|�Í{�yz�^{�w¹t)v)��yz�^wQ{�w³�p«)�^}){Wr)�^��«$�^}`y|}`{���Ê[r$��{`¶?È#�^w¹�<{�s����^wQ{�yz�^�^�^}¾�T{�w¹½CwQy|v`�^{����^¼]�2r$��y|�¬®^��w�{~�Ï�gyzwg�]���Í¬®v`x|}`{����^{l�7{~¸�{~yz���^�]�^��}){��Ï{~y|�pÉ
• λ

ýH½CwQvT�T�^�]��yzv)�2s¡w�r��Q{G�T{~wg½CwQy|v`�^{��Ï½Jw�½ C �
• xm

ýH�Tyz{n�Nyz���T{~s¡��x�«$�^}`{)�^r)�À�T{�w[½>v)xz¼���{�wQ{�s¡�Qr)�^yzxUs�y|���U�^�7v)�#{�y
xm ≥ 1

}`{�x|��{��Às�v)xzxI�
• V (t)

ýH�Tyz{n�[�^¸�r$�^xp�T{�w¿�Nv)��v)��{�wQ{G¸��^wGÈ#{�y|�
t ≥ 0

�
• u(t, x)

ýì�[��¸~r$��xU�T{~wg½4v)xz¼]��{~w�{l�T{�w��p«)�^}){
x
¸~�^wuÈ#{~yP�

t ≥ 0
�

• r
ýHÊ[r$��{`�T��y|�¿�T{�w¿s¡y��Q�N�Ty|{nË�{�����{~�À�T�^w����À�[�^x�r$}`{�wQ�^�^}M�^��}){~�<r$�2�T{�x|��{~wg�Nv`�^v)��{~w�{Gt){~w�x�«$�^}`{�wQ�U�

• b(x)u(t, x)
ýìÊ[r$��{)�^��yP�u�T{�w[Ë�{��¡�Q{��À�^{�wg�0«$�^}`{

x > xm
¸�{~w¡¬Xr)x|xz{��p�

• κ(z, x)
ý ��r)�^w�s����^{�yz�^xzyz���^�){�y|���]�^r`s�sJ�#{~y|��È#{�w�¬Xr$xzxz{��bËl{��¡�Q{��Í�T{�w×�p«)�^}){

z ∈ (0, x)
�^���

x− z
{��]�Qs¡��{~�^{��U¶

qu�^w��Q�À��r`�Q�2s¢�Q�^� t){~w�wQy|��}){�w��?s�yz���À�Tyz{n�[�^¸�r$�^xUt)v)�ÀË�{�����{~�À�T{~wg�p«)�^}){
x
�My|�¿Ê[r$��{

rV (t) ∂
∂xu(t, x)

¶ª>^w¨�Tyz{Í��r$�^w�sQ�Q�^{~y|��x|y��Q���){�y|�
κ(z, x)

s�v)xzx<}){�x|��{~�U�4��r)sQs ∫ x

0
κ(z, x)dz = 1

�^���
κ(z, x) = κ(x − z, x)

�0¬®^w
x > xm

�^���
0 < z < x

¶qGr¨Ë�{��¡�Q{��U�2�T{�wQ{����p«)�^}){l�]xz{�yz�^{~w[r)xzs
xm

y�s¢���^yz��s¡�Qr)�^y|x0s¡yz���&���^{~�^��{��N�gyzw[r)�U����r)sQsgs�y|{ns�v$¬®v`w¡�[y|�W�Nv)�^v`��{�w�{¸~{�w�¬Xr$xzx|{~�U¶�Wv)�^v)��{~w�{G�^�2�ÀË�{��¡�Q{��N�T{�wg�0«$�^}`{
x
�7{~wQ�T{~�Ï�My|�¿Ê[r$��{

µV (t)
�^¸~�l¶

νu(t, x)
r$�^}`{���r)�T�~¶

�¿��s[�Tyz{~s�{��À�Nv^�T{�xzxzr)�^��r$���M{~�¹¬®v`x|})�[s�v���r)s[��¼Ts¡��{��
d

dt
V (t) = λ − µV (t) − rV (t)

∫ ∞

xm

u(t, x)dx + 2

∫ xm

0

x

∫ ∞

xm

κ(x, y)b(y)u(t, y)dydx,
Ô¡§�Õ

∂

∂t
u(t, x) = −rV (t)

∂

∂x
u(t, x) − (ν + b(x))u(t, x) + 2

∫ ∞

x

κ(x, y)b(y)u(t, y)dy,
ÔI£)Õ

V (0) = V0, u(0, x) = u0(x), u(t, xm) = 0, t ≥ 0, x ≥ xm.
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quyz{Í�¿�T¬Xr$�^}]s¡�#{��Tyz�^})�^��}){��

V0 ≥ 0
�^�2�

u0 ≥ 0
s�y|���¾}){�}`{��#{��p�

x ≥ xm
s�{���¸~{��¾�gyzw�t)v)w�r$��s~�p��rN{�s��){�yz�^{Ë�{��¡�Q{��Ï}`y|�^�~���T{�wQ{��W�0«$�^}`{G��x|{~y|�^{~w[r$x�s

xm
yzs¡�~¶ª>^w

u(t, x)
s�{��Q¸�{~�Ï�gyzw[q¿y|ÆR{�wQ{��^¸�yz{�wQ��r)w��){~yP�?yz�

(t, x)
s�v��gy|{�º��`��{~})wQy|{~w��2r$w��){�y|�?^�#{�w

x
y|�

[0,∞]
t)v`wQr)��s�¶

ª>^w7�^{��ÍÈ#{~w¡¬Xr)x|x��7v)xzxz{����gyzwJ�]�^�b¸���sQ«��Q¸�xzyz���¨r)�^�^{~�^�M{~�U�]�^r)sQsC�Tyz{¿Ë�{�����{~�¨�My|�7{�yz�^{�w7Äu«$�r.�}`�){�y|�C�^wQv)�#v`w¡�Qyzv)��r$x¸~�¹yz�^wQ{�w×�0«$�^}`{¿yz�ÏÐ0{�yzx|�){��¡�Q{��Í¸�{~w¡¬Xr)x|xz{��U�T�T{�wQ{��Ü�0«$�^}`{¿}`x|{~yz���]t){~w¡�Q{�yzxP�?yzs¡�~¶Tquyz{~s<x�«)sQs¡�?s¡y����¹yz�Í�^��s�{�w�{~���NvT�T{~x|xr)��sQ�Tw�����){��À�T�^w��Q�
b(y) = βy

�T¬®^w
y > 0

�^���Ï{~y|�À�)v)��s¡�Qr)�`�Q{~s
β > 0

κ(x, y) = 1/y
�T¬®^w

y > xm
�����

x ∈ (0, y), κ(x, y) = 0
s�v)��s¡�~¶

��{�y|��{~w��7v)xzxz{��»�gy|wM�Ty|{ÏÃG{�s�r)�n��¸~r)�^x
U(t)

�^{�w�½4v)xz¼��M{~w�{b�^�2�¾�Ty|{ÏÃG{~sQr$�n�Q¸~r)�^x
W (t)

t`v)�¾�Nv)�^v`��{�wQ{���yz�½4v)xz¼��M{~w�{~�Í¸~�^wuÈ#{~yP�
t ≥ 0

�#{���w�r)���`�Q{��U�^�7v)�#{~y&})yzx|�~É

U(t) =

∫ ∞

xm

u(t, x)dx,

W (t) =

∫ ∞

xm

xu(t, x)dx.

�¿��snÔ¢§ÇÕ7�^�2��Ôé£)Õ<�7v`x|xz{��Ï�gyzwg�]�^�Nquy|Æ#{~w�{~�`��y�r$xz})xz{�y����]�^�^}`{��Í¬®^w
U
�^���

W
�^{~w�xz{�y|��{~�U¶qu�^w��Q�N{�yz��s�{��Q¸�{��Nt)v)�»Ôé£`Õ<yz�

U
�^���ÀÂ@{~w��7{~���T�^�^}¹�T{�wuÊ[r$���T�#{��Tyz�^})�^�^}

u(t, xm) = 0
s�v��gy|{n�T{�wu�[�^�2r$�^��{)���r)sQs

u(t, x) → 0
¬®^w

x → ∞ �^{�wQ})yz�T�[s�yz���Às�vM¸~�^��«)����s¡�~É
d

dt
U(t) = −

∫ ∞

xm

[
rV (t)

∂

∂x
u(t, x) + νu(t, x) + βxu(t, x)

]
dx + 2

∫ ∞

xm

∫ ∞

x

βu(t, y)dydx

= −νU(t) − βW (t) + 2β

∫ ∞

xm

∫ y

xm

u(t, y)dxdy

= −νU(t) − βW (t) + 2β(W (t) − xmU(t)).

ª>^w
W
���^x|��yz�^xzy|¸~y|{~w�{~�Ï�gyzwnÔI£)Õ<�My|�

x
�����Ï�^{��^��{��Nr)�U�^�^r`s�s

xu(t, x) → 0
¬®^w

x → ∞ ¶�qur)�^�Í¬®v`x|})�~É
d

dt
W (t) = −

∫ ∞

xm

[
rV (t)x

∂

∂x
u(t, x) + νxu(t, x) + βx2u(t, x)

]
dx + 2

∫ ∞

xm

∫ ∞

x

βxu(t, y)dydx

= rV (t)U(t) − νW (t) − β

∫ ∞

xm

x2u(t, x)dx + β

∫ ∞

xm

u(t, y)(y2 − xm
2)dy

= rV (t)U(t) − νW (t) − βxm
2U(t).

ÈR��s�r)���M{~�Í��y|��Ô¢§ÇÕ<{�w��2r$x|��{��Ï�gyzw[s�v��^r`s[��¼Ts¢�Q{��
U̇ = βW − νU − 2βxmU, t ≥ 0,

V̇ = λ − µV + βx2
mU − rUV, t ≥ 0,

Ẇ = rUV − νW − βx2
mU, t ≥ 0,

U(0) = U0, V (0) = V0, W (0) = W0,
Ô 4 Õ

��y|�l�T{~�¯}`{�}){~�#{��^{~�¯�[�T¬Xr)�^}`s��7{~w¡�Q{��
U0, V0 ≥ 0

�^���
W0 > xmU0

�&s¡v��gyz{��T{~�©Ëuv)��s¡�Qr)�`��{~�
β
�
λ
�
µ
�
ν
�
r
�

xm > 0
¶quyz{%�pÅ`s��^�^}){~�N�T{�sG��¼Ts¡��{��¨s¿xzy|{~}){~�Nyz� Ë�{~y|x

K = {(U, V,W ) ∈ R
3
+ : W ≥ xmU} �#�^r¹�Tyz{��[��¸~r$��x|{~�N��yz���`���{�}`r$��yzt¹s¡{~y|�À�)Å)�^�^{~�Ï�^���%á¢{~�T{�sg½>v)xz¼���{�wg��yz���T{~s¡��{~��s

xm
�Nv)�^v`��{�w�{�{��`�Q��«$x|�~¶�¿�^��«)�^})yz}�t)v)�¹{�yz�^{�� �T���]�7{~x|xz{����7{�w��<�)v)��t){�wQ})yz{�w�{~�¨�^y|{G�¿�^¸~r)�^xz{��¹}){~}){��¹�^r`sJ��w�r$�^���^{~yP��s¢¬®wQ{�yz{[�^¸~�l¶]{~���T{���y|±sQ���^{nÃGxz{�y��Q�^}`{��gy��Q�]�~�^�<r)s?yz��¬®v`x|}`{����T{~�N�Tr��Q¸��#{~sQ���^w�yz{��#{~�Í�gyzw��&É

T�ä0å�ë2ðÇå�æ ¡ÎÞ  âTã<LäL`÷8��ð�çXë#ï0å�ï»ß(¢7ø�ù	��V×�Ó'IA�ý|ü�) ¶ Û ¸ A�ü���û*�H°��[ü�û°ú#ü¨ü�û°ú#�`ü�ÿ1�Iû+�`ü��gAQü������d�Rc$úd
��Ìü3�ÏQ	��ÿTúd�Íû°ú K��ª1��ù�ý®ý|ü
t ≥ 0 £ `¼��üRÖ`ûµ���IûXü���ü�ú¯ú�ÿ1�@��ûXüÜ²?ý|ü�û��"�X�`ü�´@ûB�"�1��ü (U, V ,W ) = (0, λ/µ, 0)

ÿTú#�

(U∗, V∗,W∗) =

(
rβλ − µ(ν + βxm)2

rν(ν + 2βxm)
,
(ν + βxm)2

rβ
,
rβλ − µ(ν + βxm)2

rνβ

)
.



N_ó.Á ñ ÀIÂ�ÀEÅ�À ò ±tÂ�Á§ì.Â"ó.Âg÷ÏÀ ò Â�îbÁ¨Â�î ñ�ò Â"Ã¨Ã+Â � �
�&ü�û

rβλ < µ(ν+βxm)2 £ øMù�ú2úMûµ��� (U, V ,W )
�)ù	�?ü�û°úd°�û+�`üb²?ý|ü�û������]ü�´@û����1�Ï¸	'�úi¶ Û ¸ û°ú K £ `¼�7ûµ���0ù(��O	)g>��±'��éûµ���������ùXA�û°ýpÿTú#�³��ûXü���Q(� ÿTú��«¸	'�ú Û 
I'�ú�¸Çü��B�$ûXü����P�]ü±�`ü�ú

(U, V ,W )
��ª1�

t → ∞ ÿTú��F��ª1�P&�ü��)ü�ú�$uú<��ù�úd�	��´Jü����7û°ú
K £

�&ü�û
rβλ > µ(ν + βxm)2 £ øMù�ú�ú_ûµ��� (U, V ,W )

û°ú
K
û°ú=���ÌùIA�û°ýuÿTú#�

(U∗, V∗,W∗)
ý:ûXü±����û*) û�ú2ú#ü���ü�ú ¸('$ú

K
ÿTú��¯ûµ����ù(��O	)�>#�?'	�Iûµ�����é����ùXA�û°ý £ ønûXü«�ÏQ	� ÿTú���
X'$ú-¸�ü��B�)ûXü������]üÞ�]ü�ú (U∗, V∗,W∗)

��ª1�
t → ∞ ÿTú��%�"ª1��&�ü"�)ü��

(U0, V0,W0) ∈ K
)�û*�

U0 > 0
',�)ü��

W0 > xmU0
£

7uü�´Jü�ûµ� £ � y|wG�T{0.��^yz{�wQ{��N¸~�^��«`�Q��s¡� Y = W − xmU
�2�7{~yP�Q{�wus�{��Q¸�{~�N�gyzw

Y0 = W0 − xmU0
�^�2�N{�wQ��r$x|��{~�Ns�vr)��slÔ 4 Õ<��r)s[��¼Ts¡��{��

U̇ = βY − (ν + βxm)U, t ≥ 0,

V̇ = λ − µV + βx2
mU − rUV, t ≥ 0,

Ẏ = rUV − (ν + βxm)Y, t ≥ 0,

U(0) = U0, V (0) = V0, Y (0) = Y0.
Ô C Õ

Ä¿y|{~wJ�)Å`�^�^{��¨�gyzwJ�gyz{~�T{~wJ{�yz�^{uÊg{��^wQvT�T�^�]�Qy|v`��s�wQr��Q{?{~y|�T¬®��^w�{~�U¶`º��b{�yz�¹��¼Ts¡��{~�Y�7{�w��T{
Y0 = 1

��yP�
U0 = 0

�^�2�
V ≡ λ/µ

{~y|�^}`{��^w�r)���`��¶TqGr$���Ï�7{~wQ�^{��Ïy|�N�T{~wg��yP����xz{�wQ{����U{��#{~��s�¸�{�y|�[�^{�w¿���#{~¸�yz{~s
Y
�^���

U

R =
rβλ

µ(ν + βxm)2�Wv)�^v)��{~w�{[�^{~�byz�r.�¸~y|{~w¡��¶]quy|{��^�Q���7{�xzx|{~�]�#{~�^y|�^}`�^�^}�yz���Tr$��¸¿��#{�w7½CwQyzv)�^{~�¨{~�`��s¡�^wQy��Q�]�<s�v��^{��Íª>«)x|xz{�� R < 1��¸��l¶ R > 1
¶�q¿�^w��Q�Ns�{���¸~{��Ït)v`�

α = (ν + βxm)−1

x(t) = αrU(αt), y(t) = α2rβV (αt), z(t) = α2rβY (αt),

x0 = αrU0, y0 = α2rβV0, z0 = α2rβY0,

ξ = 1, σ = α3rβλ, ρ = αµ, δ = α2β2x2
m ∈ (0, 1),

�QwQr)��s¡¬®v)wQ�Myz{�wQ{����gy|wÏ�^r)sÏ��¼Ts¢�Q{�� Ô C Õ¨yz� {�yz� ��v)wQ��r)x|y�s�y|{~w¡�Q{~s¹��¼Ts¢�Q{��À¶<qu{�wÀ�Tr��Q¸W��#{�wÍ½Cw�yzv)��{���¬®v`x|})�¹���^����^�My|����{�xz��r)w[r)��sg�T{~���Tr��Q¸�^�#{~w[�^r`s?�^v)wQ�¨r$xzyzs�yz{�w���{G�WvT�T{�xzxI¶

�&�'�����	� N¯ó.Á ñ À�Â�ÀIî ñXò Â�Ã¨Ã-îbÁ¨ìPÂ�À ò Â�îbÁ¨ï?ðRíIÂ�î»Å�À ò $	óÓ¿<ÀR$�í�Â�Á§ì.ï±Æ¤ó.Â"Á+Â"îy|�Ã+Â"Á+ðÓí õ Âf±ºÁ¨ðRí	ì�H

�~} ���?Ò1�¯�=� �����g��6 �Ó��6 ÍF�g�Ï�Ó�?�

� yzwn�#{��QwQr`�Q�]��{~���gyz{~�T{~wn�Tyz{¨º��T¬®{~�`�Qy|v`��s��Mv^�T{�xzx|{br$��sn�T{~�³¸~�7{�y|��{~�»Ëlr$�^y|��{~xé�U�7v)�#{~yC�gy|wn�]�^�»¸���sQ«��Q¸�xzyz�����Tyz{Ë�x�r)sQs�{
E
�^{�w<yz�T¬®¸�yz{�w���{��p�Tr$�#{�w<�^vT���b��yz���`�?yz�T¬®{��]�Qy|Å]s¡{~�¹º����Tyzt]y��T�^{~�¹�#{~w�����Ts¡y����`��yz}){~�U¶]� y|{G¸��^t)v`w7�#{�¸~{�y��Q���^{���gyzw��Tyz{b�¿�^¸~r)�^x7�T{�wnº��^yz¸�yz{�wQ��r)w�{~�©��y|�

S
�^���»�Tyz{b�¿�^¸~r$��xJ�T{~wnº��T¬®{��]�Qy|Å]s¡{~���My|�

I
¶pquyz{bº��T¬®{��]��yzv)�2s¡w�r��Q{¨s¡v`x|x�gyz{~�^{�wJ})xz{�y����

rIS
s�{�yz�U�`�7v)�#{~y�{�yz�¨º��r.2¸�yz{�w���{�wJ¸~�^��«)����s¡�Jyz�b�Tyz{¿Ë�x�r)sQs�{

E
�7{~����s�{�x|�~¶]�NyP�?�T{�wC¬®{�s¢�Q{��b�^w�v�Ë¿v`�T¬Ê¿r���{

a > 0
�gy|w���{~w��^r)�^�¾y|�r.2¸�yz{�wQ{����»�^���¾sQ�Q��x|yz{�Ó`x|y����»�My|�M{�yz�^{�w��^wQvWËuv)�T¬[Ê¿r���{

b > 0
�gyz{~�T{�w�}){�s¡�����&�



� ½ ôJÂ�À0©?¿<îbÁ¨À�KKÂ�À õ Â"ó
�<v)�#{�yR�){~y|��{Gº��M�����^yzs�yz{�wQ�^�^}M{�wQ�7v)wQ�#{��¹�gyzwQ�&¶Tquyz{�º����Tyzt]y��T�^{~�Íyz�Ï�T{~�Ï�TwQ{�y&Ë�x�r`s�s�{��Ís¢�Q{�wQ�#{��Í�My|�[�T{~�ÏÊ[r$��{��
mS,µE

�^¸��l¶
νI
�&yz���Tyz{¨Ë�xzr`s�s�{

S
�<{�w��T{��©��yP�l{~y|��{�wG¬®{~s¡�Q{���Ê[r��Q{

λ > 0
}){~�#v)wQ{��U¶&q¿yz{~s�{�wQ})yz�T�l�^r`s��TÁCº¡��T¼�s¡��{~�

Ṡ = λ − mS + bI − rIS, t ≥ 0,

Ė = rIS − µE − αE, t ≥ 0,

İ = aE − νI − bI, t ≥ 0,

S(0) = S0, E(0) = E0, I(0) = I0,
Ô D Õ

�<v)�#{�yg�Tyz{À�[�T¬Xr)�^}`s��7{�w���{
S0
�
E0
�
I0 ≥ 0

�^���.�^y|{ÀË¿v`��s¡�Qr$�]��{~�
λ
�
a
�
b
�
r
�
m
�
µ
�
ν > 0

}`{�}){~�#{��.s¡yz���&¶qGr)sM½CwQv)�^xz{��´��r���{�yz�^{Ï{�yz���T{��^��yz}){Ï�#v`s�yP�Qy|t){K�pÅ`s��^�^}��>�7v`�2{~y
(S,E, I) = (λ/m, 0, 0)

�^r)s���w�r$�^���^{~yP��s¢¬®wQ{�yz{ÃGxz{�y����^}){~�gyz���`�4yzs¡��¶Ç� y|w���{�yz��yz�T¬®{��]�Qy|Å]s¡{�s0º����Tyzt�yz�^�^�^�ì{�yz�^{~w>½>v`�^�^x�r��Qy|v`��yz���^y|{�s¡{~��ÃGx|{~yz���^}){~�gyz���`�4{~y|�^}`{�¬®^�^w������� �Tyz{��¿�^¸~r)�^xl�T{~wÀy|�r.2¸�yz{�wQ��r$wQ{��_})xz{�y��Q�
S
�2r$x|��{��p�gs�v.�7{�w��T{~�_�<«)�^w�{~���_�T{~wÀ�My|�¡�Qx|{~w�{~� º��T¬®{~�`�Qy|v`��s�¸�{�y|�

1/(b + ν)
�^{~sgy|�T¬®{~�`�QyzÅ`s�{��Ïº����Tyzt�y��T�^�^�¨s rλ

m(b+ν)

º����^y|t�y��T�^{��Àyz�r.�¸~y|{~w¡��¶Tº����NyP����{~xU{~w�}`{��#{��Ïs�y��Q�Às�v

R =
arλ

m(a + µ)(b + ν)

��{��^{Àº��^¬®{��]��yzÅ`s�{)¶@� yz{Ws����^v)��¸��^t)v`w�yzs¡�b�^y|{©ÈRr$�^x R �^y|{NÊ[{��^wQvT�T�^�]�Qy|v`��s¡w�r��Q{Ï�T{~s¹��¼Ts¢�Q{��¨sNÔ D Õ��^����s¡��{�xzx|��gyz{~�^{�wM�T{��·{��]�QsQ�Q�^{~yz�^{����T{~�.�^�Q���7{�xzx|{~�]�7{~w¡���^r$w�¶>qurW��{��¾º��F.�¸�yz{�w���{¹��yz���`�M}`x|{~yz���¾y|�T¬®{~�]��yzÅ`s�s�yz���&�>��r���s¡y��Q��^y|{©Êg{��^wQvT�T�^�]�Qy|v`��s¡w�r��Q{À�^yz{�w¹yz� Â@{�wQ})xz{�y�����¸��^� {~���T{���y�sQ�Q�^{~�_��º¢Ê?±��NvT�T{~x|xu�^�*�T{��_ª�r)�]��v)w
a(a + µ)−1t){~w���xz{�yz�^{�w��lÔ

N=̂λ/m
�^���

a + b=̂b + ν
Õ�¶�q¿��wQ���Às�{��Q¸�{��Àt)v)�

x(t) =
r

a + µ
I

(
t

a + µ

)
, y(t) =

ar

(a + µ)2
S

(
t

a + µ

)
, z(t) =

ar

(a + µ)2
E

(
t

a + µ

)
,

x0 =
rI0

a + µ
, y0 =

arS0

(a + µ)2
, z0 =

arE0

(a + µ)2
,

ξ =
b + ν

a + µ
, σ =

arλ

(a + µ)3
, ρ

m

a + µ
, δ =

ab

(a + b)2
.

ÔBþ`Õ
s���r)x|yz{�wQ{��W�gy|w�Ô D Õ[yz�¯{~y|�©�^v)wQ�¨r$xzyzs�yz{�w���{~su�T¼�s¡��{~�À¶RqGr$�#{~y0¬®v`x|})��r$�T�Qv)�¨r��QyzsQ�Q�p�#�^r`s�s δ < ξ

�^�2� R = σ/(ξρ)
¶quyz{M²[�^}`x|{~yz���]�^��} R > 1

r)��su�T{~���Tr$��¸�^�#{�w��^r)s¿�^v`w��¨r)x|y�s¡yz{�w���{��NvT�^{�xzx0{~�`�Qs��^wQyz���`��s�v)��y|�G�T{�w��<{~�Tyz�^})���^}
σ > ξρ

¶Rquy|{�s¡{~w��Tr$��¸��#{~sQr$})�~�#��r)sQs¿y|��ª2r$xzx R > 1
{�yz�¯º��r.�¸�yz{�w���{~wu��{���w�r$x�s¿{�yz�¯º����Tyzt�yz�T���^��yz�r.�¸�yz{�w��~�R�<r)s��r)su��¼Ts¢�Q{���¸��W{�yz�^{���{~���T{���y�s����^{~�¯ÃGxz{�y��Q�^}`{��gy��Q�]�[¬®^�^w��~�#�^���Ny|� ª2r$xzx R < 1

¸~�N{�yz�^{~���]w�r$���]��{�y|�Qs¡¬®w�{~y|{~�ÃGxz{�y����^}){~�gyz���`��¶
T�ä0å�ë2ðÇå�æ ®_¢�`¼�%��ü�û R = arλ

m(a+µ)(b+ν)

�]üÞ�]ü,AQü�ú £ øMù(�@V×�Ó'IA�ýzü�) ¶Y� ¸ AQü���û*�H°��Gü�û°úRü¹ü�û°ú��)ü�ÿ1�éû+�]ü���A�ü������d�Rc$úd
��Ìü��>-'(� û*�éû*¸�ü��ÏQ	��ÿTúd�³��ª1�Wù$ý°ý|ü
t > 0

ÿTú#�·ù�ý°ýzüW$uú<��ù�úd�	��´Jü����ÌüWû°ú
R

3
+
£ `¼�Wü"Ö`ûµ���éûXü���ü�ú_ú2ÿ1����ûXü ²?ý|ü�û������]ü�´@û����1��ü

(S,E, I) = (λ/m, 0, 0)
ÿTú#�

(S∗, E∗, I∗) =

(
(a + µ)(b + ν)

ar
,
b + ν

a
I∗,

arλ − m(a + µ)(b + ν)

r(aν + bµ + µν)

)
.

�&ü�û R < 1 £ øMù�ú2ú©ûµ��� (S,E, I)
�)ù	�Mü�û°úd°�û+�`üW²?ý|ü�û������]ü�´@û����1�g¸	'�úr�Íû°ú

R
3
+
£ `¼�nûµ���[ù	��O	)g>��±'��éûµ���"�Ç����ùXA�û°ý§�<ÿTú#��$ûXü��ÏQ	� ÿTú��«¸	'�ú��%
I'�ú�¸Çü��B�$ûXü����P�]üÞ�]ü�ú

(S,E, I)
��ª1�

t → ∞ ÿTú#�g��ª1�P&�ü"�)ü�ú�$uú,��ù�ú�����´Jü����7û°ú
R

3
+
£

�&ü�û R > 1 £ øMù�ú2úÍûµ��� (S,E, I)
û°ú

R
3
+

û°ú=����ùXA�û°ý#ÿTú#�
(S∗, E∗, I∗)

ûµ���J���Þ� û�
��->-'(� û*�éû*¸nÿTú���ù	��O	)g>I>#�?'	�Iûµ�����³����ùXA�û°ý £ø�ûXüF�ÏQ	��ÿTúd��
I'�ú�¸Çü��B�)ûXü����Ï�]üÞ�]ü�ú
(S∗, E∗, I∗)

��ª1�
t → ∞ ÿTú#�\��ª1�¯&�ü��)ü��P>='	��û*�Iû*¸Çü

(S0, E0, I0)
)Mû*�

S0 +I0 > 0 £
7uü�´Jü�ûµ� £ ª^v`x|})�[r$��sg�^{����Tr$��¸l^�#{�w[��r)s?�^v`w��¨r)x|y�s¡yz{�w���{��NvT�T{~x|xI¶
�¿��sQ�Q�^xzyz{�Ó){~���À�7v`x|xz{��W�gy|wu�^vT�Q�W{�yz�¯�TÁCº¢Ê?±��NvT�T{�xzx0�#{��QwQr`�Q�]��{~�U�2�#{�y>�T{~���gyz{n�#{~y|����ÁCº¡�]±��NvT�T{~x|x>�^y|{�Î¿�2{~w¡±}]r$�^}]s¡��x�r)s�s¡{

E
�T{�wb�^vT�����^y��Q�]�byz�T¬®{��]�Qy|Å]s¡{~��º��r.�¸~y|{~w¡�Q{����Mv^�T{�xzx|yz{�w��¨�gyzw��&¶C�¿x|xz{�w��Tyz�^}`s¨{�wQ�7{�wQ�#{���º��r.�¸�yz{�w���{�#{~y0ÃG{~s��^���T���^}¨�My|�uÊ[r��Q{

bI
{�yz�^{lº������^�^y|�Q«$�~�2�Tyz{l�^y��Q�]�[��{���wgt){~w�xzv)wQ{��Í�gyzwQ�&¶^º������^�^y�s�y|{~w¡�Q{�º��2�T�^t�yz�^�^�^{��s¡��{~w��#{~�Ï�My|�[{~y|�^{~w[Ê[r$��{

γR
¶�q¿yz{~sg{�wQ})yz�T�[�^r`s[��¼Ts¢�Q{��
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Ṡ = λ − mS − rIS, t ≥ 0,

Ė = rIS − µE − aE, t ≥ 0,

İ = aE − νI − bI, t ≥ 0,

Ṙ = bI − γR, t ≥ 0,

S(0) = S0, E(0) = E0, I(0) = I0, R(0) = R0.
Ô � Õ

qGrÍ{�yz�^{M{�yz�^�¨r$x4{~w��7v`w��#{~�^{�º������^�^y|�Q«$�l�^yz���`�l��{��^w�t){~w�xzv)wQ{��W}){~�`���2�QwQyP���
R
yz���T{���ÃGxz{�y��Q���^�^}){~�¯¬®^w

S
�
E�����

I
��yz���`�G��{��^wGr)�T¬¢�#s�vT�^r`s�s¿�Tyz{�t�y|{~w¡�Q{�ÃGxz{�y��Q���^�^}Ír)�^}){�s¡��r)xP�Q{��N�7{�w��T{��W��r$���U¶2� y|{�y|�.Ô D Õ¿s¡�$r$xzy|{~w�{~�À�gy|w���^�©�gyz{~�T{~w��^r`s���¼Ts¡��{����^���¯{~w��2r$x|��{��¯{~y|�©�^v`w��¨r$xzy�s¡yz{�w���{�su�T¼�s¡��{~����y|�

δ = 0
¶&quyz{�Êg{���w�vT�T���`�Qyzv)��s�wQr$��{ Ry�s¡�g�gyz{��#{~y|� ��¼Ts¢�Q{�� Ô D Õ7}`{�}`{��#{��U�T�7v`wQr)��s?s¡y����À�T{�wg¬°v`xz}){����^{n�Tr��Q¸�{�wQ})yz�T��¶

T�ä0å�ë2ðÇå�æ Ô¯¢�`¼�%��ü�û R = arλ
m(a+µ)(b+ν)

�]üÞ�]ü,AQü�ú £ øMù(�@V×�Ó'IA�ýzü�) ¶8� ¸ AQü���û*�H°��Gü�û°úRü¹ü�û°ú��)ü�ÿ1�éû+�]ü���A�ü������d�Rc$úd
��Ìü��>-'(� û*�éû*¸�ü³��Q(� ÿTú����ª1�Ïù�ý®ý|ü
t > 0

ÿTú#�3&�ü"�)ü�úé$uú,��ù�ú�����´Jü�����û°ú
R

4
+
£ à ) ¹�ü�û°ý§��O(����ü�) �)ü��E��Q(� ÿTú��]ü�ú

(S,E, I)ü"Ö`ûµ���éûXü���ü�ú¯ú2ÿ1�b�$ûXü³²?ý|ü�û������]ü�´@ûB���1�Ìü
(S,E, I) = (λ/m, 0, 0)

ÿTú��

(S∗, E∗, I∗) =

(
(a + µ)(b + ν)

ar
,

λ

a + µ
− m(b + ν)

ar
,

λa

(a + µ)(b + ν)
− m

r

)
.

Ôéµ`Õ

�&ü�û R < 1 £ øMù�ú2ú·ûµ��� (S,E, I)
�)ù	�Íü�û°úd°�û+�]ü@>-'(� û*�éû*¸�ü«`gß�ÿTû°ý:û�A�� û°ÿ1) �)ü��·¹2ü�û°ý§��O(���Ìü�)%� £ `¼�bûµ���lù	��O	)g>��±'��éûµ���������ùXA�û°ýpÿTú#�³��ûXü���Q(� ÿTú��
I'�ú�¸Çü��B�)ûXü����º�`ü±�`ü�ú

(S,E, I)
��ª1�

t → ∞ ÿTú��F��ª1�P&�ü"�`ü�ú�$uú,��ù�úd�	��´Jü����7û°ú
R

3
+
£

�&ü�û R > 1 £ øMù�ú�úWûµ��� (S,E, I)
û°ú

R
3
+

û°ú=���ÌùIA�û°ýpÿTú#�
(S∗, E∗, I∗)

ûµ���\���B� û�
��_>-'(� û*�éû*¸�ÿTú#�bù(��O	)�>#�?'	�Iûµ�����W����ùXA�û°ý £ø�ûXüF�ÏQ	��ÿTúd��
I'�ú�¸Çü��B�)ûXü����Ï�]üÞ�]ü�ú
(S∗, E∗, I∗)

��ª1�
t → ∞ ÿTú#�\��ª1�¯&�ü��)ü��P>='	��û*�Iû*¸Çü

(S0, E0, I0)
)Mû*�

S0 +I0 > 0 £
7uü�´Jü�ûµ� £ ª^v`x|})�[r$��sg�^{����Tr$��¸l^�#{�w[��r)s?�^v`w��¨r)x|y�s¡yz{�w���{��NvT�T{~x|xI¶
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quyz{Í�¨r�����{��¨r��QyzsQ�Q��{Í�NvT�^{�xzx|yz{�wQ�^�^}¯{�yz�^{�wM½4r)r)w���y|x��T�^�^}]s¢¬®���^�]��yzv)�¾��r��M{~s�{�wQ��Å)}`x|y��Q�]�~�0½CwQv)}`�^v`s�{��»^�#{�w��Tyz{¸~�^��^�T¬°��yz}){�ÁC�`�¢�gy��Q��xz�^�^}¹t)v)�N½>v)���^xzr$��yzv)�^{~�À¸~�N�¨r)���^{��U¶#qur)�#{�yp�$r$�^�N�^�`�Q{�wur)���T{�wQ{���r)��s�����r)�^x|y����À}){�¸~{�yz}$��<{�w��T{��U���gy|{n�#{~s¢�Qyz�M�n�Q{�ª2r$�]��v`w�{~�Í¸~�^wuÃG{�s¡�^�2�T�^{�y|�¿�^¸~�l¶�Ë�w�r$���]��{�y|�gt)v)�À½>v`�^�^x�r��Qy|v`�^{��À�^���N�T{~w�{~�Àº����Tyzt]y|±�^�^{��À�#{�y|��w�r$}`{��Í�)Å)���^{��Ï�^���Ï�gyz{l�^y|{�s¡{ls�y��Q�Àr)��s��^w�{~yP�Q{��Ï�^¸��l¶^^�#{~w¡�QwQr)}){��p¶
¡#¢�¡ ñ�å�çXè<�4çXå�îXåÏõÌöpðÍí>çXå���ð�ë-94îéå]æ·âTã~çH Ý9Jå]ç<í>å]ð¹ñ�çéîXí>÷0ï>òä]#ë#ï0�¿â�âTð�å]ï çéï�í>å]ð¹ñ�çéë2îéë2ò#çXå
�¡�T���]�g�^xz{¨½Cyz�^})�^yz�^{¨±[��r$��w�{j�py|{~�#{¨�]�^wn�^�]��{~w��W«$�^��{�wQ�)� ���R�QyP�Q{�x|��{¹�T{~w��]�Q{�wQ��y|�!ª^{~�^w��2r$w�£$¤`¤Xþ^¶&qu{�w��<wQ{�±��{~w���rÇt){�wQ�^{�w<È#v�vl�<r)wC�#{�wQ{�y|�Qs7�[�T¬Xr)�^}�£$¤`¤ D yz�b�^{��¹�^�Q�^x�r$}`¸�{�yzxz{��U�`r$x�sJs¡y����b�Tv)w��J�7{�}`{���¬®{��^xz{����T{~�b��{�yz�#���^{~���v)��v`s�{�ÑT�^{�xzxz{G½@r)r$wQ{G���`��{~w¿�T{��À½Jy|�^}`�^yz�^{��À}`{��^yzx��T{��[��r$�¡��{~�U¶�qGr$w�r$�T¬®��y|�À��r�����{n�T{~w[Ð?yz{�wQ��r$wQ�¨yz��Ò]r$��w[£)¤)¤Xþt){~wQs������`�u��y|�G�7{~y|�^xzy��Q�^{~�©Ð?y|{~w�{~�¯r$��sG�^�Q�]�<{~�T{~�¯�^y|{M�W«)�^�^{�w�¬®wQ{��^����s�����r�¬°�Q{��¯r$�2s¡{~y|��r)���T{�wQ¸����^w�yz�^}`{��U¶2q¿v^�Q��^{�w¿Â@{~wQs������Ws¡v¨¬®^w��ur)���^�)v)����{��W�T{~w¿t)v)� �[��sQs¡��{�wQ�#{��N�#{��TwQv)�`�Q{��WÄ¿�^���#v)x����¡±Ì½Cyz�^})��y|�^{�¸��¯s¡v`w�}`{��U�^�^xzyz{��r)�����Ïy|�N�Tyz{~s¡{~��Ò`r)�^w?{~w¡¬®v`x|}`x|v]s�¶
ÁJy|�©r$���T{~w�{�s¿�7{~yzs��^yz{�x>�T{~s�È#�2s�r)�M��{~�^x|{~�#{���s¿¸�{�yz}$�Gs�yz���N�#{~y0{�yz�^{����UÅ��7{~�^w��2�T{�xI¶2qu{�wGÊg���T{~xP¬®^��w�{~wux|{~�T�u�#v)±xz¼�}`r)� �^�2�¹��r$�?{~y|�^{~�Í}`r)�^¸�{~�ÍÄ¿r)w�{~��r$�Ïª^w�r$��{��U¶�Â@{~wQs������`�?{~y|�%á¢�^�^}){~wF�UÅ��7{��T{�� ª>^�^wQ{�wgs�{�yz�^{��Í½Jxzr$��¸�y|�Ê[���T{�x7s¡��wQ{�y|��yz}À¸~���¨r)���^{��U�p�)v)���n�n{�sl¸��^�!Ëlr)���T¬¢¶0ÃG{��gyz�^�]���T{�wFá¢�^�^}`{bÄ¿{�w�r$��s¡¬®v)w��T{�wQ{�w~�Rt){~w�á¡r)}$�l{~wn�^{��r)xP�Q{��ÀÊ[���T{�x|¬®^�^wQ{�w[�^���Í��Å)��{��¿r$��sQ�Q�^xzyz{�Ó){~���Ír)���Q�À�^{~sQs¡{~�W�¿r)���^�)v`�M��{~�U¶
quyz{[ÃG{~sQ�Q�^xz{~���`�Q{�w@��r)�����^{�w@Ð?yz{�wQ{<�)Å)�^�^{~�Ms¡y����Mr$�2�Q�M«)���T{�wQ�U�Ç�?r)s>yz�ì��r`�Q�T¬®v`x|}`{����T{~�M�7{~yzs��^yz{�x^�T{��T�Qx|y����M�gy|w��&¶Âuy|{~x|{¿�¿w¡�Q{���t`v)�j�Uyz�^�r.2sQ�Q�^{~�¨¸~«$��x|{~�M¸~�¨�^{��bs¡vl}){~��r$�^�]��{~�¨Ë¿v)��s�{����T�Qy|t�¸~�gyP����{~w��U¶`��yz{[s�yz�����^r)¸���yz�¨�^{�w\�0r$}){yz�^w?ÃG{~sQ�Q��x|{��Q�]�7y|�Ù�pr$�^¬®{¿�T{�s¼�U{��#{~��s�¸�¼���x|��sC¸~�¨�<{~����s¡{~x|�U¶]qu{�w?ÃG{�s����^xz{~���`�Qs��<r)���T{�x2yzs¡�7��«)�r.�}�r)�^��«$�^}`y|}lt)v`��¿xP�Q{�wn�����»ÃGwQÅ)Ó`{��T{�w�ª>y�s����^{)¶0�<{�yJ�T{�w�ÃG{~�^�^w���s¡yz�����Tyz{¨��{�y�s¢�Q{��»Ð?yz{�wQ{�¸~�^��«)����s¡�l�<{�yz�^x|y����U�U�<{�w��T{��»�^r$�^�r)�#{�wgy|�m�pr$�^¬®{�y|��w�{�sF�U{��#{~��s¡¸~¼��]xz��s~�(á¢{l��r)���NÃGw�Å`Ó){`��¸��^���T{����^���^«)w��¨«)�^���Q��{��U¶
quyz{¨}){~��r$���`��{~���<{�y�s��^y|{~x|{¨�¨r)���^{��»�T{��^��xzyz���U�0�^r`s�sl{~sly|�»�^{�w��<y|v`x|v`})yz{M�#{�yz� ÈR��s�r)���M{~�^xz{��#{���t�y|{~x|{b²[�]��{~w¡±sQ���^y|{��T{�¸��gy�sQ�Q�^{~�©�T{��©{�yz�^¸�{~x|�^{~�©�¿w¡�Q{��¯}`y|�^�~¶&²[�`�Q{�w��#{~s¡��yz���n��{~���<{~�Tyz�^})�^��}){��¯��r)�^�W{�su¸���w��<y|x��T�^�^}Ít)v`���v)��v`s�{�ÑT�^{�xzxz{��b½@r)r$wQ{��©Ô®�^yz{�w�É��#{�yz��ª^{~�^xz{��Ít)v)�¹��{�yz�R�Q�^{~�2ÕJv^�T{�w?s�v)}`r)wJ¸��^wg²[���<r)���Txz�^�^}��T{~sgÃG{~sQ�Q��x|{��Q�]�QsÔX�^yz{�w�É2r$�^�U¶�t)v`�N�[x|��{~w¿�^���WÃG{�s����^xz{~���`��Õg�)v)����{��U¶�ÁJs¿})yz�T�u�[w���{~�U�2�Tyz{nyz�^w[}`{~sQr$�n�Q{~sg�U{��#{~�À���^w¿��yP�u{�yz�^{��½@r$w����^{~w<t){�wQ�^wQy|��}){��¯ÔX¸)¶ �G¶^�T���]�<«)�^{�Õ��Tr$���^{�wQ{¿�2r$�#{��Í})xz{�y��Q��¸�{�y|��yz}���{��^wQ{�wQ{u½4r)w¡�Q�^{�w�¶�qGr���r)�Ír)�T¬0�^{�w[�������^{�2r)���n{�yz�^{��j}`{�{�yz})��{���{~�n�Wr$���^{~�¨r���y�sQ�Q�^{~���NvT�T{~x|x]�^y��Q�]�4r$xzx|{7�WÅ)})xzy��Q�^�){~yP�Q{����T{~s@È#��sQr$����{��^xz{��#{~��sp��yP�Q{�yz�]�#{�±¸~y|{~�^{��W��r$�^�p���gy|w��Ày|� ª�v)xz}){~���T{��N¸���w¿Â@{�wQ{�yz�T¬Xr)���]�^��}¨{~y|��{n��v)�^v`}`r)�M{l½>v`�^�^x�r���yzv)�Nv`�^�^{��¿xP�Q{�w�s�s¡��wQ�^�]���^wQ{���#{���w�r)���`�Q{��~¶Cq¿yz{~s�{Às¡{���¸��¨s�yz����s¡v��7v)��x?r$��s¨��yz�^})xz{�±��W«$�����Q��{��U�C��yz�^})xz{�±Ì��{�yz�#���^{~�.�^���·¸~�7{�yz}){�s����^xz{~���`��xzy��Q�^{~�½@r)r)w�{~��¸~��sQr$����{��U¶]�¿�^Ó){~wQ�T{~�Y�gy|w��b�^r�t)v`�br$��s�}){~}`r$�^}){~�U�)�^r`s�sJ�){�yz�^{u�Nyz})w�r���yzv)�¨��Å)})xzy��Q�¨y�s¡�7�^���b{~sJ�^{~�#{���^{�w¿ÁC�`��s¢�Q{��]���^}¹t)v)�À½@r)r$wQ{��À�){�yz�^{n�7{~yP�Q{�wQ{��Àº��]��{~wQr)�`�Qy|v`�^{��À¸��gy�sQ�Q�^{~�N�T{~�N{�yz�^¸�{~x|��{��¯��yz�^})xz{~s[})yz�T��¶2�<{�y0�T{�wÊ[{��^wQvT�T�^�]��yzv)�¯{�yz�^{~sG½4r)r)w�{�s¿{��`��s¢�Q{��^{~��s¡v��7v)��x0�¨«$�^�^xzy��Q�^{�r$x�sGr$�����¯�7{�yz�^xzyz���^{��Ty|�^}`x|{�s�¶U��y|�^}`xz{~s��&�Ty|{��T�^w��Q�Ð0wQ{��^���^�^}��^¸~�l¶�Ð0vT�b�T{~w7½@r$w����^{~w�yz�b�^¸��l¶T�T{~s7½@r$w����^{�w�sJ{��]�Qs¡��{~�^{��U���)Å`�^�^{��b�gyz{~�^{�w7{~y|��{G�7yz���T���^}�{~y|��}){���{��U¶

���æ�����Ó���\���g�º�Ï� ���g�6���.���0�g���IÒd���Ó�R���g� �Ï�Ó���¯�LxW�t�J�-���R�Ó�����g�\�������gÑ�Ò=�.Í\�
²¿�B{~y|��{C½@r)r$wQ�^yzxz�^�^�^}`s¡¬®�^�^�]��yzv)�nr$�^¬Xs¢�Q{�xzx|{~�l¸��n�)Å)�^��{��U�~yzs¡�0{~sU�gy����`�Qy|}¿�^{��#{����T{~w0�[��¸~r$��x`�^{�w>��yz�^}`x|{�s

(sf , sm)�����Ï½4r`r$wQ{
(p)

r$�2�Q�À�Tyz{z°[�2�T{�wQ�^�^}`s�w�r���{~�Ï�T{�w¿�TwQ{�yU½4r$w�r$��{���{�wnÔ®�¨«$���^x|y����^{���yz�^})xz{~s~�T�7{~y|��x|y����^{���y|�^}`xz{~s?�^�2�



� C  �ì.Âf"�íd¿�À�Á¨Â� XÂ"Â=��ÅXó õ Â"ó
½@r)r)w�{ÇÕC¸��Ï�2{���w�r)���`�Q{��U¶TqGr$�#{~y&s�{�yz{��

σ
�
µj
�
µ̃j
�^���

βj (j = f,m)
�2v]s¡y|�Qy|t){�Ë¿v)�2s¢��r$�`�Q{��U¶Tqu�^wQ���Í�7{~y|��x|y��Q��{Ç¦�±�¨«)�^�^xzyz���^{�¿r`�Q�^�`v)����{��

(βf
�^¸��l¶

βm)
�R}){~s¡��v`w��#{~�^{n½@r$w����^{~w�º��^��{��

(µ̃f
��¸��l¶

µ̃m)
�����¯Ð0w�{~�^�]���^}){~�

(σ)
��?«)����s¢�J�Tyz{¿�[�^¸�r$�^x2�T{~wC�7{�yz�^xzyz���^{��R¦Ç�¨«$�^��x|y��Q��{��b��yz�^}`x|{�s

(sf
�^¸��l¶

sm)
¶]��yz{[�gy|w��M�]xz{�yz�^{~w~�)s�v)��r)xz���Ty|{u��yz�^})xz{~s{~y|��{g�<{�¸�yz{����^�^}�{�yz�^}){~�^{��

(p)
v^�T{�wCs¢�Q{�wQ�#{��

(µf
�^¸~�l¶

µm)
¶$quy|{[�¿�^¸~r)�^x^�T{~w@½4r`r$wQ{

(p)
�gyzwQ��{�yz�^{~wQs�{�y|�Qs@�T�^w��Q��^y|{M�<yzxz�T���^}¹t)v`�W½4r`r$wQ{��W{�wQ�^Å)�]�~�#r)���T{~w�{~wQs�{�y|�Qs¿�T��wQ���¯Ð0wQ{��^���^�^}){~�

(σ)
�^���¯}){~s¡��v`w��#{~�^{n½4r)w¡�Q�^{�wQº��^�^{~�W}){�±s�{��^�]��¶>quyz{Ï�7yzx��T�^�^}¯t)v`�¾½4r)r)w�{~�»�gyzwQ�»��y|��Ä[yzxP¬®{À�T{�w�½@r)r)w��^yzx��T�^�^}]s¢¬®�^�^�]�Qy|v`�

(φ(sf , sm))
�^r$wQ}){�s¢�Q{�xzxP��¶>��yz{�#{�s����^wQ{�yz�T�?�Ty|{��[�^¸�r$�^x&�T{�w<½4r`r$wQ{)�]�Tyz{u��w�v�È#{~yP�Q{�yz�^�^{~yP�gr$��s7�7{~y|�^xzy��Q�^{~�¹�^���¹�¨«$�^�^xzy��Q�^{~�Ï��yz�^})xz{~s7{��]�Qs¡��{~�^{��U¶

qGr$¸~�Às¡��{�xzx|�[��r)�À�^r)s?¬®v)xz}){����^{nÃGx|{~yz���]�^��}`sQs¡¼Ts¡��{����T{�wtá¢{~�7{�yzxzy|}`{��Î°¿���T{�wQ�^�^}]s¡w�r��Q{��Ïr$�T¬¢É
ṡf = −µfsf + (βf + µ̃m + σ)p − φ(sf , sm)

ṡm = −µmsm + (βm + µ̃f + σ)p − φ(sf , sm)
Ô¡§�Õ

ṗ = −(µ̃f + µ̃m + σ)p + φ(sf , sm)

ÁJy|}`{���sQ�Q�2r�¬°��{~�À�T{~wg½4r`r$wQ�^yzxz�T���^}`s¡¬®�^�^�]��yzv)��ÔX�T�^w����À�T{~�Mv`})w�r$�^��yzsQ�Q��{G�<{�v`��r)���`�Q�^�^}){~�Í�^{�w�r$�2s¡}`{�¬®�^���T{~�2Õ É
(φ1) φ : R+ × R+; φ(x, y) = 0 ⇔ xy = 0 ∀ x, y ≥ 0
(φ2) φ

yzs¡�¿s¢�Q{���yz}
; φ(·, y)

�^���
φ(x, ·) s¡yz���Ï�Mv`�^v$�Qv)�Í�?r)����s¡{~��� ∀ x, y ≥ 0

(φ3) φ
yzs¡�[�2v]s¡y|�Qy|tb��v)��v)}`{��U�^�&¶ �p¶

φ(αx, αy) = αφ(x, y) ∀ x, y ≥ 0

quyz{�§)¶4ÁJy|}`{���sQ�Q�2r�¬°�¨¸�{�yz}$���@�^r`s�sM�){~y|�^{À½4r`r$wQ{Í}){~�^y|x��T{����7{~wQ�T{~�.�)Å)�^��{��U�@�7{��^���7{~y|�^xzy��Q�^{ÀvT�T{~wM�¨«)�^�^xzyz���^{�Ty|�^}`x|{�s¿¬°{~�^xz{��U¶&quy|{bÈ#�^��r)�^��{M�T{�wG}){~�^yzxz�T{���{~�W½@r)r)w�{��#{�y4ÁCwQ�^Å)���^�^}Í�#{�y��T{�wl��yz�^})xz{~r)w¡�Q{��U�Rs¡v��gy|{M�Ty|{�s¢�Q{���yz}){�¿�^��«)�^})yz})�){~yP���T{~w�½4r`r$wQ�^y|x��T�^�^}Ït)v)�©�T{~�©½>v`�^�^x�r��Qy|v`�^{����T{�wn��yz�^}`x|{�s��R�gyzwQ�¯y|��ÁCy|}`{���sQ�Q�2r�¬°�n£b¬®{~s¡��}`{���r)xP�Q{��U¶quyz{�x|{���¸��Q{�ÁCyz}){��2s�����r�¬°�l�#{~sQ���^w�{~y|�^�l�Tyz{M½Jw�v`�#v)w���yzv)��r)x|y|�Q«��G¸��gy�sQ�Q�^{~���T{�wl½4r`r$wQ�^yzxz�T���^}Í�^�2���T{�wl�¿�^¸~r)�^xC�T{�w�<{�yz�^x|y����^{��À�^���Ï�¨«$�^�^xzy��Q�^{~�N�Ty|�^}`x|{�s�¶

É��0���P��:×Ò=�Ó�	G-��� ���.�º�����	G-���J�"Ò1�Ï� ���¯�6�g����Ñ¼Ò=�ÓÍ\�

²¿� ¬®{~s¡��¸~��s¡��{�xzxz{��U��v`�À��r)s[r$�T¬®}`{~s¡��{�xzx|��{n�[�^¬Xr$�^}]s¡�7{~w¡�Q�^wQv)�^xz{��³Ôé�p� ½7Õ¿r$��snÔ¢§ÇÕ<xzÅ`s���r$wgyz�
R

3
+

y�s¢����¸�{�yz}$�[�¨r$�¸~�^{�w�s¢�[�Tyz{lÁ@ÑTyzs¡��{~�^¸l{�yz�^{�wg�pÅ`s��^�^}��^r$��sQ���^x|yz{�Ó`{����Í�^y|{lÁCyz���T{��^��yz})�){�y|�~�2�Tyz{�½4v`s�yP�Qy|t�y|�Q«$�g�^���À�Tyz{l})xzv)��r)x|{GÁ@ÑTy�s¢±�Q{��^¸n�Tyz{~s�{�wg�pÅ`s��^�^}�¶^q¿yz{n�¿�T¬Xr$�^}]s¡�#{��Ty|��})�^�^}`{��Às¡{�yz{��N�^r$�#{�yU}){~}){~�2{~�Ï�T�^w��Q�
sf (0) ≥ 0; sm(0) ≥ 0; p(0) ≥ 0.

Ôé£)Õ
�WyP�[Ä[yzxP¬®{l�T{�sg�Tr��Q¸�{�s7t)v`�¹½>{�r$�^vM��r)�^�Í�Tyz{GÁ@ÑTy�s¢�Q{��^¸�{�yz�^{�wF�UÅ]s¡���^}M�T{~s<¸~�^t)v)w?r)�T¬®}){~s¡��{~x|x|�Q{��ÏÃ�x|{~yz���]�^�^}]s�s�¼Ts¢±�Q{��¨snÔ¢§ÇÕ7^�#{~w���w�T¬°�[�7{~wQ�T{~�U¶
 âTã,LU]#ë#ïÙ�uå�â^ï>ëpóg��{�y

f : R
d → R

d s¢�Q{���yz}�¶@qGr$���.{�ÑTy�s¢�Qy|{~w¡��{�yz� δ >
¤©�^���.��y|���^{~s¡��{��2sM{~y|�^{W�pÅ`s��^�^}

u ∈ C
1([t0 − δ, t0 + δ]; R

Õ?�T{~s[�p� ½gü s
u′ = f(u)

��yP�¿�^{�w[�¿�T¬Xr$�^}]s¡�#{��Ty|��})�^�^}
u(t0) = x ∈ R

d ¶
quyz{�ª��^�^�]��yzv)�©y�s¢�nr$�T¬7}`r)�^¸

R
2 s¡��{��Qyz}��&�^r φ

y|��¤Ís¡��{��Qy|}Í¬®v`w¡��s¡{���¸��2r$wGyzs¡���^�����Ty|{�ÁCy|}`{���sQ����r�¬°�
φ(2)

{~w¡¬®�x|x|�~¶�Tv)��yP�[��r$�[�^r`sgr$�T¬®}`{~s¡��{�xzx|��{l�0� ½HÔ¡§�Õ<��y|���T{�s¢�Q{���sg{~y|��{�xzv)�$r$xz{��UÅ`s��^�^}2¶
quyz{gÁJy|���^{��T�Qy|}`�){�y|�7�T{�w\�pÅ`s��^�^}��gyzwQ���T�^w�����{�yz�^{���� y��T{~wQs��^wQ���Q��s��#{��<{�y�s>¬®{~s¡��}`{~s¡��{�xzx|�~¶)ÁJsC�gyzwQ��r$�^}`{��^v`���M{~�U���r)sQs&¸��7{~y)t){�w�sQ�Q�^yz{~�T{~�^{º�UÅ]s¡�^��}){��

(sf , sm, p)
�^���

(sf , sm, p)
r$�T¬^�T{~�Bº��`��{~w�t$r$xzx

[0, T ]
{�ÑTy�s¢�Qy|{~w�{~�U¶��¿�^Ó){~wQ�T{~��^{@.��^yz{�w��g�¨r)�Í¬®^w

n ∈ N
{~y|��{lª��^�^�]��yzv)�

χn
r$�T¬

R
�My|�

χn(x) =





| x |, ¬®^w | x | ≥ 1
n

nx2

2 + 1
2n ,

¬®^w | x | < 1
n .

�<{~yU�T{~w[�[�^xz{�y|�Q�^�^}b�Tyz{~s�{�w[ª^���^�]��yzv)�À�7{�w��T{��À�T{~����r)���Àr$�2�Q�Ï¸~�7{�ypª>«)xzx|{����`��{~wQsQ���^y|{��T{��UÉ

χ′
n(x) =





sgn(x),
¬®^w | x | ≥ 1

n

nx,
¬®^w | x | < 1

n .

qGr$w�r$�2s<{�wQ}){~�#{��Ïs�yz���À�Tyz{n�[��sQ�Q�2«���¸~�^�^}){~� | χ′
n(x) | ≤ 1

�^���
xχ′

n(x) ≥ 0 ∀ x ∈ R, n ∈ N
¶

�<yzxz�^{��g�¨r$�Í���^�À�Tyz{l�[�^xz{�y|�����^}){��Àt)v)�
χn(sf − sf )

�����
χn(sm − sm)

{~w���«)x|�?��r)�Ïr)x|xz}){~�M{~y|�¹¬®^w
j = f,m



N_¿,¿�ó���Á¨Ã ò ÅIÀ õ?¬Y�@¬�¬ � Ê
d

dt
(χn(sj − sj)) = χ′

n(sj − sj) · (−µj(sj − sj) + Cj(p − p) − [φ(sf , sm) − φ(sf , sm)])

≤ Cj | p − p | −χ′
n(sj − sj)(φ(sf , sm) − φ(sf , sm)),

��y|�
Cf = βf + µ̃m + σ

�����
Cm = βm + µ̃f + σ

¶
��{�y|��{~w[{�wQ��«$x|�g��r)�Àr$�T¬

[0, T ]
�T��wQ���À�g�^�Ty|��yzv)�N�T{�w¿�[�^xz{�y|�����^}){��Ï¬®^w

j = f,m

d

dt
(χn(sf − sf )) +

d

dt
(χn(sm − sm)) ≤ (Cf + Cm) | p − p̃ | −(χ′

n(sf − sf ) + χ′
n(sm − sm))

· (φ(sf , sm) − φ(sf , sm)).

qu�^w��Q�¯�¿��s�����«��Q¸��^��}��2º��`�Q{�})w�r��Qy|v`�À�^�����py|��{�s¡�^yzx��T�^�^}
(n → ∞)

�)v)���n�u�¨r$�WsQ�Q��x|yz{�Ó`x|y��Q�Wr)�T¬J�Ty|{n¬®v`x|}`{����T{²¿�^})xz{�y����]�^�^}2É

| sf (t) − sf (t) | + | sm(t) − sm(t) | ≤ (Cf + Cm)

∫ t

0

| p(τ) − p(τ) | dτ, t ∈ [0, T ].
Ô 4 Õ

�g�^�Tyz{�w��[�¨r$�À�Tyz{�§`¶T�^��� 4 ¶2È#{�yzxz{lr$��slÔ¡§�Õ ��s�{��Q¸��¿�^r)s?ÁCwQ}){~�^�^y�s?y|� χn
{�yz�Ï�^���Ï�^yzx��T{��¿�Tyz{n�[�^xz{�y|�����^}���s�v�})yzxP�

d

dt
(χn(sf − sf + p − p)) = χ′

n(sf − sf + p − p) · (−µf (sf − sf ) + (βf + µ̃m + σ)(p − p) − (φ(sf , sm)

− φ(sf , sm)) − (µ̃f + µ̃m + σ)(p − p) + φ(sf , sm) − φ(sf , sm))
Ô C Õ

= χ′
n(sf − sf + p − p) · (−µf (sf − sf ) + (βf − µ̃f )(p − p))

≤ µf | sf − sf | + | βf − µ̃f | | p − p | (
�^r | χ′

n(x) | ≤ 1).

� yz{~�T{~w���v)x|��{�º��]��{�}`wQr$��yzv)�Í�^���W�py|��{�s¡�^yzx��T�^�^}
(n → ∞) ∀ t ∈ [0, T ]

¬®^�^w��[¸��

| sf (t) + p(t) − sf (t) − p(t) | ≤
∫ t

0

(µf | sf (τ) − sf (τ) | + | βf − µ̃f | | p(τ) − p(τ) |) dτ.

Á7s@}`{���^}$�J�Tyz{~s�{g²¿�^})xz{�y����]�^�^}l��y|�
sf
�T�^w����^¸��T¬®^��w�{��p�$���

p
�^���

p
r$�^¸~���T{~���){��U¶`�Tvls�yz����r$xzxz{g�TwQ{�y^½@r$w�r$�n�Q{�w�#{~w�����Ts¡y����`��yz})�~¶2È#�^wgÂ@{~w�{~y|�^¬Xr)���]�^�^}¨s�{��Q¸��[�¨r$�Ï�]���Ï¬®^w

t ∈ [0, T ]
�T{��NÐp{~w��

| sf (t) − sf (t) | + | sm(t) − sm(t) | + | sf (t) + p(t) − sf (t) − p(t) |:= w(t).
Ô D Õ

�ur)����Ô 4 Õ �CÔ C Õu�^�����T{~wlquw�{~y|{��Q�Ts��^�^})xz{�y����]�^�^}2�Rs�vÇ�gyz{M{�yz�^{�wnË¿v)��s¡��r$�`�Q{�� C ≥ 0
�&{~w���«)xP���¨r)�¯¬®^w

t ∈ [0, T ]�^y|{n�[��sQ����«��Q¸��^�^}

0 ≤ w(t) ≤ C

∫ t

0

w(τ) dτ.
Ô�þ]Õ

ñMå�æ¾å]ð, U÷>ï>òMÞ.SÏç��7å`ð�å�ï&ã~çXâ^îéò2îéå]çXê�ä&÷>ï0ò�ßÇóRÃG{�}){~�#{��Ïs�{�yU�^r`s?�0� ½
u̇ = λf(u)

��yP�¿�T{~wg�¿�T¬Xr$�^}]s¡�#{��Tyz�^})�^�^}
u(t0)

¶�qGr$���Ïy�s¢�¿�Tyz{@�UÅ`s��^�^}Mt`v)�À�T{�w[ª�v)wQ�
u(t) = eλtu(t0)

¶
�¿xzs�v�}`y|x|�C�My|�

W (t) :=
∫ t

0
w(τ) dτ

r$�^¬
[0, T ]

r$x|��{�wQ��r$��yzt�r$�������^r`s@�p� ½
Ẇ ≤ CW

¶`�NyP�7�T{�wJ�[�T¬Xr)�^}`s��#{~�Tyz�T±
}`�^�^}

W (0)
y�s¢�[�Tyz{b�UÅ]s¡�^�^}M}){~}){��#{~�Í�T�^w��Q�

W (t) ≤ W (0)eCt = 0
�^�^r

W (0) =
∫ 0

0
w(τ) dτ = 0

¶TÁCyz��s�{��Q¸�{��yz�»Ô�þ`Õ<{�wQ})yz�T�
0 ≤ w(t) ≤ C

∫ t

0
w(τ) dτ = CW (t) ≤ 0 → w = 0

r$�T¬
[0, T ]

¶
�WyP�[� ýH¤My�s¡�[�^y|{�ÃGxz{�y��Q���^�^}¨y|�»Ô D Õ<�]�^w[{�w�¬®^x|x|�~���7{���� sf = sf , sm = sm

�^���
p = p

})yzxP��¶^qGr)�^�^wQ���Ïy�s¢�¿�Tyz{ÁJy|���^{��T�Qy|}`�){�y|�¿�T{�w��UÅ]s¡�^�^}��#{��gyz{~s�{��U¶
>u���Tyz{¼�pÅ`s��^�^}¿�T{~s4ÃGx|{~yz���]�^��}`sQs¡¼Ts¡��{��¨s0r$��s7Ô¢§ÇÕ&�^�]��{�w4�T{����[�T¬Xr)�^}`s��#{~�Tyz�^}`�^�^}){~�nr$��s7ÔI£)ÕR��r���s�«`�Q�^xzy��Q�n�#v`s�yP�Qy|ty�s¡�U�������]�^wp��{�w¡�Q{Cy|�

R
3
+

r)�^�^yz�M�n���~s�y|{~�`�p�¨r$�n�T�^wQ�����^wQT¬®{~�l�T{~wUwQ{~���`�Q{��n��{~yP�Q{Ct)v)�¨Ô¢§ÇÕ&r$�T¬�ªu�2r)s�y|�#v]s¡y|��yzt�yP��«���¶qGr$¸~�Às�{�yz{��
u = (sf , sm, p)T �^��� ν = (−1,−1, 1)T Â@{��]�Qv)wQ{��U� Φ(u) = φ(sf , sm)

{�yz�^{nª^���^�]��yzv)�Nr$�^��«)�^})yz}t)v`�Í�p�^�^���À�j{�yz�^{n�Wr��Qw�y|Ñ¹��yP�

A =




−µf 0 βf + µ̃m + σ
0 −µm βm + µ̃f + σ
0 0 −(µ̃f + µ̃m + σ)


 .



� v  �ì.Âf"�íd¿�À�Á¨Â� XÂ"Â=��ÅXó õ Â"ó
quyz{~s?¬®^�^w��¿r$�^¬4�Ty|{lt){~w�{~y|�T¬Xr`�Q�]��{nÃGxz{�y��Q���^�^}

u̇ = Au + νΦ(u)
Ô � Õ

r)��s¡��{�xzxz{l�T{~s¿ÃGx|{~yz���]�^��}`sQs¡¼Ts¡��{��¨slÔ¢§ÇÕ7�^�2�Ï��r)�Ï��r)�^�À�Ty|{�ªu��r`s¡yz�#v`s�y|��yzt]y|�Q«$�?�]�^�Àxz{�y��Q�]��{�w[�#{��7{~yzs�{��p¶
SÏå� >ï>ç®ã�çXë#ïJó#ÁCyz�^{n�Wr$��wQy|ÑÍ� ∈ R

d y�s¡�g}`{���r)�Ï�^r)�^�WÈ]��r)s�yz�#v`s�yP�Qy|tR���<{��^�À})yzxP��É aij ≥ 0 ∀ i 6= j
¶

qGr��j��r`�Q�Àqu{@.2�^yP�Qy|v`�À{�yz�^{@È]��r)s�y|�#v]s¡y|��yzt){��Wr��Qw�y|Ñ¹y�s¢���^})yzxP�g¬®^w¿�Tyz{nÃGxz{�y��Q���^�^}WÔ � Õ7��y|� φ1
¬®^w[y ∈ {1, 2, 3}

u ∈ R
3
+, ui = 0 ⇒ (Au)i + νiΦ(u) ≥ 0.

quyz{@�UÅ`s��^�^}�t)v)��Ô¢§ÇÕ7��y|�¿�T{��N�[�^¬Xr$�^}`s��#{~�^y|�^}`�^�^}`{���ÔI£)Õ<�^yz�M�n�ur$x�s�vM�]�^w[��{�w���{�yz�
R

3
+

r$�p¶
²¿� ¸��_¸~{�yz}){~�U�?�^r)sQsÍ�Tyz{·�pÅ`s��^�^}.r$�2�Q�_})xzv)�2r$xGr$�^¬��^{�� º��`�Q{�wQt�r$xzx

[0, t∗]
{�ÑTyzs¡�Qy|{~w¡���7�#{���w�r)���`�Q{��Ï�¨r$� �Tyz{ÃGxz{�y����]�^�^}

N(t) = sf (t) + sm(t) + 2p(t)
¶#q¿yz{~s�{n�#{~sQ���^w�{~y|�T�u�Tyz{��¿�^¸~r)�^x0�T{~w¿º����Tyzt]y��T�^{~�N{~y|�^{~w¿½>v)���^xzr$��yzv)�¸~�^��ÈR{�y|���^�^���`�7�~¶�q¿�^w����¨ÁJy|��s�{��Q¸�{~�b�^���¨{~x|{~�M{~�`��r$wQ{GÈ#{�yzx|{~�^v)�#{~wQr$��yzv)�^{~�M{~w���«)xP�7��r)�br)��s¿Ô¡§�ÕC�Tyz{u�[�^xz{�y|���^��}

Ṅ = −µfsf − µmsm + (βf − µ̃f )p + (βm − µ̃m)p ≤ (βf − µ̃f )p + (βm − µ̃m)p
Ôéµ`Õ

≤ (βf + βm)p ≤ 1

2
(βf + βm)N.

�WyP��zUý 1
2 (βf +βm)

�^���b�T{�w7�[�T¬Xr)�^}`s��#{~�Tyz�^}`�^�^}
N(0) = sf (0)+sm(0)+2p(0)

y�s¢�7�^y|{��pÅ`s��^�^}n�T{~sJ�0��½r)��slÔXµ]ÕJ¬®�w
t ∈ [0, t∗]

}){�}`{��#{��À�T�^w��Q�
N(t) ≤ eCtN(0).

�^�Q�^xzyz{�Ó)xzy��Q�Í¬®v`x|})�[r$�2s
0 ≤ sf (t) ≤ eCtN(0), 0 ≤ sm(t) ≤ eCtN(0)

�^���
0 ≤ p(t) ≤ 1

2
eCtN(0),

��r)sQs
u(t)

�#{~sQ�Q�^w�«$�^�]�Gyzs¡�G�����W¬®^w��){�yz�W�¨ÔXs�v)}`r)w[¬®^w
t = ∞ Õ¿��{�w���{My|�³²[�^{~���Txzyz���^{���r$�^�^yz���n�~¶&qGr$�n��y�s¡�r)�����À�Ty|{l})xzv)�2r$xz{uÁCÑTyzs¡��{~�^¸n�T{�wg�pÅ`s��^�^}M�2r)���^}){~�gy|{�s¡{~�¹�����

t∗ = ∞ ¶
quyz{��¨r��Q�^{��¨r$��y�s����^{���²¿�`��{~wQs������]�^�^}`{����T{�snÃGxz{�y��Q���^�^}`sQs�¼�s¡��{~�¨s�r$��s¨Ô¡§�Õ �p�Tyz{�yz� 4 ¶UËlr)�^yP�Q{�xC�T�^w��Q��}){�¬®��^w¡��g��wQ�T{~�U�T�<{�w��T{��Ïyz� ��r)���T¬®v`x|}`{����T{~�À�^r���¸�¬®{~s¡��}){~��r$x|��{~�UÉ
 âTã,L^ó?�Ny|�¨�T{����[�T¬Xr)�^}`s��#{~�Tyz�^})���^}){~�

sf (0), sm(0)
�����

p(0) ∈ R
3
+

��r��¨�^r)s�ÃGxz{�y��Q���^�^}`sQs�¼�s¡��{~�´r$��sÏÔ¡§�Õ
∀ t ≥ 0

}){���r)�Í{~y|�^{@�UÅ]s¡���^}Myz�
R

3
+

¶

úÐ8F�!G-���ã�g�»G-� ���×���R�Ó�.���-�.�
ñMå�æ¾å]ð, U÷>ï>òpó#�¿�À�T{~w¿�]��{~x|xz{l{�yz�^{~sgÁ\È]�^y|xzyz�^w�yz�^�¨sg�#{@.��2�T{��Ns¡y����À�Ty|{l½4r`r$wQ{G�^���N��y|��})xz{~s?yz��ÃGx|{~yz���^}){~�gyz���`����U¶ �U¶�{~s7})yz�T�<�){�yz�^{u¸�{�y|��xzy��Q�^{2°¿���T{�wQ�^�^}���{��^w<�^���¹�^y|{G�¿�^x|{~yP�Q�^�^}M�^{�w<ª��^�^�]�Qy|v`�¹r)�¹�T{�wg�]�Q{�xzx|{uy�s¢�?¤�¶]�WyP�?�^{��¸~�^t)v)wg}){��2r$�^�]��{��ÏÁCyz}){~��s�����r$¬°��{��N�T{�wg½@r)r)w��^yzx��T�^�^}]s¢¬®�^�^�]�Qy|v`�U�Tyzs¡�[¤ ∈ R

3 {�yz�Í�Qw�yzt�yzr)xz{~s<Á\È]�^yzxzy|�^wQyz�^�À���^rM��yP�
φ(1)

})yzx|�~É
φ(sf , sm) = 0 ⇔ sfsm = 0 ∀ sf , sm ≥ 0.

�¿x|xz}){~��{�yz�by�s¢�?�^rÇt)v)�¹r$��s�¸���}){���{��U�]�^r`s�s7�Tyz{~s�{�w7½J�^�^�]�g�^r)sJ{~y|��¸�yz}){¿Á\È]�^yzxzy|�^wQyz�^� yzs¡�~¶�qu�^w��Q�¹}){�s����^y��Q�]�Q{¿Ëuv)�T±s¡��wQ�^�]��yzv)�¾�T{�w�½@r$w�r$�n��{~wn��r)�^���¨r$�Wá¢{��TvT���»�^vT�Q�»�7{~yP�Q{�wQ{¨Á¼È`��y|xzy|��w�y�rN{�wQ¸�{~�^}){��p�U�7v)w�r$�^¬�á¢{��TvT���¾r$�¾�Ty|{�s¡{~w����{�xzxz{Wt){~w�¸~yz���`�Q{��¹�gyzwQ�&¶7º��`��{~w�{�s�sQr$�]��{~w¨y�s¡�¹�^yz{�wÍ�Tyz{©ª^w�r$}){`�Cv)� {~sb��{��#{��_�T{�� Á¼È`��y|xzy|��w�yz�^� ��vT�Q� �7{~yP�Q{�wQ{½J�^�^�]��{¹Ô®�#{�w�s�yzs¡��{~�`��{@�UÅ`s��^�^}`{��2Õ7})yz�T���^r)�À�T{��^{~�N�^r)s?Â@{~w���«)xP�Q�^y�s?t)v)�
sf
�^���

sm
}`x|{~yz���]��x|{~y|�T��¶

3 ���FÌbÍ\���Ï�¼Ò=�.�P�Ó�i�¼�����g�\�Ï�
�¿�^��r)�^�M{~�UÉpquy|{¨ÁCyz}){~��sQ�Q��r$¬°��{~�

φ(1), φ(2)
�^���

φ(3)
�T{�wl½@r)r)w��^yzx��T�^�^}`s¡¬®�^�^�]�Qy|v`��s¡yz����{�w¡¬®�x|x|�n�^����{~s�}`y|x|�~É

βj > µ̃j
¬®^w

i = f,m
¶#�¿�T¬J�T{~wG�������^{���r`�Q�W�2{~wQs�y�s¢�Q{��`�Q{����pÅ`s��^�^}){~�Ï¬®^w

t ≥ 0
�2�#{��QwQr`�Q�]��{��¿�¨r$�Ç�UÅ`s��^�^}`{���^{�w[ª�v)wQ�



N_¿,¿�ó���Á¨Ã ò ÅIÀ õ?¬Y�@¬�¬ � �
u(t) = ρ(t)u∗,

��y|�
ρ : R+ → R+, u∗ ∈ R

3
+ (ρ

y�s¢�u���$r$xzy|{~w��^��}`s¡¬®r)�]��v)w
).

ÔX¥]Õ
qGr$�#{~y0yzs¡�\á¢{~�T{%�pÅ`s��^�^}b�My|�u�)v`��s¡�Qr$�]��{~�

ρ
{�yz�WÁ\È]�^y|xzyz�^w�yz�^� �^���À¬®�w

u∗ = 0
vT�T{�w

ρ = 0
yzs¡�G�^r)s¿}){~s������`�Q{)��Qw�yzt�yzr)xz{GÁ\È]�^yzx|yz�^wQy|��� }`{�w�r)�T{�¤^¶^�<{~yU�T{~wg�7{~yP�Q{�wQ{��À²[�]��{~wQs������]�^�^}¨})yzxP�¿�^r$�^{~w

u∗ 6= 0
�^���

ρ > 0 ∀ t ≥ 0
¶ÁJy|��s�{��Q¸�{~�Àt)v)��ÔX¥`Õ<yz��Ô � Õ<�^���À�Tyz{�ÁJy|}`{���sQ�Q�2r�¬°� φ(3)

xzyz{�¬®{�w��¿�Ty|{�ÃGxz{�y��Q���^�^}
ρ̇(t)u∗ = ρ(t)Au∗ + νΦ(ρ(t)u∗) = ρ(t)Au∗ + νρ(t)Φ(u∗).

qu�^w��Q�N²[�¨s¡��{�xzxz{��N�T{�wuÃGx|{~yz���]���^}�{~w���«)xP�g�¨r$�N�T{��´ªu�^v$�Qy|{~�`�Q{��
ρ̇(t)

ρ(t)
u∗ = Au∗ + νΦ(u∗).

qGrÀ�Tyz{�w�{��Q�]��{b��{�y|��{¨�^yz{�wl�)v)��s¡�Qr)�`�lyzs¡�bÔ®�^�2r$�^�U¶Ut)v`�¯��Õ��&{�ÑTyzs¡��yz{�w�� ∀ t ≥ 0
{�yz�

λ ∈ R
�^��� ρ̇(t)

ρ(t) = λ
¶&ÁCyz�^{

�pÅ`s��^�^}��T{�sg�0� ½
ρ̇(t) = ρ(t)λ

��yP�u�T{�w[�¿�T¬Xr$��}`s��#{~�Tyz�^})�^��}
ρ(0) = C

Ô®��y|�
C > 0

�)v`��s¡�Qr$�]��Õ7y�s¡�
ρ(t) = Ceλt, t ≥ 0.

�¿��sn�T{�w�ÃGxz{�y����]�^�^}Ny|� ÔX¥`Õu¬®v)xz}$�
C = 1

¶p�Tv)��yP��s¡yz�����Ty|{¨�^y��Q�]�¡��wQyzt]y�r$xz{����#{~wQs�y�s¢�Q{��`�Q{��æ�UÅ]s¡�^��}){����T{�snÃGxz{�y|±���]�^��}`sQs¡¼Ts¡��{��¨s?y|�»Ô¢§ÇÕJ¬®�w
t ≥ 0

}){~}){~�#{��Ï�T��wQ���À�Tyz{�ÁCÑ��#v`�^{��]��y�r$xzx|Å]s¡���^}){~�
u(t) = eλtu∗, t ≥ 0

��y|�
λ ∈ R, u∗ ∈ R

3
+ \ {0}.

²¿���Tyz{@�UÅ`s��^�^}`{��Í¸~�Ï�#{�wQ{~���^�^{~�U�TxzÅ`s¡�g�¨r$�À��r)s?�^y��Q�]��xzyz�^{~r$wQ{�ÁCyz}){~�]�7{~w¡�Q�^wQv)�^xz{��
λu∗ = Au∗ + νΦ(u∗),

��yP�
λ ∈ R

3
+ \ {0} Ô¡§~¤`Õ

�����¯�#{~�)v)���n�lr)xzs��UÅ]s¡�^��}){��©�T{~�©ÁCyz}){~�]�7{~w¡�
λ
��y|�l�^{��©ÁCyz}`{��]t){~�`�Qv)wQ{��

γu∗ �&�7v)�#{~y γ > 0
Â¿yz{�x|¬Xr)���^{��^{~sÁJy|}`{��]t){~�]��v)w�s?s�yz���&¶�qu{�w[ÁJy|�T¬Xr`�Q�^��{�y|�¿��r$xz�#{�w��T�#{��Qw�r)�Q�]��{��g�¨r)�À�T{~�À�^v)wQ��y|{~w¡�Q{��ÏÂ@{��]�Qv)w

u∗ = (s∗f , s∗m, p∗) ∈
R

3
+ \ {0} �^���Ï��r)�^�Ï��yP�¿Ä¿yzxP¬®{n�^{�w¿ÃGxz{�y��Q���^�^}br$��slÔ¡§~¤]Õ<�^r)s<¬®v`x|}`{����T{nÃGxz{�y����]�^�^}]s�s�¼Ts¢�Q{�� r)�T¬Xs¢�Q{�xzx|{~�UÉ

λs∗f = −µfs∗f + (βf + µ̃m + σ)p∗ − φ(s∗f , s∗m)
Ô¡§)§�Õ

λs∗m = −µms∗m + (βm + µ̃f + σ)p∗ − φ(s∗f , s∗m)
Ô¡§�£)Õ

λp∗ = −(µ̃f + µ̃m + σ)p∗ + φ(s∗f , s∗m)
Ô¡§ 4 Õ

qu�^w��Q�À{�xz{���{��]�Qr)w�{�È#{�yzxz{��^v`�#{�w�r���yzv)��{��¹�#{~�)v)���n�g�¨r)�Í¬®^w
j = f,m

�Tyz{nÃGxz{�y����]�^�^}
(λ + µj)s

∗
j = (βj − µ̃ − λ)p∗.

Ô¡§ C Õ
º��!ª�v)xz}){��2�T{������`��{~wQsQ���^{�y��T{�����r)��¸~�7{�y7ª>«)x|xz{)¶pÁCy|��{�w�s¡{~yP��sl�gy|w��

λ = −µj
r$�^}`{��^v`�M��{~�U�Ur$�2�T{�wQ{�w�s¡{~yP��s�s�{�y

λ 6= −µj
¬®^w

j ∈ {f,m} ¶�º���§`¶�ª2r$xzxR{�wQ��«$x|�<�¨r$�Ír)��sGÔ¡§ C Õ7�Ty|{lÃGxz{�y����]�^�^} 0 = (βj − µ̃− λ)p∗
¶^q¿yz{~s�{Gyzs¡�<¬®^w

p∗ = 0
{�w�¬®^xzxP�����^r

βj > µ̃j
ÔX�¿�^��r)�^��{�Õ ¶#��v)��y|�g}`y|x|�

βj > 0
�^���

βj − µ̃j − λ > 0
¶TÁJy|��}){~s�{��Q¸��[y|�»Ô¢§ 4 ÕJ¬®v)xz}$���y|�?�^{�w<ÁCyz}){��2s�����r�¬°�

φ(1) : 0 = φ(sf , sm) ⇔ s∗j = 0
¬®^w

j = f,m
¶Tq¿yz{��pÅ`s��^�^}){~�b�^{~s7ÁCyz}){~�]�7{~w¡�Q�^w�v`�^xz{��¨ss�yz���Ïr)xzs�vM}){~}){��#{~�Ï�T�^w����

(λ, u∗) = (−µf , (1, 0, 0)T ), (λ, u∗) = (−µm, (0, 1, 0)T ).

ª>^wC�T{~�¨£T¶$ª�r)xzxT�T{0.��^yz{�wQ{
λ := max{−µf ,−µm} �^��� λ := min{βf −µ̃m, βm−µ̃m} �^y|{?v`�#{�wQ{7�^¸~�l¶��^�]��{�wQ{�^�Q�^w�r$�^�){gt)v)�

λ
¶`qGr$�#{�y�}`y|x|�

λ < λ
�`�^r

βj > µ̃j
¶`�[xzx|{~wQ�Tyz�^}]s4y�s¡�

(λ, u∗)
���^w\�pÅ`s��^�^}l�T{�s@ÁJy|}`{��]�<{�w����^wQv)�^xz{��¨sÔ¡§~¤]Õ �&�7{~�^���Tyz{b�7{��Tyz�^})�^��}

λ < λ < λ
{�w�¬®^xzxP�ny�s¢�n�^���

u∗ ∈ intR3
+

¶p����{�xzx|�n�¨r$���Tyz{bÃGxz{�y����]�^�^}Wr$��s¨Ô¡§ C Õ�2r)���
s∗j
�^�À��s�v�{�wQ��«$x|�g�¨r$�Í¬®^w

j = f,m

s∗j =
βj − µ̃j − λ

µj + λ
p∗.

Ô¡§ D Õ
�WyP�¿�T{~wgÁCyz}){~��s�����r$¬°�

φ(3)
�^����Ô¡§ 4 Õ7�$r$�^�Ï�¨r$�Ï¸~�7{�ypª��^�^�]��yzv)�^{~�U� l(λ Õ�� r(λ Õ?�^{@.��^yz{�wQ{��Ï��y|�

l(λ) := λ + µ̃f + µ̃m + σ = φ(
βf − µ̃f − λ

µf + λ
,
βm − µ̃m − λ

µm + λ
) =: r(λ).

quyz{<ª^���^�]��yzv)�^{~��s¡yz����s¢�Q{��Qy|}u�^�����T��wQ���nÁJy|��s�{��Q¸�{~��t)v)�
λ
�^¸~�l¶

λ
s�yz{��`�>�¨r)�U�Ç�^r)sQs

l(λ)
r$�T¬

R
s¡��wQ{��^}¿��v)��v$��v`��?«)����s¢�J�^���

r(λ)
r)�T¬@Ô

λ, λ
º#�Mv`�^v$�Qv)�M¬X«$xzx|�~¶`º��

λ
y�s¢�Jw7s�v)}`r)w@¤�¶`�Wr$�¨{�wQ��«$x|�C}){~��r$�¨�^r)�^��{~y|��{��¹�T���^�^y|�¡�Q�^�^�^�]�

λ ∈ (λ, λ)
�T{~wg�#{�y��T{��Nª��^�^�]��yzv)�^{~�U�^�7{~�^�

l < r
r$� x|yz�^�){��NÊ[r$�2�Ï�T{~sgº��`�Q{�wQt�r$xzx�s��^�&¶ �U¶
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λ + µ̃f + µ̃m + σ < lim
λ↓λ

φ(
βf − µ̃f − λ

µf + λ
,
βm − µ̃m − λ

µm + λ
) =: φ∞ ∈ (0,∞].

Ô¢§,þ`Õ
º¢s¡��¸~���T{��

l(0) ≤ r(0)
�&��r$���¯�¨r$��sQ�Q�^xzyz{�Ó){~�U�&�^r)sQs

λ ≥ 0
¶U�<{~s¡y|�Q¸�{����Tyz{�ª��^�^�]��yzv)�^{~�©{�yz�^{~�©}){���{~y|��sQr$��{~��^�Q�^�^y|�����^�^�^�]�

λ
�^����s�{��Q¸��4�¨r$���^y|{�s¡{~��y|�M�Tyz{gÃGx|{~yz���]���^}Gr)��s<Ô¡§ D ÕU{~y|�p��s¡vu�#{��)v`���n�>�¨r)��}){~��r$��{�yz�^{×�UÅ`s��^�^}Ô

λ, u∗ Õ?�T{�s?ÁJy|}`{��]�<{�w����^wQv)�^xz{��¨s�Ô¡§~¤]Õ7��yP�[��v)wQ�Myz{�w���{~� u∗ ∈ R
3
+

¶
²¿���T{~�NÃGwQ{��^¸~�7{�w��

φ∞ ∈ (0,∞]
r$��slÔ¡§<þ`Õ7¸~�Ï�#{~s¡��yz����{��U���^{@.��^yz{�w��g�¨r)�

φ(∞, y) := limx→∞ φ(x, y)
��yP�¼ ≥ 0

��s¡v��gyz{
φ(x,∞) := limy→∞ φ(x, y)

�My|�gÑ ≥ 0
�^���Ï{~w���«)xP�

φ∞ =





φ(∞,
βm−µ̃m+µf

µm−µf
) : µf < µm

∞ : µf = µm

φ(
βf−µ̃f+µm

µf−µm
,∞) : µf > µm.

º¢s¡�
φ
¸��2s�«$��¸�xzy��Q�Às¡��{���yz}¨�Ty|Æ#{~w�{~�^¸�yz{�wQ��r$wgr)�T¬

R
2
+

�^{�Ñ�y�s¡��yz{�wQ{�� ∀ x, y > 0
�Tyz{nq¿y|Æ#{~w�{~�^¸�{~�-È]�^v$�Qy|{~�`��{~�

φ(x, y) = xφ(1,
y

x
) = y

φ(1, y
x ) − φ(1, 0)

y
x

φ(x, y) = yφ(
x

y
, 1) = x

φ(x
y , 1) − φ(0, 1)

x
y�����

φ(∞, y) = yφy(1, 0)
¬®^w

y > 0
�^¸~�l¶

φ(x,∞) = xφx(0, 1)
¬®^w

x > 0
¶7qur`�T�^w��Q� ��r$������r)�

φ∞r)xP�Q{�wQ��r��Qy|t¨¬®v)wQ���^xzyz{�w�{~�Ïr)xzs
φ∞ =





(
βm−µ̃m+µf

µm−µf
)φy(1, 0) : µf < µm

∞ : µf = µm

(
βf−µ̃f +µm

µf−µm
), φx(0, 1) : µf > µm.

�¿� ÁC�2�T{n�T{�s D ¶^Ëlr$�^y|�Q{�x�s<{~w�}`y|�^�gs�y��Q�Ï¸~��sQr$����{��T¬Xr)sQs�{����¹¬®v)xz}){��2�T{�w¿�Tr��Q¸)É
 âTã,L^ó

φ
�#{�s¡y|��¸��¿�Ty|{lÁCyz}){��2s�����r�¬°�Q{��

φ(1) − φ(3), σ ≥ 0, µj , µ̃j
�����

βj
µ ¤�s�{�yz{��ÀË¿v`��s¡�Qr$�]��{~�Í�^���Ï{~sg})yzxP�

βj > µ̃j
¬®^w

j = f,m
¶

ÔXy�ÕÏquyz{l�2{~yz�^{��Ï��wQy|t�y�r$xz{��ÏÁ@ÑT�#v)�^{~�`��y�r$xzxzÅ`s��^�^}){~�Ï�T{~s¿ÃGxz{�y��Q���^�^}`sQs�¼�s¡��{~�¨s?r)��slÔ¢§ÇÕ7��r)�#{��À�^y|{nª^v`w��
(sf (t), sm(t), p(t)) = e−µf t(1, 0, 0)

�^�2�
(sf (t), sm(t), p(t)) = e−µmt(1, 0, 0)

Ô¢§ � Õ
ÔXy|y°ÕÍ��{��^�»Ô¢§<þ]ÕJ��y|�

λ := max{−µf ,−µm} }`y|x|�~�T}`y|�^�g{~s?�^vT���Í{~y|�^{��<{�y|��{�wQ{GÁCÑT�#v)�^{��]��y�r$xzxzÅ`s��^�^}Mt)v)��Ô¡§�Õ7yz�y|�]�
R

3
+

¶&ª0�w
φ∞ ∈ (0,∞ º@}){~xP�Q{��©�Tyz{��#{~yz�T{~�¯v`�^yz}){��©q¿{0.��^y|��yzv)�^{~�©�7{��^�

φ
¸~��sQ«���¸~x|y����¯s¡��{���yz}Ï�Ty|Æ#{~w�{~�T±¸�yz{�wQ��r$w?y�s¡�~¶

ÔXy|yzy°ÕÏq¿yz{l�^y��Q�]�¡��wQyzt�yzr)x|{�Á@ÑT�#v`�^{��]��y�r$xzx|Å]s¡�^��}Myz��ÔXy|y°Õ<�<«`�Q��s¡�?¬®^w

µ̃f + µ̃m + σ ≤ φ(
βf − µ̃f

µf
,
βm − µ̃m

µm
),
�&¶ �U¶

λ ≥ 0.
Ô¢§�µ`Õ

qu{�wgxz{���¸���{�½C�^���`�[��«$x|�?¬®{~s¡�~�^�^r`s�s<�]��wg�T�^w����Ï�Tyz{��<yzxz�T���^}Mt)v`�¹}`{��]^}`{����¹�^{~�^{��Ï½4r`r$wQ{��¹{�yz�Ï��r`�Q��s¡����� �T{�w½4v)�^��xzr$��yzv)�Às¡�Qr����/.2���T{��À��r)�^�U¶
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1 Transformation auf den planaren Simplex

1.1 Existenz und Eindeutigkeit der Lösungen des transformierten Systems

Wir fahren nun mit der Untersuchung von

ṡf = −µfsf + (βf + µ̃m + σ)p− φ(sf , sm)
ṡm = −µmsm + (βm + µ̃f + σ)p− φ(sf , sm) (1)

ṗ = −(µ̃f + µ̃m + σ)p+ φ(sf , sm)

fort. Dazu ist es besser eine geeignete Formatierung dieses Systems zu wählen. Sei also:

φ ∈ C1(R2
+ \ {0}), Kegel : R3

+ \ {0} positiv invariant für (1) .

Wir nehmen an:
u0 := (s0

f , s
0
m, p

0) ∈ R3
+ \ {0} .

De�nieren: Vektor e = (1, 1, 1, )T zum Zweck der Normalisierung, sowie den Vektor v = (vf , vm, vp)T

mit
vf :=

sf
sf + sm + p

, vm :=
sm

sf + sm+ p
, vp :=

p

sf + sm + p
,

d.h. vi mit i ∈ {f, m, p} drückt den Anteil der jeweiligen Gruppe von der Gesamtzahl aus.

Wegen 〈e, u〉 = sf + sm + sp gilt:

v =
u

〈e, u〉
mit u ∈ R3

+ \ {0} (2)

v ist Element des planaren Simplex S, das de�niert wird als: S := {y ∈ R3
+ : 〈e, u〉 = 1}

Sei nun u = (sf , sm, p)T eine Lösung von :

u̇ = Au+ vΦ(u) . (3)

Auf diese Weise löst v folgende Di�erentialgleichung (mit Hilfe der Produktregel abgeleitet nach u):

v̇ = (
u

〈e, u〉
)′ =

u̇〈e, u〉 − 〈e, u̇〉u
〈e, u〉2

=
u̇

〈e, u〉
− 〈e, u̇〉u
〈e, u〉2

unter Verwendung von (3) erhalten wir:

=
Au+ vΦ(u)
〈e, u〉

− u〈e, Au+ vΦ(u)〉
〈e, u〉2

ersetzen u gemäÿ (2) durch v〈e, u〉 und erhalten gemäÿ Homogenität von Φ :
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= Av + vΦ(v)− v〈e, A+ vΦ(v)〉
= F (v)− 〈e, F (u)〉v .

Wobei F (v) := Av + vΦ(v) .

v löst damit insbesondere:
v̇ = F (v)− 〈e, F (u)〉v (4)

Nach Vorraussetzung ist φ ∈ C1(R2
+ \ {0}) und damit ist auch F (v) als Verknüpfung stetiger Funk-

tionen Element C1(R3
+ \ {0}) auÿerdem besitzt (4) damit zu jedem Anfangswert v0 ∈ S genau eine

Lösung v

Diese Ergebnisse lassen sich in folgendem Satz festhalten.

Lemma 1. Zu jedem Anfangswert v0 ∈ S bestitzt (4) genau eine Lösung. Diese existiert ∀ t ≥ 0 und
nimmt nur Werte in S an.

1.2 Menge der Equilibria des transformierten Systems

Zur Untersuchung der Menge der Equilibria des transformierten Systems betrachten wir zunächst die
Ableitung von 〈e, v〉.

d

dt
〈e, v〉 = 〈e, v̇〉

Ersetzten dann v̇ durch (4).

〈e, v̇〉 = 〈e, F (v)− 〈e, F (v)〉v 〉
= 〈e, F (v)〉 − 〈e, 〈e, F (v)〉v 〉
= 〈e, F (v)〉 − 〈e, F (v)〉〈e, v〉
= 〈e, F (v)〉(1− 〈e, v〉)

Daraus folgt wegen der Eindeutigkeit: 〈e, v〉 ≡ 1 . Daraus folgt v liegt in S und S ist positiv invariant
für (4) und Lösungen von (4) mit v(0) = v0 ∈ S existieren global nach rechts.

Sei nun v eine Lösung von (4) . Ann: Wenn wir u(t) wie folgt über v de�nieren, ist u(t) dadurch
Lösung von (3) .

u(t) := v(t) exp(
∫ t

0

〈e, F (τ)〉 dτ) 〈e, u0〉 (5)

Also gilt nun zu zeigen: u̇(t) = Au(t) + vΦ(u(t)).

Beweis. Es gilt:

u̇(t) = [ v(t) exp(
∫ t

0

〈e, F (τ)〉 dτ) 〈e, u0〉 ]′

= ( v̇(t) + v(t)〈e, F (v(t))〉 ) exp(
∫ t

0

〈e, F (τ)〉 dτ) 〈e, u0〉

setzen nun für v̇ Gleichung (4) ein:

= ( F (v(t))− 〈e, F (v(t))〉v(t) + v(t)〈e, F (v(t))〉 ) exp(
∫ t

0

〈e, F (τ)〉 dτ) 〈e, u0〉

= F (v(t)) exp(
∫ t

0

〈e, F (τ)〉 dτ) 〈e, u0〉
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um v zu ersetzen (5) nach v au�ösen:

= F (u(t))
= A(u(t)) + vΦ(u(t)) .

Eine wichtige Eigenschaft liegt in dem Zusammenhang der Exponentiallösungen von (3) und den sta-
tionären Lösungen von (4) .

So gilt einerseits: ist u(t) = eλtu∗ mit λ ∈ R, u∗ ∈ S eine Exponentiallösung von (3), dann ist
die Transformierte v = u∗ Equilibrium von (4), denn gemäÿ (2) ist v = u∗

〈e, u∗〉 und da u∗ ∈ S ist
〈e, u∗〉 = 1 ist also v = u∗ .

Und umgekehrt gilt: ist v∗ ∈ S ein Equilibria von (4), so gilt mit λ := 〈e, F (u∗)〉 : F (v∗) =
v̇∗ + 〈e, F (v∗)〉 v∗ = λv∗, da v Equilibrium von (4) ist v̇∗ = 0 .

Somit sind die entsprechenden Lösungen von (3) gegeben durch:

u(t) = v∗eλt〈e, u0〉 .

Insgesamt lässt sich daraus folgern, dass die Menge der Equilibria von (4)

(a) den beiden trivialen Exponentiallösungen (1, 0, 0, )T und (0, 1, 0)T entspricht, was im Simplex S je
die beiden Ecken verbildlichen,
(b) falls es bei den Exponentiallösungen einen nichttrivialen Fall gibt, dann gibt es auch einen nicht-
trivialen Punkt im Inneren von S .

Daraus können wir nun folgern, dass die Exponentialösungen den Equilibria im Simplex entsprechen.
Dies wollen wir in einem weiteren Satz festhalten.

Lemma 2. Die Menge der Equilibria von (4) ∈ S besteht aus: den beiden Ecken (1, 0, 0)T und
(0, 1, 0)T , sowie einem nichttrivialen Punkt v∗ im Inneren von S falls

λ+ µ̃f + µ̃m + σ < lim
λ↓λ

φ(
βf − µ̃f − λ
µf + λ

,
βm − µ̃m − λ
µm + λ

) =: φ∞ ∈ (0,∞] (6)

gilt. Wobei λ = max{−µf , −µm} .

1.3 Stabilität der Equilibria des transformierten Systems

Im Folgenden wollen wir Aussagen über die Stabilität der Equilibria von (4) tre�en. Dazu klären wir
zunächst die Begri�ichkeiten der Stabilität, Attraktivät und asymptotischen Stabilität. Dazu sei nun
x∗ ein Equilibria.



54 Maria Bruno

Abb. 1. Stabilität
Abb. 2. Attraktivität

Stabilität

Hat man zu Begin eine kleine Störung x0 an x∗ , die noch innerhalb einer δ -Umgebung von x∗ liegt,
so bleibt man mit der Störung x, abhängig von der Zeit und dem Startwert x0, trotzdem innerhalb
eines ε -Schlauches um x∗.

De�nition 1. x∗ heiÿt stabil, falls gilt: ∀ε > 0 ∃δ > 0 , sodass x(t, x0) ∈ Uε(x∗) ∀ t ≥ 0, falls
der Anfangswert x0 in Uδ(x∗) liegt.
x∗ heiÿt �instabil�, falls x∗ nicht stabil ist.

Attraktivität

Hat man zu Begin eine kleine Störung x0 an x∗, die noch innerhalb einer δ -Umgebung von x∗ liegt, so
strebt x, abhängig von der Störung x0, für t→ ∞ gegen x∗. Wird also auf Dauer von x∗ angezogen.

De�nition 2. x∗ heiÿt attraktiv, falls gilt: ∃ δ0, sodass t+(x0) = ∞ und x(t, x0)→ x∗ für t→ ∞,
falls der Anfangswert x0 ∈ Uδ0(x∗) ist.

Abb. 3. asymptotische Stabilität

symptotischen Stabilität

Hat man zu Begin eine Störung x0, so bleibt x(t, x0) nicht nur im ε -Schlauch um x∗, sondern nähert
sich auf Dauer auch immer mehr an x∗ an.

De�nition 3. x∗ heiÿt asymptotisch stabil, falls: x∗ stabil und attraktiv ist.
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Um nun Aussgagen über die Stabilität der zuvor bestimmten Menge der Equilibria von (4) machen
zu können unterscheiden wir folgende 3 Fälle, die sich durch sehr technische Vorüberlegungen zeigen
lassen.

Lemma 3. Seien die Vorraussetzungen des Abschnittes über Exponentiallösungen erfüllt, das heiÿt:
Konstanten: µj , µ̃j , βj > 0 (j = f,m), sowie σ ≥ 0
βj > µ̃j für j = f,m und φ erfüllt (φ1)− (φ3)

Fall 1:

µf < µp und µm > µf +
βm − µ̃m + µf

µp − µf
φy(1, 0)

Daraus ergibt sich: (1, 0, 0) ist asymptotisch stabil in S, (0, 1, 0) ist instabil in S (Quelle), und v∗ exis-
tiert nicht.

Fall 2:

µm < µp und µf > µm +
βf − µ̃f + µm
µp − µm

φx(0, 1)

Daraus ergibt sich: (1, 0, 0) ist intabil in S (Quelle), (0, 1, 0) ist asymptotisch in S, und v∗ existiert
nicht.

Fall 3: gelten gleichzeitig die Implikationen:

µf < µp ⇒ µm > µf +
βm − µ̃m + µf

µp − µf
φy(1, 0)

µm < µp ⇒ µf > µm +
βf − µ̃f + µm
µp − µm

φx(0, 1) .

Daraus folgt: die beiden Ecken (1, 0, 0) und (0, 1, 0) sind instabil in S (Quelle), und v∗ existiert und
ist in S asymptotisch stabil.

Diese Stabilität der Lösungen sieht in einem Schaubild verdeutlicht wie folgt aus.

Abb. 4. Stabilitätsbereiche der Lösungsmenge
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1.4 Verbildlichung der 3 Fälle an Beispielen

Das Simplex aus dem Raum lässt sich als planares Dreieck, mit Seitenlängen 1 und Flächeninhalt
A, abbilden. Wählen wir nun einen Punkt µ aus dem Dreieck aus, brauchen wir aber wieder seine
dreidimensionalen Koordinaten µf , µm und µp. Diese erhalten wir durch grundlegende geometrische
Verhältnisse:

Der Punkt µ unterteilt das Dreieck in 3 kleinere Dreicke mit den Flächeninhalten A1, A2, A3

(Die sich über die Formel 1
2 ·Grund�äche·Höhe berechenen lassen).

Dabei gilt:
A1

A
= µf ;

A2

A
= µm;

A3

A
= µp .

Die Abbildung unten gibt Beispiele für die Fälle aus vorigem Lemma über die Stabilitä der Lösungs-
mengen an:
(1) ist dabei ein Bsp für Sabilität der Ecke (1,0,0). Etwas salopp gesagt: �Die Frauen gewinnen�,
(2) ist ein Beispiel für Stabilität in (0,1,0). Wir können eine �Tendenz zu den Männern� erkennen,
(3) ist ein Beispiel für Stabilität in einem nichttrivialen Fall. Dabei herrscht eine gewisse Ausgewogen-
heit bzgl. der Tendenz.

Abb. 5. Beispiele aus den drei Stabilitätsbereichen

2 Spezialfall - der symmetrische Fall

Im symmetrischen Fall nehmen wir nun an, dass die Paarbildungsfunktion symmetrisch ist und die
Geburts- und Sterberaten geschlechtsunabhängig sind.

D.h. es gelte:
(i) φ(x, y) = φ(y, x), x, y ≥ 0

Folglich bilden sich bei beispielsweise 10 Männern und 7 Frauen gleich viele Paare, wie bei 10 Frauen
und 7 Männern.

(ii) µ̃ := µ̃f = µ̃m

(iii) µ := µf = µm

Es sterben demnach immer je gleich viele verheiratete Frauen wie verheiratete Männern, als auch gleich
viele Singlefrauen wie Singlemänner.

(iv) β := βf = βm
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Es kommen also immer gleichviele weibliche wie männliche Babys zu Welt.

Zweierlei Verhältnisse von Sterbe un Geburtenraten gilt es jetzt zu unterscheiden.

1.Fall: β ≤ µ̃ Dann ist β − µ̃ ≤ 0 Daraus ergibt sich, nach einem Satz aus dem
Abschnitt über grundlegende analytische Eigenschaften, dass das triviale Equilibria = (0, 0, 0)T ist.
d.h. sf = 0, sm = 0, p = 0

Folgerung: Die Population stirbt aus.

2.Fall: β > µ̃ Zur Untersuchung dieses Falls werden einige Feststellungen aus dem Abschnitt
über Exponentiallösungen angewandt.

Nach einem Satz aus dem Abschnitt über Exponentiallösungen gilt nun: ∃! nichttriviale Exponential-
lösung u(t) = eλtu∗ mit 〈e, u∗〉 = 1 (anwendbar da die Bedingung aus (6) trivialer Weise erfüllt ist,
denn φ∞ = ∞ und ∞ ist immer > −µ − 2µ̃ + σ ).

Eine weitere Feststellung aus selbigen Kapitel war:

(λ+ µj)s∗j = (βj − µ̃j − λ)p∗ für j = f,m .

Wendet man darauf unsere Vorraussetzungen (i) - (iv) der Symmetrie an, erhält man:

(λ+ µ)s∗f = (β − µ̃− λ)p∗ = (λ+ µ)s∗m .

Darus ergibt sich: s∗f = s∗m =: s∗, aufgelöst nach p∗ haben wir:

p∗ =
µ+ λ

β − µ̃− λ
s∗ .

Daraus folgt zusammen mit (6) und unsereren Vorraussetzung (i)-(iv), dass:

λ+ 2µ̃+ σ = φ(
β − µ̃− λ
µ+ λ

,
β − µ̃− λ
µ+ λ

) .

Da nach Vorraussetung β > µ̃ lässt sich (φ3) anwenden:

φ(
β − µ̃− λ
µ+ λ

,
β − µ̃− λ
µ+ λ

) =
β − µ̃− λ
µ+ λ

φ(1, 1) .

De�niere nun κ := φ(1, 1)

⇒ λ+ 2µ̃+ σ = κ
β − µ̃− λ
µ+ λ

.

Was sich wiederum zu folgender quadratischen Gleichung umformen lässt:

λ2 + (µ+ 2µ̃+ σ + κ)λ − κ(β − µ̃) + µ(2µ̃+ σ) = 0 . (7)

⇒ λ1,2 =
−(µ+ 2µ̃+ σ + κ)±

√
(µ+ 2µ̃+ σ + κ)2 − 4(κ(β − µ̃) + µ(2µ̃+ σ))

2

= −1
2

(µ+ 2µ̃+ σ + κ)± 1
2

[(−µ+ 2µ̃+ σ + κ)2 + 4κ(µ+ β − µ̃)]1/2

Jedoch gilt: die zweite Lösung λ2 von (7) fällt weg, da diese kleiner als −µ ist.

Also ist

λ = −1
2

(µ+ 2µ̃+ σ + κ) +
1
2

[(−µ+ 2µ̃+ σ + κ)2 + 4κ(µ+ β − µ̃)]1/2 .

λ ist genau dann positiv (aufgrund eines vorangehenden Ergebnisses), wenn gilt:
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2µ̃+ σ ≤ κ
β − µ̃
µ

.

D.h. nach β aufgelöst gilt:

β ≥ µ̃+ µ
2µ̃+ σ

κ
. (8)

Dies kann man nun auf folgende Weise interpretieren, die auch der Intuition entspricht: Die Population
wächst wenn, Paarbildungsrate (κ) und Geburtenrate (β) groÿ, Scheidungsrate (σ) und Mortalität (µ
bzw. µ̃) gering sind. Für groÿes κ reduziert sich (8) im Wesentlichen zu β > µ̃, da der rechte Summand
aus (8) dann gegen 0 geht.

Literaturverzeichnis

1. Jan W. Prüÿt/ Roland Schnaubelt/ Rico Zacher, Mathematische Modelle in der Biologie, Birkhäuser
Verlag, 2008



Genetik

Anja Bachmann, Karen Huep

Anja.Bachmann@uni-ulm.de, Karen.Huep@uni-ulm.de

1 Grundbegri�e und das Hardy-Weinberg-Gesetz

Die Populationsgenetik untersucht die Auswirkungen von Evolutionsfaktoren auf die genetische Zu-
sammensetzung.
Gene, auch als Erbanlage oder Erbfaktor bezeichnet, sind Träger der Erbinformation, welche durch
Reproduktion an die Nachkommen weitergegeben werden. Sie sind im Zellkern auf Chromosomen ge-
speichert. Der Ort auf einem Chromosom, an welchem sich das Gen be�ndet ist der Genort oder auch
Genlokus genannt und die Gesamtheit aller Gene ist das Genom. Sind in einer Zelle zwei vollständige
Chromosomensätze vorhanden, so spricht man von Diploidie.
Verschiedene Ausprägungen oder Varianten eines Gens, die sich alle an einem Genort be�nden, werden
als Allele bezeichnet. Tritt ein Allel an einem Genort doppelt auf, der Genotyp hat die Form (Ai,Ai),
so ist der Genotyp homozygot und im Falle (Ai,Aj) mit i 6= j ist er heterozygot.

In diesem Kapitel geht man von einer (sehr groÿen) Population diploider Individuen aus, die sich
gemäÿ den Mendelschen Gesetzen fortp�anzen, und man beschränkt sich auf einen Genort.
Im Folgenden wird die relative Häu�gkeit eines Allels und deren Veränderung in der Tochtergeneration
untersucht.
Die relative Häu�gkeit des geordneten Paares (Ai,Aj) in der Population wird mit Pij , i,j ∈ {1,...,n}
bezeichnet. Dabei wird angenommen, dass [Pij ] symmetrisch ist, denn (Ai,Aj) und (Aj ,Ai) sind im
Allgemeinen nicht unterscheidbar. Dies bedeutet, dass die relative Häu�gkeit von AiAj gleich Pij+Pji
= 2Pij ist. Die relative Häu�gkeit pi des Allels Ai in der Population ist dann

pi =
1
2

(2Pii +
∑
j 6=i

Pij +
∑
j 6=i

Pji) =
n∑
j=1

Pij , i = 1, ..., n.

Es werden diskrete, nicht überlappende Generationen betrachtet. Migration und Mutation werden
ausgeschlossen. Der Paarbildungsvorgang, Fruchtbarkeit und Überlebensfähigkeit der Nachkommen
seien unabhängig vom Genotyp.

Alle Paarungsvarianten und die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten eines homozygoten Geno-
typs AiAi, i ∈ {1,..,n} sind in der folgenden Tabelle dargestellt. Da von einer sehr groÿen Population
ausgegangen wird entspricht die relative Häu�gkeit der Wahrscheinlichkeit.

Paarungskombination Wahrscheinlichkeit bedingte Wahrscheinlichkeit
(k,l 6= i, k 6= l) für die Bildung von AiAi
AiAi x AiAi P 2

ii 1
AiAk x AiAi 4PikPii 1/2
AiAk x AiAk 4P 2

ik 1/4
AiAk x AiAl 8PikPil 1/4

Mit der Formel von Bayes berechnet man die relative Häu�gkeit von AiAi in der Tochtergeneration
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P
′

ii = P 2
ii + 2

∑
k 6=i

PikPii +
∑
k 6=i

P 2
ik + 2

∑
k 6=i

∑
l<k,l 6=i

PikPil

= P 2
ii + 2

∑
k 6=i

PikPii + (
∑
k 6=i

Pik)(Pik +
∑
l 6=i,k

Pil)

= (Pii +
∑
k 6=i

Pik)(Pii +
∑
l 6=i

Pil) = p2
i

(1)

Für einen heterozygoten Genotyp AiAj , i,j ∈ {1,...,n}, i 6= j, wird P
′

ij mit der folgenden Tabelle analog
zum homozygoten Genotyp berechnet.

Paarungskombination Wahrscheinlichkeit bedingte Wahrscheinlichkeit für
(k 6= i, l 6= j,(k,l) 6=(j,i)) die Bildung von AiAj(i6=j)

AiAi x AjAj 2PiiPjj 1
AiAk x AjAj 4PikPjj 1/2
AiAi x AjAl 4PiiPjl 1/2
AiAj x AiAj 4P 2

ij 1/2
AiAk x AjAl 8PikPjl 1/4

Mit der Formel von Bayes folgt

2P
′

ij = 2PiiPjj + 2
∑
k 6=i

PikPjj + 2
∑
l 6=j

PiiPjl + 2P 2
ij + 2

∑
k 6=i

Pik(
∑

l 6=i,(k,l)6=(j,i)

Pjl)

= 2(Pii +
∑
k 6=i

Pik)(Pjj +
∑
l 6=j

Pjl) = 2pipj
(2)

Die Ergebnisse aus 1 und 2 lassen sich zu

P
′

ij = pipj ∀ i, j ∈ {1, ..., n}.

zusammenfassen. Damit ergibt sich

p
′

i =
n∑
j=1

P
′

ij =
n∑
j=1

pipj = pi

n∑
j=1

pj = pi

für alle i=1,...,n. Das heiÿt, die Allelhäu�gkeit bleibt in der Tochtergeneration gleich.
Dies führt zum

Hardy-Weinberg-Gesetz

(i) Die Allelhäu�gkeiten pi, i=1,...,n, bleiben von Generation zu Generation unverändert.
(ii) Die Genotyphäu�gkeiten Pij , i,j=1,...,n, bleiben von der ersten Tochtergeneration an unverändert.
Sie sind ab der ersten Tochtergeneration gegeben durch

Pij = pipj , f ür alle i, j ∈ {1, ..., n}. (Hardy −Weinberg −Gleichgewicht) (3)

2 Selektion an einem Genort

Dieser Abschnitt bezieht sich weiterhin nur auf einen Genort. Paarungserfolg, Fruchtbarkeit und Über-
lebensfähigkeit sind jetzt vom Genotyp abhängig, Mutation bleibt aber weiterhin ausgeschlossen.
Es wird wieder eine groÿe Population diploider Individuen betrachtet. N(t) ist die Gesamtzahl aller
Individuen und 2Ni(t) die Anzahl der Allele vom Typ Ai, i=1,...,n, zur Zeit t. Die Sterberate des
Genotyps AiAj wird mit dij und die Geburtenrate mit bij bezeichnet. Der Fitnessparameter von AiAj
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ist de�niert als fij := bij - dij (F=[fij ]). Man geht davon aus, dass F symmetrisch ist.
Die Gleichung

Ni(t+∆t)−Ni(t) =
∑
j

N(t)fijPij(t)∆t+O(|∆t|2).

beschreibt die Veränderung von Ni innerhalb eines kleinen Zeitintervalls ∆t durch den Beitrag von
AiAj . Mit Division durch ∆t folgt für ∆t → 0

Ṅi =
∑
j

NfijPij . (4)

Setzt man pi = Ni/N und N =
∑
j

Nj , so bekommt man für die relative Häu�gkeit der Tochtergenera-

tion

ṗi =
ṄiN −NiṄ

N2
=

1
N

∑
j

NfijPij −
Ni
N2

∑
k,l

NfklPkl =
∑
j

fijPij − pi
∑
k,l

fklPkl. (5)

Man nimmt an, dass sich die Population zu jedem Zeitpunkt im Hardy-Weinberg-Gleichgewicht be-
�ndet. Ersetzt man die Genotyphäu�gkeiten Pij in 5 durch die Hardy-Weinberg-Annahme, bekommt
man die Fisher-Haldane-Wright-Gleichungen

ṗi =
∑
j

fijpipj − pi
∑
k,l

fklpkpl, i = 1, ..., n (6)

für die Allelfrequenzen pi.
De�niere

φi(p) =
n∑
j=1

fijpj , i = 1, ..., n (7)

φ(p) =
n∑
i=1

piφi(p) =
n∑

i,j=1

fijpipj , (8)

dann erhält man mit 4 und der Hardy-Weinberg-Annahme

Ṅi = φi(p)Ni, i = 1, ..., n. (9)

Dabei ist φi(p) die Fitness des Allels Ai. Für die Gesamtpopulation gilt nach Summation der Glei-
chungen 9

Ṅ =
n∑
i=1

Ṅi =
n∑
i=1

φi(p)Ni = φ(p)N.

φ(p) ist der Fitnesszustand der gesamten Population und wird als mittlere Fitness der Population
bezeichnet.
Die Fisher-Haldane-Wright-Gleichungen 6 können nun mit 7 und 8 in der Form

ṗi = pi (φi(p)− φ(p)) , i = 1, ..., n (10)

geschrieben werden. Dabei ist φi(p) − φ(p) die Wachstumsrate von pi. Die relative Häu�gkeit des
Allels Ai nimmt also genau dann zu, wenn die Fitness des Allels gröÿer ist als die mittlere Fitness der
Population.
Die relativen Häu�gkeiten können als Vektor p = (p1, ..., pn)T geschrieben werden. Dieser sollte zu
jedem Zeitpunkt im (n-1)-dimensionalen Simplex

Sn = {x ∈ Rn+ : 〈e, x〉 = 1}

liegen, wobei e := (1, 1, ...1)T ∈ R.

Lemma 1. Für jeden Vektor p0 ∈ Sn besitzt das System ṗi = pi (φi(p)− φ(p)) (i = 1, ..., n) genau
eine Lösung p(t) mit p(0) = p0. Diese Lösung existiert auf R+, und es gilt p(t) ∈ Sn für alle t ≥ 0.



62 Anja Bachmann, Karen Huep

Beweis. Mit dem Satz von Picard-Lindelöf folgt die lokale Existenz und die Eindeutigkeit. Wegen der
positiven Invarianz von Sn folgt die globale Existenz nach rechts und der Standardkegel Rn+ ist positiv
invariant, da die rechte Seite von ṗi = pi (φi(p)− φ(p)) (i = 1, ..., n) quasipositiv ist. Für jede Lösung
p(t) von ṗi = pi (φi(p)− φ(p)) (i = 1, ..., n) gilt:

d

dt
〈e, p〉 = 〈e, ṗ〉 =

n∑
i=1

pi(φi(p)− φ(p)) = φ(p) (1− 〈e, p〉) .

Es gilt 〈e, p〉 ≡ 1, falls 〈e, p(0)〉 = 1 ist. Denn die skalare Di�erentialgleichung ẇ = φ(p)(1 − w) mit
Anfangsbedingung w(0) = 1 besitzt die eindeutige Lösung w ≡ 1. Desweiteren ist der Durchschnitt
zweier positiv invarianter Mengen wieder positiv invariant.

3 Das Fundamentaltheorem von Fisher

Satz 7 Für jede Lösung p(t) von ṗi = pi (φi(p)− φ(p)) (i = 1, ..., n) mit p(0) ∈ Sn ist die mittlere
Fitness φ(p(t)) für t ≥ 0 monoton wachsend. Es gilt

φ̇(p) = 2
n∑
i=1

pi (φi(p)− φ(p))2
, p ∈ Sn (11)

Insbesondere gilt φ̇(p) = 0 genau dann, wenn p ein Equilibrium ist.

Beweis. p(t) sei eine Lösung von ṗi = pi (φi(p)− φ(p)) (i = 1, ..., n) mit p(0) ∈ Sn. Da F symmetrisch
ist folgt

d

dt
φ(p) =

d

dt

 n∑
i,j=1

fijpipj

 = 2
n∑

i,j=1

fij ṗipj = 2
n∑
i=1

φi(p)ṗi

= 2
n∑
i=1

piφi(p) (φi(p)− φ(p)) = 2
n∑
i=1

pi (φi(p)− φ(p))2
.

Die mittlere Fitness φ(p) wächst somit für alle t ≥ 0 und φ̇(p) ist genau dann gleich 0, wenn für alle
i=1,...,n pi = 0 oder φi(p)− φ(p) = 0 gilt (p ist ein Equilibrium).

Aus Satz 1, Lemma 2 und dem Satz von La Salle folgt, dass für jeden Anfangswert p0 ∈ Sn die
zugehörige Lösung p(t) von ṗi = pi (φi(p)− φ(p)) (i = 1, ..., n) für t → ∞ gegen die Menge der
Equilibria konvergiert. Im nächsten Kapitel wird gezeigt, dass dies auch für unendlich viele Equilibria
gilt.

4 Konvergenz gegen Equilibria

Satz 8 Konvergenzsatz. Für jeden Anfangswert p0 ∈ Sn konvergiert die zugehörige Lösung p(t) von
ṗi = pi (φi(p)− φ(p)) (i = 1, ..., n) für t→∞ gegen ein Equilibrium.

Zunächst einige Hilfsmittel für den Beweis:
T (p) = {i : pi > 0} ⊂ {1, ..., n} ist der Träger von p ∈ Sn. Es sei q ∈ Sn. Dann ist die Entropie
dq : Sn → R ∪ {∞} de�niert durch:

dq(p) =
{
−
∑
i∈T (q) qilog(pi/qi), falls T (q) ⊆ T (p)

∞, falls T (q) * T (p)

Auÿerdem sei T (q) ⊆ T (p). Setze p̄ :=
∑
i∈T (q) pi ∈ (0, 1]. Dann folgt mit dem Satz von Taylor,

angewandt auf die Funktion {x 7→ −log(x)} in (0,∞):
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−logx = −log(p̄)− 1
p̄

(x− p̄) +
1

2ξ(x)2
(x− p̄)2. (x > 0, ξ(x) ∈ [min{x, p̄},max{x, p̄}]).

Setze x = xi := pi/qi, i ∈ T (q) dann gilt

ξ(xi) ≤ max{xi, p̄} ≤ max
{
pi
qi
, 1
}
≤ max

{
1
qi
, 1
}
≤ max
i∈T (q)

1
qi

=: η(q),

und man erhält folgende Ungleichungen:

−log
(
pi
qi

)
≥ −log(p̄)− 1

p̄

(
pi
qi
− p̄
)

+
1

2η(q)2

(
pi
qi
− p̄
)2

, i ∈ T (q)

⇐⇒ −
∑
i∈T (q)

qilog

(
pi
qi

)
≥ −log(p̄)−

∑
i∈T (q)

qi
p̄

(
pi
qi
− p̄
)

+
1

2η(q)2

∑
i∈T (q)

qi

(
pi
qi
− p̄
)2

da
∑
i∈T (q) qi = 1 und

∑
i∈T (q) qi(pi/qi − p̄) = 0 gilt

dq(p) ≥ −log(p̄) +
1

2η(q)2

∑
i∈T (q)

qi

(
pi
qi
− p̄
)2

(12)

Wegen −log(p̄) ≥ 0 folgt dq(p) ≥ 0 und dq(p) = 0 ⇔ p = q. dq(p) = ∞ gilt genau dann, wenn der
Population im Zustand p im Vergleich zu q mindestens ein Allel fehlt.
Als nächstes soll der euklidische Abstand |p− q|2 mit Hilfe von 12 nach oben abgeschätzt werden. Es
gelte T (q) ⊆ T (p). Wegen 12 gilt dq(p) ≥ −log(p̄) ⇔ −dq(p) ≤ log(p̄) ⇔ −p̄ ≤ −e−dq(p). Da x 7→ e−x

konvex ist gilt 1− x ≤ e−x ∀x ∈ R und damit∑
i/∈T (q)

pi = 1− p̄ ≤ 1− e−dq(p) ≤ dq(p). (13)

Mit 12,13, Dreiecksungleichung und Höldersche Ungleichung erhält man

|p− q|1 =
∑
i∈T (q)

|pi − qi|+
∑
i/∈T (q)

|pi − qi| =
∑
i∈T (q)

|pi − qi|+
∑
i/∈T (q)

pi

≤
∑
i∈T (q)

|pi − p̄qi|+
∑
i∈T (q)

|p̄qi − qi|+ 1− p̄

=
∑
i∈T (q)

|pi
qi
− p̄|qi + 2(1− p̄) ≤ [

∑
i∈T (q)

(
pi
qi
− p̄)2qi]1/2 + 2(1− p̄)

≤
√

2η(q)
√
dq(p) + 2dq(p).

Da |x|2 ≤ |x|1 ∀x ∈ Rn, gilt

|p− q|2 ≤ 2
√
dq(p)(η(q) +

√
dq(p)), p ∈ Sn. (14)

Es sei q ∈ Sn ein Equilibrium von ṗi = pi (φi(p)− φ(p)) (i = 1, ..., n). Diese Indexmenge {1, ..., n}
wird zerlegt in

J0 = {i : φi(q) = φ(q)}, J− = {i : φi(q) < φ(q)}, J+ = {i : φi(q) > φ(q)}.

Es gilt T (q) ⊆ J0 und T (q) = J0 = {1, ..., n} für q ∈ intSn. Setze lq(p) =
∑
i∈J−

pi und Vq(p) =

dq(p) + 2lq(p), p ∈ Sn. Da lq(p) ≥ 0 für alle p ∈ Sn und lq(q) = 0 (leere Indexmenge), ist auch
Vq(p) ≥ 0 für alle p ∈ Sn und Vq(p) = 0 ⇐⇒ p = q. Die Funktion Vq ist stetig di�erenzierbar auf der
relativ o�enen Menge Sn(q) := {p ∈ Sn : T (q) ⊆ T (p)} = {p ∈ Sn : dq(p) <∞}.

Lemma 2. Es sei q ∈ Sn ein Equilibrium von ṗi = pi (φi(p)− φ(p)) (i = 1, ..., n). Dann gibt es ein
δ(q) > 0, sodass

V̇q(p) ≤ φ(p)− φ(q)

für alle p ∈ Sn mit |p− q|2 < δ(q).
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Beweis. Sei p ∈ Sn(q). Da F symmetrisch ist gilt:
∑

i∈T (q)

qiφi(p) =
n∑
i=1

n∑
j=1

qifijpj =
n∑
j=1

(
n∑
i=1

fjiqi)pj =

n∑
j=1

pjφj(q). Damit kommt man auf folgende Ungleichung:

ḋq(p) = −
∑
i∈T (q)

qi
pi
pi[φi(p)− φ(p)] = −

∑
i∈T (q)

qi[φi(p)− φ(p)] = φ(p)−
n∑
j=1

pjφj(q)

= φ(p)− φ(q) +
n∑
j=1

pj [φ(q)− φj(q)] ≤ φ(p)− φ(q) +
∑
j∈J−

pj [φ(q)− φj(q)]

denn nach der De�niton von J0 und J+ ist
∑
j∈J0∪J+

pj [φ(q)− φj(q)] ≤ 0. Da q ∈ Sn(q) und Sn(q) in
Sn relativ o�en ist, gibt es ein δ0 > 0 mit p ∈ Sn(q), falls p ∈ Sn und |p− q|2 ≤ δ0. Auÿerdem gibt es
wegen der Stetigkeit von φ− φj , j = 1, ..., n in q ein δ ∈ (0, δ0), sodass für alle p ∈ Sn gilt:

|p− q|2 < δ ⇒ φ(p)− φj(p) ≥
3
4

[φ(q)− φj(q)], j = 1, ..., n.

Mit p ∈ Sn und |p− q|2 < δ folgt dann

l̇q(p) =
∑
j∈J−

pj [φj(p)− φ(p)] ≤ −3
4

∑
j∈J−

pj [φ(q)− φj(q)].

V̇q(p) = ḋq(p) + 2l̇q(p) = φ(p)− φ(q)− 1
2

∑
j∈J−

pj [φ(q)− φj(q)] ≤ φ(p)− φ(q).

Damit kann nun der Konvergenzsatz bewiesen werden:

Beweis. Konvergenzsatz. p0 ∈ Sn sei ein beliebiger Anfgangswert von 10 und p(t) die entsprechende
Lösung. p(t) existiert global nach rechts (Lemma 1) und ∀t ≥ 0 gilt p(t) ∈ Sn. Die Limesmenge ω+(p0)
enthält also mindestens einen Punkt q ∈ Sn, ein Equilibrium (Fisher, Salle). Es muss nun gezeigt
werden, dass ω+(p0) = {q} gilt.
Es gelte 0 < δ < δ0. Aus |p− q|2 ≤ δ0 folgt p ∈ Sn(q) ∀p ∈ Sn. Nach 14 und der De�nition von Vq(p)
gibt es ein ε > 0 mit Gε := {p ∈ Sn : Vq(p) < ε} ⊆ {p ∈ Sn : |p− q|2 < δ}.
Sei p(t) 6= q ∀t ≥ 0. φ(p(t)) ist streng monoton wachsend (11), und es gilt φ(p(t)) < φ(q) für alle
t ≥ 0. Da q ∈ ω+(p0), Vq(q) = 0 und Vq in q stetig gibt es ein t∗ > 0, sodass p(t∗) ∈ Gε. Mit einem
Widerspruchsbeweis lässt sich dann zeigen, dass daraus p(t) ∈ Gε ∀t ≥ t∗ folgt. Für p(t) ≡ q ist nichts
zu zeigen.
Mit Lemma 2 folgt aus p(t) ∈ Gε ⊆ {p ∈ Sn : |p − q|2 < δ} ∀t ≥ t∗, dass Vq(p()) in [t∗,∞) streng
fallend ist. Da Vq ≥ 0 gilt, existiert der Grenzwert V∞ := limt→∞ Vq(p(t)) und wegen q ∈ ω+(p0) gibt
es eine Folge (tk) ⊂ [0,∞) mit tk → ∞ und p(tk) → q für k → ∞. Es gilt also V∞ = Vq(q) = 0. Die
Konvergenz von p(t) gegen q für t → ∞ folgt nun wegen V∞ = 0, denn Vq ist in Sn(q) stetig und
Vq(p) = 0⇔ p = q.

5 Equilibria

p ∈ Sn ist genau dann Equilibrium von ṗi = pi (φi(p)− φ(p)) (i = 1, ..., n), wenn

pi = 0 oder φi(p) = φ(p) ∀i ∈ {1, ..., n} gilt. (15)

E sei die Menge aller Gleichgewichtspunkte von ṗi = pi (φi(p)− φ(p)) (i = 1, ..., n). Sie enthält alle
Ecken des Simplex Sn und besitzt höchstens 2n − 1 Elemente (falls E endlich ist).

Es sei fii > 0, p ∈ intSn (T(p)=1,...,n) und e = (1, ..., 1)T ∈ Rn. Dann gilt

(15)⇐⇒ Fp = φ(p)e. (16)
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Diese Gleichung sei erfüllt, dann gilt für y := p/φ(p) ∈ (0,∞)n Fy=e. Gilt umgekehrt Fy=e für ein
y ∈ (0,∞)n, dann ist 〈y, Fy〉 = 〈e, y〉 > 0 und für p := y/〈e, y〉 ∈ Sn ∩ (0,∞)n ist 16 erfüllt, denn

Fp =
Fy

〈e, y〉
=

Fy

〈y, Fy〉
=
〈y, Fy〉e
〈y, Fy〉2

= 〈p, Fp〉e = φ(p)e.

Für alle i ∈ T (p) gilt im Allgemeinen (15), falls φi(p) = φ(p). Das System lässt sich also auf ein
System der Dimension k=dimT(p) reduzieren: p̃ entstehe durch Streichen der Nulleinträge aus p, F̃
aus F durch Streichen der den Nulleinträgen von p entsprechenden Zeilen und Spalten und ẽ aus e
durch Streichen der den Nulleinträgen von p entprechenden Zeilen. Dann folgt:

Satz 9 Satz über die Equilibria. Es sei fii > 0 für alle i ∈ {1, ..., n}, p ∈ Sn und k = dim T(p).
Dann gilt die Äquivalenz

p ∈ E ⇐⇒ ∃y ∈ (0,∞)k : F̃ y = ẽ und pi =
yi

< ẽ, y >
∀i ∈ T (p)

Insbesondere ist für jede Trägermenge ∅ 6= T ⊆ {1, ..., n} die Menge {p ∈ E : T (p) = T} konvex; E ist
also eine endliche Vereinigung von konvexen Mengen.

Beispiel:

1 1 2
1 1 2
2 2 1

 Lösen des Systems Fy = e in (0,∞)3 führt auf y = (α, 1
3 − α,

1
3 ), α ∈ (0, 1

3 ).

Mit 〈e, y〉 = 2
3 und β = 3α folgt

E ∩ intS3 =
{

1
2

(β, 1− β, 1) : β ∈ (0, 1)
}
. (17)

Für T (p) = {1, 3} und T (p) = {2, 3} ist F̃ =
[
1 2
2 1

]
. Lösen des Systems F̃ y = (1, 1)T in(0,∞)2 führt zu

den Endpunkten der Strecke 17.

Für T (p) = {1, 2} ist F̃ =
[
1 1
1 1

]
und man erhält als Lösung des Systems F̃ y = (1, 1)T in(0,∞)2

{p ∈ S3 : p3 = 0}.
Daraus folgt E = {(0, 0, 1)} ∪

{
1
2 (β, 1− β, 1) : β ∈ [0, 1]

}
∪ {(β, 1− β, 0) : β ∈ [0, 1]} =: E1 ∪ E2 ∪ E3.

Dabei ist φ((0, 0, 1)) = 1, φ(p) = 3
2 ∀p ∈ E2 und φ(p) = 1 ∀p ∈ E3, die mittlere Fitness ist also

auf den Zusammenhangskomponenten von E konstant.

Lemma 3. Die mittlere Fitness ist auf jeder Zusammenhangskomponente von E konstant.

Beweis. O.B.d.A. gilt T = {1,...,n}. Mit dem Satz von Taylor gilt

φ(x) = φ(y) + 2〈Fy, x− y〉+ 〈x− y, F (x− y)〉, ∀x, y ∈ Rn. (18)

Es gelte Fp = φ(p)e und Fq = φ(q)e also p, q ∈ E ∩ intSn. Mit x = p und y = q eingesetzt in 18 ergibt
sich

φ(p) = φ(q) + 2〈Fq, p− q〉+ 〈p− q, F (p− q)〉
= φ(q) + 2φ(q) 〈e, p− q〉︸ ︷︷ ︸

=0

+ 〈p− q, e〉︸ ︷︷ ︸
=0

[φ(p)− φ(q)] = φ(q).

Diese Aussage stimmt auch, wenn der Abschluss von [p ∈ E;T (p) = T ] betrachtet wird, da φ stetig
ist.

6 Stabilität der Equilibria

In diesem Kapitel sollen die Gleichgewichtspunkte von (10) auf Stabilität hin untersucht werden. Doch
was genau ist mit Stabilität eigentlich gemeint?
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In seinen Gleichgewichtspunkten kommt ein System praktisch zu einem Halt, Änderungen laufen zwar
immer noch ab, doch gleichen sie sich gegenseitig aus. Die Frage ist nun, ob ein System diese Gleich-
gewichtspunkte erreicht und wenn ja, was passiert, wenn es dann gestört wird? Stabilität bedeutet in
etwa, dass sich das System nach einer Störung wieder auf diese Equilibria zu bewegt, also wieder in
den Ausgangszustand zurückkehrt.
Man kann mehrere Arten von Stabilität unterscheiden:

• lokale Stabilität:
Wird die Ruhelage des Systems leicht gestört, so kehrt das System wieder zum Gleichgewichtspunkt
zurück.

• globale Stabilität:
Das System kehrt auch nach groÿen Abweichungen immer wieder in den Ausgangszustand zurück.
Ein Equilibrium ist also global stabil, falls das System immer in ihm mündet.

• asymptotische Stabilität:
Das System erreicht den Gleichgewichtspunkt oder umkreist ihn sozusagen, ohne ihn zu erreichen.

Im Folgenden werden wir nun die Stabilität der Equilibria in drei Sätzen auf verschiedene Weise
charakterisieren:

Satz 10 Erster Stabilitätssatz: (Charakterisierung mit Hilfe der mittleren Fitness φ)
Es sei q ∈ Sn ein Equilibrium von (10). Dann gelten:

(i) q ist genau dann in Sn stabil, wenn φ bei q ein lokales Maximum besitzt.

(ii) q ist genau dann in Sn asymptotisch stabil, wenn φ bei q ein striktes lokales Maximum
besitzt.

Beweis. (i) ⇐
Für diesen Teil des Beweises wurde ausgenutzt, dass ein Equilibrium q stabil ist, wenn es zu jedem
ε > 0 ein δ > 0 gibt, so dass q(t, q0) ∈ Bε(q) für alle t ≥ 0 gilt, sofern der Anfangswert q0 ∈ Bδ(q)
erfüllt. Mit den Resultaten aus Abschnitt 26, geeigneter Wahl der Mengen und aufgrund der De�nition
von Vq folgt die Behauptung.

⇒
Mit geeignet gewähltem ε erhalten wir die Menge E ∩ Bε(q), die q enthält. Aufgrund der Stabilität
von q gilt für jedes beliebige p0 ∈ Bδ1(q) ∩ Sn mit δ1 > 0 dann p(t; p0) ∈ Bε/2(q) ∩ Sn
für alle t ≥ 0. Mit dem Fundamentaltheorem von Fisher und dem Lemma aus Kapitel 27 erhalten wir
dann φ(p0) = φ(p(0; p0)) ≤ φ(p∞) = φ(q) mit p∞ := limt→∞p(t; p0) ∈ E ∩Bε(q).
p0 war beliebig, also hat φ bei q ein lokales Maximum.

(ii) ⇐
Für diesen Teil des Beweises wird Ljapunovs direkte Methode verwendet, die hier kurz vorgestellt
werden soll:

Gilt
1. q ist ein Equilibrium
2. Vq ist eine Ljapunov-Funktion
3. Vq besitzt an q ein striktes Minimum
4. auf einer Umgebung von q gilt: V̇q < 0
Dann ist q asymptotisch stabil.
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In unserem Fall gilt 1. nach Voraussetzung. 2.: Eine Funktion ist eine Ljapunov-Funktion, wenn gilt:
V̇q ≤ 0. Ist gegeben, denn auf Grund der Annahme, dass φ bei q ein striktes lokales Maximum besitzt
und mit Hilfe des Lemmas aus Kapitel 26, gilt: V̇q(p) ≤ φ(p) - φ(q) < 0 für alle p ∈ Bδ(q) ∩ Sn \ {q}
3. gilt wegen Vq ≥ 0 und Vq(p) = 0⇔ q = p. 4. gilt wieder wegen V̇q(p) ≤ φ(p) - φ(q) < 0 für alle
p ∈ Bδ(q) ∩ Sn \ {q}. Damit ist also die ⇐ Richtung bewiesen.

⇒
Ist q in Sn asymptotisch stabil, dann muss q ein isoliertes Equilibrium sein. Die Behauptung folgt dann
mit dessen Eigenschaften und dem Fundamentaltheorem von Fisher.

Folgerung:
Es sei q ∈ Sn ein stabiles Equilibrium von (10). Dann gibt es ein ε > 0, sodass alle Equilibria in
Bε(q) ∩ Sn stabil sind.

Der Beweis erfolgt mit dem ersten Stabilitätssatz und dem Lemma aus Kapitel 27.

Satz 11 Zweiter Stabilitätssatz: (globale Stabilität)
Es sei q ∈ intSn ein Equilibrium von (10). Ist q asymptotisch stabil, so ist q bereits global
asymptotisch stabil in intSn. Insbesondere gilt in diesem Fall E ∩ intSn = {q}.

Beweis. Aus dem ersten Stabilitätssatz folgt, dass φ bei q ein striktes lokales Maximum besitzt. Mit
Hilfe von Ergebnissen aus den vorherigen Kapiteln folgt, dass φ(q) > φ(p) für alle p ∈ Sn\ {q} gilt,
also φ in q das globale Maximum auf Sn annimmt. Auÿerdem folgt aus Abschnitt 26 weiter, dass
ḋq(p) = φ(p)− φ(q) ≤ 0 für alle p ∈ intSn mit strikter Ungleichung im Fall p 6= q. Das bedeutet, dass
dq eine strikte Ljapunov - Funktion im Innern von Sn ist, also ist Sn positiv invariant, da
dq(p) → ∞ für p → Rand von Sn. Mit dem Satz von La Salle folgt die Behauptung.

Jetzt wollen wir die Stabilität der Equilibria mit Hilfe der Matrix F charakterisieren. Dies führt uns
dann später zum dritten Stabilitätssatz.

Bevor wir auf den allgemeineren Fall übergehen, betrachten wir zunächst nur den Fall eines vollständig
polymorphen Equilibriums q ∈ intSn. Unter der Annahme fij > 0 gilt nach dem ersten Stabilitätssatz:
q stabil⇔ φ besitzt bei q ein lokales Maximum⇔ 〈z, Fz〉 ≤ 0 für alle z ∈ e⊥ mit der Nebenbedingung
〈z, Fq〉 = 0. Mit aus der linearen Algebra bekannten Ergebnissen folgt, dass obige Gleichung äquivalent
ist zu:

y2
1 + ...+ y2

k − y2
k+1 − ...− y2

k+m ≤ 0

(19)

für alle y ∈ Rn mit

a1y1 + ...+ akyk − ak+1yk+1 − ...− ak+myk+m = 0

(20)

Dabei ist k die Anzahl der positiven, m die Anzahl der negativen Eigenwerte (sind alle reell und die
Vielfachheiten mitgezählt), Q das Produkt einer orthogonalen Matrix Q1 und einer Diagonalmatrix
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mit positiven Elementen auf der Hauptdiagonalen, y = Q−1z und a = Q−1q.
Wegen des Satzes von Perron-Frobenius gilt k ≥ 1. Durch die Bildung eines einfachen Gegenbeispiels
kann man auÿerdem leicht erkennen, dass k ≥ 2 nicht gelten kann. Also gilt hier k = 1.
Sei nun k = 1 und m = 0. Die Gleichung (20) reduziert sich dann auf a1y1 = 0, d.h. y1 = 0, da a1 > 0.
Damit gilt(19). Wir nehmen also im Folgenden m ≥ 1 an.
Damit ist (20) in unserem Fall

a1y1 = a2y2 + ...+ ak+1ym+1

Und durch Anwendung der Cauchy-Schwarzen-Ungleichung erhalten wir 〈z, Fz〉 ≤ 0, falls 〈q, Fq〉 ≥ 0,
was ja der Fall ist.
Wir haben also gezeigt, dass q genau dann stabil ist, wenn F genau einen positiven Eigenwert besitzt
(k=1 und m≥ 0).
Ist q asymptotisch stabil, dann ist es ein isoliertes Equilibrium und F nach dem Satz über die Equilibria
invertierbar. Diskutiert man 〈z, Fz〉 < 0 für alle z ∈ e⊥\ {0} in analoger Weise wie oben, so erhält man:
q ist genau dann asymptotisch stabil, wenn F einen positiven und n - 1 negative Eigenwerte besitzt.

Nun betrachten wir nicht mehr ein völlständig polymorphes Equilibrium, sondern ein Equilibrium q
mit T (q) 6= {1, ...n}. Sei p ∈ Sn, z := p - q und κ die Dimension von T(q), auÿerdem F̃ und ẽ wie in
Kapitel 27 de�niert und z̃ durch Streichen der den Nulleinträgen von q entsprechenden Komponenten
aus z entstanden. Wir erhalten folgendes:

Hat φ bei q ein lokales Maximum, so gilt:

αj := φi(q)− φ(q) ≤ 0 für alle i /∈ T (q) und
〈
z̃, F̃ z̃

〉
≤ 0 für alle z̃ ∈ Rκ mit 〈ẽ, z̃〉 = 0.

Wir wissen bereits aus dem Fall des vollständig polymorphen Equilibriums, dass dies äquivalent dazu
ist, dass F̃ genau einen positiven Eigenwert besitzt. Das alles reicht aber noch nicht für die Stabilität
von q.
Wir beschränken uns auf den Fall αj := φi(q)− φ(q) 6= 0 für alle i /∈ T (q), q ist also nicht ausgeartet.
Dann folgt aus der Stabilität von q: αi < 0 für alle i /∈ T(q) und F̃ hat genau einen positiven Eigenwert.
Jetzt soll noch die Umkehrung gezeigt werden: Gelte also Obiges, dann folgt wegen der Identität aus
Kapitel 27 mit hinreichend klein gewählten positiven Konstanten β und δ1 und T(q) = {1, ..., κ},
z̃ = (z1, ..., zκ)T und ẑ =

∑
zi, i /∈ T(q):

φ(p)− φ(q) ≤ −βẑ +
〈
z̃, F̃ z̃

〉

für alle (z̃, ẑ) ∈ Rκ+1 mit |(z̃, ẑ)|l ≤ δ1, l ∈ {1, ...n}

F̃ wird nun analog zu F diagonalisiert und mit denselben Bezeichnungen erhalten wir:

−βẑ +
〈
z̃, F̃ z̃

〉
= −βẑ + y2

1 − y2
2 − ...− y2

m+1 mit a1y1 − a2y2 − ...− am+1ym+1 = −φ(q)ẑ ≤ 0

Im Fall m=0 haben wir a1y1 = −φ(q)ẑ ≤ 0 und damit −βẑ +
〈
z̃, F̃ z̃

〉
≤ 0, falls ẑ hinreichend klein

ist.
Im Fall m ≥ 1 gilt mit der Cauchy-Schwarzen-Ungleichung −βẑ +

〈
z̃, F̃ z̃

〉
≤ 0, falls |y| und ẑ hinrei-

chend klein sind. Da wir uns auf den generischen Fall beschränkt haben, folgt dass φ bei q ein lokales
Maximum besitzt und damit nach dem ersten Stabilitätssatz stabil ist. Wir haben also die Umkehrung
gezeigt.
Analog zeigt man, dass q genau dann asymptotisch stabil ist, wenn F̃ einen positiven und κ - 1 negative
Eigenwerte besitzt.
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Zusammengefasst erhalten wir den dritten Stabilitätssattz:

Satz 12 Dritter Stabilitätssatz: (Charakterisierung mit Hilfe der Matrix F)
Es sei q ∈ Sn ein nicht ausgeartetes Equilibrium von 10. Weiter sei κ = dimT(q) und

F̃ ∈ Rκxκ wie im Satz über die Equilibria. Dann gelten:

(i) q ist genau dann in Sn stabil, wenn φi(q) < φ(q) für alle i /∈ T(q) gilt, und F̃ genau
einen positiven Eigenwert besitzt.

(ii) q ist genau dann in Sn asymptotisch stabil, wenn φi(q) < φ(q) für alle i /∈ T(q) gilt,

und F̃ genau einen positiven und κ− 1 negative Eigenwerte besitzt.

Man beachte, dass Ausartung im obigen Sinne nur am Rand von Sn auftreten kann.
Zum Abschluss des Kapitels wollen wir noch folgenden Satz einführen:

Satz 13 Satz über das Aussterben von Allelen:
Besitzt die Fitnessmatrix F l positive Eigenwerte und sind alle führenden Hauptminoren von 0 ver-
schieden, dann fehlen bei jedem stabilen Equilibrium von (10) mindestens l -1 Allele.

Beweis. Ist q stabil, so besitzt F̃ genau einen positiven Eigenwert. Hat F l positive Eigenwerte und
sind alle führenden Hauptminoren von 0 verschieden, so hat die Hauptuntermatrix mindestens l - (n -
κ) positive Eigenwerte. Damit gilt aber l - (n - κ) ≤ 1, d. n - κ ≥ l - 1.

7 Der Fall zweier Allele

Im Folgenden soll (10) für den Fall zweier Allele auf Stabilität untersucht werden. Das bedeutet also,
dass ein Gen mit Wahrscheinlichkeit x in Ausprägungsform 1 und mit Wahrscheinlichkeit 1 - x in
Ausprägungsform 2 vorkommt. Deswegen kann für n = 2 nun p = (x, 1 - x) gesetzt werden.
Desweiteren gilt aufgrund der Symmetrie der Fitnessmatrix F f12 = f21, somit ist:

φ1 = f11x + f12(1 - x) und φ2 = f12x + f22(1 - x)

und damit:

ẋ = x(1 - x)(φ1(x) - φ2(x))

(21)

Aus dieser Gleichung kann man direkt ablesen, dass die Häu�gkeit des Allels A1 genau dann zunimmt,
wenn φ1(x) > φ2(x) gilt, also - biologisch interpretiert - die Fitness von A1 gröÿer als die von A2 ist.
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Die Menge der für uns interessanten Equilibria sind gerade die Nullstellen der Gleichung (21), also

x = 0, x = 1 und x∗ =
f22−f12

(f11−f12)+(f22−f12) ( mit f11 − f12 6= f12 − f22)

Auÿerdem gilt: φ(x) = xφ1(x)+(1−x)φ2(x) und damit φ̇(x) = 2(f12−f22 +x(f11−f12 +f22−f12))

Mit diesem Vorwissen wollen wir nun die Stabilität der Equilibria untersuchen. Dazu betrachten wir 4
verschiedene Fälle, wobei Grenzfälle auÿer Acht gelassen werden:

• Fall I: f11 < f12 < f22

Aufgrund des Fundamentaltheorems von Fisher gilt φ̇(x) < 0 in ganz [0, 1]. φ ist also in dem
Intervall streng monoton fallend und nimmt damit sein Maximum in x = 0 an. Mit dem ersten
Stabilitätssatz folgt, dass x = 0 asymptotisch stabil und x = 1 instabil ist. x∗ existiert in diesem
Fall in (0, 1) nicht. Alle Lösungen, die in (0, 1) starten, konvergieren gegen das stabile Equilibrium
x = 0. Es gilt in diesem Fall φ1 < φ2, das bedeutet eine Dominanz des Allels A2, da es die gröÿere
Fitness besitzt.

• Fall II: f22 < f12 < f11

Hier gilt φ̇(x) > 0 in ganz [0, 1]. Analog zu Fall I ergibt sich damit asymptotische Stabilität von
x = 1, Instabilität von x = 0 und Dominanz des Allels A1. x∗ existiert auch hier in (0, 1) nicht.

• Fall III: f11, f22 < f12

In Fall III ist φ(x) eine nach unten geö�nete Parabel mit Scheitelpunkt x∗, das heiÿt Maximum in
x∗ in (0, 1). Mit dem ersten und zweiten Stabilitätssatz folgt global asymptotische Stabilität von
x∗. Alle anderen Equilibria sind damit instabil. Wegen f12 > f11, f22 hat der heterozygote Genotyp
die gröÿte Fitness (Überdominanz oder Heterosis).

• Fall IV: f11, f22 > f12

φ(x) ist eine nach oben geö�nete Parabel mit Scheitelpunkt x∗, das heiÿt Minimum in x∗ in (0,
1), damit ist x∗ instabil. Unterhalb von x∗ konvergieren die Lösungen gegen x = 0 und oberhalb
gegen x = 1. Daraus folgt die asymptotische Stabilität von x = 0 und x = 1. Wegen f11, f22 > f12

ist hier der homozygote Genotyp am �ttesten (Unterdominanz).

8 Beispiele im Fall dreier Allele

In diesem Kapitel wollen wir anhand einiger konkreter Beispiele Stabilität der Equilibria im Fall n =
3 betrachten.

(A) Ein stabiler Polymorphismus im Innern

Gegeben sei die Fitnessmatrix
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F =

1 3 2
3 1 3
2 3 1


Als Equilibria von 10 im Simples S3 erhalten wir nach Kapitel 27:
die Eckpunkte (0, 0, 1), (0, 1, 0) und (1, 0, 0), auÿerdem E1 = ( 1

2 ,
1
2 , 0), E2 = (0, 1

2 ,
1
2 ) und

E3 = ( 1
2 , 0,

1
2 ) auf den Kanten und den vollständigen Polymorphismus E4 = ( 2

7 ,
3
7 ,

2
7 ) im Innern.

Um auf Stabilität zu untersuchen, wollen wir den dritten Stabilitätssatz verwenden. Wir beginnen mit
der Ecke q = (1, 0, 0):
Hier ist T(q) = {1}. Für die φi(x) erhalten wir φ1(x) = 1, φ2(x) = 3 und φ3(x) = 2.
Damit ist φ(x) = 1. Was bedeutet, dass φ2(x), φ3(x) > φ(x). Nach dem dritten Stabilitätssatz ist
(1, 0, 0) somit instabil. Analog sind auch die übrigen Ecken und die Kantenpunkte E1, E2, E3 instabil.

Betrachten wir nun also E4: T(E4) = {1, 2, 3}. Es existiert somit kein i /∈ T(E4), wir betrachten daher
gleich die Eigenwerte von F. Diese sind 2 +

√
19, 2−

√
19 und −1. Das heiÿt wir haben einen positiven

und zwei negative Eigenwerte. Damit ist E4 nach Teil (ii) des dritten Stabilitätssatzes asymptotisch
stabil und nach dem zweiten Stabilitätssatz folgt daraus auch die globale Stabilität im Innern von S3.

(B) Ein global stabiler Polymorphismus auf dem Rand

Gegeben sei die Fitnessmatrix

F =

1 2 2
2 1 3
2 3 1.5


Neben den drei Eckpunkten haben wir dieses Mal nur noch die drei Kantenpunkte E1 = ( 1

2 ,
1
2 , 0),

E2 = (0, 3
7 ,

4
7 ) und E3 = ( 1

3 , 0,
2
3 ) als Equilibria. Die Eckpunkte und E1 und E3 sind aus dem gleichen

Grund wie in (A) nach dem dritten Stabilitätssatz instabil. Untersuchen wir daher E2:
Es gilt:

φ1(x) = 1 · 0 + 2 · 3
7 + 2 · 4

7 = 2
φ2(x) = 3

7 + 12
7 = 15

7
φ3(x) = 9

7 + 6
7 = 15

7
und damit φ(x) = 0 · 2 + 3

7 ·
15
7 + 4

7 ·
15
7 = 105

7

Wegen T(E2) = {2, 3} muss nur φ1 < φ gelten. Das ist erfüllt, betrachten wir also die Eigenwerte

der zu E2 gehörigen Matrix F̃ =

(
1 3
3 1.5

)
: Diese sind mit 4.5 und -2 ein positiver und ein negativer

Eigenwert. Also ist E2 nach Teil (ii) des dritten Stabilitätssatzes asymptotisch stabil.

(C) Bistabilität

Gegeben sei die Fitnessmatrix

F =

1.5 1 3
1 2 1
3 1 2


Neben den drei Ecken erhalten wir folgende Equilibria: E1 = ( 2

3 ,
1
3 , 0), E2 = (0, 1

2 ,
1
2 ), E3 = ( 2

5 , 0,
3
5 )

und auf dem Inneren von S3: E4 = ( 2
12 ,

7
12 ,

3
12 )
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Mit den gleichen Berechnungen wie oben erhalten wir aufgrund des dritten Stabilitätssatzes asym-
ptotische Stabilität für (0, 1, 0) und E3. Wir haben also genau zwei stabile Equilibria, gegen die die
Anfangswerte konvergieren.

(D) Tristabilität

Gegeben sei die Fitnessmatrix

F =

2 1 1
1 1.2 1
1 1 1.5


Equilibria sind die Eckpunkte und E1 = ( 1

6 ,
5
6 , 0), E2 = (0, 5

7 ,
2
7 ), E3 = ( 1

3 , 0,
2
3 ) und E4 = ( 1

8 ,
5
8 ,

2
8 ).

Alle Eigenwerte der Matrix F sind positiv und auÿerdem alle führenden Hauptminoren 6= 0, damit
sind nach dem Satz über das Aussterben von Allelen alle Ei, i =1,...4 instabil. Die Eckpunkte hingegen
sind mit Berechnungen analog zu den ersten Beispielen alle drei stabil in S3. Damit konvergieren die
Anfangswerte gegen einen der drei Eckpunkte.

Anmerkung:
In den Fällen (C) und (D) gibt es jeweils mindestens eine sogenannte Separatrix, eine Lösungskurve,
die die Lösungen mit verschiedenem Konvergenzverhalten (jeweils gegen eines der stabilen Equilibria)
von einander abgrenzt. Die Aussagen über die Konvergenz der Anfangswerte beziehen sich daher nur
auf diejenigen, die nicht auf eine dieser Separatrizen liegen.
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˙cA = −kcA, cA(0) = c0
A

˙cP = kcA, cP (0) = c0
P

˙cQ = kcA, cQ(0) = c0
Q.
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���^rM�^yz{�wQ�#{�yU�^w�v¹È#{�y|��s����^w�y|���gyz�M��{~wg{�yz�Í¬®{�s¢�Q{�w½Jw�v`¸�{��]�QsQr��Q¸��T{�s?�^v^�Q�Ït)v`w���r)���T{���{��ÍÁJ�T�^�]��sg¸~{�w�¬®«)xzxP��¶qGr¨�Tyz{lxz{��Q¸���{~�À�#{~yz�T{~�WÃGxz{�y��Q���^�^}){~�À�#{�yp�#{���r)�^�`�Q{��

k
���^w[�^vT���Àt)v)�

cA(t)
r)�^��«)�^}){~�U�T�)Å)���^{��N�Ty|{�s¡{l�2r)�Q�

�pÅ`s��^�^}��T{�w7{�w�s¡��{��bquy|Æ#{~w�{~�^¸�y�r$xz})xz{�y��Q���^�^}nxz{�y��Q�]�7��y|�¡��{~xzs7º��`�Q{�}`wQr$��yzv)��}`{�xzÅ`s¡�J�7{�w��T{��U¶]quy|{��UÅ]s¡�^��}n�T{~w7{�wQs¡��{~�ÃGxz{�y����]�^�^}¨xzr)�T��{��~É
cA = e−ktc0

A

��y|�¿{�yz�^{��
t ≥ 0

¶2ª>^wu�Ty|{��<{�wQ{~���^�]���^}¨�T{~w¿Êg{~r)�]��yzv)��s��)v)�2s¢��r$�`�Q{��
k
�#{��^Å)��yz}$�[�¨r$�W�Ty|{�s�v�}`{���r)�^�`�Q{lÄur$xz�T±�<{�w��Qs�¸�{�y|�

τH
�T{�wgÈR{�w�¬Xr$xzxzs�w�{�r$�`�Qy|v`�U¶)quy|{�s¡{u�#{~���^w�{~y|�^�<�Tyz{�È#{~yP���`yz�¹�^{�w<�Tyz{uÄu«$x|¬°��{G�T{~s7ÁJ�T�^�]�Qs

A
¸~{�w�¬Xr$xzx|{~�¨y�s¢��¶qGr$��{�wg})yzx|�g�^yz{�w�É

e−kτH = 1
2

�����À�^r$��y|�~É
τH = log2

k

¶
qGr$��y|�Cx�«)sQs¡�Cs�yz�����]�^�b�Ty|{¿Êg{~r)�`�Qy|v`��s��)v)��s¡�Qr$�]��{

k
�)s�vÇ�gyz{g�Tyz{g�UÅ]s¡���^}){��

cP (t)
�^���

cQ(t)
�T{�wJr)���T{�wQ{��M�#{~yz�T{~�quy|Æ#{~w�{~�^¸�y�r$xz})xz{�y��Q���^�^}){~�Í�#{~w�{��Q�^�^{~�U¶

®¯¢µ® G îXå�çXêÇä>ò#åI5¨çéêÇäRã�è�ð�å�â1 &ã�çXë#ï0å�ï
ÁJy|��r)���T{�wQ{�w4{�yz�T¬Xr)���^{�w4�^�2�M�^r$�#{�y^s¡{~�^w4��«$�F.�}){~w4Êg{�r$�]��yzv)��s¡�¢¼]��yzs¡�C�Tyz{gÃGxz{�y��Q��}){��gy����`�Qs�wQ{~r$�]�Qy|v`�U¶ÇÄ[yz{�wQ�#{�y�x�r$�^±¬®{~�Í¸~�7{�yR}`{�}){~��sQ«���¸~x|y����^{uÊg{�r$�]��yzv)�^{~�U�T�Ty|{lÄ[yz�T±@�^�2�Í�Tyz{�Êg�����w�{�r$�]��yzv)�p�`}`x|{~yz���^¸~{�y|��yz}Mr$�U���7v`�#{�y&s�yz���Í�My|�[�T{�wÈR{�y|��{�yz�·ÃGxz{�y��Q��}){��gy����`�~�>r$x�s�vÀ{~y|�·s¢��r$�^yzxz{�wMÈR��s¢��r$����{~y|��s¡��{~x|x|�~¶4Ã�x|{~yz���^}){~�gyz���`��s¡wQ{~r)�`�Qyzv)�^{���x|yz{�}`{��»�#{�y�s¡�^yz{�x�s¡±�<{�y�s¡{��#{~yUquy�s�s�v)¸~yzr$��yzv)�^{~�U�Tr)xzs�v��T{~� È#{�w�¬Xr$xzx&t)v)�N�Tr$xz¸�{~�Ïy|�À�<«`s�s�w�yz}){~�Ü�UÅ]s¡�^��}){��U�Tt)v`w~¶�¿x|xz}){~��{�yz�Ïx�r)sQs¡{~�Ïs¡y����NÃGx|{~yz���^}`{��gy��Q�`��s�w�{~r)�]��yzv)�^{~�¹��y|�g¬®v)xz}){~���T{�w[Êg{~r)�]��yzv)��s�})xz{�y��Q���^�^}��^r$w�s¢�Q{�xzxz{��UÉ

k+

A + B 
 P,
k−

�<v)�#{�y
A
�^���

B
�Tyz{¨�#{~yz�^{��»ÁJ�T�^�]�Q{¹�T{~w�Ä¿y|�T±u�#{~¸�yz{��]���^}`s��7{�y�s�{¨�Tyz{b½CwQvT�T�^�]��{¹�T{�w�Êg�����w�{�r$�]��yzv)���^���

P��r)s�½Cw�v^�T�^�]�M�T{�wMÄ¿y|�^±G�^�2�¾�^r`s�ÁJ�T�^�]���T{~wMÊg����]wQ{~r)�]��yzv)�»s�yz���&¶4q¿yz{ÏÊg��Q��wQ{~r)�]��yzv)��y�s¡�Mr$x�s�vW�gy|{��T{�w�{�yz�^{ÈR{�w�¬®r)xzxzs�w�{�r$�`�Qy|v`�U�]�?«$�^wQ{����Ï�Tyz{lÄ¿y|��w�{�r$�]��yzv)�Í{~y|��{n��¼��]���^{�s¡{n�^r$w�s¢�Q{�xzx|�~¶qGr$w�r$�2s<{�wQ})yz�T�[s¡y����Í¬®v)xz}){~���T{~s[��¼Ts¡��{~� t)v)�Àq¿y|ÆR{�wQ{��^¸~yzr)x|}`x|{~yz���]�^��}){��UÉ
˙cA = −k+cAcB + k−cP , cA(0) = c0

A,
˙cB = −k+cAcB + k−cP , cB(0) = c0

B ,
˙cP = k+cAcB − k−cP , cP (0) = c0

P ,

�<v)�#{�y>�Tyz{
cj
��yP�

j ∈ {A,B, P} �gyz{~�T{�wG�Tyz{�Ë¿v)�^¸~{��]��w�r���yzv)��{��N�T{�w\á¢{��7{~y|xzy|}`{��©���^��s¡�Qr)�^¸�{��¯s�y|���U¶#q¿yz{�¸~�7{�y|±�Q{��¯�T�^�M�¨r)���T{��Wv)�^yz}){~w[quyPÆR{�wQ{���¸�y�r$xz})xz{�y��Q���^�^}){~�Ns¢�Q{�xzx|{~�N�^y|{MÈR{�w¡¬Xr)x|x�s�w�{�r$�`�Qy|v)�p�^r$x�s¡vb�Tyz{�Êg�����w�{�r$�]��yzv)�Ït)v`�wQ{~���`��s[��r)���Nxzy|�^�Ts~�2��r$w�¶�qGrb�^y|{�s[{�yz�Nxzyz�^{~r)w�{~w¿Ðp{~w���yzs¡�~�#s��^wQyz���`�¿�¨r)�N�^yz{�w¿t)v`�À{~y|�^{~wuÊg{�r$�]��yzv)�N{�w�s¢�Q{�w2>uw���±���^�^}�¶7qGr$}){~}){~�.y�s¡�¹�Tyz{¯��¼��]���^{�s¡{~w�{�r$�]��yzv)�U�Cr)xzs�v»�Tyz{WÄ¿y|�^wQ{~r)�]��yzv)��t)v)��xzy|�^�Ts¨�2r)����wQ{~���`��s��C{~y|��{WÊg{~r)�]��yzv)�¸~�7{�y|��{~wé>uw��T�]���^}��@��r�s�y|{N�T�^w��Q��{�yz�^{��6È]��r`�TwQr$��y�s����^{~�.Ðp{~w�� ��vT�T{~x|xzyz{�w����gyzwQ�&¶Cquy|{�s¡{~w��)v`�M�n�¨¸~��s¡�Qr$�2�T{)���rÀ�Tyz{¨��r$�^w�sQ�Q�^{~y|��x|y��Q���){�y|�~�p�^r)sQs�{~y|�»�Nv`x|{~��^x
A
��yP��{�yz�^{~� �Nv`xz{���^x

B
¸���sQr$����{��]��wQyPÆ.�^������y|���^y|{�s¡{~�wQ{~r)})yz{�w��~���^wQv)�#v)w���yzv)�2r$x#¸���� ½CwQvT�T�^�]�[�^{�w[Ë¿v`�^¸�{~�`�QwQr$��yzv)�^{~�¹�#{�y��T{�w[�#{��Q{�yzx|yz}$�Q{�w¿���#{~¸�yz{��Àyzs¡�~¶ÈR�^w��UÅ`s��^�^}b�^y|{�s¡{�s[quy|Æ#{~w�{~�^¸�y�r$xz})xz{�y��Q���^�^}]s�s�¼Ts¢�Q{��¨s?�gyzwQ�À¸~�^��«)����s¡�u�Ty|{�{�w�s¡��{n�2{~¸�yz{����^�^}`s��7{~yzs�{l¸��<{�y|��{�ÃGxz{�y|±���]�^��}�¸���w[�TwQyP����{~�Àr`�^�Tyz{�w��~É

˙cA + ˙cP = ˙cB + ˙cP = 0
¶

qGr$w�r$�2s7¬®v)xz}$���^�^r`s�s?}`y|x|�~É



÷ÏÀR�fêXîbÂ Ê -
cA(t) + cP (t) = const. = c0

A + c0
P

�^���
cB(t) + cP (t) = const. = c0

B + c0
P

�
r)xzs�v�É

cA = c0
A + c0

P − cP
�^���

cB = c0
B + c0

P − cP
¶

�T{���¸��[�¨r$�À�Tyz{~sg�]���Ïyz�N�Ty|{n�TwQy|�¡��{nquyPÆR{�wQ{��^¸~yzr)x|}`x|{~yz���]���^}M{~y|�p�^s�v�{�wQ��«$x|�g�¨r$�UÉ
˙cP = k+(c0

A + c0
P − cP )(c0

B + c0
P − cP ) − k−cP =: r(cP )

¶
²¿���T{��Às¡�Qr)�^y|xz{��WÈ#��s¡�Qr)���¹yz��ÃGx|{~yz���^}){~�gyz���`�[�Tyz{~s�{�w[Êg{~r)�`�Qy|v`�Í¸��Ï�#{�wQ{~���^�^{~�U�T����s�sg�^y|{G¬®v`x|}`{����T{lr$xz}){~�^wQr)yP±sQ���^{nÃGxz{�y��Q���^�^}�}`{�x|��{~�UÉ

r(cP ) = k+(c0
A + c0

P − cP )(c0
B + c0

P − cP ) − k−cP = 0
¶

qGr�{~s[s�y��Q�À�#{�y0�T{�w¿Ë¿v`�^¸�{��]��w�r��Qy|v`�
cP
�^��{�yz�^{n���^{���y�s����^{�ÃGwQÅ)Ó`{G��r$�2�T{�x|�~���7{�w��T{~�Ï�#{�y0�T{�w��UÅ]s¡�^��}�v)�^yz}){~w

È]��r`�Tw�r���y�sQ�Q�^{~wnÃGxz{�y��Q���^�^}W�]�^w�w�{~{�xzx|{«�UÅ]s¡�^�^}`{����#{���w�r)���`��{��~¶pÁCyz�^{¹�T{�w��#{�y��T{��»w�{~{�xzx|{~�æ�pÅ`s��^�^}){~���T{�w�ÃGxz{�y|±���]�^��}¿yzs¡�0��xz{�yz�^{�w>r$x�s
a := min

{
c0
A + c0

P , c0
B + c0

P

} �Ç�^r¿�^r)�T��wQ���n�^r`sU{~wQs¡��{J½Cw�v^�T�^�]�>�T{�w>Ð0{�wQ��sp�#v`s�yP�Qyztu�gyzw���������Ty|{g�#{�y��T{~�M½CwQvT�T���`����{~w���{gs�vG��y|�J�T{����#{�y��T{~�M�#v]s¡y|��yzt){���Êg{�r$�]��yzv)��s��)v`��s¢��r$�`�Q{��
k+
�^���

k−
yz�¨�T{�w7���^�M±��{%�¿�^xzx>{�wQ}){��#{~�U¶2quy|{�¸��<{�y|��{�wQ{�{~x|xz{3�pÅ`s��^�^}¹�T{�w�ÃGxz{�y����]�^�^}¹y�s¡�u})wQÅ)Ó`{�w¿r$x�s

b := max
{
c0
A + c0

P , c0
B + c0

P

} ���rN�^yz{�w��T�^w��Q�¾�^y|{¹�#{�y��T{~�·Ë�xzr)���M{~w��¾�T{~s�{~wQs¡��{~�»½Cw�v^�T�^�]�Qsgá¢{��7{~y|x�s��^{~}`r��Qyzt©�7{�w��T{~�»�^���¾s�yz���·�Ty|{¹�#{~yz�^{��½Jw�vT�^�^�]��{l�T{~w¿ÃGxz{�y��Q���^�^}��gyz{~�^{�wQ�^����y|�¿�T{~�Ï�#v]s¡y|��yzt){��ÀÊg{�r$�]��yzv)��s��)v)�2s¢��r$�`�Q{��Í¸����[�^xzxps��^���Myz{�wQ{��p¶qGr×á�{��TvT�������^wJ�#v`s�yP�Qy|t){[Ë¿v`�^¸�{~�`�QwQr$��yzv)�^{~�M���^{���y�s����¨s�yz�^�]t)v`x|x2s¡yz���&�)����sQsJ�Ty|{[¸~�7{�y|��{��UÅ]s¡���^}lr)��s¡}`{~sQ�Q�^xzv`sQs¡{���<{�w��T{��U¶Çqu�^w��Q���Tyz{~s�{��UÅ]s¡���^}¿�7{�w��T{����gyz{7v)�#{����#{~sQ�Q��w�yz{��#{~���Tyz{7�#{�y��T{~��Ë�xzr)���M{~w����T{�s0{�w�s¢�Q{��M���^���¨r$���T{~�
á¢{~�7{�yzx�s��^{~}`r$��yztR¶&qGrÀ�^y|{�s¡{�á¢{��TvT�����Tyz{���yz���`�Q�^{�}]r���yzt){���Ëuv)�^¸~{��`�QwQr$��yzv)�^{~�

cA
�����

cB
�^r$w�s¢�Q{�xzx|{~�U�&yzs¡���Ty|{�s¡{~w�#{~w�{��Q�^��{���{�ÃGx|{~yz���^}){~�gyz���`��s¡¸~��s¡�Qr$�2�¹¸~�Ït){~w���r`�Q�^x�«)sQs�y|}){��U¶quyz{C{�yz�^¸�yz}){@wQ{�xz{�t�r)�`��{@w�{~{�xzx|{º�UÅ]s¡���^}

cP
�T{�wUv`�^y|}`{��nÃGx|{~yz���]�^��}gy�s¢�0r$x�s�v?y|� º��]��{~w�t�r)xzx [

0,min
{
c0
A + c0

P , c0
B + c0

P

}]¸~�Às¡�����^{��p¶Tº��^�^{~w���r)x|�À�Ty|{�s¡{�s<º��]��{�wQt�r)x|x�s<})yzx|�~�^�^r`s�s?�^y|{�s¡{b�UÅ]s¡�^�^}
cP (t)

}){�}`{��Ï�T{��Às¡�Qr)�^yzx|{~�NÈ#��s¡�Qr)���
c∞P

¬®^w
t → ∞ �)v)��t){�wQ})yz{�w¡��¶UqGr$��y|�n¬®v`x|})�n¬®^w��^y|{ÍË¿v)��t){�wQ}){��^¸¨�^{�w��#{�y��T{~�¾r$�2�T{�wQ{��»Ëuv)�^¸�{~�`�QwQr$��yzv)�^{~�

cA(t)
�^�2�

cB(t)
É

cA(t) → c∞A := c0
A + c0

P − c∞P
�^���

cB(t) → c∞B := c0
B + c0

P − c∞P¬®^w
t → ∞ ¶pquyz{«�UÅ]s¡�^�^}N�T{�wnv)�^yz}){~��ÃGxz{�y����]�^�^}Nx�«)sQs¢�ns�yz����}`wQr)�^�^y�s����©�gy|{¨y|�»�T{~w�¬®v`x|}`{����T{~���[�^�^yzx��T�^�^}¾§��r$w�s¢�Q{�xzx|{~�U¶

�&�'�����%� |¼óÓ¿0"�íIÁ+ï?ðÓíIÂ!§�í,ï?ÅIÀ õbò Â"ó¼¿�Ã õ Â=�XóÓ¿<Á¨ï?ðRíIÂ�À�|�Ã¨Â�Á¨ðÓí�Å�À õ
quyz{�½@¬®{~y|xz{nr)�T¬4�T{�w?Ñ�±Ì�g����s¡{�t){�w��T{��^��xzyz���^{��À�Tyz{n�]��r$�^yzxzyP��«��¿�T{�wtá¢{��7{~y|xzyz}){~�ÀÃGxz{�y����^}){~�gyz���`��s¡¸~��s¢��«$���T{`¶TÁJs?�gyzw���^{��T��xzy��Q�p����r)sQsg�T{�w[¸��^t)v`w[r$��s�}){�s����^x|v]s�s�{��^{nÈ#��s¡�Qr$�2�Íyz��s¢��r$�^yzxUy�s¢���^�<«$��w�{~���Ï�^r)s¿ÃGx|{~yz���^}){~�gyz���`�[�#{~yp�T{�w[��x|{~yP±��{�w�{~�ÀË¿v)��¸�{��]��w�r��Qy|v`�¹{�yz�^{l�^v)��{n�]�Qr)�^y|xzy|�Q«$�[r)�T¬®�7{�y�s¡�~¶º�� ÃGx|{~yz���^}){~�gyz���`�[})yzxP�[�]�^�À��y|�¿�T{��Àv)�#{~�Ï�#{�wQ{~���^�^{��Q{��ÀËuv)�^¸~{��`�QwQr$��yzv)�^{~�

c∞P
�
c∞A

�^�2�
c∞B
É

r(cP ) = k+c∞A c∞B − k−c∞P = 0

�����À�^r$��y|�~É
c∞A c∞B

c∞
P

= k−

k+
=: K

¶
quyz{~s�{7ÃGx|{~yz���]�^�^}[y�s¡�0�^r)spr$��sp�T{�w�z7�^{���yz{C�#{���r)�^�`�Q{C�¯r)sQs¡{~�]�gyzw����^�^}]s¡}){~s�{���¸`¶�q¿yz{C�^yz{�wp{~y|�^}`{�¬®^�^w���{JË¿v`��s¡�Qr$�]��{
K
�^{~y|Ó)�¿ÃGxz{�y����^}){��gy����`�Qs��)v`��s¢��r$�]��{)¶
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ÁJ�^¸�¼���w�{�r$�]��yzv)��{��©x�r$�^¬®{�����¼��^y�s����^{~w��7{~yzs�{�¬®v`x|}`{����^{�wQ��r)Ó){���r$�U¶UÁCyz�»�Nv`x|{~��^xC�T{~w����^�2s¢��r$�^¸)�p�^y|{¨wQ{~r$}`y|{~w�{��s�v)xzxI�Ryz�³ª�v)xz}){~���T{��»���^��s¡��w�r��
S
}`{���r)�^�`���R�����©{~y|��ÁC�^¸~¼���±��Nv`x|{~�]�x

E
�)v`�^�#{�xz��s�y��Q���^���©��y|x��T{���{�yz�^{���s�v}`{���r)�^�`�Q{���ÁC�^¸~¼]�M±¢���^��s¡��w�r���±ÌËuv)���^xz{�Ñ

ES
¶pq¿yz{~sly�s¢�n{�yz�^{bÃGxz{�y����^}){~�gyz���`��s¡wQ{~r$�]�Qy|v`�U�R��rÀs¡y��Q���^{�wnË¿v`�M��x|{�Ñr)�������gyz{~�T{~wpx|Å]s¡{~����r)�^�U¶~qGr)s0������s¢�QwQr$�

S
yz�BÁC�^¸~¼���±¢���^��s¡��w�r���±ÌËuv)���^xz{�Ñ

ES
wQ{~r)})yz{�w¡�Uy|���T{�w0r)��s����^xzy|{~Ó){��2�T{��ÈR{�w�¬®r)xzxzs�w�{�r$�`�Qy|v`��¸~�^��½CwQvT�T�^�]�

P
�^������r)s@ÁC�^¸~¼]�

E
�gy|w��M�gy|{��T{�w@¬®w�{~y|}`{~s�{��Q¸��~¶)qGrl�^r)s@ÁC�^¸~¼����^�]t`{�wQ«)���T{~w¡�r)��sM�T{~w�Êg{~r)�]��yzv)�·�^{�wQt)v)wQ}){��]�~�0�gyzw��]�M{�s��#{�yg�Tyz{~s�{�w�r)xzsMËlr$�Qr$xz¼TsQr���v)w~¶0ÁCyz�^{Às�v)x��Q�^{ÍÁC��¸�¼���w�{�r$�]��yzv)�¾y�s¡�Myz��¿�^�^yzxz�^�^�^}�£�r$� �<{�y�s��^y|{~x#�^{�w?Ä[¼T�TwQv)xz¼Ts¡{[t)v`�Í�Tr`���Q�2r$wQv`s¡{[yz�ÏÃGx|����v`s�{¿�^���¹ª�wQ��� �Qv`s�{[��y|�?Ä¿y|x|¬®{��T{~s7ÁC��¸�¼��¨s�^r)������r$w�r)s�{G�^r$wQ}){�s¢�Q{�xzx|�~¶

����������� �g¿�ìÓ¿�ÃqêIï?Âf�fê,$XÃ¨ÅIïºÂ�Á¨À�Â"ï¼÷¯À%�fêXîbï

�¿xzs[Êg{�r$�]��yzv)�2s¡}`x|{~yz���]�^��}M�T{~wg{��#{~�Ï�#{~sQ���^w�yz{��#{~�^{��ÏÁC�^¸~¼��MwQ{~r)�]��yzv)�Í{~w�}`y|�^�gs�y��Q�À�^{�����r)���UÉ
ks

E + S 
 ES
kp→ P + E,

k−s

ª>^wb�Tyz{Ï�¨r��Q�^{��¨r��Qy�s����^{Àª^v`w�����x|yz{�wQ�^�^}��Tyz{~s�{�w¨Êg{�r$�]��yzv)��s�})xz{�y����]�^�^}©�7{�w��T{��.ÂCr)w�y�r$�^xz{��¾¬®�w¨�Tyz{W���^��s¡��w�r���±�)v`�^¸�{~�`�QwQr$��yzv)�
s := [S]

�J�Tyz{NÁC�^¸~¼��M�)v`�^¸�{~�`�QwQr$��yzv)�
e := [E]

�7�Tyz{WË¿v)��¸�{��]��w�r���yzv`�.�^{~s¨ÁC�^¸~¼���±¢���^��s¡��w�r���±Ëuv)���^xz{�ÑT{~s
z := [ES]

�^���¯�Tyz{MË¿v)��¸�{��]��w�r��Qy|v`�N�T{�s¿½Jw�vT�^�^�]�Qs
p := [P ]

{�yz�^}){�¬®^�^w��~¶&��v)��y|�G{�wQ})yz�T�Gs�yz���W�gyz{yz� t)v`w��^{~w�yz}){��Ï�[��sQ�Q���^yP���¿�2{�s����^wQy|{~�#{��Í¬®v)xz}){~���T{~s[��¼Ts¡��{~� t)v)�Àq¿y|ÆR{�wQ{��^¸�y�r)x|}`x|{~yz���]�^�^}2É
ṡ = −kses + k−sz, s(0) = s0,
ė = −kses + k−sz + kpz, e(0) = e0,
ż = kses − k−sz − kpz, z(0) = z0,
ṗ = kpz, p(0) = p0.

²¿�`�Q{�w4�T{~w0t){~w�{~y|�^¬Xr)���^{����T{~���[�^�2r$�^��{)���^r)sQs0�Tyz{7v)�#{~�n�#{~sQ�Q��w�yz{��#{~�^{JÁC�^¸~¼��MwQ{~r)�]��yzv)�ny|��{~y|�^{~�Hs�v¿}){~��r$�^�]��{~��?r$�Q���T±I½Jw�v`¸�{~sQs~�R�^r)s��^{~y|Ó)�l{�yz�^{~��}`{~sQ�Q��x|v]s�s�{��^{~����¼Ts¢�Q{�� r$��xz«)�T¬°�~�p�^r)sQs�r)x�s¡vÏ�7{��T{�w��]�Qv$ÆR{�¸~�^}){�¬®��^w¡�n�^vT���r)�^}){~¸�v)}`{����7{�w��T{��U�J}`y|x|�
z(0) = p(0) = 0

¶<�[�^Ó`{�w��T{���{~w��){~�^�`�¹�¨r$�U�7�^r`s�s
p
�T�^w�����º��]��{�}`wQr$��yzv)��t)v)�

z�#{~w�{��Q�^��{��p�7{~wQ�T{~���$r$�^�U���<{~s���r$xz�l�Tyz{Cxz{��Q¸��Q{7ÃGxz{�y��Q���^�^}¿�T{�spquyPÆR{�wQ{��^¸~yzr)xz})xz{�y��Q���^�^}`sQs¡¼Ts¡��{~��s&y|}`�^v)wQyz{�w��&�7{~wQ�T{~��$r$�^�U¶�g�^�Tyz{�w��[�¨r$�Ï���^�N�Ty|{l¸��<{�y|��{l�^���À�TwQyP����{�ÃGx|{~yz���]���^}¨�T{�s?v`�^yz}){��N��¼Ts¢�Q{��¨s~�^s�vM{~w��2«$x|�?�¨r)�UÉ



÷ÏÀR�fêXîbÂ Ê�Ê
d
dt (e + z) = 0

�
r)xzs�v�É

e(t) + z(t) ≡ e0 + z0 =: ae ⇔ e(t) = ae − z(t)
¶

quyz{�ÁC��¸�¼����)v)�^¸~{��`�QwQr$��yzv)�
e
�$r$�^�©r$x�s¡vÍr)��su�^{��³��¼Ts¢�Q{���{�xzy|��yz�^yz{�w��G�7{~wQ�T{~�U¶Rq¿yz{~sGy�s¢��r)�����¯���^{���y�sQ�Q�¯t){�w�±s¡�Q«)���Txzyz���U�Ç�^ru�Tyz{7Ëuv)�^¸~{��`�QwQr$��yzv)�n�T{�spÁJ�^¸�¼��¨s>r)�T¬®})wQ�^���n�T{�s�s�{��n�$r��Qr)x|¼]�QyzsQ���^{�w0ª��^�^�]��yzv)���T��wQ�����Tyz{<Êg{~r)�]��yzv)���yz���`�[t){~wQ«)���T{�w��?�gy|w��&¶��T{���¸��[�¨r$�À�Tyz{~sgy|�N�Tyz{�{�w�s¡��{��^���À�Tyz{l�TwQyP����{nq¿y|ÆR{�wQ{��^¸~yzr)x|}`x|{~yz���]�^��}��T{�s[��¼Ts¡��{��¨s?{~y|�p�{~w�}`y|�^�gs�y��Q�À��r)s<¬®v)xz}){~���T{�¸��<{�y��Ty|��{~��s¡yzv)�2r$xz{l��¼Ts¡��{��ÀÉ
ṡ = −ks (ae − z) s + k−sz, s(0) = s0 ≥ 0,
ż = ks (ae − z) s − k−sz − kpz, z(0) = z0 ≥ 0.

�¿��s[ÃGw�����T{��À�T{�wg{�yz�T¬Xr)���^{�wQ{��ÏÄ¿r)���T��r)�^�^�^}M�7{~wQ�^{��Ï�Tyz{~s�{�q¿y|ÆR{�wQ{��^¸�y�r)x|}`x|{~yz���]�^�^}`{��Í�My|�¡�Q{�x�s
u = s

as

�
as :=

s0 + z0 + p0
�
v = z

ae

�^���
τ = ksaet

r$�T¬4��r)s?º��`�Q{�wQt�r$xzx
[0, 1]

s���r$xzyz{�w��?�^���Ï�¨r$�Ï{~w��2«$x|�~É
u̇ = −u (1 − v) + γsv, u(0) = u0 ∈ [0, 1] ,
εv̇ = u (1 − v) − (γs + γp) v, v(0) = v0 ∈ [0, 1] .

Ä¿y|{~w��#{~y#s¡yz���
γs = k−s

ksas

�
γp =

kp

ksas

�^���
ε = ae

as

¶]²¿� �Ty|{[¬®�w<�<y|v^�Q�^{~��y|�){~wCwQ{�xz{�t$r$�`�Q{)�)�7{~y|x#��{~s�s���r)w�{`�`ÃGwQÅ)Ó`{
V := ṗ = kpz = kpaev

���Tyz{l½CwQvT�T�^�]����y|x��T�^�^}]s¡w�r��Q{)�T¸��À�#{~w�{��Q�^��{��U�^�7{~wQ�T{~�Ï¸~�^��«)����s¡�[�^y|{��^�Q��r)xP�Q���^w�t){~�À�T{�w�#{~yz�T{~�©q¿y|ÆR{�wQ{��^¸�y�r$xz}`x|{~yz���]�^�^}`{��W�#{�wQ{~���^�^{���¶Rqur)¸��¯�gy|w��W�T{�wGwQ{~�Q�]��{�ÃGx|{~yz���]�^��}`s¡��{�wQ� y|��ª^v`x|}`{����T{~�já¢{��7{~y|x�s
�¿�^xzxU}){�s¡{���¸��[�^���Ï{~s?{~w�}`{��#{��Às¡y����À�Tyz{��#{~yz�T{~�N�T����r)xP�Q���^w�t){~�UÉ

u̇ = 0
⇔ −u + u · v + γs · v = 0
⇔ −u + (u + γs) · v = 0
⇔ v = u

u+γs¬®^w
u
�^���&É

εv̇ = 0
⇔ u − u · v − γs · v − γp · v = 0
⇔ u − (u + γs + γp) · v = 0
⇔ u = (u + γs + γp) · v
⇔ v = u

u+γs+γp

¬®^w
v
¶&quyz{~s�{MsQ�Q���^{�y��T{���s�yz���¯�]��wGyz��½J�^�^�]�

(0, 0)
�^���&�U�^rÍ�^y|{M�#{�y��T{��©ÂCr)w�y�r$��x|{~�

γs
�^���

γp
�#v`s�y|��yztNs�y|�2�&�xzyz{�}$�<�Tyz{u�T����r)xP�Q�]��w�t){g¬®^w

u
v)�#{~w��2r$xz�¨�T{�wQ{�wC¬®^w

v
¶]q¿{~w7�<{�wQ{�y�����¸��gy�sQ�Q�^{~�b�Tyz{~s�{��¨�#{~yz�T{~�¹�^�Q��r)xP�Q���^w�t){~���gyzw����y|�

D
�#{�¸~{�y��Q�^��{��~¶]��v��7v)��x

u(t)
�)r)xzsCr$�����

v(t)
s�y|���Myz�

D
¬Xr)x|xz{��2�M�^���M�)v`�]t){�wQ})yz{�w�{~��r)xzs�vG}`{�}`{��M�^{��¨s¢��r$�^yzxz{��ÈR��s¢��r$���

(0, 0)
¶]Ò){��T{��UÅ]s¡�^��}��)�Tyz{¿�^yz���`�7yz�

D
s¡�Qr)w¡�Q{����$��wQyP���J�2r)����{~���Txzyz���^{�wgÈ#{�y|�Jyz�b�T{~�b�<{�wQ{�y����

D
{�yz�U¶]q¿yz{~s�gyzw��Íy|�N�[�^�^yzx��T�^�^} 4 ¬®�wg¸~�7{�yU�^�`�Q{�w�s����^yz{~�Txzy��Q�^{ ε

��r$wQ}){~s¡��{~x|x|�~¶

�&�'����(F� ÷¯ÀR�fêXî ò êXÀ�¿<î�Á#$�ÆµøIó
ε = 1

Å�À ò
ε = 0.1

qGr
ε > 0

s¡{~�^wu��xz{�yz�¯yzs¡�~�R�gy|w��
v̇
s¡{~�^wu})wQv)Ó2���7vT�T��wQ���¯�Tyz{�ÁCy|�]��wQy|�¡�Qs�¸�{~yP��yz�©�T{~�©�7{~w�{~yz���

D
��x|{~y|�¯�gy|w��&¶Rquy|{

�pÅ`s��^�^}
v(t)

��«$��{�w��[s¡y����Àr$x�s¡v¨s¡{~�^w[s����^�^{~x|xp�T{~w¿�T����r$x|�����^wQt){�t)v)�
v
r)�U�T�7{�s¡�2r$xz�Í�¨r)�

v = u
u+γs+γp

s�{��Q¸��Q{��
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�$r$�^�U¶0ÁJs�})yzxP�M�^r)�^�·r$x�s¡v

εv̇ = 0
¶0º��·�T{�w�z7�^{~�Myz{¹�^���·�<y|vT���^{���yz{b�^{~�^�`�M�¨r$�·�Ty|{�s�{�yz�^{ÜÈ]��r)s�y�s¢��r��Qy|v`��«$w�{�¿�^�^wQv�ÑTyz�¨r���yzv)�p�]���^wQ¸\ª��^�T� ÔÞýãÈ]��r)s�yP±�s¡��{~r`�T¼¨s¢��r��Q{Gr)�^�^wQv�ÑTyz�¨r���yzv)�#Õ ¶�qur�¬®^w

v
�^r`s?ÃGxz{�y����^}){~�gyz���`�gsQ���^�^{�xzx������s¢��r$�^yzxT{~y|�^}`{~s¡��{~x|x|�@y�s¢���$�gy|w��

v
r$x�s@sQ�Q�^�^{~x|xz{?ÂJr$wQyzr)�^x|{?�#{�¸�{~yz���^�^{��~¶)qGrG�gyz{?v`�#{��M�#{~sQ���^w�yz{��#{~�

v = u
u+γs+γpr)�^}){~�^v)����{��Ï�7{�w��T{��Ï��r)�^�U�T{~w�}`y|�^�gs�y��Q�À�^y|{l½CwQvT�T�^�]�Q�^y|x��T�^��}`s�wQr$��{

V
�^�^wQ���ÏÁCyz��s�{��Q¸���{~�UÉ

V = ṗ = kp · ae · v
= kp · (e0 + z0) · u

u+γs+γp

= kp · (e0 + z0) · s
as

· 1
s

as
+

k
−s

ks·as
+

kp
ks·as

= kp · (e0 + z0) · s
as

· 1
s·ks+2·k

−s+kp

ks·as

= kp · (e0 + z0) · s
as

· s·ks·as

ks+k−s+kp

⇔ V = ṗ = kp · (e0 + z0) · s · 1
s·ks+k

−s+kp

ks

⇔ V = ṗ = Vmax·s
s+K ,

�<v)�#{�y
K =

k−s+kp

ks

�^���
Vmax = kp(e0 + z0)

�U�Tyz{M�¨r$Ñ�yz�¨r$xz{�½Jw�v^�T�^�]���^yzx��T�^�^}`s�w�r���{`�#y�s¡�~¶UqGr)�T�^w��Q��{�wQ})yz�T�s�y��Q�Í¬®�w[�^r`s?v)��y|}`{�quyPÆR{�wQ{��^¸~yzr)x|}`x|{~yz���]���^}`sQs¡¼Ts¡��{~�ÏÉ
u̇ = − γpu

u+γs+γp

�
u(0) = u0

¶
quyz{~s�{lquyPÆR{�wQ{��]��y�r$xz})xz{�y��Q���^�^}��#{~sQ���^w�{~y|�^�[�T{��W���^��s¡��w�r��Qt){�wQ�^w�r$�����U¶quyz{¨�^yz{�wn{~w�x�«$�^��{�w���{¨Ê[{~r$�]�Qy|v`��s¡��yz�^{��Qyz�W�gyzwQ����r)����y|�^wQ{���ÁCw7.����^{�wQ�:�U{�v`�^v)wn�Ny��Q�2r${�xzy�s��^�2���Wr)�����N{��]��{~�Ô¡§~¥�§ 4 Õ7�Ny�����r${~x|y�s¢±��N{~�`��{~�T±ÌË�yz�^{���yz�¨}`{���r)�^�`��¶

ú�������.���Ó�¯�-���g�

º����^y|�^y|�Qv)wQ{�� s�y|��� Ä[{~����s¡��v)Æ#{`�7�^r`s¨�^{�yzÓ$�Ï���^�2s¢�QwQr$��{)�7�Tyz{N{~y|��{NÁC��¸�¼���w�{�r$�]��yzv)� s¡v»�#{�{~y|�=¶���sQs¡{�� �)Å)�^��{��U���r)sQs¿�^y|{�s¡{�t){�wQxzr)�^}`sQr$�n�~��}`{��^{~�M�n�GvT�^{�wu}`r)�^¸nt){~w��^yz���T{~w¡�u�gyzw��&¶R�Ty|{M�Tyz{��^{~�¯�^{�����r)���¯�^{�wGËuv)�`�Qw�v`x|xz{n{�yz�^{�wÁJ�^¸�¼���w�{�r$�]��yzv)�p¶<quy|{�sÏ��r$�^�_}){~�g^��sQ�Q�]�Às¡{~y|�p�<�7{~�^�_{�sÏs¡y����_�^� �)Å)wQ�#{�wQ{�yz}){��^{¯Ä¿{����¨s¢�Qv$ÆR{���r$���^{�x|�~�?{~s�$r$�^�bá¢{��TvT���¹r)�����¨¬Xr���r$xz{uª�v)xz}){~�¨�2r$�#{��p�]�7{��^�¹�)Å`w��#{~w¡¬®wQ{��¨�T{uÃGy|¬°�Qs¡��v)Æ#{��Tyz{u�^{�����{����^{��À���^��s¡�Qr$��¸�{��Ís�y|�2�&¶�Tv)x��Q�^{¿ÃGy|¬���s¡��v$ÆR{¿s¡yz���M�#{�y�s¡��y|{~xzs��7{�y�s�{�z7¼`r$�^y��T{`�$�^r`s@s�y|�2��ÂC{�wQ�^y|�2�T�^�^}){~���^{�wJ�7x�r)��s�«)�^w�{`¶�quy|{�s¡{g�^{~�M��{~�¨�^r`sÁJ�^¸�¼�� z7¼`�QvT���^w�v`�M±Ì� ±/>[ÑTy��^r)s¡{)�`�7{~xz���^{~s<y|�Ï�T{�wg�7�Q���^�^}]s¡�){��¡��{��^{�w[È#{~x|xz{u{~y|�^{G^�#{~w�xz{��#{��2s¡�gy��Q�]��yz}){u½4v`s�yP�Qy|v`�{~y|���^y|���n��¶0qu�^w��Q�»�Tyz{~s�{bÄ[{~�����^�^}N�gyzw����Tyz{¹�^r$�^{~wQs¡��v)Æ#t){~w��7{~w¡�����^}Ïy|�¾�T{�wMÈ#{~x|xz{¨t){�wQ�^y|�2�T{�w��l�^�2��{�s���wQyP���{~y|��ÁCwQs¡��y����]���^}`s¡��vT�W{~y|�p¶Mz7¼`r)�^yz�^{��^�2�©r$�2�T{�wQ{MÄ[{~����s¡��v)Æ#{��)Å)���^{��©ÁC�^¸�¼���{��^{�����{��p�U�^rÏs¡yz{M{�yz�^{���s�{���w«)�^�^xzyz���^{����¿�T¬®��r$���gyz{Ï��r)sM{�yz}){��]��xzyz���^{N���^��s¡��w�r��¨�T{~wMÁJ�^¸�¼���w�{�r$�]�Qy|v`�¾��r)�#{��U¶@qGr)sM�^{~y|Ó)�~�@s�yz{Í��y|���T{~��r)��^y|{�s¡{�xz�#{b����{�xzxz{¨�gy|{b�Ty|{�s¡{�s��^�����^xzvT����y|{~w�{~��s¡yz{¨s�v)��y|�~¶p�7{~y@�)Å`w��#{~w�{~y|}){~�^{�������v$ÆR{���y�s¢���Tyz{~slw�{~t){�w�s¡yz�#{�xI�R�<r`s�#{��T{��T�Q{����]�^r)sQsCs¡y����¨�T{~wJÄ¿{����¨s¢�Qv$ÆÏ�gy|{��T{�wJt)v)�¨�T{~�Yr)�`�Qy|t`{��¹È#{��]��wQ�^�Y�T{�sCÁC�^¸�¼��¨sCxzÅ`s¡�C�����¨�^r)s7���^��s¡��w�r�����M}`{~s�{���¸��u�7{�w��T{��W��r$���U¶#�7{~y4ÃGyP¬°��s¢�Qv$ÆR{��¯��r$�2�T{�x|�u{~sus�yz���W�M{~yzs¡�u�^� {�yz�^{�yzwQw�{~t){�w�s¡yz�^x|{n�<yz���T�^�^}2�#�T{�����r`�Q���x|{~y|�T�u�^r`s?ÁC��¸�¼���}){~�^{����n�~¶2ª>^w¿�^r)s[�NvT�^{�xzx&y�s¡�[�gy��Q�`�Qyz}����^r`s�sgÄ¿{����¨s¢�Qv$Æ©�^���W���^��s¡��w�r��[yz�NË¿v)���]��w�wQ{��^¸���ì�^r`s>r)�`�Qy|t){[È#{��`�QwQ�^�ì�T{~s>ÁJ�^¸�¼��¨s4s¡��{���{��U¶$q¿yz{<��r`�Q�T¬®v`x|}`{����T{<�¿�^�^yzx��T�^�^} C ¸�{~y|})�>{�yz�^{?s�v)x��Q��{7�)v)���#{��QyP�Qy|t){º����^y|�^yz{�wQ�^�^}2¶
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÷ÏÀR�fêXîbÂ Ê��
º�� �WvT�T{�xzx��#{~¸�{~yz���^{��b�gy|wJ�gyz{[yz�¹�T{��¹�[��sQ�Q���^yP����{~�b¸���t)v)wCÁJ�^¸�¼���{¿��yP�

E
�]�Ty|{uË¿v`�^¸�{~�`��w�r��Qy|v`�Mt)v`�

E
��yP�

e
���r)sJ���^��s¡��w�r��C��yP�

S
�`s¡{~y|�^{[Ëuv)�^¸�{~�`�QwQr$��yzv)����y|�

s
�`�^r)s@½CwQvT�T�^�]�C��yP�

P
�`�Ty|{¿Ë¿v)��¸�{��]��w�r���yzv`��t)v)�

P
��yP�

p
�^����^{��¹ÁC�^¸~¼]���)v`�M��x|{�Ñ¨�My|�

ES
�#{�¸~y|{~�]�^�^}]s¡�<{�y�s¡{u�T{�s�s�{��¹Ëuv)�^¸�{~�`�QwQr$��yzv)�¨��yP�

zs
¶�q¿{~w<º��^�^y|��yP�Qv)w<�gyzwQ�¨���^�¹��yP�

I
}`{��){����^¸�{�y����^�^{�����¬®�w7�Ty|{¿Ë¿v`�^¸�{~�`�QwQr$��yzv)�Mt)v)�

I
�gy|w��

i
t){�wQ�7{����^{��~�`�T{�wJÁC�^¸~¼]���)v`�M��x|{�ÑM�My|�7�^{���º����^y|��yP�Qv)w�gyzw��M��yP�

EI
r$�^}`{���^wQ¸��C�^���¨�^{~sQs¡{��bË¿v`�^¸�{��]��w�r��Qy|v`�M�My|�

zi
¶���v)��y|�J�)v)���n�J�¨r)�¨r)�T¬U�^r)sJÊg{~r)�]��yzv)��sQs����^{��¨r�É

ks ki

E + S 
 ES
kp→ P + E, E + I 
 EI.

k−s k−i

�^�Q�^wQ{�yz�T�J��r)���]�^�b�Tyz{~s�{~sJ�T���^{��¨r����`��{~wJ�¿�^��r)�^��{[�T{~wJ�Wr)sQs�{��]�gyzwQ�]���^}`s��]yz�^{��Qy|�n�^�À�){~w���«)xP�C�¨r$�M¬®v`x|}`{����T{�s�T¼�s¡��{~� t)v)�Àq¿y|ÆR{�wQ{��^¸~yzr)x|}`x|{~yz���]�^��}){��pÉ
ṡ = −kses + k−szs, s(0) = s0,
ė = [−kses + k−szs] + [−kiei + k−izi] + kpzs, e(0) = e0,

i̇ = −kiei + k−izi, i(0) = i0,
żs = [kses − k−szs] − kpzs, zs(0) = zs0,
żi = kiei − k−izi, zi(0) = zi0,
ṗ = kpzs, p(0) = p0.

�¯r$�¹�Qw�y|Æ2�[�]�^�N�Ty|{l�¿�^��r$���M{`�^�^r`s�s?r$xzxz{�Ë¿v`��s¢��r$�`�Q{��
kj > 0

s¡yz���&¶=�py|{~}$�Já¢{��TvT���Í{~y|�^{�yzw�wQ{�t){~wQs�yz�^x|{G�<y|�2�T�^�^}¸~�gyzsQ���^{��ÏÁC��¸�¼�� �����Ïº��^�^y|��yP�Qv)w[t)v)w���})yzx|�
k−i = 0

¶��<{���w�r)���`�Q{��g�¨r$�Ï���^�N�Tyz{�ÁJw���r)xP�Q�^�^}]s�sQ«��Q¸�{)É

ṡ + żs + ṗ = −ks es + k−szs + (kses − k−szs) − kpzs + kpzs = 0
⇒ s + z + p = const. = s0 + zs0 + p0 =: as,

i̇ + żi = −ki ei + k−izi + kiei − k−izi = 0
⇒ i + zi = const. = i0 + zi0 =: ai,

ė + żs + żi = [−kses + k−szs] + [−kiei + k−izi] + kpzs

+ [kses − k−szs] − kpzs + kiei − k−izi = 0
⇒ e + zs + zi = const. = e0 + zs0 + zi0 =: ae,

s�vÍ�$r$�^��s¡v��7v)�^x@�Ty|{�ÁC�^¸�¼����)v`�^¸�{��]��w�r��Qy|v`�
e
�&r)xzs�r$�������Ty|{¨Ë¿v)��¸�{��]��w�r��Qy|v`�¯�T{~sGº��^��y|�^y|�Qv)w�s

i
r)��s��T{�� ��¼Ts¡±�Q{��³{�xzyz�Myz�^yz{�w��l�7{~wQ�T{~�U¶U�[�^Ó`{�w��T{�����r`s¡yz{�w��l�^r)s�v)�^yz}`{M�WvT�T{�xzxCr$�T¬?�T{~wl�¿�^��r)�^��{)�U��r)sQsG{~sls�yz���©���³{�yz�^{���?r$�Q���T±I½Jw�v`¸�{~sQsly|�·{�yz�^{��´r$�^}`{~sQ�Q��x|v]s�s�{��^{��¾��¼Ts¡��{�� ��r)���T{�x|�~¶@��v)��y|��})yzx|�

zs(0) = p(0) = 0
¶>quy|{ÏË¿v`�^¸�{��^±�QwQr$��yzv)�N�^{~s[½CwQvT�T�^�]��s

p
��r$�^�Wr$x�s�v¨�^�^wQ���Nº��`�Q{�})w�r��Qy|v`�Ït)v`�

zs
�#{�wQ{~���^�^{��¿�7{�w��T{��p���7{~s���r$xz�Nr)�����N�Tyz{nxz{��Q¸��Q{quy|Æ#{~w�{~�^¸�y�r$xz})xz{�y��Q���^�^}�r)��sg�T{�����¼Ts¡��{~��{~x|yz��y|�^yz{�w��g�<{�w��T{��Ï��r$���U¶���v)��y|�g�gyzw��Ír$�2s?�^{�� v)�^yz}`{��À��¼Ts¡��{�� {~y|��^w�{�y��Tyz��{���s�y|v`��r$xz{~s[��¼Ts¢�Q{�� ��yP�u�T{��ÀÂCr$wQyzr)�^xz{��

s
�
zs
�^���

zi
É

ṡ = −kss (ae − (zs + zi)) + k−szs, s(0) = s0,
żs = [kss (ae − (zs + zi)) − kszs] − kpzs, zs(0) = zs0,
żi = ki (ae − (zs + zi)) (ai − zi) − k−izi, zi(0) = zi0.

Ð0wQyPÆ#�g�¨r)�Í���^�À�^y|{�����r$xzyz{�wQ�^�^}){~�¹�gyz{�¸��^t`v)w?��yP�
u = s

as

�
v = zs

ae

�
w = zi

ai

�����
τ = ksaet

�T{~w���«)x|�?�¨r$�À�^r`s�T¼�s¡��{~�ÀÉ
u̇ = −u (1 − v − βw) + γsv, u(0) = u0 ∈ [0, 1] ,
εv̇ = u (1 − v − βw) + (γs + γp) v, v(0) = v0 ∈ [0, 1] ,
ηẇ = (1 − w) (1 − v − βw) − γiw, w(0) = w0 ∈ [0, 1] ,

�<v)�#{�y
γs = k−s

ksas

�
γi = k−i

kiae

�
γp =

kp

ksas

�^���
η = ks

ki

s¡yz���&¶qu{�wuÃGxz{�y��Q�^}`{��gy��Q�]�Qs�¸���s¡�Qr)���Ï�T{�w[r)�^}){~�^v)����{��^{~�Ï�NvT�^{�xzxP±�Êg{~r)�]��yzv)�Íxz«`s�s¡�[s¡y����Ï�gy|{�¬®v)xz}$�[��r$w�s¢�Q{�xzx|{~�UÉ
(u, v, w) ∈ D :=

{
(u, v, w) ∈ R

3
+ : u + εv ≤ 1, v + βw ≤ 1, w ≤ 1

} ¶
quyz{Nyz�

D
t)v`w��)v`���M{~���T{���²[�^}`x|{~yz���]�^��}){�� s¡yz�����¨r�����{��¨r��QyzsQ�Q���^x�r$��s�yz�2{~xé�J�T{~�^��{�s�}`y|x|�b�My|�Í�T{���v`�^y|}`{��ÁJw���r)xP�Q�^�^}]s�sQ«��Q¸�{��UÉ
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u + εv ≤ 1

⇔ s
as

+ ae

as

zs

ae
≤ 1

⇔ s+zs

as
≤ 1

⇔ s + zs ≤ as,

v + βw ≤ 1
⇔ zs

ae
+ ai

ae

zi

ai
≤ 1

⇔ zs+zi

ae
≤ 1

⇔ zs + zi ≤ ae,

w ≤ 1
⇔ zi

ai
≤ 1

⇔ zi ≤ ai.

D
yzs¡�4r)�T¬®})wQ�^�����T{�w@�Q�^{~�My�sQ�Q�^{~��Â@v`wQr)��sQs¡{��Q¸��^��}����^r)sQs0Ëuv)�^¸~{��`�QwQr$��yzv)�^{~�ns¡��{���s>�2v]s¡y|�Qy|tls�yz���&�Ç{�yz���#v]s¡y|��yzt�yz�]t�r$±wQy�r$�`�Q{�w?�<{�wQ{�y����U����r��^y|{�y|�

D
{�ÑTyzs¡��yz{�wQ{����^{��Íquy|Æ#{~w�{~�^¸�y�r$xz})xz{�y��Q���^�^}){~�Ír$x�s<Â@{�wQ�]��^�T¬®�^��}){��Ïs¡��{���yz}){~w?ª��^�^�]��yzv$±��{���s¡��{���yz}�s�yz���&¶)qur)wQr)��s0¬®v)xz}$���$�^r)sQs4�^r`s>v`�^yz}){?quyPÆR{�wQ{��^¸~yzr)xz})xz{�y��Q���^�^}`sQs¡¼Ts¡��{~�jyz�

D
{~y|��{��M})xzv`��r$xz{��MÄ¿r$xz�1¶��2s�s{~w�¸~{��^})�~¶pqGr)sn�#{~�T{~�T��{��~�>�^r`s�sn�Tyz{³�UÅ]s¡���^}){��»�T{~s���¼Ts¡��{~��snyz�

D
}`{�}`{���{~y|�»Á\È]�^yzxzy|�^wQyz�^�

(u∗, v∗, w∗)
�)v`�T±t){~w�}`y|{~w�{~�U�^�^r)s[�Tyz{�ÃGx|{~yz���^}`{��gy��Q�]�Qs�¸���s¡�Q«)���T{n�T{�wuÊg{~r$�]�Qy|v`�À�^r)wQs¡��{~x|x|�~¶2q¿yz{~s�{ns�yz���À�T�^w����

(0, 0, w∗)
}){~}){��#{~�U��<v)�#{�y

w∗
�Tyz{b�pÅ`s��^�^}){~�¹¬®v)xz}){~���T{�w¿ÃGxz{�y��Q���^�^}bs¡yz���&É

(1 − w) (1 − βw) = γiw
�

�^y|{ns¡y����Àr$��sg�^{�w[�TwQy|�¡��{~�N�^�Q��r)xP�Q���^w�t`{��T{�s[��¼Ts¡��{~��s~É
ηẇ = (1 − w) (1 − v − βw) − γiw = 0

⇔ (1 − w) (1 − βw) − γiw = 0
⇔ (1 − w) (1 − βw) = γiw

{~w�}`y|�^�~�`�7v)�#{~y
v = 0

}`yzxP��¶]qur)�#{�y2xzyz{�}$�7�gyz{~�^{�w����Y�]��w<�Ty|{u��x|{~y|�^{~w�{¿�^{�w7�#{�y��T{��Ü�UÅ`s��^�^}`{���¬®^w
w∗
yz�

D
¶�q¿yz{~s�{y�s¡�[r)���Q�À�^y|{n�Q��{���yzsQ���ÏwQ{�xz{�t�r)�`��{b�UÅ]s¡�^��}�¶quyz{~s�{�w¿�Tr`�Q��t){�wQ��r$x|�?x�«)sQs¢�[s�yz���Ï�]���Ày|�À{�yz�^{�� �Tr��Q¸�^�#{�w¿�Tyz{�º��^��y|�^yz{�wQ�^�^}�t`v)�ÏÁC�^¸�¼���{��À¸~��s�r)���M{~�T¬Xr)sQs�{��U¶

 âTã,L·¡ Þ  âTã<LNö�9Jå]ð¹í0çéå���ï>ä0ç�9>çéå`ð�÷>ï0ò·]#ë#ï�ôGïJL�MUæ¾å�ï»ßä`¼�b��ü�ûXü�ú
β
�
γs
�
γp
�
γi
�
ε
�
η > 0

�E'$ú=���Ìù$ú-��ü�ú £øMù(����O(����ü�)j©
u̇ = −u (1 − v − βw) + γsv, u(0) = u0 ∈ [0, 1] ,
εv̇ = u (1 − v − βw) + (γs + γp) v, v(0) = v0 ∈ [0, 1] ,
ηẇ = (1 − w) (1 − v − βw) − γiw, w(0) = w0 ∈ [0, 1]

)Mû*�º�)ü�ú«7uü"°�ü�û��"�Tú�ÿTúd�`ü�úW´@ûXüb'XA�ü�úWü��R°�ü�ÿX���Cü�û°ú#ü�új�$ý�'IAQù$ý|ü�ú«��ù�ý�AB¬<ÿd�"�[û°ú��)ü���A�û�',�"��ü�)Mûµ�����K�¡ü�ý|ü�¸Çù$ú-��ü�úÜ!Wü�úd�`ü
D :=

{
(u, v, w) ∈ R

3
+ : u + εv ≤ 1, v + βw ≤ 1, w ≤ 1

} £
`��nü"Ö`ûµ���IûXü����t�`ü�ú#ù$ÿWü�û°úW`gß�ÿTû°ý:û�A�� û°ÿ1)

(0, 0, w∗)
û°ú

D
ÿTú��«��ûXü���ü��nûµ���7û°ú

D
�)ý�'XA�ù�ý4ù	��O	)�>#�?'	�Iûµ���"������ùXA�û°ý £

ª>^wM�Tyz{ÜÈ]��r`s¡y�s¢��r��Qy|v`��«$w�{b�[�^��w�vÇÑTy|�¨r��Qyzv)���gyzw����]�^�
ε = η = 0

}){~s�{��Q¸���¶>��v`��yP��{~w�}`y|�^��s¡y����¾�^r`sl¬®v)xz}`{����T{r)x|}`{��^w�r$y�s����^{���¼Ts¡��{~��r$��sg�^{��Ï�#{~yz�^{��Àx|{���¸��Q{��NquyPÆR{�wQ{��^¸~yzr)x|}`xz{�y��Q�]���^}){~�Ï�T{�s?v)��y|}`{��N��¼Ts¢�Q{��¨s�É
εv̇ = u (1 − v − βw) − (γs + γp) v = 0,

ηẇ = (1 − w) (1 − v − βw) − γiw = 0.

�pÅ`s¡�g��r)�À�Tyz{�{~wQs¡��{nÃGxz{�y��Q���^�^}¨��r)���
v
r$�T¬¢��s�v�{�wQ})yz�T�[s¡y��Q�pÉ

u (1 − v − βw) − (γs + γp) v = 0
⇔ u (1 − βw) − (γs + γp + u) v = 0
⇔ u (1 − βw) = (γs + γp + u) v

⇔ (1−βw)u
(γs+γp+u) = v.

quyz{~sg�gyzwQ�Ï�]�^�Àyz�N�Ty|{l¸~�7{�y|��{�ÃGxz{�y����]�^�^}¨{�yz�^}`{~s�{���¸��g�^���À��r)�Ï{�wQ��«)xP�?¬®v`x|}`{����T{@È]��r)�Tw�r��QyzsQ���^{lÃGx|{~yz���]���^}�¬®^w
w
É

(1 − w) (1 − v − βw) − γiw = 0

⇔ (1 − w)
(
1 − (1−βw)u

(γs+γp+u) − βw
)
− γiw = 0

⇔ βw2 − (1 + β + δγi) w + 1 = 0,

�<v)�#{�y
δ =

u+γs+γp

γs+γp

¶Çq¿yz{¼�pÅ`s��^�^}`{��n�Ty|{�s¡{~w>ÃGxz{�y��Q���^�^}¿{~w�}`{��#{��ns�yz����r$��s0�T{�wJ�pÅ`s��^�^}`s¡¬®v)wQ��{�x�¬®^wtÈ]��r)�Tw�r��QyzsQ���^{ÃGxz{�y����]�^�^}`{��UÉ



÷ÏÀR�fêXîbÂ v,�

w± = − 1
2β (1 + β + δγi) ±

√
(1 + β + δγi)

2 − 4β
�

�<v)�#{�y
δ =

u+γs+γp

γs+γp

})yzxP��¶`�¿��sQs����^xzy|{~Ó)xzyz���b�Ty|{¿��x|{~y|��{�wQ{[�T{~wJ�#{�y��T{��³�UÅ]s¡���^}){���¬°�w
w
yzs¡�JwQ{�xz{�t$r$�`���)��r

w+ > 1
β

¶Ä¿y|{~wQr)��s?�#{�wQ{~�Q���^{��[��r)�À�Tyz{n�T�^��s¡��w�r��Qr)�^��r)�^wQr$��{`É
u̇ =

γpu

u+(γs+γp) ¢ 1+(1−w−(u)) β
γi £�����À�Ty|{n�^r)wQr)��s<w�{�s¡��xP�Qy|{~w�{~���T{G½Jw�vT�^�^�]���^yzxz�^�^�^}`s�w�r���{`É

V = ṗ = kpzs = kpaev = Vmaxu

u+(γs+γp) ¢ 1+(1−w−(u)) β
γi £ ¶

3��6Ñ�Ò=�?Îg�.�¯�����g�
��{����©�¨r$�©�#{�y�s��^y|{~xzs��7{~yzs�{M�Tyz{MÁC�^¸~¼��M{�y|��{�yz�^{��³Ë¿Å)wQ�#{�wu�#{���w�r)���`�Q{��~�&��r$���¯�¨r$��s¡y����¯�#{~y@�T{~w��¿�^¸~r)�^x@r)�ÁJ�^¸�¼���{��Mt)v)w�s¡��{�xzxz{��U���^r)sQs0��yz���`�Cr)x|xz{<})xz{�y��Q��¸�{�y|��yz}�r$�]��yztns�y|���U¶)ÈR�^�ì{�yz�^{��M�gy|w����^r)s4�T��wQ���M�Tyz{?Ä¿{������^�^}���yP�Ä¿y|x|¬®{?t)v)��º��^��y|�^y|��v`w�{~��}`{�wQ{�}`{�x|�~��¸��^��r$���^{�wQ{���})yz�T�4{~s4s�vu}){~��r$�^�]��{?s����^x�r�¬®{��2�T{<ÁC�^¸�¼���{)�$�Tyz{<}){~�7{~���]�>�7{~wQ�T{~���2s�s�{��U¶Çquyz{~s�{~s0��{~���){����^{~�^�`�4�¨r$���[�]��yzt�yz{�wQ�^�^}�¶�ÁCyz��ÁC��¸�¼��H�#{~s�yP�Q¸��4{�yz�^{7�)v)���^xz{�ÑT{J>u�#{~wÓ¶2«`�Q��{���s¡��wQ�^�]���^w���^y|{W�^yz���`�¹���^wb{~y|�^{¯�7yz���T���^}`sQs¢�Q{�xzx|{À¬®^wÏ���^��s¡��w�r��b������º����^y|�^y|�Qv)wb�#{�s¡y|��¸��~¶7�Wr$�2�Q�^{NÁJ�^¸�¼���{N�<{�y�s¡{~��r)������<{�y|��{�wQ{g�<y|�2�T�^�^}`sQs¡��{�xzxz{���r$�^¬�¶$ÁJy|�b������s¢�QwQr$����v)xz{���^xT�$r$�^�M�^y��Q�]�Jr$�M{~y|��y|�2r$�]��yzt�y|{~w¡�Q{~s4ÁC�^¸�¼����^yz���T{��U�`�^r��Tyz{�<yz���T�^�^}]s�s¡�Q{�xzx|{¿��vT�Ty².�¸~y|{~w¡�7y�s¡�~¶��<yz���T{��<���^�Í�T{�w?�[�]��yzt�r$��v`w7r)�¹�^r)sJÁJ�^¸�¼��À��«)���T{�w��<s�yz���¹�Tyz{G�<y|�2�T�^�^}`sQs¡��{�xzxz{¬®^wÏ�^r)sÍ���^��s¡��w�r��¹�^��� �Tyz{~s�{~sb��r)�^���^yz���T{~�U�7�^�����M}`{~s�{��Q¸��¹¸�� �7{�w��T{~�U¶7�N{�y�s¢�Í�Tyz{��]�¹{~y|��{WÂ@v)w�¬®v)wQ���T{~s�T�^��s¢�QwQr$�Qs�r)xzs��¿�`�Qy|t$r��Qv)w��4�^r��@s¡v)¬®{�wQ�.�Tyz{N�T�^��s¡��w�r���t)v`w¡¬®v`w�� wQ{�y��Q�^xzy��Q�.t)v`w���r)���T{��·y�s¢���Cr$�����.y|��Ë�^wQ¸�{Ít�yz{�x�T�^��s¢�QwQr$�<¸��^��²[�¨s�{��Q¸�{��Ï�^r�s�{�yz�¹�gy|w��&¶�quy|{�s¡{G�<yz���T�^�^}M�T{�s<�[�]�Qy|t$r���v`wQs7r$�Í�^r)s7ÁC�^¸~¼�� yzs¡�<wQ{�t){�w�s�y|�#{~xé¶���yz�����yz���`�[}`{���^}){��2�Í�¿�]��yzt�r��Qv)wQ��v)xz{���^xz{ut)v`w���r)���T{��p�]��wQ{����`�¿s¡y����À�Tyz{~s�{~s?�gyz{~�T{~wgt)v)� ÁC�^¸�¼��À¶ª>^w7�^r)sJ�NvT�T{�x^��wQy|Æ2�J�¨r$�b�Ty|{¿�[����r$�^��{`�`�^r)sQs@{~s@���^wC{~y|��{[�<yz���T�^�^}]s�s¡��{~x|xz{?¬®^wJ{�yz�^{��b�[�]�Qy|t$r���v`w@�^wQv�ÁJ�^¸�¼��}`y|�^���^�����^r`s�s��^r)sMÁJ�^¸�¼�� ���^w���y|�b�T{����[�]��yzt�r$��v)w�w�{�r$})yz{�w����^�2�·��yz���`�b�TyzwQ{��]����yP�b�^{������^�2s¢�QwQr$�~¶@quyz{�¿�^��^wQ¸��^�^}`{����^xz{�yz�#{�� �Ty|{�s¡{~x|�#{~���gyz{Àyz� t)v)w�r$��}){�}`r$�^}){��^{~�.�[��sQ���^�^y|�¡�~�J���^wb��r)sQs��^{�wb�¿�`�Qyzt�r��Qv)w���y|�

A
��^{~s�s�{��¨Ë¿v)��¸�{��]��w�r��Qy|v`���My|�

a
�`�T{�wCÁC�^¸~¼���±��[�]�Qy|t$r���v`w¡±�Ë¿v)���^xz{�Ñ��My|�

AE = F
�`�T{~sQs¡{~��Ë¿v`�^¸�{~�`��w�r��Qyzv)����yP�

f
��^{�wuÁC�^¸�¼��M±��[�]��yzt�r$��v`w¡±¢���^��s¡��w�r���±ÌË¿v)���^x|{�ÑÍ��yP�

FS
�����W�T{�s�s�{��¯Ë¿v)�^¸~{��]��w�r���yzv)�À��y|�

z
�#{�¸~{�y��Q�^�^{��u�7{~wQ�^{��U¶�¯r$�Ï{�wQ��«$x|�[�^r)�^�À�^r`sgÊg{~r)�`�Qy|v`��sQs����^{��¨r�É

ka ks

A + E 
 F, F + S 
 FS
kp→ P + F.

k−a k−s

�WyP�¿Ä¿y|x|¬®{n�T{~w[�Wr`s�s�{����gy|wQ���^�^}`s��]yz�^{���yz��{~w��2«$x|�g��r)�À�^r)s[�T¼�s¡�Q{��ÀÉ
ȧ = −kaae + k−af, a(0) = a0 ≥ 0,
ė = −kaae + k−af, e(0) = e0 ≥ 0,

ḟ = [kaae − k−af ] + [−ksfs + k−sz] + kpz, f(0) = f0 ≥ 0,
ṡ = −ksfs + k−sz, s(0) = s0 ≥ 0,
ż = ksfs − k−sz − kpz, z(0) = z0 ≥ 0,
ṗ = kpz, p(0) = p0 ≥ 0.

º��¹�^y|{�s¡{~� ��¼Ts¡��{�� �)v)����{��¹�TwQ{�y2ÁCwQ��r$x|���^��}`s�})wQÅ)Ó){���t)v)w��`�^r)s7s¡yz���¹ÃGwQÅ)Ó`{��U�`�Tyz{us�yz���b�^yz���`�<t){�w�«$�2�T{�wQ�U�`�Ty|{�s¡{s�yz���&É
ė + ḟ + ż = − kaae + k−af + [kaae − k−af ] + [−ksfs + k−sz]

+kpz + ksfs − k−sz − kpz = 0
⇒ e +f + z = const. = e0 + f0 + z0 =: ae,

ṡ + ż + ṗ = − ksfs + k−sz + ksfs − k−sz − kpz + kpz = 0
⇒ s +z + p = const. = s0 + z0 + p0 =: as,

ȧ − ė = − kaae + k−af − [−kaae + k−af ] = 0
⇒ a −e = const. = a0 − e0 ⇒ a = e + a0 − e0.
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qu�^w��Q���^y|{�s¡{¨ÃGwQÅ)Ó){~�W�)Å`�^�^{����Tyz{�Ë¿v)��¸�{��]��w�r��Qy|v`�¯�T{~s��¿�]��yzt�r��Qv)w�s

a
�&�Tyz{MÁJ�^¸�¼����)v)�^¸~{��`�QwQr$��yzv)�

e
�^�2�©�Tyz{Ëuv)�^¸~{��`�QwQr$��yzv)�Ï�T{~sg½Cw�v^�T�^�]�Qs

p
{�xzy|��yz�^yz{�w��g�7{~wQ�^{��UÉ

e = ae − (f + z)
�
p = as − (s + z)

�
a = aa − (f + z)

�����Ï��r)�Ï{�wQ��«$x|�[�^r)s?wQ{~�^�^¸�yz{�w���{n��¼Ts¢�Q{��ÀÉ
ṡ = −ksfs + k−sz, s(0) = s0,
ż = ksfs − (k−s + kp) z, z(0) = z0,

ḟ = ka (ae − (f + z)) (aa − (f + z)) − k−af − ksfs + (k−s + kp) z, f(0) = f0.

qu�^w��Q�N�Tyz{n���$r$xzy|{~w����^}M��yP�
u = s

as

�
v = z

ae

�
w = f

ae

�^���
τ = ksaet

{�wQ��«$x|�g�¨r$�À�^r`s[��¼Ts¢�Q{��ÀÉ
u̇ = −uw + γsv, u(0) = u0,
εv̇ = uw − (γs + γp) v, v(0) = v0,
εẇ = α [(1 − (v + w)) (β − (v + w)) − γaw] − uw + (γs + γp) v, w(0) = w0,

�<v)�#{�y
ε = ae

as

�
γs = k−s

ksas

�
γp =

kp

ksas

�
α = kaae

ksas

�
β = aa

ae

�^���
γa = k−a

kaae

s¡yz���&¶�¿��s[�T{��Àv)��y|}`{��ÍÁJw���r)xP�Q�^�^}]s�sQ«��Q¸�{��Í�����À�T{�wg½4v`s�yP�Qyzt]y|�Q«$�[�T{~w[Ë¿v`�^¸�{~�`��w�r��Qy|v`�^{��Í{�wQ})yz�T�[s�yz���À�T{�w¿�<{�wQ{�y��Q�UÉ
D :=

{
(u, v, w) ∈ R

3
+ : u + εv ≤ 1, v + w ≤ 1, v + w ≤ β

} ¶
quyz{n²[�^}`x|{~yz���]�^�^}`{��Ïyz�

D
s�y|���Ï�^x�r$��s�y|�#{~xé���T{��^�À{�s?})yzx|�~É

u + εv ≤ 1
⇔ s

as
+ ae

as

z
ae

≤ 1

⇔ s+z
as

≤ 1

⇔ s + z ≤ as,

v + w ≤ 1

⇔ z
ae

+ f
ae

≤ 1

⇔ z+f
ae

≤ 1

⇔ z + f ≤ ae,

v + w ≤ β

⇔ z
ae

+ f
ae

≤ aa

ae

⇔ z + f ≤ aa.

qu{�w��<{�wQ{�y��Q�
D
y�s¢�G�#v`s�yP�Qy|tÀy|��t�r)w�y�r$�]�¿�^���¯�Tyz{�Á¼È`��y|xzy|��w�y�r¹�T{�sG��¼Ts¡��{��¨sGs¡yz���N�gyz{�yz� t)v`w��^{~w�yz}){~�N�[��sQ�Q���^yP���}`{�}`{��#{��Ï�^�^wQ���
(0, 0, w∗)

�T�<v)�#{�y
w∗ �Tyz{b�pÅ`s��^�^}�¬®v`x|}`{����T{~w[ÃGxz{�y����]�^�^}¨yzs¡�~É

w2 − (1 + β + γa) w + β = 0
�

�^y|{ns¡y����Àr$��sg�^{�w[�TwQy|�¡��{~�N�^�Q��r)xP�Q���^w�t`{��T{�s[��¼Ts¡��{~��s~É
ηẇ = (1 − (v + w)) (β − (v + w)) − γaw − uw + (γs + γp) v = 0

⇔ (1 − w) (β − w) − γaw = 0
⇔ w2 − w − wβ − γaw + β = 0

{~w�}`y|�^�~�T�7v`�#{�y
u = 0

�^���
v = 0

})yzxP��¶��Tv)��yP�[{~w�}`{��#{��Ïs�y��Q�À�^y|{@�UÅ]s¡�^��}){��À�Ty|{�s¡{~wgÈ`�2r)�Tw�r��QyzsQ�Q��{��ÀÃGx|{~yz���]�^��}�É

w∗
± = 1

2

(
1 + β + γa ±

√
(1 + β + γa)

2 − 4β

) �
�<v)�#{�y`�]��w

w∗
−
y|�

D
xzyz{�}$�����^r

w∗
+ > min {1, β} ¶Jz7�^{���y�s����n{��`��s¡��w�y��Q���Tyz{~s�{~spÁ\È]�^yzx|yz�^wQy|�^�H�^{���È#{�y|�����^�^�]�>�T{~wÊ[{~r$�]�Qy|v`�U�2r)�W�T{����^r`su���^�2s¢�QwQr$�¿t){~w���wQr)���Q�]�[�^�2�N{�yz�©ÃGxz{�y��Q�^}`{��gy��Q�]�u�#{�y>�T{~wuÁC�^¸�¼��M±Ì�¿�]��yzt�r$��v)w�±�Êg{~r$�]�Qy|v)�{~y|��}){~s¡��{~x|x|�gy�s¢��¶quyz{~sgxz«`s�s¡�[s¡y����Ï�gy|{��T{�wQ�^� yz�Í¬®v)xz}){~���T{~���Tr$��¸l^�#{�w[�^y|{n�[�]�Qy|t�yz{�wQ�^�^}�t)v)�ÏÁC�^¸~¼]��{~�Ï¬®v)wQ���^x|yz{�wQ{��p¶

 âTã,L�®¤Þ  âTã<LNö�9Jå]ð¹í0çéå a  &ã~ç�]UçXå]ð�÷>ï0òæ]#ë2ï ôGï�LXMUæ¾å�ï�ßä`¼����ü�ûXü�ú
α
�
β
�
γa
�
γs
�
γp
�
ε > 0

�'$ú=����ù�ú-��ü�ú £øMù(����O(����ü�)j©
u̇ = −uw + γsv, u(0) = u0,
εv̇ = uw − (γs + γp) v, v(0) = v0,
εẇ = α [(1 − (v + w)) (β − (v + w)) − γaw] − uw + (γs + γp) v, w(0) = w0

)Mû*�º�)ü�ú«7uü"°�ü�û��"�Tú�ÿTúd�`ü�úW´@ûXüb'XA�ü�úWü��R°�ü�ÿX���Cü�û°ú#ü�új�$ý�'IAQù$ý|ü�ú«��ù�ý�AB¬<ÿd�"�[û°ú��)ü���A�û�',�"��ü�)Mûµ�����K�¡ü�ý|ü�¸Çù$ú-��ü�úÜ!Wü�úd�`ü



÷ÏÀR�fêXîbÂ v ù
D :=

{
(u, v, w) ∈ R

3
+ : u + εv ≤ 1, v + w ≤ min {1, β}

} £
`��nü"Ö`ûµ���IûXü����t�`ü�ú#ù$ÿWü�û°úW`gß�ÿTû°ý:û�A�� û°ÿ1) (

0, 0, w∗
−
) û°ú

D
ÿTú��«�$ûXü���ü��lûµ���<û°ú

D
�$ý�'IAQù$ý>ù	��O	)g>��±'��éûµ����������ùXA�û°ý £

ª>^w?�^y|{Gqu�^w��Q�^¬°��^w����^}�{�yz�^{�w×È]��r`s¡y�s¢��r��Qy|v`��«$w�{~�¨�¿�^�^wQv�ÑTyz��r$��yzv)�b�gyzwQ�b�]�^�
ε = 0

}){�s¡{���¸��~¶T��v)��y|�<{�wQ})yz�T�<s�y��Q���r)sgr$xz}){~�^w�r$y�s��Q��{���¼Ts¡��{��ÀÉ
εv̇ = uw − (γs + γp) v

⇔ uw = (γs + γp) v,
εẇ = (1 − (v + w)) (β − (v + w)) − γaw

⇔ γaw = (1 − v − w) (β − v − w) .

r)��s¹�T{�� x|{���¸��Q{�� �#{�y��T{��_quyPÆR{�wQ{��^¸~yzr)x|}`x|{~yz���]�^��}){�� �T{~sbv`�^yz}){��_��¼Ts¢�Q{��¨s�¶��UÅ]s¢�¹�¨r$� �Tyz{W{~wQs¡��{¯�T{�w¹�#{~yz�^{��ÃGxz{�y����]�^�^}`{��Ï�2r)���
v
r$�T¬¢��s�vM{~w�}`y|�^�gs�y��Q�UÉ

uw = (γs + γp) v
⇔ v = uw

γs+γp
.

�T{���¸��0�¨r$���Tyz{~s�{\�pÅ`s��^�^}g¬®^w
v
y|���Tyz{J¸��<{�y|��{<ÃGxz{�y��Q���^�^}¿{�yz�U��s�v[{~w���«)xP�0��r)��¬®v`x|}`{����T{¼È]��r)�Tw�r��QyzsQ���^{JÃGxz{�y��Q���^�^}¬®^w

w
É

γaw = (1 − v − w) (β − v − w)

⇔ γaw =
(
1 − uw

γs+γp
− w

)(
β − uw

γs+γp
− w

)

⇔ 0 = w2 −
(
δ (1 + β) + δ2γa

)
w + βδ2,

�<v)�#{�y
δ =

γs+γp

u+γs+γp

})yzxP��¶F�UÅ]s¢�Ï�¨r)� �Tyz{~s�{»ÃGx|{~yz���]���^}���yP�WÄ[yzxP¬®{»�T{~wW�pÅ`s��^�^}]s¢¬®v`w���{�x¿¬®^w�È]��r)�Tw�r��QyzsQ���^{ÃGxz{�y����]�^�^}`{��U��s�vM{~w�}`y|�^�gs�y��Q�UÉ

w± = δ
2

(
1 + β + γaδ ±

√
(1 − β + γaδ)

2
+ 4βγaδ

) �
�<v)�#{�y&�gyz{~�T{~w��������^w[�Tyz{���xz{�yz�^{�wQ{��^{�wg�#{�y��T{����UÅ]s¡�^��}){��

w−
yz�

D
xzy|{~}$�g�^�2�Ï�^r)��yP�¿�Q��{���yzsQ�Q�Àw�{~x|{~t�r$�]�?y�s¢��¶ª>^w¿�Tyz{l�¿�^��r)�^wQr$��{�{�wQ��«$x|�g�¨r$�Ï���^�N�Ty|{�ÃGxz{�y��Q���^�^}�É

u̇ = −γp min{1,β}u
u+γs+γp

¶
quyz{~s¿yzs¡�¿{~y|�^{��Ny��Q��r){�xzyzs¡±��N{��]��{��^±ÌË�yz�^{��Qy|�R¶�º��W�Tyz{~s�{�� ª�r)x|x0yzs¡�

β < 1
�#�T{~�M�2r)���

a0 < e0
�2�7vT�T�^w����À�¨r$�W�Tyz{�¨r$Ñ�yz�¨r$xz{G½Jw�vT�^�^�]���^yzxz�^�^�^}`s�w�r���{`É

Vmax = kpaeβ = kpaa

{~w���«)x|�~¶^q¿yz{�½Jw�vT�^�^�]���^yzxz�^�^�^}`s�w�r���{�s�{�xz��s¢�gy�s¡�[�Tyz{~s�{�xz�2{��gyz{��#{�yp�T{�wgº��^�^yz�^yz{�wQ�^�^}2�Tr)��sQs����^xzy|{~Ó)xzyz���
Vmax

�^�]��{~w¡±sQ���^{�y��T{��>s¡y��Q�p�~�^rg�#{�y]�T{~wpº��^�^yz�^y|{~w����^}
Vmax = kpae

})yzxP��¶~qGr$w�r$��sU{�wQ�){��^�]�U�¨r)�U�~�^r`s�sp�T�^w��Q�l{~y|�^{7�[�]��yzt�yz{�w����^}t)v`�¯ÁC��¸�¼���{��
Vmax

t){�wQ�]xz{�yz�^{~w¡�G�gyzwQ�&�R�<v)�^yz�^}){~}){��¯�#{�yC�T{�wlÄ¿{������^�^}N�Tyz{��Ny��Q��r){�xzyzs¡±��N{��`�Q{��T±�Ë¿v`��s¢��r$�]��{t){~w�}`w�Å)Ó){�w¡�?�gyzwQ�&¶

Ê%�?Ò1�¯�=�JÒ=�g�=Î\�¯�FE_�Ï�7G-�����.�
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º��.�T{~w���vT�^{�w���{��¾� y�s�s�{���sQ����r�¬°��s��^y|{~xP���^y|{K�¿{���¸~}){~�^{�wQy|���^}¯t)v)�¾½C���^�]����{��^}`{��·{~y|��{¹��w�r$}){~���T{ÍÊgv)xzx|{`¶>ÁCy|��¿�]�7{~���T�^�^}]s¡�#{~yzs��^yz{�xF.����T{��7s�yz����y|�¨�^{��2s¢�Q{��b�[�^yz�¨r���yzv)�2s�.�xz��{��U�`�^r)�#{�y��7{�w��T{��b�]�Qw��^�]�Q�^w�{~�¨r$x�sº�[{��Q¸�{[yz�`��{~w¡±�#v`x|yz{�w��~¶$�[�������^y|{[ÃG{�s¡y��Q�]�Qs�{�wQ�){��^���^�^}Gt)v)�«z7v)���^�T�Q{�w��M��r)�^����yP�\�¿{���¸~}){���{�wQy|{~w��^��}u}){�s����^{��^{~�U¶�qGr)sCÃG{�s¡y��Q�]��gyzw��b}){~sQ��r)�^�`�����Tyz{�²[��w�y�sQs¡{u{~w���y|�¡�Q{�x|�?�^���Í��r)s<�<yzxz�Í�T{~s?Ëuv)�T¬®{~s7��wQyzr)�^})�^xzyz{�w��~¶]ÁCyz�^{G��Å)}`x|y����^{uÁCwQ�){��^�]���^}`s¡±v`�T��yzv)���?«$wQ{<�Tyz{gª�r$wQ�#{)���U¶ �U¶$�^w�v�quw�{~y|{��Q�n})yz�T�@{~s4{�yz�^{���ª�r)w��T�Qv)�U���^{�w4��y|�@{�yz�^{~w@qGr���{~�]��r)�^�nt){�wQ})xzy��Q�^{~���gy|w��&¶
�¿�^��{�wQyzsQ���Ny|�]��{�wQ{~sQsQr$�`�¿�gyzwQ�N�Tyz{%�[{��Q¸�}`{��^{�wQyz{�wQ�^�^}¨¸��^���7{~yzs��^yz{�xp�#{~y4�]��wQÅ)���^��}`s��2{~w�{��Q���]�^�^}`{��»Ô®t�})xI¶2�¿�^�U¶Ô¡§�Õ���ªu�^{�xzx|{`É#�]�¡���pÉ ¦`¦Ç�g�g�¿£T¶ �]¼T�TwQv$�Q{~�)¶ �T{�¦Çt){�w¡�Qw�yz{��#¦Ç�]¼T�Tw�v$¬[r)s�¬[£$�2¦Çyz�¨r$}${�¤^§ 4 ¶ �^�^}]Õ�¶2º����Wr)sQ���^y|��{��]�2r$�¯�7{�w�±�^{��Ït�yz{�xz{z<�¿q¿±Ì½Cw�v`})w�r$����{G�#{��]�T�Q¸������^y|{nr$�T¬@�T{�� ½Jw�yz�^¸�yz�N�T{�wg�¿{��Q¸�}){~�^{�wQy|{~w����^}M��r)s�y|{~w�{~�U�T��r$��yP�[�7{~wQ�T{~�ÁJy|�^¸~{�x|��{~y|xz{u{~�`�¢�7v)w�¬®{��p¶]�¿x|xz}){~��{�yz�b}`y|x|�<�^y|{��¿{���¸~}){~�^{�wQy|{~�^�^}�y|�Í�T{~�¹º��^}){~�^y|{~�^w�s¡�gy�s�s�{���sQ����r�¬°��{~�br$x�sJ{~sQs�{��`�Qy|{~x|xI�
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��r¹wQ{~r)x|{M�Nv^�T{�xzx|{M��yP�l}`{�v`�M{���wQyzsQ���^{��©�^r)���]t){�wQ��r)xP�Q{��¯�^yz���`�lv`�^�^{M�7{~yP�Q{�wQ{~sGs�yz���^x|yz{�w����7{~wQ�T{~�¯�)Å`�^�^{��p¶&²[�{~y|��{��»�<v)}`{���y|�»�^y|{b�<yzv)xzv)}`y|{�¸��»sQ�Q�^x�r$}`{��U�&�#{���w�r)���`�Q{��n�¨r$���#{�y7�T{�wnº������^��r)�`�¢�7v)w���r$�T¬?{~y|�»�¿�`�Qy|}`{��»�Tyz{���^���^w�r$xz{¹�[�]�<{��^w�¶>���#{~¸�yz{�xzx<r$�����»�^y|{¹ÁCwQ�){��^���^�^}W{�yz�^{�s��[�]��yz}){~��s�¶0º��¾�T{~w��<y|v`x|v`})yz{¨s��^yz{�x|���^r`s��T�Q�^xz�sQs¡{~xP±�^�Q�^xzv`sQs¡±I½CwQyz�^¸�yz�À{~y|�^{�¸�{~�`�QwQr)x|{�Êgv)xzxz{n�^���W�T{�s¡��r)xz�N�)Å)�^�]��{n�¨r)�W�^r$w�r$�Àyz�`�Q{�wQ{~sQs¡yz{�w��¿s�{�yz�U�#�Tyz{�ÁC�^y|��v)�#{�{�yz�^{~s�¿�`�Qy|}`{���s<��y|�¡��{~xzs?{�yz�^{�s 4 q[±?�[{���¸�{�s7¸~�¹t�y�s¡�2r$xzyzs�yz{�wQ{��U�`��� }`{�}){~�#{��^{~�T¬Xr$xzxzs<�T�^w����Í�Tyz{GÂ¿y�s¡�2r$xzyzs�y|{~w����^}�{�yz�Í��r)s¡±s�{����^{~sg�¿�`�Qy|�)Å`w��#{~w?¸~�L.����^{��À�^���Ï{~s[�T{���½4r��Qy|{~�`�Q{��À¸~�Às��^w�y|��¸~{��U¶

� £ �Ï�.�P������: ��-�.�P���\���R�.�¯�-���g�
Á7sls¡{~y4{~y|��{M{~���Txzyz���^{¨�N{~�^}){

P = {p1, p2, . . . , pn} ⊂ R
d }){~}){��#{~�U¶UÃG{~s����Q�]�ly�s¢�n�Tyz{��)v)��t){�ÑT{MÄ¿^xzx|{¨�Tyz{~s�{~s½4v)xz¼){~�T{~wQs~¶^�NyP����{~xzs¿q¿{~xzr)�^��rÇ¼¹Ð0w�y�r$�^}`�^xzy|{~w��^�^}Mxz«`s�s¡�[s¡y��Q�N�Ty|{�s¡{l{�wQ�My|�¡�Q{�xz�U¶ÈR�^��«)����s¡�n�gy|w����^r`slÂ@v)wQv)�^v`yP±�quy|})w�r����³s¡�����^y|{~w¡���0�^rÀ{~s�s¡y��Q�¾�T��r$xJ¸���w�q¿{~xzr)�^��rÇ¼©Ð0wQyzr)�^})�^xzyz{�wQ�^�^}Ït){~w���«)xP��¶²¿��{~s<¸��Í��v$��yzt�yz{�wQ{��U�]�#{���w�r)���`�Q{��?�¨r$�Í�^{��Ï�Tyzw�{~�]��{��ÍÁCyz�1¶���sQs¡�#{~w�{~yz���@á¢{��T{~s?½C�^�^�]��{�s��^�T{~�³à-'��R'�ú�'�û�AQü���ü�û��"�T¶
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p ∈ P
�P��'%��ü�û ¥t�

Vp := {x ∈ R
d | ||x − p|| ≤ ||x − q|| ∀q ∈ P}

�`ü���°�ÿ
p
°�ÿX�]ü"�-Q	� û+�]ü¦à�'	�R'�ú�'�û�A�ü���ü�û���� £

ÃG{~v)��{��Qw�y�sQ�Q�¯y|�]��{�wQ�^wQ{��Qy|{~w¡���#�#{~�T{~�T��{��l�Tyz{~s�{Mqu{@.��]��yzv)�U�U�^r)sQs
R

d y|�©x�r$�T�Q{�wG�)v)��t){�ÑT{)�#��Å)}`x|y��Q��{�wQ�7{�y�s¡{��^���2{�±sQ���^wQ«)�^�]��{CÐ0{�yzx|��{���}){��l¸�{�wQxz{�}$�U�gyzw��&¶~ª^{~w��^{~wUyzs¡�=á¢{��T{�wpÂ@v`w�v`�^v)yz�#{�wQ{�y��Q�
Vp
�T{�w>�T���^�^y|�¡�0t)v`�

n−1
Äur$xz�^wQ«)�^��{��U¶º���ª^v)xz}){~���T{~�Ïs�{�y

d = 2
}`{��<«)�^xP��¶^�[xzxz{�ÂCv)wQv)�^v)yz�#{�wQ{�y��Q�^{G¸���sQr$����{��Ï�^yzx��T{��N�^r`sÎà�'	�R'�ú�'�û���ûXù<�X��ù�))�¶

p1

p2

p3

V1

V2

V3

�&�'������� Ù ñ ó ñ À ñ Á ò Á+¿ õ óÓ¿<îbîú
 ñ À ù N¯Å�À%$	ì.Â�À

7uü�ûµ�B>RûXü�ý Õ £ ��{~y P := {p1, p2, p3} ⊂ R
2 ¶2qGr)s[¸��^}`{��^Å`w�yz}){�Â@v)wQv)��v)y��Tyzr)})wQr���� �gy|w��Ïyz�W�[�^�U¶>ÔI£)Õg�^r)w�}`{~s¡��{~x|x|�~¶Á7sg})yzxP�[v$ÆR{���s�yz���`�Qx|y����U���^r`s�s

R
2 = V1 ∪ V2 ∪ V3

¶
quyz{¿qu��r$xzy|�Q«��7¸��gy�s����^{~�¨�T{~�YÂ@v)wQv)�^v`yz�^yzr)}$wQr$�����^���b�T{�w7qu{�x�r$�^��rÇ¼MÐ0w�y�r$�^}`�^xzy|{~w��^��}Gx�«)sQs¡�@¬®v)xz}){~���T{®z7��r$w�r$�]±�Q{�wQyzs�yz{�wQ�^�^}��Tyz{~s�{�w[s��#{�¸�yz{�xzxz{��ÀÐ0w�y�r$��})�^xzy|{~w��^��}�¸��U¶
SÏå� >ï>ç®ã�çXë#ï0®´ÞÓSÍå�îéâ^÷0ï>âIMUT7ð�çXâ^ï>ò#÷0îéçXå]ð�÷0ï>ò�ß(¢\�&ü�ûXü�ú

p, q ∈ P £ øMù�ú2úK��ü�û ¥t�F��ûXü¦à2ü���A�û°ú#�$ÿTú��������Þ��ü"��
`ü�°�´@û*N�����^ü�ú
p
ÿTú#�

q
�`ü�ú#ù$ÿ �)ù$ú�ú�ø�ü�ý|ù$ÿTú#ù	O<
`ù�ú��Ìü��@´Jü�ú�ú

Vp ∩ Vq 6= ∅ £ p
ÿTú��

q
´Jü��Ó�`ü�úBù�ý§�¹øMü�ý|ù$ÿTú#ù�O)ü"��
)ü�ú

A�ü"°�ü�û��"�Tú#ü�� £ $uý°ý|üGø�ü�ý|ù�ÿTúRù	O<
`ù�ú��Ìü�úW°�ü�� ýzüÞ�]ü�úæ��ûXüb
X'$ú-¸�ü"Ö]ü��bªTý®ý|ü@¸('$úWVBû°úÏø3��ü�ûXü���
)ü��\´Jü�ý��"��ü�ù�ÿ-���bøMü�ý|ù�ÿTúRù	O¹=� ûXù�ú��)ÿTý:ûXü�� ÿTú���]ü�ú#ù$ú�ú-�¼´@û*�R� £
quyz{¹qu{�x�r$�^��rÇ¼�ÐpwQy�r$�^}`�^x|yz{�wQ�^�^}Àyzs¡���^y��Q�]��{�yz���T{��T�Qy|}2�p�gyz{¨¬®v)xz}){��2�T{�w����#{~¸�y�r$x|¬Xr$xzxé�0r$�2�Q� `<ú-��ù	���IÿTú��¯}){~��r$�^�]�~�¸~{�yz}$��¶
7uü�ûµ�B>RûXü�ý Ú £ ��{~y p1, p2, p3, p4 ∈ P

�^���
u ∈ R

2 s¡v2�^�^r)sQs r = ||u − pi||
¬®^w

i = 1 . . . 4
�^�2�

Vp1
∩ Vp2

∩ Vp3
∩

Vp4
= {u} ¶��[x�s¡v�x|yz{�}`{�� p1, p2, p3, p4

r$�T¬0�T{���Ë�w�{~yzsJ�My|�?�WyP����{�xz�^�^���`�
u
�^���¹Ê[r`�Tyz��s

r
¶�Ä¿y|{~w7��r$�7�¨r)�b¸��7{~yxz{�}`yP�Qy|��{n�[��s��<r$��x|��Å)}`x|y����^�){�y|��{~�¹¬®^w¿qu{�x�r$�^��rÇ¼���r$�]��{~�U¶

quyz{���r$�^w�s����^{�yz�^xzy��Q�^�){~yP���T��r)sQs C ½C�^�^�]�Q{lr)�T¬>{�yz�^{���Ë�w�{~yzs<x|yz{�}`{��U�Ty�s¢�[s�vM}){~w�yz�^}����7{�s¡�7{~}){~�¹�¨r$�Àr$�^�^{~�^��{����r$w�¬����^r)sQsg�Ty|{n�N{~�^}){
P
�){~y|��{�ÁC�`��r$w������^}){��À��r���¶²¿� {~y|�Wø�ü�ý|ù$ÿTú#ù	O	NXø3��ü�ûXü���
Í¸~�Ï�#{~sQ���^w�{~y|�#{~�U�T�#{���Å$��yz}$�[��r)�Í¬®v)xz}){~���T{lqu{@.��^y|�Qy|v`�U¶

SÏå� >ï>ç®ã�çXë#ï6Ô¦ÞÓZJå�å]ð�å`ðÜÿÀð�å]çéè�ß	¢\�Rü�û
U(a, b, c)

�)ü��ÎÓ�)@
��¡ü�ûµ��ü�û°úRü��[ø3��ü�û®ü���
(�
abc £

U(a, b, c)
��ü�û ¥t�<ý|üQü�� ⇔ a, b, c ∈ U.

�&ü�û
KU(a,b,c)

��ûXüb°�ÿ
U(a, b, c)

�]ü"�-Q	� û+�]ü��%��ü�ûµ�"�����d��ü�û�AQü £ $uý¨��'j��û°ú�� a, b, c

`ü�û°úRü�û°ú�ú#ü���ü�úKV?ÿTúd
��Ìü@¸('$ú

U £
�WyP�¿Ä¿y|x|¬®{n�Tyz{~s�{�w[qu{@.���yP�Qy|v`�Àxz«`s�s¡�[s¡y��Q�À�]�^�N�Tyz{¼ÓJ)@
	��ü�ûµ�*��'��R�)ü�� ÿTú��¹¬®v`w����^xzyz{�wQ{��U¶
 âTã,L�®¯¢�¡®Þi¯Ïæ: &ð�å�çXè�õÌë�ð�í>å`ð�÷>ï0ò�ßæ�Rü�û

P
',��ú#ü�`?ú-��ù	���IÿTú��]ü�ú-�

a, b, c ∈ P £

abc
�^ü�û ¥t�4øMü�ý|ù$ÿTú#ù�O	NXø@��ü�ûXü"��
 ⇔ U(a, b, c)

ý|ü�ü��
.
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u

p1

p2

p3

p4

�&�'���)(�� ��ÅEôJÂ�Á¨ï�"IÁ+Â"Ã���½��

ª�{�wQ�^{�w[�#{~�^Å$�Qy|})�[�¨r$�À{~y|�WÄ[yzxP¬Xs���yP����{~xé�2����¸��N{��]�QsQ�Q�^{~yz�^{��U��v`�À{�yz�À½C���^�]�
x ∈ R

d yz�^�^{�wQ��r)x|�À{�yz�^{�s[Ë�wQ{�y�s¡{�sxzyz{�}$��¶
SÏå� >ï>ç®ã�çXë#ïUâ¼Þ¡ñ�ådL`÷0ò�ß(¢¿øMü��37uü�°�ÿX�

πU (x)
ü�û°ú#ü��%V?ÿTúd
��Ìü��

x ∈ R
d °�ÿ¾ü�û°ú#ü�)��%��ü�ûµ�

U
)�û*��!Nû*�B��ü�ý >RÿTúd
��

u ∈ R
d ÿTú��nþ¿ùI��û°ÿd� ρ > 0

��ü�û\�`ü�ØJú�ûXü����×��ÿ1�R���
πU (x) = ||x − u||2 − ρ2.

`��g�)û°ý¨�?©
• πU (x) > 0

��� ù$ý°ý§�
x /∈ U

• πU (x) = 0
��� ù$ý°ý§�

x ∈ U

• πU (x) < 0
��� ù$ý°ý§�

x ∈ Ů

º����Tr$��¸uÔI£T¶z§�ÕR�gyzw���{�yz��Ä[yzx|¬Xs¡��y|�¡�Q{�x��2{~w�{~yP�0}`{~s¡��{�xzx|�~�~�^�j¸��n{~�`�QsQ���^{�y��T{��p�~v`�l{�yz��q¿wQ{�yz{~���G{�yz��ø�ü�ý|ù$ÿTú#ù	O	NXø3��ü�ûXü"��
y�s¡�~¶2ÃGxz{�y��Q�^{�s?�gyzwQ�¹¬®v`x|}`{����^{�w¿�Tr��Q¸G¬®^wuø�ü�ý|ù$ÿTú#ù	O	N���ù$ú-��ün�^r$w�s¢�Q{�xzx|{~�U¶
 âTã,L�®¯¢µ®MÞ¢è~ã~ö0ã<L`å]ï>í>å�ÿÀðÇå�çéè~õÌë2ðÇí>å]ð�÷0ï>ò�ßæ�Rü�û

P
',��ú#ü�`?ú-��ù	���IÿTú��]ü�ú-�

a, b ∈ P £
ab
�^ü�û ¥t�4øMü�ý|ù$ÿTú#ù�O	N��Mù$ú-��ü ⇔ ∃ ý|üQü���ü����%��ü�ûµ� U : a, b ∈ U.

�¿�^�l¬®{��^x|�0�^v^�Q�l{�yz�lxz{��Q¸��Q{~s0Ä[yzxP¬Xs���yP����{�xI���^�j��r$��r`�Q�l{����T}`^xP�Qy|}¿�¿��sQs�r)}){�����#{�wp{�yz�^{J�#{�xzy|{~�^y|}`{JÐpwQy�r$�^}`�^x|yz{�wQ�^�^}�¨r`�Q�^{~�¯¸��©�)Å)�^�^{~�U�#��«)��x|y����¯v)�©s�y|{M{�yz�^{�øMü�ý|ù�ÿTúRù	OÝ¹1� ûXù�úd�$ÿTýPûXü�� ÿTúd�Ny�s¢��¶U��{�y4���^�©{�yz�^{��#{~x|yz{���y|}`{MÐpwQy�r$�^}`�T±xzyz{�wQ�^�^}
K
}){~}){��#{~�U���7{�x����^{��^y|{��)v)��t){�ÑT{nÄ¿^xzx|{�t)v`�

P
y|�¯quw�{~y|{��Q�){l�Q{�yzx|�~¶Rqur)�^�Nx�«`s�s¡�us¡y��Q�¯�Tyz{nÁJy|}`{���sQ�Q�2r�¬°�ý¤'<
`ù�ýRø�ü�ý|ù�ÿTúRù	Ob{�yz�^{�w[Ëlr)�`�Q{G�gyz{G¬®v`x|})�[����r$w�r$�]�Q{�w�y�s¡yz{�w�{~�U¶

 âTã,L�®¯¢¤Ô¤Þ.Z7ë- ^â^î×SÏå�îXâ^÷>ï>âIM�ßÝ�Rü�û
ab
ü�û°úRü%��ù�ú��Ìü«¸('$ú

K £ ab
�^ü�û ¥t�uý�'<
`ù�ý>øMü�ý|ù�ÿTúRù	O³�`ü�ú#ù$ÿÝ�)ù�ú2ú=�g´Jü�ú�ú

�)û°ý¨�B�E�`ù(���
ab

°�ÿ ú2ÿ1�¯ü�û°ú#ü�) ø3��ü�ûXü��"

abc

�]ü��=Q	���³',�)ü��
ab

�]ü"�-Q	���%°�ÿU°�´Jü�ûGø3��ü�ûXü���
)ü�ú
abc

ÿTú��
abd

ÿTú#�
d /∈ KU(a,b,c)

£
 âTã,L�®¯¢�âBÞ.SÏå�îXâ^÷>ï0âIM�ßé�Rü�û

K
ü�û°ú#üA�ü�ý:ûXü,A�û+�`ü�¹1� ûXù$ú��)ÿTý:ûXü�� ÿTúd�³¸	'�ú

P £
∀ ��ù�ú-��ü�ú ab ∈ K : ab

ûµ���<ý�'<
`ù�ýRø�ü�ý|ù$ÿTú#ù	O ⇒ K
ûµ���?ü�û�úRüGø�ü�ý|ù�ÿTúRù	Oä¹=� ûXù�ú��)ÿTý:ûXü�� ÿTú��

.
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K
{�yz�^{�ø�ü�ý|ù$ÿTú#ù	O·¹1� ûXù�úd�$ÿTý:ûXü�� ÿTúd�$¶2�¿xzs�v¨s�{�yUy|� ¬®v)xz}){~���T{��Ï{~y|��{��#{~x|yz{���y|}`{lÐ0w�y|±r)�^})�^xzyz{�wQ�^�^}

K
}){~}){��#{~�U�T�7{�x��Q��{��){�yz�^{�ÁJ�`�Qr)w¡�Q�^�^}`{��Ï{~�`�Q��«$x|�~¶
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7uü�ûµ�B>RûXü�ý Û £ �¿�^�U¶pÔ C Õ<¸�{~y|})�g{�yz�^{l�#{�xzy|{~�^y|}`{lÐ0w�y�r$�^}`�^xzy|{~w��^��}�{�yz�^{l�W{��^}`{�t)v)�Ï½C�^�^�]�Q{�� P ⊂ R

2 ¶
ÈR�^��«)����s¡�0�gyzw��l{~y|��{<qur$��{~��s¢�Qw����`�Q�^w>�#{���Å$��yz}$���Ç�Tyz{7{~y|�^{<�#{�xzy|{~�^y|}`{<ÐpwQy�r$�^}`�^x|yz{�wQ�^�^}

K
{�yz�^{�w4�W{��^}){7t)v`�n½C���^�]±�Q{��

P ⊂ R
2 �#{�s����^wQ{�yz�T�~�^�gy|{l¸��^���7{~yzs��^yz{�xIÉ

T
É¨ý




x1,1 x1,2 x1,3 m1,1 m1,2 m1,3

y1,1 y1,2 y1,3 b1,1 b1,2 b1,3

x2,1 x2,2 x2,3 m2,1 m2,2 m2,3

y2,1 y2,2 y2,3 b2,1 b2,2 b2,3

x3,1 x3,2 x3,3 m3,1 m3,2 m3,3

y3,1 y3,2 y3,3 b3,1 b3,2 b3,3¶¶¶ ¶¶¶ ¶¶¶ ¶¶¶ ¶¶¶ ¶¶¶
xn−1,1 xn−1,2 xn−1,3 mn−1,,1 mn−1,,2 mn−1,,3

yn−1,1 yn−1,2 yn−1,3 bn−1,1 bn−1,2 bn−1,3

xn,1 xn,2 xn,3 mn,1 mn,2 mn,3

yn,1 yn,2 yn,3 bn,1 bn,2 bn,3




¶
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K
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2i− 1
¶]�^���

2i
¶#È#{~y|xz{���y|�

i = 1 . . . n
t)v)�

T
�#{�s����^w�{~y|�^�g{�yz�ÀquwQ{�yz{~���

abc
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•
(

xi,j

yi,j

)
=





a
�
j = 1

b
�
j = 2

c
�
j = 3

�^�7v`�#{�y
a, b, c ∈ R

2 ¶

• mi,j =

{
1

��¬Xr)x|x�sg�^y|{
j
¶^Ëlr)�`�Q{)�^�T{�s

i
¶�quwQ{�yz{~����s?�¨r$��yz{�w��gyzs¡�

0
�^s�v)�2s¢�

• q¿yz{¨§)¶�Ëlr$�`�Q{�{��`��s¡��w�y��Q�]�[}){�w�r)�T{
ab
�^�^y|{�£T¶�Ëlr$�`�Q{

bc
�^���À�Tyz{ 4 ¶^Ëlr$�]��{ ca

¶
• bi,j

})yz�T�G�^y|{�[���M��{~w��T{~s��¿r`�Q����r$wQ�Wr$�p�#�T{~wGr$�©Ëlr$�`�Q{
j = 1 . . . 3

}`w�{~�^¸���¶#ª�r)x|x�s¿{�s¿�){�yz�^{~�Ç�¿r`�Q����r$wQ�})yz�T�~��s�vMy�s¡�[�^{�wg��{�w��[¤�¶
�¿��su�Tyz{~s�{�wuqGr��Q{���s¡��wQ�^�]����w¿�gyzwQ�À{~y|�:�#�ÌùX��
À{�w�s¢�Q{�xzxP���#�T{�wG�Ty|{��¨r$wQ��y|{~w¡�Q{��NËlr)�`�Q{��N�#{�yz�^��r)xP�Q{��~¶&��v)�2r$x��N�Ty|{�s¡{ÂCv)w�r$wQ�2{~yP�?}`{�xz{�y�s¢�Q{��g�g�^w��T{`�T��r)�^�À�T{�w�`g���]ü�NB¦Jý:û >�NB$uý ��'	� ûH�*�1)�ÿd���Tyz{~s�{lqGr���{~�Àt){�w�r$wQ�2{~yP�Q{��U¶
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5¨ä>çXîéå p � g$´ ��µi� ÷%ñ	ñ ý ðrïd ï d ab � ï�ÿy¶ � g$´ �&l þFð p ñ �;· ñ¹¸Gg �'ü ñ ý(l þ k ðrñ ý2º g,þ � ñ&g lGja��
çXõ

ab
ü p � þ ü ´�» � ÷%ï � gr÷L¼Fñr÷�g l þGg �2� »�ñ,þð ý ñ7»�ñ

ab
·(l

cd

õÌë2ð

xy ∈ {ca, bc, db, ad} ðrïçéõ
xy

ü p � þ ü ´�» � ÿ�g �'ü ñ ý	�&� »�ñwþÿ-g ��ü ñ ý ñ
xy

l þrð d l p » xy
g lGj ðrñ,þ�¶ � g$´ �.
å�ï>í0çéõå�ï>í>õIë2ðå�ï0í>çXõå�ï>í�5�ä>çXîéå

qu{�wnÊ[{~���^{���r)�T¬®�<r$�2�©�^{~s3`F�<�`ü�NB¦Jý:û >#NB$uý ��'�� û*�H�d)Mÿd�¨�#{���w�«$}$� O(n2)
¶UÁCyz�^{¨{�xz{���{��]�Qr$wQ{Ö>u�#{~wQr$��yzv)�¯yz� `F���]ü�N

¦Jý:û >�NB$uý �I'�� û*�*�1)�ÿd�¨y�s¢�n�Ty|{¨quw�{����^�^}Ï{~y|�^{~wlËlr$�]��{)¶U�T{�yz{��©���^��¸��7{~y@quw�{~y|{��Q�){
abc

�^�2�
abd

r)��s
K
}){�}`{��#{~�U¶ª�v)wQ�¨r$x4�#{��Qw�r)�Q�]��{��l�7{�w��T{����Tyz{¨Ëlr$�]��{

ab
�Us�v��gy|{��^y|{¨quwQ{�yz{~���){

abc
�����

abd
r)��s��^{�wnÐ0w�y�r$�^}`�^xzy|{~w��^��}¹{~�`��±¬®{~w��]�b�^��� �Ty|{WËlr)�`�Q{

cd
�Js�vÇ�gyz{N�Tyz{N�Mv^�Tyg.2¸�yz{�w���{�� q¿wQ{�yz{~���){
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�^�2�

cdb
¸��

K
�^y|�^¸~�^}){�¬®^}$��¶J�¿�^�U¶uÔ D Õt){~wQ�^{��T�Qx|y��Q�]�~�R�<r)su�#{�y@�T{�w�quwQ{��]�^��}Í��r)sQs¡yz{�w��~¶Rq¿yz{~s�{�{�xz{���{~�`�Qr)w�{�>u�#{�w�r��Qy|v`�N{�w�s����^{~y|�]�u¸~�^��«`�Q��s¡��s�{��^wG��xzr)w~�
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aa

bb

cc

dd
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ab
ÀIÁ+ðÓí	ìºÃ ñ $<¿<Ã�¾×Â"Ã�¿�Å�À�¿=ê%Á¨ï±ì�H

�^y|{?º����^xz{���{��]��yz{�wQ�^�^}�{~w¡¬®v`wQ�T{~w¡�@r$xzx|{~wQ�^y|�^}]s>�^y|{g�¿�^��r`s�s��^�^}G{~y|�^yz}){~w@Ð0{�yzx|{g�T{~wCÐpwQy�r$�^}`�^x|yz{�wQ�^�^}2¶Çq¿yz{F�ur)���]��r)w��t){~wQ«)���T{�wQ�Ïs¡y����Ï�#{�y1á¢{~�T{~w[quwQ{��]���^}���s¡vT��r)sQs<�^y|{�s¡{lr)�]����r)x|y�s�y|{~w¡�?�7{~wQ�^{��Ï���sQs¡{~�U¶ÈR�^x|{���¸��J�)v)���n�7�Ty|{[�7v`�^x^�gy����`��yz}`s¡�Q{[Ë¿v`��s¡{,È]�^{��^¸g�^{�w7øMü�ý|ù�ÿTúRù	OW¹1� ûXù�úd�$ÿTýPûXü�� ÿTúd�$�]�Tyz{[ÁCyz}){��2s�����r�¬°���`�^r)sQsC�T{�w��xz{�yz��s¡��{�� yz�^�){~xUy|�À{�yz�^{���q¿wQ{�yz{~���b�¨r�ÑTyz��y|{~w¡�g�gyzwQ�&¶
 âTã,L�ÔÏ¢�¡ ø�ûXüGø�ü�ý|ù�ÿTúRù	Oä¹=� ûXù�ú��)ÿTý:ûXü�� ÿTú��³)¨ù�Ö`û*)MûXü����×��ûXüb
$ý|ü�û�ú-���Ìü�ú 2Ïû°úd
`ü�ýpû°ú�ú#ü��R��ù�ý�A¼&�ü"�`ü��uø3��ü�ûXü��"
	� £

½6¾i¿#ÀJÁ�Â(Ã

aa

bb

cc

dd

α1α1 α2α2

β1β1 β2β2

γ1γ1

γ2γ2

δ1δ1

δ2δ2
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7uü�´Jü�ûµ� £ �¿r`�Q�N{�yz�^{�w¿quwQ{��]�^��}¨�7{~wQ�T{~�Nr$xzx|{�s¡{~����sgº����^{����gy|�^�){~x0r$�]�Q��r$xzyzs�yz{�w��~¶^�¿��s�}){���{����Ït)v`�N�T{��N� yz�^�){�xz�
α1, β1, γ1 + γ2;α2, β2, δ1 + δ2

��s¡yz���Ï�^y|{l�^{���{��À� y|�^�){~x
γ1, δ1, β1 + β2; γ2, δ2, α1 + α2

¶Ð0wQy|t�y�r$xz{�wQ�7{�y�s¡{�yzs¡�
β1 + β2 ≥ β1

�^���
α1 + α2 ≥ α1

¶&Á7s��^xz{�yz�T�l�^v^�Q�©¸~�©¸~{�yz}){��p�&�^r`s�s
δ2 ≥ β1

�
δ1 ≥ α1

�
γ2 ≥ β2

�^�2�
γ1 ≥ α2

¶`quy|{�s¡{¿²¿�^})xz{�y��Q���^�^}`{���¬®v)xz}){��b�Ty|wQ{��]�7r$�2sC�T{~�YË�wQ{�y�s��gy|�^�`{�x�s�r��Q¸?�^���¨�^{�wJÁCyz}){��2s�����r�¬°�����r)sQs?�Tyz{~s�{�� yz�^�){�xp}){�}`{���^�#{�w?{~y|�^{~w[Ëlr$�]��{�xzy|{~}){��p¶^�[�^�p¶pÔBþ`Õ<¸�{�yz}$�¿�Ty|{n�[�]�Q��r$xzyzs�yz{�wQ�^�^}��^{�wg� yz�^�){�xI¶
7uü�ûµ�B>RûXü�ý å £ �¿�^�U¶pÔ � Õ<¸�{~y|})�[�Tyz{lqu{�x�r$����r�¼ÍÐpwQy�r$�^}`�^x|yz{�wQ�^�^}��T{�w[�N{~�^}){ P

r)��sg�<{�y�s¡��y|{~xCÔ 4 Õ ¶
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È ²�ü^ú7ü1��û�ü1�^ü �¼��ùÏ��
 ¸1'^ú �ÀùTúÏ��ü)ú{2�4}U{2s0ý }U{��@{�w]rR�`{M¬¨s$�]rU�^�nÔ¢Ð¨Õ û
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yéý*r^��ÔT§0Õ û È û £ ø��^ü^û�ü-��
��ý�Ð�Ô�£ ∗ r^�GÔÇ§^Õp� 4MË r^�¨Ô`£CÕ�Õ û È 
 £ ø��^ü^û ü���
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Õ ÷ òJÖ xlH�÷ ò Â"Ã+ï��Xó.Å�ÀIÀ�Â"ó�Q)y�Z�b0[zZ7W^j7t�V�h	czWnb�¤Rb�e#b�m�t~�=b�jJ[zZ7_�X&mdZ7hrZ7j�V�W^]�b0hé��½0+�+,���J�f×Þ½ - H
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Ø,�,v,uw�<v�w��ÚÙ�v,u,���<{�y(w%�w�"yR�=�t�Bu	}
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quyz{�¬®v)xz}){~���T{��NËlr$�^y|��{~x&��r)�^{��Nr$�T¬@�T{��ÀÂ@v`w¡�QwQr)}n�¢q¿yz{nqu{�x�r$�^��rÇ¼¹Ð0wQyzr)�^})��x|yz{�wQ�^�^}Ç�Gt)v`�ÀÄ[{�wQwQ�Í½@r)sQ��r)xUÄ[{~yP�Q{�wr)�T¬¢¶]Á7s7�7{~wQ�T{~�¹r)�#{�w<r)���T{�wQ{u�[�^�2r$�^��{��Í}){��Qw�v)Æ#{~�U¶]�<y�s¡��{�w7��r)�#{��¹�gy|w<���^w<{�yz�^{G�N{~�^}){ut)v)�b½J�^�^�]��{~�Íy|�¹{~yP±��{��Y¸~�7{�y��Tyz�M{~��s�y|v`��r$xz{��YÊ¿r$�^�Y�#{��Qw�r)���`��{��~¶]quy|{�s¡{u�N{���}){[�gyzwQ��yz�Y��{�y|��{~w�{~�¨��y|�
S ⊂ R

2 �#{�¸�{~yz���^�^{��~¶`� yzw�<v)xzx|{~�W�^��s�{�w��Nv^�T{�xzx>{�wQ�7{�y|�Q{�w��W�����N¬®^}`{��¯{~y|�^{��N{��^}`{�·t)v)�Ç�py|��y|{~��s¡{~})��{��]��{~�W��y|�^¸~�U¶&quy|{�s¡{�py|�^yz{��2s¡{~}$±��{~�`��{nt){~w��^yz���T{~�á�{~�7{�yzx�sg¸~�7{�yp½C�^�^�]��{�r$��s¿�Í�����Às�yz���Ït)v)wQ}){~}){��#{���{�Ëlr$�`�Q{��U¶�quyz{~s�{l�7{~wQ�T{~�Ïyz��s��#{~s�v)���^{�w�{�#{~y[{�yz�^{~wbÐ0wQyzr)�^})�^xzyz{�wQ�^�^}��#{�wQ��Q�Ts�yz���`�Qy|})�~¶7��yz{N�7{�w��T{~��r$x�s�v��#{�y�s��^y|{~xzs��7{~yzs�{À�^y��Q�]�Í�T�^wQ����{�yz�^{���Á7�T}){�±Ìª>xzy|�¸~{�w�s¢�QÅ)w��~¶`qu{~s��7{�y|��{~w�{~�¨�gyzw��¨��r)s7s¡v`}){~��r$�^�]��{?�¢�N{~s��^y|��}n½CwQv)��x|{~�l�u�#{���w�r)���`�Q{��7�^�2�¨}`{���r$��{�w7r$�2r$xz¼�s�yz{�w��~¶`Ä[yz{�w�<{�w��T{��n�Tyz{J¸��l��wQyzr)�^})�^xzyz{�wQ{����T{~��½C�^�^�]�Q{7�T�^w����l�7{�y|��{~w�{C{~w�}]«$�^¸��~¶~q¿{~w0�¿x|}`v)wQyP�Q�^����s&¬®^})�>r$x�s¡v[�7{�y|��{~w�{C½J�^�^�]��{��y|�^¸~�U�^�^� s�v)��y|�g{�yz�^{lÐpwQy�r$�^}`�^x|yz{�wQ�^�^}�¸��Ï{�wQ��r)xP�Q{��U�^�Tyz{�}){��gy�sQs¡{GÁCyz}){��2s�����r�¬°�Q{��Àr$�À�Ty|{�á¢{~�7{�yzxzy|}`{��Àq¿wQ{�yz{~���){¬®v`wQ�T{~w¡��ÉT¸��^���7{~yzs��^yz{�xU� y|�^�){~x|}`w�Å`Ó){uv^�T{�w¿��{�y|��{~�]t){~w���«)xP�Q�^y�s�s�{)¶

�Ûx·�.�P�g�_Ð,8<Üæ�¯�¯ÌÝ�0�Ó�ºÍº�-�?Ò1�l6ã���

� yz{Àyz���T{�w¨ÁCyz�^xz{�y|���^��}�{~w��?«$�^�]�~�@�#{���w�r)���`�Q{��.�gyzw¨{�yz�^{À{����^x|y��Q��{N�N{���}){Àr)�.½C���^�]��{��
S ⊂ R

2 �^�2�.{�yz�^{{~���Txzyz���^{n�N{��^}`{b�C�^�#{~s¡��{~�^{����Àr$��sF�py|�^yz{��2s¡{~})��{��]��{��p¶^Ò`{~�T{�t)v`�Íº��^��{��Ït){~w���y|���^{��g¸~�7{�yU½C�^�^�]�Q{nr$��s[�R¶^� yzw�<{�w��T{���r)��s�v$¬®v)w��4¬®v)w��T{�wQ�U�$�^r`s�s4¸~�7{�y-�Uyz�^yz{���{~�`�¢�7{~�T{~wJ�Tyzs�á¢�^�^�]�7s¡yz���MvT�T{~w@�]�^wC{~y|�^{~��ÁC���T�^���^�]�J}){~��{�yz��s�r)��2r$�#{��U¶
SÏå� >ï>ç®ã�çXë#ï8¡ÎÞ¡ñ�å�í>çXï>ò�ã�åÇT7ð�çXâ^ï>ò#÷0îéçXå]ð�÷0ï>ò�ß(¢¼`<û°úRüjAQü���û°úd����ü�¹=� ûXù�ú��)ÿTý:ûXü�� ÿTú��W¸('$úä��ÿTú��E� ûµ���[ü�û°ú#üÇ¹1� û*Nù$ú��)ÿTý:ûXü�� ÿTú����¼��ûXü�ù�ý°ýzü3¸	'	�B�]üÞ�]ü<A�ü�úRü�ú��4û°ú2ûXü�ú-��ü±�X)�ü�ú-��ü�ù$ÿd��� ü�ú-�H�=c$ý¨� £
�¿�^�U¶p§�t){�w��T{��T�Qx|y����`�¿�Ty|{nqu{@.��^y|�Qy|v`�N�T{�wg�#{��Ty|��}$��{~�ÀÐ0wQyzr)�^})��x|yz{�wQ�^�^}�¶
qu{�w�½Cx�r$��{�±¢���7{�{~�©�¿x|}`v)wQyP�Q�^����suy�s¢��{~y|��{�{0á¨¸�yz{��`�Q{��N{����^vT�T{M¸~�^w�Ëuv)��s¡��wQ�^�]��yzv)�W{~y|�^{~wG�#{��Ty|��}$��{~��ÐpwQy�r$�^}`�T±xzyz{�wQ�^�^}�¶#q¿yz{�º¢�T{~{ny�s¡�~�2{�yz�^{�t){�w���yz��r)x|{3�Uyz�^yz{

L0
t)v`�Nx|yz�^�Ts¿��r)���NwQ{~���`�Qs¿^�#{�wG�^r`s[¸��N��wQy�r$�^}`�^x|yz{�wQ{��2�T{�ÃG{���y|{��}`x|{~yP�Q{��W¸��Wx�r)sQs¡{~�U¶2Ò`{~�^{�w¿½C���^�]�~�R�^{�wut)v)�

L0
}){�s����^�^y|�¡�Q{��W�gyzwQ�&�2�gyzw��À¸~�^wusQ���^v)�Wt)v)wQ��r$���^{��^{��WÐ0w�y�r$��})�^xzy|{�±wQ�^�^}n�^yz�^¸~�^}){�¬°�}$�~¶]� y|w7{�wQ��r)xP�Q{��br$x�s�vl{�yz�^{¿��r$w��Qy|{~x|xz{¿ÐpwQy�r$�^}`�^x|yz{�wQ�^�^}lx|yz�^�TsJt)v)�

L0
¶]ª�r)x|x�sC{~y|�³�Uyz�^yz{���s�{�}`�M{~�`�t)v`�

L0
}`{~sQ�Q�^�^y|����{��©�gy|w��&�&s¡v¹��wQyzr)�^})��x|yz{�wQ{��W�gyzw�r$xzx|{�suv)�#{�wQ��r)x|�W�^�2�W���`��{~w��2r$xz�©�T{~s��Uyz�^yz{���s�{�})��{~�`�Qs~¶#ÁJy|�^{{~y|}`{��^{¿º����^xz{���{��]��yz{�wQ�^�^}������b}){���r)�^{�wQ{¿�<{~sQ�Q�^wQ{�yz�^�^�^}��T{~s<�[xz})v)wQy|���^����sJ�#{0.����T{��gs¡y��Q�¹y|� �¿�^��r)�^}�¶]�¿�^�U¶^£t){~wQr)��sQ�Q��r)�^x|y����`�g�T{~�Ï½Jxzr)�^{�±¢���7{�{~�À�[xz})v`w�y|��������s�¶

É��æ�����Ó���PÒ1� £0�Ï�Ó�t���g��:��%�-�Ó�t���\���Ó�.�Ï�-���g�
quyz{lÐ0wQyzr)�^})��x|yz{�wQ�^�^}��T�Tyz{l�T�^w����À�T{��À½Cxzr)�^{�±¢���7{~{��À�[xz})v`w�y|�Q�^����s?}){���{�w�yz{�w��?�gyzwQ�Í{�wQ¸�{~�^}$�g�M{~yzs¡��{~��s[q¿wQ{�yz{~���){��y|��s��^y|��¸�{~��� yz�^�){~x|� Ôés¡yz{��^{b�¿�^�U¶>£)Õ ¶p²¿� �Tyz{~sl¸~��t){~w��^yz���T{~w��U�U�#{��^Å$�Qyz}){����gyzwl¸~�^{�w�s¢���Ty|{bqu{@.���yP�Qy|v`�»�T{�w�¡��y��Q�]����r)w��){~yP����É
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SÏå� >ï>ç®ã�çXë#ï0®´Þ  çéêÇäRã<9>â^ð, #å�çXã�ß(¢Öã�´Jü�û�V<ÿTúd
���ü

v, w ∈ R
2 �^ü�û ¥Cü�ú � û��"�1�±A�ù	�K°�ÿ�ü�û°ú#ù$ú#�)ü����¼��ù�ý®ý§�ä��ûXüæ'.ç¿ü�ú#ü

à2ü���A�û°ú���ÿTúd�	� ý:û°ú2ûXü�¸<´:
`ü�û°úRügV?ÿTúd
��Ìülù�ÿd�g�¯ü�ú��*�-c�ý¨�@ÿTú���
`ü�û°úRü��_�"�Tú�û*�Þ�¨>RÿTúd
��Ìü�)Mû*�\�)ü�ú³�4û°ú2ûXü�ú-��üÞ�X)�ü�ú-��ü�úNù$ÿd�
� A�ü���û�°�� £ 2Mü�ú�ú�ù�ý§��'%�)û°ý¨�?©

vw ∩ S = ∅ und vw ∩ l = ∅ ∀l ∈ L

wobei : vw = {v + t · (w − v) : t ∈ (0, 1)}
�WyP�¿�Tyz{~s�{�w[qu{@.���yP�Qy|v`�Àxz«`s�s¡�[s¡y��Q�À�]�^�N�Tyz{l�#{~�Tyz�^}$�Q{lqu{�x�r$����r�¼ÍÐpwQy�r$�^}`�^x|yz{�wQ�^�^}M�^{@.��^yz{�wQ{��UÉ
SÏå� >ï>ç®ã�çXë#ï6ÔÏ¢_�&ü�ûXü�ú�ù(�BA ∈ � £ ønûXüÇ²gü���ùX�`üÏùIAbûµ����ü�û°ú#ü%��ù$ú-��ü³�)ü��³A�ü"��û°úd����ü�ú�øMü�ý|ù$ÿTú#ù�Oé¹1��û®ù$ú��)ÿTý:ûXü�� ÿTú������ù$ý°ý§��ü�û°ú#ü�)ü��º��'$ý �]ü�ú��)ü�ú�7uü"�$û°ú��)ÿTú��]ü�ú�ü��H��ªTý°ý¨�<ûµ���?©
Õ £ ùXA ∈ � '<�`ü��
Ú £ ù(�BA@� û°ú#�E� û����d�?AQù	��°�ÿ�ü�û°úRù�ú��)ü���ÿTú��bü��nü"Ö`ûµ��û*��ü����<ü�û°úÜ�%��ü�ûµ�"���)ü��@�$ÿ1�R�"�Wù¨ÿTú��«A@¸Çü�� ý�c�ÿ����B�º)Mû*���`ü���`<û+�]ü�ú�N���"��ù.�����º�)ù	�"�Ï&�ü��)ü��FV<ÿTú1
	�>û°ú2ú#ü��R�^ù$ý�Ab�`ü����%��ü�ûµ��ü��¿ú�û����d�t� ûH���1�±A�ù	�uûµ���Ï°�ÿF&�ü��)ü�) V?ÿTúd
��J¸nù$ÿd���)ü�) à ú�úRü���ü�ú�)ü��j²[ü���ùI�)ü�ú�ùIA £
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�������»(F� ôJÂ ò Á+À õ ì.Â�¾×Â�Ã+¿<ÅIÀd¿=ê«°-ó.Á+¿<À õ ÅIÃ+Á¨Â"ó.ÅIÀ õ 
 ñ À«ï?Á¨Â=�1Â�ÀLN¯Å�ÀR$�ì.Â"ÀjÅ�À ò Â�Á¨ÀIÂ�î·§�Á¨À�Á¨Â"À�ï?Â õ îbÂ�À	ì�H1¾×Â"ótß¼î\$	ó.Â�Á¨ï ò Â�ï
¾�ó.Â�Á¨Â�ð/$�ï\¿��1ðFÂ�À	ì.í%Ø<Ã§ì\À�ÅXó�NÏÅIÀ%$	ì.Â�Q ò Á¨Â×À�Á¨ðRí	ìºï?Á¨ðÓí	ì��d¿�ó\ï?Á¨À ò �"ÅE¿<Ã¨Ã¨Â�ÀÖN¯Å�ÀR$	ì.Â�À¿<ÅIï ò Â�î ¬ ÀIÀ�ÂRó.Â�À ò Â"ó<|�Â"óÓ¿ ò Â�¿0�OH
$uú�)�ü��R
$ÿTú�� Õ £ ª2r$xzxzs L = ∅ �#�^r)�^�Ny�s¢�G�Ty|{��#{~�Tyz�^})��{�qu{�x�r$����r�¼ÏÐ0wQyzr)�^})��x|yz{�wQ�^�^}�t)v`�W�Ï�^�2���»}`{�w�r)�T{l})xz{�y�����^{�w[qu{�x�r$�^�2r�¼¹Ð0wQyzr)�^})��x|yz{�wQ�^�^}�¶
²¿��¸��Í¸�{�yz}){~�U����r)sQs<�Ty|{�qu{@.���yP�Qy|v`�Ï�T{~w<�#{~�^y|�^})��{~�Íqu{�x�r$����r�¼bÐ0w�y�r$��})�^xzy|{~w����^}���yz�^�Í�¨r)���`���Ts¡��{�xzxz{��Í�gy|w?{�yz�^{r)x|xz}){~��{�yz�^{�ª�v)wQ� �T{~wgÁCyz}){~��s�����r�¬°�?��x|v`��r$x&qu{�x�r$�^�2r�¼$�lt)v`w~¶
SÏå� >ï>ç®ã�çXë#ïUâ¼Þ¡îXë� Tâ�î³SÏå]îéâ^÷>ï0âIM�ß	¢³�Rü�ûK¹ ü�û°úRüæAQü�ý:ûXü<A�û+�]üÝAQü���û°ú��X��ü0¹1� ûXù�úd�$ÿTýPûXü�� ÿTúd� ¸	'�ú �BÿTú#�·� £ `?û°ú#ü��ù$ú-��ü

ab ∈ T
�^ü�û ¥t�<ý�'<
`ù�ýRø�ü�ý|ù$ÿTú#ù	O(����ù�ý®ý§��ü�û°úRü�)ü��3AQü�û��)ü�ú�`?û+�`ü�ú=�����^ùÓ���Ìü�ú»ü��H��ªTý®ý¨�7ûµ���±©

Õ £ ab ∈ L £
Ú £ ùXA�ûµ���?ü�û°ú#ü���ù�ú��Ìü%�)ü���
I'�ú�¸Çü"Ö�ü�úK�@ªTý°ý|ü%�`ü��K¹1� ûXù�úd�$ÿTý:ûXü�� ÿTú�� £
Û £ �Rü�ûXü�úæ��ûXüGø3��ü�ûXü"��
)ü�ü abc, abd ∈ T

�`ü±�`ü,AQü�ú-���)ù�ú2ú¯ý:ûXü±���F�Íù�ÿ�¥Cü��R�^ù$ý�A�`ü��ÎÓJ)b
���ü�ûµ��ü��3�)ü��¿ø@��ü�ûXü"��
	��ùXA�� £
Z7å�æ¾æ»âÝ¡�¢¯�Rü�û@¹ ü�û°úRü³A�ü"��û°úd����ü·¹1� ûXù�úd�)ÿTý:ûXü�� ÿTúd��¸('$ú:�¾ÿTú#�³� £ ¦pù�ý®ý§�×&�ü��)ü%��ù$ú-��üE¸	'�ú»¹ ý¤'<
`ù�ý0øMü�ý|ù�ÿTúRù	Oûµ���B�P��'¨ûµ���b¹U��ûXüEAQü���û°úd����üGøMü�ýzù�ÿTú#ù�Oä¹1� ûXù$ú��)ÿTý:ûXü�� ÿTúd�³¸	'�ú��©ÿTú#�%� £
7uü�´Jü�ûµ� £ � y|w�¸~{�yz}){��p�4�^r)sQs�á¢{~�T{ÀËnr$�`�Q{ ab ∈ T

{�yz�^{À�T{�wM�#{~yz�^{����<{~�Tyz�^})�^��}){��.r$�2sMq¿{0.��^y|��yzv)� 4 {~w¡¬®�x|x|�~¶�T{�y7�^r)¸��»r$��{~y|��{bËlr)�`��{¨�����
v ∈ T

{�yz�»�#{�xzy|{~�^y|}`{�wn½C�^���`��¶0� y|w��^{~�^��{��¾r$�U�0�^r`s�s
ab /∈ L

¶0�¿xzs�vN}`{��^Å)w���^y|{�s¡{¿Ëlr)�`��{[¸��b�T{~wJ�#{~�Tyz�^})��{��¹q¿{~xzr)�^��rÇ¼MÐpwQy�r$�^}`�^x|yz{�wQ�^�^}2¶^Ôé��yz{���{[Â@v`w¡�QwQr)}u��quyz{¿qu{�x�r$�^��rÇ¼MÐ0w�y�r$�^}`�^xzy|{~w��^��}����½@r)sQ��r)xJÄ¿{�y|��{�w Õ ¶0� yzw��^{~�^��{��¾¸����T{~� r$�����¾r$�U�>�^r)sQsnr)���){~y|�^{ÍËlr$�`�Q{b�^{�w��)v)��t){�ÑT{��»Ä¿^xzx|{¹t)v)�¾ÐYyzs¡�~¶0º���^y|{�s¡{�� ª�r)xzx<�)Å)�^�^{~�¾�gyzw�{~y|��{��.Ë�wQ{�y�sz.����T{��p�@�T{�w��T�^w����·r¯�^���·�·t){�wQxz«)�T¬°����y|�¨�T{�wMÁCyz}){~��s�����r$¬°�~�4�^r`s�s�tr)�^Ó){~w���r)x|�¯�T{~s�Ë�wQ{�y�s¡{�s¿x|yz{�})�~¶&qur`su�#{��T{��T�Q{��nr$�#{�w��R�^r)sQsG�Ty|{�Ëlr)�`�Q{�r)�¯¸��©¸��7{~y4quw�{~y|{��Q�){~�¯}){~�^Å)w��~¶&��{�y@r)�R���r)s�á�{~�^yz}){Ïquw�{~y|{��Q�R�4�7{�x��Q��{~sMt¾�T�^w��Q���Ty|{ÀËlr)�`�Q{Ïr$�¾�Qw�{~�^�`��¶4��r)sM¸��.¸�{~y|}`{��·�^xz{�yz�T�¨yzs¡�~�C�^r)sQs�t»¸��.{�yz�^{��½J�^�^�]�G��r$��su�T{~� º��^�^{~w�{~�¯�T{�wlÃG{�w�r)�T{~�Wr$�¯s�y��Q�]����r)wuyzs¡�~¶RqGr$w�r$��s¿�g^wQ�^{��^r$���N¬®v)xz}){~�U�#�^r`s�su�T{~wu½C�^�^�]��tr)�^Ó){~w���r)x|�¹�T{�s<²¿���]wQ{�y�s�{~s7t)v)�Ír$�R�ux|yz{�})�~¶�� y|w?�#{��QwQr`�Q�]��{~�Í�Tyz{Gª�v)xz}){
Kn

�T{~w�á¢{~�^y|}`{��ÍËlr)�`��{~�Ír$��s?Ð����^y|{��Tyz{ÃG{~wQr`�T{�t���sQ�Q�^��{�y��T{��U¶R��{��^�©�ì�����¯tNs�y��Q�`�Q��r$wG¸~�^{�yz��r$�2�T{�w�s�y|�2�&�&�^r$�^�¯¬®v)xz}$���^r)wQr)��s��R�^r)sQs
Kn /∈ T

�^�2��^y|{n�<{���r)�^�T�����^}���yP�¿�^{���qu{�x�r$�^�2r�¼Ü�U{����¨rÀÔXs�yz{��^{G��quyz{lqu{�x�r$�^�2r�¼ÍÐpwQy�r$�^}`�^x|yz{�wQ�^�^}Ç���]½@r)sQ��r$xUÄ¿{�y|��{~w�Õ�¶
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• �[xzx|{nquw�{~y|{��Q�){���r)�#{��Ï�#{�s����^w�«$�^�]�Q{l��{�y|��{~�]t){�wQ��«)xP�Q�^y�s�s�{)¶
• q¿{~wg��xz{�yz��s¡��{�� yz�^�){�xp�^�`�Q{�w¿r$xzx|{~�Àq¿wQ{�yz{~���){��Ïy�s¢�[})wQÅ)Ó`{�w?r$x�s?{�yz�^{lt)v)wQ}){�}){~�#{��^{GËuv)��s¡�Qr)�`��{`¶
� yzwl�7v`x|xz{����^y|{�s¡{~���¿x|}`v)wQyP�Q�^����sG�^�2��s¡{~y|��{MÁCyz}){~��sQ�Q��r$¬°��{���yz�³ª�v)xz}){~���T{~�©}){��2r$�^{�wlr$�2r$xz¼�s�yz{�wQ{��U¶RqGr$¸���s�{�y{~y|��{��#v`x|¼�}`v)��r)x|{�ª>xz«`�Q�^{l}){~}){��#{~�U¶TÁCt){~�`����{�xzxp{��`�Q��«$x|�¿�Tyz{~s�{nª0x�«)���^{l½C�^�^�]�Q{l�����Ï�#{~�Tyz�^})��{@�Uyz�^yz{���s�{�}`��{��`�Q{)¶�¿xzs¿ÁC���T{~w�}`{��^�^y�s[�7v`x|xz{��N�gy|w¿{�yz�^{�Ð0wQyzr)�^})��x|yz{�wQ�^�^}¨�Tyz{~s�{�w[�#v`x|¼�}`v)��r)x|{~�Ïª>x�«)���^{n{�wQ��r$x|��{~�U¶2q¿yz{~s�{�Ð0w�y�r$��})�^xzy|{�±wQ�^�^}Ms�v)xzx&r$xzx|{Gt)v)wQ}){�}){~�#{��^{~�¨Á7�Q�){~�U�Ts�vÇ�gyz{��Uyz�^yz{���s�{�}`��{��`�Q{u{~�`�Q��r$x|��{~�U¶�ÁJy|�À�<{�y�s¡�^yz{�x&�Tyz{~s�{�wgÐpwQy�r$�^}`�^x|yz{�wQ�^�^}y�s¡�gyz�À�¿�^�U¶ C }){�}`{��#{~�U¶� yzwg�7{�w��T{��Ïr$�Ïs�v$¬®v`w¡�g�Ty|{�t)v)wQ}){~}){��#{���{��b½C���^�]��{������K�Uyz�^y|{~��s¡{~})��{��]��{G��y|�¿ÃM�^�Tyz{G¸~�^}){~�^Å)wQy|}`{uÐ0w�y�r$��})�^xzy|{�±wQ�^�^}���yP�uÐ_�#{�¸�{~yz���^�^{~�U¶
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quyz{2ªu��r)x|y|�Q«$�C{�yz�^{~sJquw�{~y|{��Q�TsCr)�R�?�7{~wQ�T{~���gyzwJr)�¨s�{�yz�^{�����xz{�yz��s¡��{��¨� yz�^�){�x2�M{�s�s�{��p¶)quyz{~s�{��¨�7{�w��T{~���gy|wJ��yP�
θ
�#{�¸~{�y��Q�^��{��U¶��¿xP�Q{�wQ��r��Qy|t){~�Ï�^���Tyz{�ÃGT��{lt)v`�Àr$�R�G¸��À�#{~s¡��yz���M{~�U��s�yz���Í}){~}){~�#{��Ï�T�^w����UÉ

• �T{��À})wQÅ)Ó)��{��Í� y|���){�xUt)v`�Ïr)�R�GvT�T{�w
• �T{��H�¢r)s��#{~� �@wQr$��yzv������<v)�#{�y^�T{~w>��r`s¡�#{�� �4w�r���yzvÇ�?��r)s4Â@{�wQ��«$x|����yzs4¸��gy�s����^{~�M�^{�w@})wQÅ)Ó)��{���Ëlr)�`�Q{?�T{�s@q¿wQ{�yz{~���Ts�^���À�T{~wg��x|{~y|��s¡��{~�ÀÄ¿Å)�^{lr)�^})yz�T��¶
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� yzwb�)Å`�^�^{�� r$�#{~wbs�r)}){~�U�C�^r)sQs��7{~�^���gyzw¨{~y|�^{W�^�`�Q{�wQ{¯�T�Q�^w�r$���){Ï¬®^w

θ
¬®v`wQ�^{�wQ�U�C�T{~w¨}`w�Å`Ó$�Q{Ï� y|�^�){~x¿�^{~squwQ{�yz{~����s4r$�R�J�¨r�ÑTyz�¨r$x

π−2·θ y�s¢��¶$��v)��y|�4y�s¢�@�T{~w>}`w�Å`Ó$��{J� yz�^�){�x^r$�������#{~sQ���^wQ«)�^�]�~¶$È#��w>¸��<{�y|��{��M�¿xP�Q{�wQ��r��Qy|t){�)Å`�^�^{~�À�gyzwur)��r$xzv)}¨t)v)wQ}){���{��U¶�ª2r$xzxzs[�gyzw¿{�yz�^{��^�`�Q{�wQ{��T���^w�r$�^�){�r$�W�T{~�N��xz{�yz��s¢�Q{��N� yz�^�){~x
θ
¬®v`wQ�^{�w��p��s�vbyzs¡�r)�������T{~wG�¢r)s��#{~���lwQr$��yzv��¨�#{~sQ�Q��wQ«)�^�]�~¶Uquy|{�sl�gyzwQ��r$�^�2r$�����¿�^�U¶ D t){�w��T{��T�Qxzyz���`��¶Uº��»�[���U¶ D ��r)�#{����gy|wn{~y|�quwQ{�yz{~���¨r$�R�¿}`{�}`{��#{��¹�My|�?��xz{�yz��s¢�Q{�� � yz�^�){�x

θ
¶Tr)�¿y�s¡�?�Tyz{G})wQÅ)Ó)��{uËlr$�`�Q{G�T{~s?q¿wQ{�yz{~���Ts�¶`Ñby�s¢�?yz�Í�^y|{�s¡{���ª2r$xzx�^y|{nv)w�����v)})v`��r$x|{�½Cw�v�á¢{~�`�Qyzv)�Àt)v)�À�Wr$�T¬Cr)�$��y|��s��#{~s�v)�2�T{�wQ{l�Tyz{l��xz{�yz��s¡��{�Ä[Å)��{)¶2�NyP�G�Ty|{�s¡{~�ÀÂ@v`wQr)��s�s�{��Q¸��^��}){���)Å`�^�^{~�Í�gyzwg�^�2s?���^�Ï¬®v)xz}){~���T{nÃGxz{�y��Q���^�^}){~�Ï�^{~w�xz{�y|��{~�UÉ

• ‖b − x‖ = ‖b − a‖ · sin(θ)

• ‖b − a‖ ≥ ‖c−a‖
2�¿��s[�Tyz{~s�{��Ï¸~�7{�y0ÃGx|{~yz���]���^}){~�Ï{�wQ��r$x|�Q{��Ï�gy|w[s�v$¬®v`w¡��É

1

sin(θ)
≤ ‖c − a‖

‖b − x‖︸ ︷︷ ︸Ã8á�â�ÀYã�¿�Â�Ã7¿nÄ Å
≤ 2

sin(θ)

�&�'���MÄ��
�¿�^�.y�s¢��v)Æ#{~��s�yz���`�Qx|y��Q�p�@�^r`s�s�¬Xr)x|x�s

θ
�#{~sQ�Q�^w�«$���`�My�s¢���@s�v�r$�����.�T{~w��¢r)s��#{~���MwQr$��yzv���¶0� yzw��7{�w��T{���r$�.s�v$¬®v`w¡�r)�^�^{����M{~�U�7�^r)sQs

0 < θ < π
2

}`y|x|�~¶7�NyP�Í�^y|{�s¡{~��ÂCv)wQ^�#{�wQx|{~})�^�^}`{��.t){~w¡¬®v`x|}`{��.�gyzw¹r$x�s�v����^� �^r)sÍÈ#yz{�xI�J�Tyz{Ð0wQyzr)�^})�^xzyz{�wQ�^�^}bÐHs�vb¸~�W�)v)�2s¢�Qw��^yz{�wQ{��p�2�^r)sQs¿�T{~wu��x|{~y|�2s¢�Q{�� y|���){�x4r)x|xz{�wGq¿wQ{�yz{~���){��^yz���`�G��xz{�yz�^{�wuy�s¡�Gr$x�s¿{�yz�^{}`{��gy�s�s�{�Ë¿v`��s¡�Qr$�]��{`¶
â�¢¤Ô»SÍå�îXâ�÷0ï>âIM /lå`ð�õÌå�çXï>å]ð�÷0ï>ò
� yzwG�7{~wQ�T{~�W���^�©Ðìs¡vÍ�)v)��s¡��wQ�^yz{�wQ{��U�#�^r)sQsuÐì�Tyz{Mq¿{~xzr)�^��rÇ¼NÐpwQy�r$�^}`�^x|yz{�wQ�^�^}bt)v)��ÃYy�s¡�~¶RqGr$¸~�¯�7{�w��T{��¯�gy|w�<{�y|��{�wQ{b½J�^�^�]��{Í¸~�¾�^{�w�t)v)wQ��r$�2�T{��^{~�»Ð0w�y�r)�^})�^xzyz{�w����^}N�^y|��¸��T¬®^}`{��U�>�^�´�Tyz{~s�{¹¸��¾t){�w�¬®{�yz�^{�wQ�U¶>q¿yz{¹½J�^�^�]��{�<{�w��T{��Ï��r)���À�T{~�Í¬®v`x|}`{����T{~�ÀË�w�y|��{~w�yz{��Í{~y|�^}`{�¬®^})�~É
§`¶[��{�y¿r)��{�yz�6�Uyz�^yz{���s�{�}`��{��`�¹r$��sbÃM¶¼�Uyz{�}$�¨{~y|��½C�^���`�Ír$��s¹Ã�yz�^�^{�wQ��r)x|���T{~sbË�wQ{�y�s¡{�s��4�7{~xz���^{~w¨�^��r)�t){�wQxz«)�T¬°�~�]s�vn¬®^}){~�b�gyzw<�T{��¹�WyP����{~x|�^�^���`�?t)v`�br)�br)xzsJ�^{~�^{��¹½C�^�^�]�?{�yz�U¶�q¿yz{~s�{��¹Â@v)wQ}`r)�^}l�7{�w��T{��b�gyzw<r$x�s

g1
�#{�¸~{�y��Q���^{��U¶

£^¶[��{�y^�^r`s4q¿wQ{�yz{~���
abc ∈ T

}`{�}){~�#{��U¶�ª�r)x|x�s4r)�R�J{~y|��{���� yz�^�){~xT�#{~s�yP�Q¸��~�)�T{�w4��xz{�yz�^{�w4y�s¢�Cr$x�s>{�yz�^{<t)v`w�}`{�}){~�#{��^{Ë¿v)�2s¢��r$�`�Q{)�7s�v»¬®^}){~� �gyzwÏ�T{��_�Ny|�¡�Q{�xz�^�^�^�]�À�T{�sÍ²[����w�{~yzs�{~sbt)v`� r$�R�Wr)xzs¹�^{��^{~� ½C�^�^�]�Ï{�yz�U¶<quyz{~s�{��Â@v)wQ}`r)�^}��7{�w��T{~�Í�gyzwg��y|�
g2
�#{~¸�{�y����^�^{��U¶

qu�^w��Q�¾�^r)snÄ¿yz�^¸��T¬®^}`{��»t)v`���^{~�^{��»½C���^�]��{��¾�My|���T{~�»ª��^�^�]�Qy|v`�^{��
g1, g2

{�wQ��r$x|��{~���gyzw��T�^w�����{�yz�^yz}){b�¿�T±�<{����T�^��}��T{~sCÁJ�^}){�±�ª>x|yz��sC{~y|�^{[��{��^{¿Ð0wQyzr)�^})�^xzyz{�wQ�^�^}�¶$quy|{�s¡{~wCÂCv)wQ}`r$��}G�gyzwQ����yP�<�T{��b�¿�^�^yzxz�^�^�^}){~�«þ$±Ì¥��^vT���}`{���r)�^{�w?{~w�x�«$�^��{�w��~É
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ÁJy|�T¬®�}){��»�^{��^{~wl½J�^�^�]��{bt){�wQ�^wQsQr)���`���<v)��Å)}`x|y��Q��{�yz���^��}){��7v`xzxP�Q{~sl�[���<r)����s�{���t)v`�»ÃM¶UÁCyz�^{«�pÅ`s��^�^}Ï�?«$wQ{)�Ã��T�^wQ���¾{�yz�¾}`{�{�yz})��{���{�sn½>v`x|¼�}`v)�»¸��·�^�¨s����^xzy|{~Ó){��U¶>� y|wM�<«$�^xz{��·�^r)¸��¾{�yz�·Êg{��Q�]��{��Q�R�>�7{�x��Q��{~s��gyzw���yP��Ê�#{~¸�{�y����^�^{��b�7v)xzx|{~�U¶)� yzwJ�<«$��x|{~�¨Ê �Tw�{~y|�¨r$x2s�vl})wQv)Ó��gyz{¿�^r`s@��xz{�yz��s¡��{¿Êg{��Q�`�Q{~���M�7{�x��Q��{~s7Ã �#{�yz�^��r)xP�Q{���¶`Ò`{~�T{�T{�y|��{¿t`v)�bÊ �gyzw���yz�¹�TwQ{�y#�Uyz�^yz{���s�{�}`��{��`�Q{[���`��{~w¡�Q{�yzx|�~¶]ÁJs7{��]�Qs¡��{���{��¹r)x�s¡vb§�£��^{~�^{¿½C���^�]��{)¶Tq¿yz{u��r)�^x2t)v`�bÊyz���^xzy|¸~y|{~w¡���]��r)sQsJ�Tyz{Gq¿wQ{�yz{~���){¿�7{�x����^{¿�#{~¸�^})xzy��Q�¹�^{�wu§Ç£�½C�^�^�]�Q{Gr)� Ê[r)���¨{��]�Qs¡��{~�^{��U���){�yz�^{us��^y|��¸�{~�b� yz�^�){~x�#{~y|�^�2r$x|��{��p¶2��v)��y|�g}]r$w�r$�]��yz{�w�{~�¹�gyzw~�^��r)sQs?�^y|{n�Ny|�¡��{~x|���^�^�]��{�r$xzxz{�w[q¿wQ{�yz{~���){�y|�^��{�wQ��r$xz�Ït)v)�ÀÊ xzy|{~}){~�U¶ÁJy|�^{¨�gy��Q�]��yz}){~w�{¨ª^w�r$}){`�R��yP���T{~w��gyzwl�^��sl�#{~sQ�Q��«$¬°��yz}){~�©�7v`x|xz{���y�s¢���&v`���T{~wn�[xz})v`w�y|���^���2su�Q{�wQ�Myz�^yz{�w��~¶U�¿�^�U¶
þW±l�[���U¶@¥Wx�r)sQs�{��¾t�y|{~x|xz{�y��Q�]�Mt){~w����T�Q{��U�@�^r)sQs��gyzw����^{����^x|y��Q�.t�yz{�xz{¹½J�^�^�]��{Ï�^yz�^¸��^¬®^}){~�U¶@²[� �Tyz{~s�{Ïª^w�r$}`{�#{�r$�`�¢�7v`w¡�Q{��Ï¸��À�)Å)�^��{��U�^^�#{�wQxz{�}){~�Í�gyzw[�^��s~�^�<r)s?�2r)sQs¡yz{�w��~�T�7{~�^�À¸��7{�yU½J�^�^�]��{n�){�yz�^{��À��x|{~y|��{�wQ{��À�[��s¡�Qr)����#{�s¡y|��¸~{��Àr)xzs

2ε
¶-�¿�^�À�#{��QwQr`�Q�]��{��Ï�gyzw[�Tyz{nª>xz«`�Q�^{l�jt)v`�ÏÊn�^�7{��^�À�gyzw[�Tyz{lÄ¿Å)�^{��Àt)v)�ÀÊB�^���À�Tyz{l�<wQ{�y|��{��
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�&�'���)æ�� ¨ À�¿<Ã ñ,õ ��Å«
 ñ ó.Á õ Â"ó ¨ �%�IÁ¨Ã ò Å�À õ H(àIÅ�ÀR$�ì.Á ñ À
g2

±ºÁ§ó ò ¿<À õ Âf±JÂ�À ò Â"ì�H

�&�'���)ç�� °�ó.Á+¿�À õ ÅIÃ¨Á+ÂRó?ì.Â�ït|�Â=��Á¨Â"ì!�nî�ÅXì�"�ÅIì7�7H
t)v`�ÏÊB�^�

2ε
{�wQ�7{�y|�Q{�wQ�UÉ

A = (h + 2ε) · (b + 2ε)
¶�quy|{n�¿�^¸~r)�^xU�À�T{~wg½C�^���`�Q{lyz�À�j�?«$wQ{��^r$���UÉ
n ≤ A

ε2 · πqGrÍ��r)���¯Â@v`wQr)��sQs¡{���¸����^}¹�^y|{M½J�^�^�]��{�{�yz�^{����¿��s¢��r$���¯t)v`�
2ε
�2{�s¡y|��¸~{��U�&{��`�Q��«$x|�lr)xzs�vÍ�^y|{

ε
±Ì²¿�M}`{��^�^��}Í�^�{~y|��{��©�#{�xzy|{~�^yz}){��©½C�^�^�]�l�){�yz�^{��©�7{~yP�Q{�wQ{��¯½J�^�^�]�~¶Uª2r$xzxzsG¸��<{�y4½C�^�^�]�Q{M{~y|��{��©��x|{~y|�^{~w�{~�©�[��s¡�Qr)���©r$x�s

2ε
�#{�±s�y|��¸�{~�U�Js¡v���{~w���yz�^yz{�w��b�T{�wb�¿xz})v)wQy|���^����s���r`�Q��Ä¿y|�^¸~�T¬®^}`{���{����^x|y��Q��t�y|{~x|{~w¨½C�^�^�]��{`¶C� yzwb���s�s�{���r)x�s¡v��Tyz{ÁCÑ�y�s¡��{���¸�t`v)�

ε
��r`�Q���7{�y�s�{��U�T�7{~xz���^{�s?�gyzwgy|����«)����s¡��{��ÀËlr)�^y|��{�xpr$�^}){~�^{��Ï�7v)xzxz{��U¶

â�¢`A8SÍå�îXâ�÷0ï>âIM /lå`ð�õÌå�çXï>å]ð�÷0ï>ò�çXæ SÏå]ã~â^çéî
quyz{��¿�^�^yzxz�T���^}��#�Tyz{n�gyzw¿y|� ª�v)xz}){~���T{��W�T{@.���y|{~w�{~�À�<v)xzx|{~�U���gy|w��Ïyz�W�^{�w��Uy|��{~wQr$���^w[��{~yzs¡�¿��y|�[�ÌxzvT��r)x&¬®{~r��Q�^w�{s�yz¸�{Q�[�#{�¸�{~yz���^�^{��~¶`q¿yz{~s�{[�[�^�^yzx��T�^�^}ly�s¡�Cy|�¨�T{~wCÐ>r��C{�yz�^{?xzv`��r$xz{?Ë�{~�^�^})wQÅ)Ó){<�^���Mxz{�}$�C{�yz�^{g}){~�gyzsQs¡{g²[��}){~�^�^�^}��� {�yz�^{��À½C�^���`�[¬®{~s¡�~¶
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SÏå� >ï>ç®ã�çXë#ïBA´Þéè~îéëUê)â^î¨õÌå]â^ã~÷0ðÇå è�ç�L)å�êwß(¢nø�ûXüÜ$�A<A�û°ý���ÿTúd�

lfs : R
2 → R

)Mû*�ný �"�d¶HÖ ¸ ��ª1�Nü�û°úRü�ú8AQü�ý:ûXü,A�û¨�]ü�úV?ÿTúd
��
x ∈ R

2 ¸Çü������Ìü��^ü�úW´@û*��ù$ý§���)ü�ú³
$ý|ü�û°ú-���Ìü�úbþ¿ùX�$û°ÿd�¿ÿ1)�Ö�����'<�)ù	�"�b�$û®ü��`ü�������ý�'	�"��ü�ú#ü��%��ü�ûµ�����"��ü�û�A�ü�� )Mû*�
!Nû*�Þ�Ìü�ý >RÿTúd
��tÖ��7ü�û°ú#ü�)ü��º��'�ý �`ü�ú#�`ü�ú�`<û+�]ü�ú-���"��ù.����ü�úæA�ü�� û*�H°��?©
Õ £ ��ü�ú-�H�=c�ý+�P°�´Jü�ûJV<ÿTúd
���ü�ù�ÿd�j² £
Ú £ � ���"�Tú#ü�û��)ü��7ü�û°ú³�4û°ú2ûXü�ú-��üÞ�X)�ü�ú-�

L0 ∈ G
ÿTú#��ü�ú��*�-c�ý¨�Jü�û°ú#ü�ú³V<ÿTú1
	�

v ∈ G
�t´\'XAQü�ûJ¸nú�û����d�¼�)ü��F$uú<��ù$ú�����N

'<�)ü���`<ú��">#ÿTú1
	�¼¸	'�ú
L0

ûµ��� £
Û £ �����"�Tú#ü�û��)ü��F°�´Jü�û\�@û°ú�ûXü�ú=��ü±��)¨ü�ú��ÌüÍù�ÿd�W²��F´\'IAQü�û��$ûXü���üE�4û°ú2û®ü�ú-��ü±��)¨ü�ú-��ü%
`ü�û°ú#ü�ú·$uú<��ù$ú�����Nb'<�`ü��%`<ú��	N
>#ÿTú1
	�t�`ü�)�ü�û°ú-��ù�) �^ùIAQü�ú £

�¿�^�U¶>§~¤¨�^���W�[�^�p¶0§`§lt){�w��T{~�T��xzyz���^{~�W�Tyz{�qu{@.2�^yP�Qy|v`�¯�T{�wG�[�^��y|x��T�^�^}ÍxP¬Xs~¶&È#���^{���x�r)sQs¡{~�Ns�yz���N{�yz�^yz}){nÁJy|}`{��T±sQ����r�¬°�Q{��À�T{~w[�[���^y|x��T�^��}¨xP¬Xs?¬®{�s¢�Q��r$x|��{~�UÉ

�&�'�����'ëO� ÙÏÂ"óÓ¿<ÀIï?ðRí�¿<ÅIÃ+Á¨ðÓí�Å�À õbò Â"ó\¾�ÂfëdÀIÁ¨ì.Á ñ À ò Â"ó ¨ �R��Á¨Ã ò ÅIÀ õ Ã§Æµï=Hd¾�Â"ó\Ä¼¿ ò Á¨Å�ï ò Â�ï��×ó.Â�Á¨ï?Â�ïºÅ�î è3Á+ï±ì õ Â"óÓ¿ ò ÂgÃ§Æµï��`è%�7H

T�ä0å�ë2ðÇå�æ ¡ÎÞ.Z7çH�4è~ê�ä0çXã<LÏñMå�í>çXï>ò2÷>ï0ò�ß(¢4ønûXü�$�A,A�û°ý���ÿTúd�bý �"��ü��H��ªTý°ý+�?ü�û°úRü�$������`ü����@û >�������û*�H°�7uü���û°ú��)ÿTú����<ü��
�)û°ý¨�<ú#c�)�ýPû��"� ∀p, q ∈ G

©
|lfs(p) − lfs(q)| ≤ ‖p − q‖

7uü�´Jü�ûµ� £ ��{�yCv2¶ �G¶ �&¶ � lfs(q) ≥ lfs(p)
¶pquy|{¨}`{~s����^xzv`sQs¡{~�^{MË�wQ{�y�s�sQ���^{�yz�#{MË ��yP���WyP����{�xz�^�^���`��½C���^�]�n����y|�Ê¿r)�Tyz��s¿w�ýux|¬Xs~ÔX�2Õ ¶��ur)���¯�T{~wGqu{@.��^y|��yzv)���T{�w��[�^�^yzx��T�^�^}ÏxP¬Xsu�#{~y|����r$x|��{���Ë ¸��7{~y>�^yzs�á¢�^�^�]��{MÁCxz{���{��]��{�r$��s�ÃM¶quyz{n}`{~sQ�Q�^xzv`sQs¡{~�^{lË�wQ{�y�s�sQ�Q��{�yz�#{lËEü���yP�GÊ[r)�^y|��s

r′ = r + ‖p − q‖ �My|�G�Ny|�¡�Q{�xz�^�^�^�]��ÈÍ��r��u�Tyz{nÁCyz}`{���sQ�Q��r$¬°�~É
K ⊂ K ′ ¶CqGr)s��#{~�T{~�T��{��¹r)�2{~w~�@��r)sQs�ËEü@�Tyz{~s�{�xz�#{���ÁCxz{���{��]��{Wr$��s¨Ã�{��]����«)xP�b�gy|{NË�¶@qGr$w�r$�2s�¬®v`x|})�~�C�^r)sQs
lfs(q) ≤ r′

¶��¿xzs�v�{�wQ��r$x|��{~�Í�gyzw�É
lfs(q) ≤ r′ = r + ‖p − q‖ = lfs(p) + ‖p − q‖

qGr$w�r$�2s7¬®v)xz}$�[�^y|{n�<{���r)�^�T�����^}�¶
qGr)s[��«`�Q��s¡��{3�U{~�M�¨r¨t){�wQyg.2¸�yz{�w��~���^r`s�s?¬Xr)x|x�s[{�yz�N�^{��^{~w[½J�^�^�]�u¸��W�T{�wuÐ0w�y�r$��})�^xzy|{~w��^��}M�^yz�^¸~�^}){�¬®^}$�¿�gyzwQ�U��s�vy�s¡�[�T{~w[�[�2s¢��r$���Ï¸��Ns����^v)�Ït)v)wQ��r)���T{���{��Í½C�^�^�]�Q{��À��yz���`�[��xz{�yz�^{�w[r)xzsg�^{�w<��x|v^��r$xR¬®{~r��Q�^wQ{ls¡yz¸�{���¶
Z7å�æ¾æ»âäÔ¯¢�¦ºª1���E'�ú-����ù�ú��Ìü�ú

C1, C2
)Mû*�±©

1+
√

2C2 ≤ C1 ≤ C2−1
2 sin α

��´\'IAQü�û
α
��ûXü�
�ýzü�û°ú-����üGÿTú-��ü���üg�_�"�1��ù�úd
`ü

��ª1�%��ûXü·2Íû°ú1
)ü�ýJ�`ü��Gø�ü�ý|ù$ÿTú#ù	O®à2ü��H��ü�û�úRü�� ÿTú��KA�ü������d��ü�û�A��B�P�$û°ý¨�?©t�Rü�ûXü�ú
v, w ∈ R

°�´Jü�ûtV<ÿTú1
	��ü��º��',�)ù	�"�3¸MúRùX���
´ �$ÿ1�Ó���Ç��ûXü�ø�ü�ý|ù$ÿTú#ù	O à2ü��H��ü�û°úRü�� ÿTú���Tû°úd°�ÿX�`üB��ªX�X�¼´@ÿ1�R�)ü £ ¦0ù�ý°ý¨�b¸)�û*�×�`ü���¦&ÿTúd
��IûH'$ú#©
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�&�'�����%�	� ÙÏÂ"óÓ¿<ÀIï?ðRí�¿<ÅIÃ+Á¨ðÓí�Å�À õbò Â"ó\¾�ÂfëdÀIÁ§ì.Á ñ À ò Â"ó ¨ �R��Á¨Ã ò ÅIÀ õ Ã§Æµï¼¿<ÀÂ�Á¨ÀIÂ�îú$ ñ À%$	ó.Â"ì.Â�ÀôJÂ"Á+ï�"IÁ¨Â�Ã^H

• g1
��û°úd°�ÿX�]ü���ªX�X�¼´@ÿ1�R�`ü��º��'3�)û°ý¨�?© ‖v − w‖ ≥ lfs(v)

C1

£

• g2
��û°úd°�ÿX�]ü���ªX�X�¼´@ÿ1�R�`ü��º��'3�)û°ý¨�?© ‖v − w‖ ≥ lfs(v)

C2

£
7uü�´Jü�ûµ� £ ��yz{��^{�¹z§@ºÌ¶
�¿��s[�Tyz{~s�{��è�U{~�M�¨rM�)Å`�^�^{~�Í�gyzw[s�v$¬®v`w¡�?¬®v)xz}){�wQ�UÉ
Z7å�æ¾æ»âÇâ¼Þ?/lë2æ  Uîéå]çéï0è~ã~å�ï a 9>è~ã~â�ï0í»ß(¢\¦\ª1�nù�ý®ý|ü

v, w ∈ T
�$û°ý+�±©

‖v − w‖ ≥ lfs(v)

1 + C1

´\'IAQü�û\��ûXü��E'�ú=����ù�ú��Ìü
C1

´@ûXünû*) �pü�))¨ù Û �`ü�´\c<�Tý¨�¼´@û*�R��ÿTú���¹é�$ûXü�ü�ú#�<�XªTý¨�éû+�]üÜ¹1� ûXù$ú��)ÿTý:ûXü�� ÿTú��«¸('$ú:²Bû¤��� £
7uü�´Jü�ûµ� £ ���^wQ�^{lt¹��r`�Q�À� {~y|��}){�¬®�}$�¿s¡v¨})yzxP�[�2r)���W�p{����¨r 4 É ‖v − w‖ ≥ lfs(v)

C1
≥ lfs(v)

1+C1

¶��¿���T{�wQ�T¬Xr)x|x�sg})yzx|�~É
‖v − w‖ ≥ lfs(w)

C1

¶��[x�s�v�¬®v`x|})�~É

lfs(v) ≤ lfs(w) + ‖v − w‖ ≤ ‖v − w‖ · (1 + C1) ⇔ ‖v − w‖ ≥ lfs(v)

1 + C1�����À�^r$��y|�[�Tyz{n�<{���r$���T���^��}�¶
�WyP�¨�Tyz{~s�{�� �p{����¨r¯��r$�#{~�·�gy|w��]�^�.}){~¸�{�yz}$���4�^r)sQs�¸��7{~y<½C�^���`�Q{Ïyz�.�^{�w�Ð0wQyzr)�^})�^xzyz{�wQ�^�^}¯Ð {~y|�^{~�·}`{��gy�s¢±s�{��¾�[�2s¢��r$����¸~�^{�yz��r$�2�T{�w��#{~s�yP�Q¸�{��p¶0qGr)sn��«)����s¡��{¹Ð?�^{�v`w�{~�³���T��¸��M�Ty|{�s¡{bÁCyz}){~��s�����r$¬°��r$��s~�p�^�!{�yz�^{bv)�#{~w�{�^�Q�^w�r$�^�){l�T{�w[ÁJ���){��Ï¬®^w¿�Ty|{nÐ0w�y�r$��})�^xzy|{~w����^}MÐ_¸��À¸�{~y|}`{��U¶
T�ä0å�ë2ðÇå�æ ®´Þ�ìj9Cå]ð�å  ê�äpð�â^ï� #årß	¢Cø�ûXü�$uúd°�ù<�Tý��)ü���`F��
`ü�ú©û°ú6¹·ûµ���7ú�û����d�P���RQÓ¥Cü���ù$ý§�

C

∫

R

1

lfs2(x)
dx

´\'IAQü�ûpþ �`ù(�[þ¿ü"���d��ü"��
«A�ü������d��ü�û�A��B�º´Jü�ý¤�"��ü��j² ÿ1)3������ý:ûXüB¥t�CÿTú�� Ì ü�û°ú#ülú�'<�"�Àú�û����d�Jú#c,�^ü����B>�ü"°�û ØJ°�ûXü����Ìü��E'�ú�N����ù�ú��Ìü £
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7uü�´Jü�ûµ� £ ª>^w�á¢{~�T{NÁJ�Q�){À��s�{�y Dp

�Tyz{NË�wQ{�y�s�sQ�Q��{�yz�#{Í�^� �p�@��yP�¹Ê[r`�Ty|�2s
rp = lfs(p)

2(1+C1)

¶º�¿r`�Q�6�U{����¨r Cs�yz��� �Tyz{~s�{©Ë�wQ{�y�s�sQ�Q��{�yz�#{�� �Tyzs�á¢�^�^�]�~¶?��{�y|��{�wQ�^yz� �`Å)�^�^{~� �gyzwÏsQr$}`{��U�7��r)sQsb��yz���T{~s¡��{~��sÍ{�yz� Âuy|{~w¡�Q{�x��Ty|{�s¡{~wË�wQ{�y�sQs����^{�yz�#{Gy|�NÊ {~�`�Q��r$x|��{~�Ïy�s¡�~¶��Ny|�¿�Tyz{~s�{�w[Î[�#{~w�xz{�}`�^�^}�¬®v`x|})�~É
∫

R

1

lfs2(x)
dx ≥ 1

4

∑

p∈G

∫

Dp

1

lfs2(x)
dx

�WyP��É
∫

Dp

1

lfs2(x)
dx ≥ 1

maxx∈Dp
lfs2(x)

∫

Dp

dx ≥ 1

(lfs(p) + rp)2

∫

Dp

dx ≥ π

(2C2 + 3)2��r ∫
Dp

= πr2
p

�T¬®v)xz})�gx|{���¸���{��2�Tx|y����UÉ
∫

R

1

lfs2(x)
dx ≥ 1

4

∑

p∈G

π

(2C2 + 3)2
=

π

4(2C2 + 3)2

∑

p∈G

1

�����À�^r$��y|�[�Tyz{n�<{���r$���T���^��}M¬®^w
C := 4(2C2+3)2

π

¶
�¿��r$xzv)}©¸��^� v)�^yz}){~�·Ð?�^{~v)wQ{�� x�«)sQs¢��s�yz���·{~y|�^{À�[�2s�sQr$}`{¹^�#{�w�{�yz�^{Ï�^�`�Q{�wQ{À�T���^w�r$�^�){¹¬®^w¨�Tyz{Ï�¿�^¸~r)�^xg�T{�wÁ7�Q�){~�Àyz�NÐ �^{�wQxz{�y|��{��p¶�quy|{�s¡{n�¿��sQs�r)}){�yzs¡�[yz����r`�Q�T¬®v`x|}`{����^{��ÀÐ?�^{~v)wQ{���¬®v)wQ���^xzy|{~w¡���T�<{�x��Q�^{�sg�gyzw¿r$�#{�w[�^yz���`��#{~�7{�y�s¡{~�Ï�7v)xzxz{��U¶
T�ä0å�ë2ðÇå�æ Ô¦Þi¯ÏïRã�å]ðÇå  êÇäpð�â^ï� #åFß(¢JønûXü�$uúd°�ù<�Tý��)ü���`g�"
`ü�ú©û°ú6¹·ûµ���¼)Mû°ú#�`ü����Ìü�ú-�

Ĉ

∫

R

1

lfs2(x)
dx

´\'IAQü�ûUþ �`ù(�gþ¿ü��"�1�Ìü���
jA�ü������d��ü�û�A��B�º´Cü�ý����^ü��E²_ÿ1)%���"�Tý:ûXüB¥t�CÿTú#�
Ĉ
ü�û°ú#ülú#',�"�Ïú�û����d�Jú#c,�^ü����Þ>^ü�°�û Øt°�ûXü�����ü��E'�ú�N

����ù�ú��Ìü £

3�í@�����»6¡6 �Ï�g���P�d�����g�
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¾×Á¨ÂgôJÂ ò Á¨À õ ì.Âg¾×Â"Ã�¿�Å�À�¿=ê±°-ó.Á�¿�À õ Å�Ã¨Á¨Â"ó.Å�À õ ��+ ù

���������,��� ¾×Á¨Â~�g¿<À	ì.Â"Àz
 ñ À@ï±ì?ó.ÅR$�ì.ÅXó.Â�Ã¨Ã¨Â�À3ôJÂ�ï ñ À ò ÂRó.í�Â�Á§ì.Â�Àz±ºÁ¨Â* �ì?óÓ¿@P(Â�À3ÅIÀ ò à�Ã+øIï?ï?Â�ï ñ Ã¨Ã¨Â�À%Â"Á+À õ Â="Xó/Ø õ ì»±JÂ"ó ò Â"ÀOQ ò H í�H
Á+À ò Â"ó<°-ó.Á+¿<À õ Å�Ã¨Á¨Â"ó.ÅIÀ õ ¿<ÅXÆ	©±Â ò Â�À{àd¿�Ã+Ã�Â�À	ì.í�¿<Ã§ì.Â�Àï?Â�Á¨À�H
îNâ�÷Ï�>ã��>ð�ë2ò2ð�â^æ¾æ Þ¢è�å�æ¾çXï0âTðd¢zæ®ß
�<{~y|�*�]��r$w���{~� �T{~s¹Ä¿r)�^�T����w�v`})w�r$����s�Å$ÆR�^{��Ís¡y��Q� r$�T�Qv)�¨r��QyzsQ�Q��{�yz� Ëuv�v)w��Tyz��r���{~��s�¼�s¢�Q{��À¶CÄ¿y|{~wb��r)�^� �T{�w�<{~�]�T�Q¸�{�wÏ��y|�N�T{�wÀx|yz�^�){~� �Wr$�2s¢��r)s¡��{¯¸~�^{�w�s¡�Ïs�{�yz�^{©½J�^�^�]��{��#{~x|yz{���y|}�s�{��Q¸�{��p¶?qGr$��y|�À�gy|w��_�Ty|{��N{~�^}){��}`{��^{~w�yz{�w��~¶R�Ny|�l�T{�w�w�{��Q�]��{����Wr$�2s¢��r)s¡��{Ms¡{���¸����¨r$���T{��©xz{���¸���{~�©½C�^�^�]��¶&�©{~yP�Q{�w���r)�^�¯�¨r$�¯�gyz{~�T{~wG��yP�n�T{�wxzyz�^�){��b�¯r$��s¡�Qr`s¢�Q{[�[�^¬®r)�^}`s¡±0�^���¨ÁC���T�^���^�]��{G�T{�w¼�py|�^yz{��2s¡{~})��{��]��{¿s�{���¸~{��U¶]�NyP�<�^{�wJwQ{~�Q�]��{~�b�Wr$��s¡�Qr`s¢�Q{?¬®^})��¨r)�Ï�^{��Ïxz{��Q¸���{~�Ï½J�^�^�]�[{~y|�U¶�qGr$��yP�[y�s¢�¿r$�����À�Tyz{l�N{���}){b��}){~�^{�wQyz{�w��~¶�È#���T{~� �gy|w��Ï�Ty|{n�N{��^}`{n�¹��r)���À�T{�wÑ�±�Ë¿v�v)w��Ty|�2r���{us¡v`w¡�Qy|{~w¡��¶]quy|{G½J�^�^�]��{��7{�w��T{��Ír)xzs�v�t)v)�¨��x|yz�^�Ts7��r`�Q�¹wQ{~���`��sI�Gyz�Ï�Tyz{GÐ0wQyzr)�^})�^xzyz{�wQ�^�^}n{�yz�^}`{�¬®^})�~¶quyz{[{~wQs¡��{~���#{~yz�T{~�¨½J�^�^�]��{u�7{�w��T{��¨t){�wQ�^�^���^{��U¶`ÁJsJ{��]�Qs¡��{��]�<r)xzs�vl{�yz�^{[{~wQs¡��{�Ô®�)v`�]t){�Ñ�{ÇÕP�Uyz�^y|{`¶I�¿�^�b�gyzwQ�¨�^r`s{~wQs¡��{�²[�]��{�wQ�^wQv)}`wQr$��� ����v`��s¡��w3¬?��wQyzr$�`��r$�T¬®}){~w��^¬®{��U�2�T{~���^y|{��W{��^}`{��R�#�Tyz{n�)v`�]t){�ÑT{nÄ[�x|xz{¹ÔXy|�¯�Tyz{~s�{�� ª�r$xzxy�s¡�[{�s[�^y|{nÂ@{~w��^yz���T�^��}`s�x|yz�^yz{n�T{~w[{~wQs¡��{~�À�2{~yz�^{��N½C�^�^�]�Q{�Õg�^���À{~y|�Nº����T{�ÑÏ^�#{�wQ}){~�#{��À�gy|w��&¶2q¿yz{~s�{�w¿º����T{�ÑÏyzs¡�{~y|�NÂ@{�wQ�7{~yzs[r)�T¬@�T{~�	á¢{��^yz}){~�À½J�^�^�]�utÍr)��s¿�R�2�^{�w¿r)xzsg�p{��Q¸���{~w[¸~�^w¿Ð0wQyzr)�^})�^xzyz{�wQ�^�^}M�^yz�^¸~�^}){�¬°�}$�¿�g�^w��T{)¶2�Ny|��^y|{�s¡{�wnº��T¬®v)wQ�¨r��Qy|v`�©�$r$�^���^{�wn��«)����s¡��{�½J�^�^�]��{�yz�^}){�¬®^}$�n�7{~wQ�T{~�U�p�T{��^�»{�wn�gy|w��©¸���{�w�s¢�n�My|��t¯t){�wQ�^�^���T{~�U¶� yz{l�gyzw[�^r$��r`�Q�Ï�7{~yP�Q{�wgt)v`w�}`{��^{~�¹�gyzwQ�Ïs���«��Q{�wg}){~��r$�^{~w?{�wQx�«$�T�Q{�w��~¶
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¶ �ï�Y9.
þ ����

ð	ð ¸ ü�� ðrñ ý ÷ ü þ � ñ,þ2¸Gg l p � g p � ñ o ñ ý ðrñwþ³ð ü ñ&ñ l þ �	� ñ k ñ p ñ �;·(�<eð ¸ ü�� ðrñ ýäý ñ$´�» � ñ,þ2¸Gg l p � g p � ñ ÷%ñ �;·�� ñ,þ2ñ l þ �	� p ñ �;· ñ,þ6��	l	�����
o » ü ÷%ñ �	l;����C�� f ü)���'ü)�Y�	l	�	9&�ak'ü þ d l;���3�(�)
d ÷%ï �.� f ü)����ü)�	hY�� Mh��þ � þ 0���
¶ �$e7� þ �1�ï� f üM
���üM
��(9.
ñ,þrð
�	l	�����
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ð	ð ¸ ü�� ÷ ü þ � ñwþa¸;g l p � g p � ñóòRþ j g,þ k p %@l þFðóô%þFð d l þ ���&�;·(o �ð ¸ ü�� ðrñ ýäý ñ$´�» � ñ,þ2¸Gg l p � g p � ñ ÷%ñ �;·�� ñ,þ2ñ l þ �	� p ñ �;· ñ,þ6�o » ü ÷%ñ �	l;����C�� f ü)���'ü)�Y�	l	�	9&�ak'ü þ d l;���3�(�)
ü'��ü�0���
¶ �$e7� ñ,þrð 0��7�1�ï� f üM
��'ü)
@ü�9.
 ð òRþ j g,þ k p %3l þrð&ôRþFð d l þ ��� ÿ-g ý	��ü ñ ý ñ,þ

ü'j ÿ'ïRð ��üM��/$�1�	��
ü'j ¶ ����� ñ,þrð %G�7�Lõ ¶ �3��� ñ,þrð �� ñ�ÿ d � ¶ �#"�� ñwþrð %;�7�M
¶ �#"�� ñwþrð %;�7�ö� ¶ �#"�� ñ,þrð �M
¶ �#"�� ñwþrð �1�a� ñ�ÿ d 
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ñ,þrð
÷	� ¶ ���Mei/�� þ 0-�)e ñwþrð �)
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ñ,þrð
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 ¶ �#"�e ñwþrð �@�)e�/$��9��8/$�)
ñ,þrð
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j(l þ-´ �'ü ïwþ �Y9a� ´,ï,þ p �	ý q �	ý�ü gwþ � ¶ ��� ïwþ � q;´3»$g ü þ �0ü þrðrñ f �
÷	�6��9.
ü'�;"�

o » ü ÷%ñ üJû(� p ü'· ñ � ¶ ��/$�

ñr÷ ����
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� ñ�ÿ d � ï 


ü'j ñr÷ �	���ü þFðrñ f �j�ü þFð ��� ïwþ � q;´3»$g ü þ �#/��;ew�1�	� ¶ �8"��0ü	��%;�7�M
� ï,þ � q;´�»Gg ü þ �8"���� ïwþ � q;´3»$g ü þ �#"��;ew����� ï ���	��
ñr÷ p ñ ü þFðrñ f �j�ü þFð ��� ïwþ � q;´3»$g ü þ �#"��;ew�1�	� ï �)
ñ,þFð
ü'j&l!û��l�� p ü'· ñ ��� ïwþ � q;´3»Gg ü þ �8/$��0-��
ñr÷ p ñ l��jOü þFð ��� ïwþ � q;´3»Gg ü þ �#/��;e#�ö�	�&l-�M
ñ,þFð
ü'j9ü p ñ�ÿ d ���.�0ü þrðrñ f �ü þFðrñ f �jOü þFð ��� ï,þ � q;´3»$g ü þ �#/��;ew�1�	� g � p � ï �&�M
ñr÷ p ñ � ï,þ � q;´�»Gg ü þ �8"��0ü þrð	ñ f �1����
ñ,þFð
¶ � ò �0ü��1�a� ñ�ÿ d 

ü'j ï û��ï �C�-
ñr÷ p ñ ï �jOü þFð ��� ï,þ � q;´3»$g ü þ �8/��;ew�1�	� g � p � ï �&�M
ñ,þFð

ñr÷ p ñ ï ����
l�� p ü'· ñ ��� ïwþ � qG´3»Gg ü þ ��/!��0-��
ñ,þFð
ð û ñ ý(��ü þFð l þ k p ÷ ü þ ü ñwþ p ñ �;· ñwþ l þrð · ñ ü ´�»	þFñwþ e��� ï,þ � q;´�»Gg ü þ ü þFðrñ f 92�2�	ý'ü g,þ � ¶ �i� ïwþ � q;´�»Gg ü þ �@ü)�0ü þrðrñ f � ï �Yl-�M




��+�C ë Ã+¿ ò ©?¿<ÀjÄ¼¿ ò Á¨ð
ð ¶ d ñ ·�ü gr÷ j g	÷	÷ e ò%þ j g,þ k p�d l þ �	� ñ ü þFñ ýa÷�ü þ ü ñBñ ý	ý ñ ü ´�» �<eü'j ÿ'ï%ð � ¶ �8"��0ü��)�8/$�1�	���÷�Ý�Y÷ ¶ �$e(�0ü�� ¶ �$e(� ¶ �8"��;e#�ö��� ¶ �#"��0ü��'0-�7��9.
ñ,þFð
ð�ÿ�� ´3» p � ñwþ2ñ l þ ���2�	ý�ü g,þ k(l ÷ ü ñ ý ñ,þ eü'��ü'0-��


ñ,þFðñ,þrð

¯ÏïRã�å]ð,�>ð�ë2ò2ð�â^æ¾æ ®¤Þ?�Jë#èX¢zæ ß
quyz{~s�{~s�²[�]��{~w��^wQv)}`wQr$���³�#{�wQ{~���^�^{����Tyz{³�Uyz�^yz{���s�{�}`��{��`�Q{)�p�7{~xz���^{bv`�2{~w��2r$xz���^¸~�l¶p�^�]��{�wQ��r)x|�¾�T{~sn¸~����wQyzr)�T±}`�^xzy|{~w�{~���T{��·½C�^���`�Q{~s�t»x|yz{�}`{��U¶@qur)¸��·�#{���w�r)���`�Q{��·�gyzw��Tyz{N�1�C�@�Tyz{À�T�^w��Q�.t»t){�wQxz«)�T¬°�M�^���·�#{~w�{��Q�^��{��.�Tyz{�^�Q�^�^y|�����^�^�^�]�Q{[��y|�J�T{~�j�Uyz�^yz{���s�{�}`�M{~�`�Q{��U�)�Tyz{gt)v`���T{�w7�1�À}`{~sQ�Q�^��yP����{~�M�<{�wQ�^{��U¶�ÔXs�yz{��^{[�¿�^�U¶�§ C Õ ¶)q¿yz{[�N{~�T±}`{��^y|{�s¡{~wb�Uyz�^yz{���s�{�}`��{��`�Q{��7{�w��T{����gyzwl�My|�����#{�¸~{�y��Q���^{��U¶pqu{�w��T���^�^y|�¡�Q�^�^�^�]����y|�n{�yz�^{�� �Uyz�^yz{���s�{�}`�M{~�`��gyzw��Àr$�^¬>¬®v`x|}`{����T{n�©{~yzs�{n�#{�wQ{~���^�^{���É2s�{�y

l ∈ M
�#{�xzyz{��^yz}�¶#��{~y0r¨�^{�wu�[�T¬Xr)�^}`s¡±J�^�2�À�W�T{�w¿ÁC���^�^�^�^�]�ut)v`�ÀxI¶qGr$���¹}`y|x|�<¬®^wg�Tyz{lÃG{�w�r)�^{ur)�UÉ

ab = a + λ(b− a)
�T�7v)�#{~y

λ ∈ [0, 1]
¶T²¿� �T{��À�T���^�^y|�¡�Q�^�^�^�]�[�^{�w[�1�©��yP�gxR¸���#{�s¢�Qy|����{��U���#{��QwQr`�Q�]��{��Ï�gyzw[r)xzs�v��Tyz{nÃ�x|{~yz���]�^�^}2É

ab = v + µ · e2 , wobei e2 =

(
0
1

)
, λ ∈ [0, 1], µ ∈ R

a + λ(b − a) = v + µ · e2

qGr
a =

(
a1

a2

) �
b =

(
b1

b2

) �^���
v =

(
v1

v2

) �2��r)�^�N�¨r$�Nv`�^yz}){�ÃGx|{~yz���]���^}¹r)�����Wr$x�sg¬®v)xz}){~���T{~sGÃGx|{~yz���]�^��}`s¡±
s�¼Ts¢�Q{���s����^wQ{�yz�#{��UÉ

(
0 , a1 − b1

1 , a2 − b2

)
·
(

µ
λ

)
=

(
a1 − v1

a2 − v2

)

�WyP�¿�T{~wåz7w�r$��{�w�s����^{~�ÍÊg{~}){�xU{�wQ��r$x|��{~�Í�gyzw[r$x�sF�UÅ]s¡�^��}�¬®^w
λ
}`{�w�r)�T{)É

λ =

det

[
0 , a1 − v1

1 , a2 − v2

]

det

[
0 , a1 − b1

1 , a2 − b2

] =
a1 − v1

a1 − b1

qGrgr?�^�2�G�n�[�^¬®r)�^}`s¡±��^¸��l¶�ÁC�2�T�^�^�^�]�0t)v`�Gx`s�y|���U��}`yzxP�Uyz��s��#{~s�v)���^{�w�{
a 6= b

�^���ls�v)��yP�0r$�����
det

[
0 a1 − b1

1 a2 − b2

]
6=

0
¶)�Ny|�C�^y|{�s¡{~wP�pÅ`s��^�^}G�)Å`�^�^{��M�gyzw@�]�^�¨�T{��b�T���^�^yP�������^�^�]�J¸��gy�s����^{��Mx^�^�����T{�w7�1�Ï�#{�wQ{~���^�^{~��¬®�wCr)x|xz{

l ∈ M
¶�WyP���T{��¾�#{~w�{��Q�^�^{���{~�·�T���^�^y|�¡�Q�^�^�^�]�Q{��·x�«`s�s¡��s�yz���»xz{�y����`����{�wQr)��s/.����T{~�U�p�<{�x��Q�^{Ü�py|�^yz{��2s¡{~})��{��`�Q{¹^�#{�wQ��r$xz���¸��l¶^v)�#{�wQ��r)x|�Ít)v`�Ít¹xzy|{~}){~�U¶���v`�My|�[��r)�^�Ï��r)�À�Tyz{�½4v`s�yP�Qy|v`�Ït)v)�Ït¹}){��2r$�Í�#{�s¢�Qy|����{��p¶

j(l þ-´ �'ü ïwþ � ï �ilG9&� d ï p �8÷.� � �
ð(þ ñ ý ñ$´3»%þ�ñ � ð ü ñ2¶$´�»	þ ü3��� d l þ ��� ñ¤ðrñ ý ¶ o ñ	ñ d %'÷Oü þ�ñ ÿ ü3� ðrñ,þ ÷�ü þ ü ñ,þ p ñ k ÿ�ñ,þ � ñwþ e÷�g�ÿOð;g �Ð�8÷������@�)e�/.e ñ,þrð �&% � ���7�2� ��Z ��÷������@�Mei/�e ñwþrð ��%�÷��3�-��/�ei/.e ñwþrð �2�M
ü p ��÷����)ei/��@�)e�/.e ñwþFð ��0��$� ÷(g�ÿOð	g 
 ÷(g�ÿ�ð	g 9 �  )�8÷��3�)e�/���/�ei/.e ñ,þrð �	%�÷��3�Mei/��3�)ei/.e ñwþrð �����)
g � p � g,þrð �ï�=ü p �#/��;e#�2% � �#/!�C
�÷��#"��@�Mei/.e ñwþrð ��9�

ï � g � p � g,þrð �Ge7� g � p � gwþrð ���-�;ew�Lõ2�!�M
l�� g � p � g,þrð �Ge7� g � p � gwþrð ���-�;ew�Lû2�!�M




¾×Á¨ÂgôJÂ ò Á¨À õ ì.Âg¾×Â"Ã�¿�Å�À�¿=ê±°-ó.Á�¿�À õ Å�Ã¨Á¨Â"ó.Å�À õ ��+�Ê

ð ö���´ �	k g � ñ e�÷�ü þ ü ñwþ p ñ k ÿ�ñ,þ �óo ñr÷G´�»Fñ p ï � ñ ý »Ggr÷ � ðrñ p ñ l þ �	� ñ p ÷ ü ñ k	�ð �G·7ote ÷Oü þ ü ñ,þ p ñ k ÿ�ñwþ �óo ñ	÷G´�»�ñ p l þ � ñ ý »Gg	÷ � ðrñ p ñ l þ �	� ñ p ÷ ü ñ k	�ï � ï �ä/�� ï �3���;e#�ö��� ÿ ü þ � ï ���-�;e#�	�&�M
l��2l��ä/��il��3���;e#�ö��� ÿ�g f ��l.���-�;e#�	�&�M

ð ¶ d ñ ·�ü g	÷ j g	÷	÷ eü'j9ü p ñ�ÿ d ����� ï �ï � %3l<
ñ,þFð
ü'j9ü p ñ�ÿ d ������l-�l�� %G��
ñ,þFð

ñ,þrð

¯ÏïRã�å]ð,�>ð�ë2ò2ð�â^æ¾æ ÔBÞ�ã~ðÇçéâ^ï¼¢|æ ß
qGr)s>xz{���¸���{?²¿�`�Q{�wQ�^w�v`})w�r$���By�s¢�@�^r`s>Ä[{~w�¸�s¢�Q����l�Tyz{~s�{�w>º����^xz{���{~�`��yz{�wQ�^�^}2¶ÇÁJs>�#{~�)v)���n�@�Tyz{?r$�]���^{~x|xz{7�)v`�]t){�Ñ�{Ä¿^xzx|{[^�#{�wQ}){~�#{��U�)�T{~��º����T{�ÑM¸��¨�T{~��á¢{~�^yz}){��¨½C�^�^�]�7�l�$�7{~xz���^{�wJr)xzsº�U{���¸~{�wC¸��^wJÐ0wQyzr)�^})��x|yz{�wQ�^�^}G�^yz�^¸���}){�¬®^})��g��wQ�T{l�^���À�Tyz{l½>v]s¡y|��yzv)�U�^�7vb�T{�w[¸��Ï��wQyzr)�^})�^xzyz{�wQ{����T{�½C�^�^�]�¿tÍs¡y����Ï�#{@.��2�T{���¶�qGr$��y|�[y�s¢�[}`{���{�yz�`�����^r)sQs?�gy|w��r)s�á�{~�^yz}){%�py|�^yz{��2s¡{~})��{��]�~�#�7{~xz���^{~suv`�#{�wQ��r$xz�N��¸��l¶#�^�]��{~w���r)x|�©�T{�su½C�^�^�]��{�sGx|yz{�})�~�#�){~�^�^{��p¶��[���¯t){�wQ�^yz���T{~��gyzwJ�T{~��½J�^�^�]�Jt���yP�7���^����xzr)�T¬®{��¨{��]��x�r$�^}n�T{~wC�)v)��t){�ÑT{��¨Ä[^xzx|{`�)�^�Y�7{�y|��{~w�{gÂ@{~w��^yz���T���^}`s�x|yz�^yz{���¸~�¨s�{��Q¸�{�������N��r$��yP�u�^{���{�quw�{~y|{��Q�){n¸~�N}){~�^{�wQy|{~w�{~�U¶��[�^�U¶>§ 4 �����W�[�^�U¶>§ C t){~wQ�T{~�T��xzy��Q�^{~�W�Tyz{~s~¶2²[� ¸��N}]r$w�r$�]��yz{�w�{~�U�
��r)sQs>�gyzw@�^y��Q�`�J¸��M�7{~yP�Cx�r$�T¬®{~�U�$�]�T�Q¸�{����gyzwC�Tyz{?ÁCyz}`{���sQ�Q��r$¬°��{~���T{�wJq¿{���{�wQ��y|�2r$�`�Q{)¶`��{~y

x =

(
x1

x2

) {~y|��½C�^�^�]�
r)��sg�T{~wg�)v)��t){�ÑT{��ÏÄ¿^xzx|{`�^�7{�x����^{�wgv`�#{�wQ��r$xz�Ít)v)�

w =

(
w1

w2

) x|yz{�})�~¶�qur)�^�Ï}`y|x|�?¬®�w
v =

(
v1

v2

) É

det

[
x1 − v1 , w1 − v1

x2 − v2 , w2 − v2

]
< 0.

ÁJy|�^{~���<{��<{�y�sM¸����Tyz{~s�{�w¨�<{~��r$�^�T�Q�^�^}��7{�w��T{����gy|w¨�^yz���`�b}){~�#{��U¶Cq¿yz{~s¨yzs¡�br$�#{~w��]x�r$w��@�^r��^y|{�s�s�v$¬®v`w¡�¨r$�2s�^{�w¿}){~v)��{��Qw�y�s����^{~�À�[�2s�����r$�^���^}¨¬®v)xz}$�~É#�Ty|{�q¿{���{~w���yz��r$�]��{
det(v, w)

y�s¢�u�^y|{�ª0x�«)���^{��T{�s[½4r)wQr)x|xz{�x�¶2r)����s~���T{�wt)v`�.�T{���Â@{��]��v`w�{~� Ô°Ñ�±It^Õ��^���BÔ®�?±ÌtTÕ�r)�T¬®}){�s¡��r)�^�`���gy|w��&¶@quy|{�s¡{Ï��r)�^�·�#v]s¡y|��yzt»�^¸��l¶@�^{�}]r���yzt»s�{�yz�U¶@�¿��r$xzv)}�)Å`�^�^{~�W�gy|wG��yP�l�Tyz{~s�{���qu{���{~w���yz��r$�]��{~�^��w�y|��{~w�yz�^��r$�����W{~y|��{��¯½C�^�^�]���R�7{�x��Q��{�wuv`�#{�wQ��r$xz�Nt)v`�NÑNx|yz{�})�~�#��yP�t t){�wQ�^yz���T{~�U¶?quy|{�sÍ¬®^�^w�{~�_�gyzwÀs�v)x�r$�^}`{N¬®v`w¡���<�^y�s
det(x − v, w − v) > 0

})yzx|�~�?vT�T{~wÍ�^y�sÍ�gyzwÀr)�T¬�{�yz�^{��
�¿�T¬Xr$�^}]s¡���^�^�]�¨{�yz�^{~sj�py|�^yz{��2s¡{~})��{��`��sM��wQ{�ÆR{��U¶@ÂuÅ)xzxzy|}�r)��r$xzv)}©})yzx|�M¬®�w¨{�yz�^{���½C���^�]�

x̃ =

(
x̃1

x̃2

) r$��s¨�T{�w
�)v`�]t){�Ñ�{~�ÏÄ[�x|xz{)�^�<{�x��Q�^{~w[s¡y����Ï�^�`�Q{�wQ��r$xz�Ït)v`�Í� �#{0.����T{��~É

det

[
x̃1 − v1 , w1 − v1

x̃2 − v2 , w2 − v2

]
> 0.

quyz{~s4¬®^��w�{~���gy|wJs¡v`xzr)�^}){7¬®^w¯á¢{~�T{~��½C�^�^�]�J�^�]��{~w���r)x|��t)v)�M��r$��s~�$�^yzs
det(x̃−v, w−v) < 0

}`y|x|�~�$v^�T{�w@�^y�s@�gyzwr)�T¬@{~y|��{��¯�[�T¬Xr)�^}`s��^�^�^�]�u{~y|��{~s��Uyz�^y|{~��s�{�})��{~�`�Qs[��wQ{�ÆR{��p¶#�[x�s¿xz{���¸���{~�©�T���^w�y|�¡�G���s�s�{��W�gyzw¿�^��sG�Ty|{��)v`�]t){�Ñ�{Ä¿^xzx|{l�^{~�Ï}`{��^{~w�yz{�wQ{��Í�^���ÏtR�^�^{�wg�^{~�Ï¸~�À�T{~w[Ð0w�y�r$�^}`�^xzy|{~w��^��}��^yz�^¸��^}`{��)v`�M��{~�Íy�s¢���^��{�wQ�){��U¶

j(l þ-´ �'ü ïwþ ��� ï,þ � ñ f q;´3»$g ü þ ü þFð 92�a�%ý'ü g,þ � ¶ �i� ´ �@ü)�0ü þrðrñ f � ï � ñ ý ñ	q k%ý ñwþ · ñ ��l þ � ñ ý ñ	q k	ý ñwþ · ñ �
� ´ �Ge(� ñwþrð 0-�)e ñwþrð 0;/$�1�a� ´ �$e(�3�)ei/$�M
ï ��ü þFðrñ f 
lG��ü þFðrñ f 

ð ¸ ü3� ðrñ�ÿ>¼rñ � ñ ý ÿ ü þGg,þ � ñwþ �%ý�ü�� ñ ý(l ÿ û ñ ý(��ü þrð l þ k p ÷ ü þ ü ñwþ p ñ �;· ñwþ eû�ï� ¶ ���Me�/��i� ´ ���-�Yl����&% ¶ �3�Me�/��0ü�� ¶ ���Me�/��i� ´ �3���Yl;0-�(����% ¶ �3�)e�/��@ü	�19.




��+�v ë Ã+¿ ò ©?¿<ÀjÄ¼¿ ò Á¨ð
o » ü ÷%ñBð	ñ �.�7û-�Lõ2�2ü	ü2l>ûól þ � ñ ý ñ	q k	ý ñwþ · ñd g l p ñ �8� � /$�d ÷%ï ���!� ¶ �3�-�i� ´ �3���Yl-���M� ¶ ���-�@ü��'9��G� ¶ �8/��i� ´ ���-�Yl����)� ¶ �8/��0ü���9��	hi�.h��lG�(lG0-��
û;�Ý��û.�$e7�8/$� ¶ ���Me�/��i� ´ �3���Yl;0-�(����% ¶ �3�)e�/��@ü	��9�
ñ,þFðd g l p ñ �8� � /$�d ÷%ï �.�!� ¶ ���-�i� ´ �3�-�il-���M� ¶ �3���@ü��'9��G� ¶ �8/���� ´ ���-�Yl-�	�)� ¶ �8/��@ü	��9��	hi�.hO�
ð ¸ ü3� ðrñ�ÿ>¼rñ � ñ ý ÿ ü þGg,þ � ñwþ �%ý�ü�� ñ ý(l ÿ û ñ ý(��ü þrð l þ k p ÷ ü þ ü ñwþ p ñ �;· ñwþ eû�ï� ¶ ���Me�/��i� ´ ���-� ï ����% ¶ �3�)e�/��@ü�� ¶ �3�Me�/���� ´ ���-� ï %;�7���2% ¶ ���Me�/��@ü	�19.
o » ü ÷%ñBð	ñ �.�7û-�Lû2�2ü	ü ï õ ï � ñ ý ñ;q k%ý ñwþ · ñd g l p ñ �8� � /$�ï � ï %;��
d ÷%ï ���!� ¶ �3�-�i� ´ �3��� ï ���M� ¶ ���-�@ü��'9��G� ¶ �8/��i� ´ ���-� ï ���)� ¶ �8/��0ü���9��	hi�.h��ü'j ï �	����rý ñ	g �ñ,þFð

û;�6��û��$e7�8/$� ¶ ���Mei/��i� ´ �3�-� ï %;�7�	��% ¶ �3�)ei/��@ü��'9�
ñ,þFð
ð ñ l þ �	�2·(lrý2� ï,þ � ñ f ñ,þ�����÷	÷%ñ¹» ü þ ·(l;j � k ñwþ e� ï,þ � ñ f qG´3»Gg ü þ �ï�s� ´ �$e7�3�)e ï �M�G�füC
 ¶ �#"�e ò �@ü	��9���� ´ �$e(�Ylte ñwþFð %'/$�'9�


ü þFð � ï 0-��
ñ,þrð

0 2 4 6 8 10
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

�������O�w(�� � ñ Àw
(ÂfèXÂ�x¼ø�Ã¨Ã¨ÂJÁ+ï±ì_Æ¤Â"ì?ì¯î@¿�ó�$XÁ¨Â"ó?ì�H� ,§3Á¨ï±ì¯Â�Á¨À õ Â=�"Â�Á¨ðRíIÀ�Â"ì¯Å�À ò�ò Â"ó���Å�ì?ó.Á+¿<À õ ÅIÃ+Á¨Â"ó.Â"À ò Â»N¯Å�ÀR$	ì�Á+ï±ì¯Â"Á+À õ Â=$	ó.Â�Á¨ï±ì�H

Ê%�?Ò1�¯�=�JÒ=�g�=Î\�¯�FE_�Ï�7G-�����.�
��H;x�Â"ó��1Â"ó?ì�÷ ò Â�Ã¨ï��Ió.ÅIÀ�ÀIÂ"ó�H�y�Z�b�[\Z7W^j7t?V0hrc��rb�¤,b�e#b�m�t��=b0j�UZ7_�XÖy�Z7hFZ7j�V�W^]^b�h��
	���V�[\�fj/]�c�mdZ�Uéb�hrb�m�j�V�¤,Xw_;b�h��¤�¤re ]�Z�cV�hrc���b�[6¤%�,WnV0W^]�b�hrV�eFULV�WYX%Z7[?V�W^]�af_���� ù ¿<î2�Xó.Á òIõ Âtß�ÀIÁ#
(Â"ó.ï?Á§ì�ê�N_ó.Â�ï?ï��O�FÂ ò Á¨ì.Á ñ ÀÎ� ë ¿=êE½�v,Q1½0+�+,���7H



¾×Á¨ÂgôJÂ ò Á¨À õ ì.Âg¾×Â"Ã�¿�Å�À�¿=ê±°-ó.Á�¿�À õ Å�Ã¨Á¨Â"ó.Å�À õ ��+��

0 2 4 6 8 10
0

1

2

3

4

5

6

7

8

9

10

�&�'������¡�� KæÁ¨ÂFÁ+À ¨ �R�OHF� ù H%x�Á¨Â"ó��"Å�ï�Ø�ì��"Ã¨Á+ðÓíEÀ ñ ðÓíîbÁ¨ì�§�Á¨À�Á¨Â�ÀIï?Â õ îbÂ"À�ì.Â"ÀOH
½wH�í�ì?ì�"-ö �3� ±»±»±JH ±ºÁg$�Á#"1Â ò Á+¿wH ò Â
ù H�í�ì?ì�"-ö �3� ±»±»±JH Â�Â"ð�ï�H �1Â"ó�$(Â�Ã¨Âfê�H Â ò Å � ©Bó.ï � îbÂ�ï?íR"d¿�"1ÂRó.ï � Ä\Å%"%"1ÂRó?ì�H " ò Æ� H�í�ì?ì�"-ö �3� ±»±»±JH ï?ð�Á¨Â�À�ð�Â ò Á§ó.Â�ð"ì�H ð ñ î- H�í�ì?ì�"-ö �3� î@¿�ì.íR×�±»±»±*H Å�ÀIÁq×u"�¿ ò Â"ó�� ñ ó.ÀOH ò Â � "1Â"ó.ï ñ À�Â�Ã¨Ã¨Â�ï �0¨ | � � ñ Â�ð/$�Ã¨Â"ó ��õ Á¨ì?ì.Â"ó ��õ Á§ì?ì.Â"ó��¼½�+�+ - H " ò ÆC,H�í�ì?ì�"-ö �3� ±»±»±JH î@¿�ì.íOH ð�î�ÅOH Â ò Å � ¿�óÓ¿<À ò	� "d¿�"1ÂRó.ï � ¾×Â�Ã+¿<ÅIÀd¿=ê��ºÄ\ÂfëdÀIÂ�îbÂ�À	ì��\÷¯ï±ì.Á+îb¿�ì.Â���à) d×u+��,H " ò ÆÊwH�í�ì?ì�"-ö �3��ñ "�ÅIï=H $ ñ �w
rH ò Â � ì.Å%�1Â"ó.Ã¨Á¨À � 
 ñ Ã¨Ã§ì.Âfè�ì.Â � ½0+�+�v � ����C�C � " ò Æ � ï?Á��ºí�¿<À õ H " ò Æv,H�í�ì?ì�"-ö �3� ±»±»±JH ð"ï�H ð�î�Å�H Â ò Å





Numerische Lösungen von Volterra's Populationsmodell
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1 Populations-Modell von Volterra

Das Modell von Volterra ist eine integrale gewöhnliche Di�erentialgleichung 1. Ordnung; um das Pro-
blem zu betrachten, können alle numerischen und auch analytischen Methoden unabhängig voneinander
verwendet werden.
Für diese integrale gewöhnliche Di�erentialgleichung 1. Ordnung werden in der folgenden Ausfüh-
rung zwei numerische Lösungsansätze vorgestellt (dabei gilt: κ = O(1)). Zunächst wird das Modell
als Anfangswertproblem 1. Ordnung mit Hilfe von numerischer Integration gelöst, indem die explizite
Euler-Methode eingesetzt wird und als numerische Integrationsmethoden die Newton-Cotes-Formeln
angewandt werden. Eine weitere numerische Lösung ist es, das Problem in ein System von zwei An-
fangswertproblemen erster Ordnung umzuformen und dieses zu lösen.

Für das Bevölkerungswachstum einer Art gilt in einem geschlossenem System folgendes Modell:

dp

dt̃
= ap− bp2 − cp

t̃∫
0

p(x) dx p(0) = p0

Der Koe�zient a > 0 steht für die Geburtsrate, b > 0 für die intraspezi�sche Konkurrenz und c > 0
für die Toxizität. Die Variable p0 beschreibt die Anfangspopulation, während p = p(t̃) die Population
zum Zeitpunkt t̃ darstellt.
Es werden nun zwei dimensionslose Variablen u und t eingeführt, um die Zeit und die Bevölkerung zu
skalieren:

t =
t̃
b
c

u =
p
a
b

Mit diesen Variablen erhält man somit ein dimensionsloses Problem des Modells, wobei κ ≡ c
ab :

κ
du

dt
= u− u2 − u

t∫
0

u(x) dx u(0) = u0 (�)

2 Numerische Lösung mit zwei verschiedenen Methoden

Nun soll erläutert werden, wie man vorgeht, um gewöhnliche Di�erentialgleichungen auf einem Rechner
zu lösen.
Dazu ist in einem Intervall I = [t0, t0 + T ] ⊂ R eine gewöhnliche Di�erentialgleichung erster Ordnung

y′ =
dy

dt
= f(t, y(t)) mit einer Anfangsbedingung y(t0) = y0 ∈ Rn
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gegeben. Die Lösung y ist eine vektorwertige Funktion y : I → Rn und die rechte Seite ist eine
vektorwertige Funktion f : I× Rn → Rn. Man bezeichnet die Lösungskurve y(t) auch als Trajektorie;
wenn kein Anfangswert vorgegeben ist, ist die Lösungskurve somit nicht auf eine bestimmte Trajektorie
festgelegt, sondern man erhält eine Schar von Trajektorien, welche auch Richtungsfeld genannt werden.

Um eine gewöhnliche Di�erentialgleichung numerisch zu lösen, wird die Di�erentialgleichung als erstes
diskretisiert; das bedeutet, dass die Lösung in einzelnen Schritten berechnet wird. Dafür kann man für
das Intervall I ein Gitter einführen, wobei man eine äquidistante Unterteilung wählt:

Ih = {t0, t1, ..., tn = t0 + T}, mit ti = t0 + ih, i=1,...n

Nun werden die Werte ui = uh(ti), i = 1, ..., n benötigt, wobei uh : Ih → Rn die dazugehörige
Gitterfunktion ist. Die Gitterfunktion wird so gewählt, dass der Wert der exakten Lösung der Di�e-
rentialgleichung yi = y(ti) durch ui möglichst gut approximiert wird.
Folglich werden auf dem Gitter Ih mit der Schrittweite h 6= 0 Näherungswerte ui für yi an den äqui-
distanten Punkten ti = t0 + ih berechnet. Es gibt einige numerische Verfahren, die auf dieser Diskre-
tisierung basieren. Ein solches Verfahren ist das explizite Euler-Verfahren und auch das Runge-Kutta
Verfahren.

Zunächst wird das dimensionlose Problem (�) mit einem beliebigen Wert für κ betrachtet. Es werden
in der Ausführung die zwei Methoden vorgestellt, um (�) als folgendes Anfangswertproblem numerisch
zu lösen:

u′ = f(t, u), u(t0) = u0

Für das Problem (�) gilt hier:

κ
du

dt
= u− u2 − u

t∫
0

u(x) dx, (�)

f(t, u) =
u

κ
[1− u−

t∫
0

u(x) dx]

Die beiden Methoden nähern die Lösung zu diskreten Zeiten tn = t0 + nh, n = 0, 1, ... an, wobei
h = tn+1 − tn den gleichmäÿigen Knotenabstand charakterisiert.

2.1 explizite Euler-Methode und Newton-Cotes-Formeln

Mit dem expliziten Euler-Verfahren gilt für die Ableitung y′ näherungsweise:

y(t+ h)− y(t)
h

≈ y′(t) = f(t, y(t))

und somit y(t+ h) ≈ y(t) + hf(t, y(t)). Für yi bekommt man an den Stellen ti die Näherungswerte ui

durch
u0 = y0,

ui+1 − ui
h

= f(ti, ui), i=0,...,n-1

Formt man diese Gleichung um, ergibt sich:
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ui+1 = ui + hf(ti, ui), i=0,1,2,...,n-1, wobei u0 = y0

Durch die Di�errentialgleichung wird ein Richtungsfeld de�niert; in den einzelnen Näherungspunk-
ten (ti, ui) benutzt das explizite Euler-Verfahren die Steigung dieses Richtungsfeldes, um damit den
nächstfolgenden Näherungswert zu bestimmmen. Um gute Näherungswerte zu erhalten, wird eine klei-
ne Schrittweite h benötigt.
Diese geometrische Konstruktion der Näherung bezeichnet man als Polygonzugmethode.

Die Lösung von (�) wird mit Hilfe der expliziten Euler-Methode am Knoten tn+1 folgendermaÿen
angenähert:

un+1 = un + h
un
κ

[1− un −
tn∫

0

u(x) dx]

In der Lösung durch die explizite Euler-Methode kann das Integral nicht explizit bestimmt werden, aber
durch die Anwendung von numerischen Integrationsmethoden, auch bekannt als Quadraturmethoden,
kann das Integral angenähert werden.
Dabei soll das Anfangswertproblem

y′ = f(t, y(t)), y(t0) = y0

durch Integration in diese Integralgleichung

y(t) = y0 +
∫ t

t0

f(s, y(s))ds

umgeformt werden; anschlieÿend kann das Integral über den unbekannten Integranden durch nume-
rische Integrationsmethoden approximiert werden. Die numerische Integration hat nun zur Aufgabe,
dieses Integral zu berechnen.
Am einfachsten ist es, die Funktion f(x) durch ein Polynom zu interpolieren und dieses dann zu
integrieren. Diese Idee führt zu den Newton-Cotes-Integralformeln. Das Integral der approximierten
Funktion dient jetzt als Annäherung an das gesuchte Integral.

Es geht also darum, ein Integral der Form
∫ b
a
f(x)dx zu berechnen. Nun führt man durch x̂i =

a + iH, i=0,...,N mit H = b−a
N , N ∈ N ein äquidistantes Gitter in dem Intervall [a, b] ein und ent-

wickelt das Interpolationspolynom P0,...N ∈ ΠN , welches P0,...N (x) = f(x̂i), i=0,...,N erfüllen muss.
Aus dem Satz über die Lagrange-Interpolation folgt:

P0,...N (x) =
N∑
i=0

fiLi(x)

Dabei sind Li die Lagrange-Interpolationspolynome. Folglich ergibt sich:∫ b

a

P0,...,N (x)dx =
N∑
i=0

fi

∫ b

a

Li(x)dx = ... =

= H

N∑
i=0

fiωi =
b− a
ns

N∑
i=0

σifimit ns, ωi ∈ Z

Die entstandenen Gewichte ωi sind von fi, a und b unabhängig, von N jedoch abhängig; die Gewichte
liegen in Form von Brüchen σi

ns
vor. Für konstante Funktionen wird erwartet, dass die Integration exakt

ist, und deshalb wird nun gefordert, dass ns =
∑
i σi. Diese Formeln heiÿen Newton-Cotes-Formeln.
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Für die Annäherung des Integrals ergibt sich mit wk als Koe�zienten der Integrations-Schemata:

tn∫
0

u(x) dx ≈
n∑
k=0

wkuk ≡ Sn(h)

Kombiniert man diese beiden Integrationsmethoden miteinander, spricht man vom expliziten Euler-
Newton-Cotes-Schema und erhält folgende Annäherung:

un+1 = un + h
un
κ

[1− un − Sn(h)]

Für die Newton-Cotes Formeln ergeben sich folgende Werte:

N σi ns Name
1 1 1 2 Trapez-Regel
2 1 4 1 6 Simpson-Regel

Für die Annäherung an das Integral eignen sich die Newton-Cotes-Integral-Formeln, welche eben die
Trapez-Regel und die Simpson-Regel enthalten. Diese genannten Integralformeln bieten sich vor allem
deshalb an, da alle Knoten, die zuvor berechnet wurden, verwendet werden.
Diese beiden Regeln gehören zu den summierten Regeln, welchen gemeinsam ist, dass zuerst das
Integrations-Intervall [a, b] in n gleich groÿe Teilintervalle [xi, xi+1], i=0,...,n − 1 zerlegt wird, wobei
xi = a+ ih und h = b−a

n .

Verwendet man die Trapez-Regel, so interpoliert man die Funktion f auf [xi, xi+1] linear durch die
Werte auf den Intervallrändern. Dies entspricht geometrich einem Trapez. Für die Abbildung 1 lautet
die dazugehörige Formel: ∫ b

a

f(x)dx ≈ h · f(a) + f(b)
2

Abb. 1. Trapez-Regel

Es ergibt sich allgemein: ∫ xi+1

xi

f(x)dx ≈ h · f(xi) + f(xi+1)
2

Die summierte Trapez-Regel lautet also:

T (h) :=
n−1∑
xi

h

2
[f(xi) + f(xi+1)]
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Verwendet man bei jedem Schritt die trapezförmige Integration als Verfahren, wird die Summe, die
das Integral berechnet, folgendermaÿen dargestellt:

S0(h) = 0

S1(h) =
h

2
(u0 + u1)

Sn(h) = Sn−1(h) +
h

2
(un−1 + un) für n=1,2, . . .

Wenn man anstelle einer linearen Funktion den Integranden f durch ein Polynom höheren Grades
ersetzt, bekommt man die Simpson-Regel. Bei dieser verwendet man ein gerades n und die Intervalle
[x2i, x2i+2], i = 0, ..., n2 − 1. Für den Näherungswert auf jedem der einzelnen Teilintervalle erhält man:∫ xi+2

xi

f(x)dx ≈ 2h
6

[f(x2i) + 4f(x2i+1) + f(x2i+2)]

Abb. 2. Simpson-Regel

Diese Regel fordert also, dass die Anzahl der Zwischenintervalle n , die das Intervall [0, tn] teilen, gerade
ist. Deshalb kann die Simpson-Regel nicht bei jedem Schritt verwendet werden. Für ein ungerades
n wäre es möglich, die Simpson-Regel auf das Intervall [0, tn−1] und die Trapez-Regel anschlieÿend
auf [tn−1, tn] anzuwenden. Wenn n ungerade ist, sollte allerdings die Trapez-Regel auf das Intervall
[0, t1] = [0, h] angewendet werden, und anschlieÿend die Simpson-Regel eingesetzt werden. An dem
Schritt tn wird die höchste Genauigkeit verlangt, welche durch die Simpson-Regel hier gewährleistet
wird. Die beiden Ergebnisse müssen addiert werden, um das zu berechnende Integral auf das Intervall
[0, tn] anzunähern.
Nun wird die Trapez-Regel auf das Intervall [0, t1] = [0, h] angewendet, und anschlieÿend die Simpson-
Regel eingesetzt:

S0(h) = 0

S1(h) =
h

2
(u0 + u1)

Sn(h) = Sn−2 +
h

3
(un−2 + 4un−1 + un) für n=2,3, . . .

Ein weiteres Verfahren, das hier angewendet werden könnte, ist die modi�zierte Euler-Methode, wel-
che noch eine Gröÿenordnung genauer ist, als die explizite Euler-Methode. Dies wird in Abbildung 3
deutlich.
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2.2 Runge-Kutta-Verfahren

Wenn man für das explizite Euler-Vefahren zur Lösung einer Di�erentialgleichung die Fehleranalyse
betrachtet, wird deutlich, dass man aufgrund von Rundungsfehlern die Schrittweite nicht beliebig klein
wählen kann. Das Ziel ist es, eine Konsistenzordnung von O(hp), wobei p möglichst groÿ sein soll, zu
erhalten. Deswegen wird, um das Anfangswertproblem zu lösen, nun ein Verfahren höherer Ordnung
verwendet.
Mithilfe der Formeln für die numerische Integration bekommt man Verfahren höherer Ordnung. Es
geht um die Anfangswertaufgabe y′ = f(t, y), y(t0) = y0 in dem Intervall I = [t0, t0 + T ]. f ist eine
stetige Funktion: f : D ⊂ Rn+1 → Rn. Nun wird das Intervall in ein Gitter t0 < T1 < .. < tn = t0 + T
eingeteilt und die Integration der Di�erentialgleichung ergibt dann:

y(t) = y(t0) +
∫ t

t0

f(s, y(s))ds

Für die Teilintervalle [tj , tj+1] ⊂ I erhält man, dass

yj+1 = yj +
∫ tj+1

tj

f(s, y(st))ds

Die erhaltenen Integrale
∫ tj+1

tj
f(s, y(st))ds werden jetzt durch die Integrationsformeln hj

∑m
l=1 γlf(sl, y(sl)), sl ∈

[tj , tj+1] ersetzt, in welchen auch variable Schrittweiten hj zugelassen werden.
Die Integrale über die Teiluntervalle können mit den Formeln der numerischen Integration folgender-
maÿen approximiert werden:∫ tj+1

tj

f(s, y(st))ds ≈ hj
m∑
l=1

γlf(sl, y(sl)), sl ∈ [tj , tj+1]

Da y(sl) unbekannt ist, wird eine Näherung für f(sl, y(sl)) benötigt. Der Ansatz dafür lautet folgen-
dermaÿen:

f(sl, y(sl)) ≈ kl
Bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren kann man mit bereits berechneten k1, ..., kl−1 dann y(sl) annä-
hern:

y(sl) ≈ yj + hj(βl,1k1 + ...+ βl,l−1kl−1)

Jetzt sei s1 = tj und sl = tj + αlhj , und für αl soll gelten: αl =
∑l−1
r=1 βl,r.

Mit diesen Voraussetzungen wird nun ein Gleichungssystem konstruiert:

k1 = f(tj , yj)
k2 = f(tj + α2hj , yj + hjβ2,1k1)
k3 = f(tj + α3hj , yj + hj(β3,1k1 + β3,2k2)
...

km = f(tj + αmhj , yj + hj(βm,1k1 + ...+ βm,m−1km−1)

Durch eine Linearkombination der berechneten kj erhält man das Verfahren:

uj+1 = uj + hj(γ1k1 + ...+ γmkm)

Ein solches Verfahren, das die Stufenwerte ki hat, heiÿt m-stu�ges Runge-Kutta-Verfahren. Daraus er-
geben sich verschiedene Methoden. Dazu zählt auch das explizite Euler-Verfahren 1. Ordnung; es gilt:
m = 1, γ1 = 1, uj+1 = uj + hjf(tj , uj). Für m = 4 erhält man das Klassische Rung-Kutta-Verfahren
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4. Ordnung, welches gleichzeitig der Simpson-Regel der numerischen Integration entspricht:

0
α2 β2,1

α3 β3,1

...
...

αm βm,1 ... βm,m−1

γ1 ... γm−1 γm

Hier gilt:

0
1
2

1
2

1
2 0 1

2
1 0 0 1

1
6

1
3

1
3

1
6

Nun wird diese weitere Möglichkeit, das klassische 4-stu�ge Runge-Kutta-Verfahren, um die Gleichung
(�) numerisch zu lösen, ausgeführt. Um von un mit der Schrittgröÿe h un+1 zu erhalten, sieht das
Problem (�), wenn man das Runge-Kutta-Verfahren verwendet, folgendermaÿen aus:

f(t, u) =
u

κ
[1− u−

∫ t

0

u(x)dx] ⇒ f(tn, un) =
un
κ

[1− un − Sn(h)]

k1 = f(tn, un)

=
un
κ

[1− un − Sn(h)]

ξ1 = un +
h

2
k1

k2 = f(tn +
h

2
, ξ1)

=
1
κ
ξ1[1− ξ1 − Sn(h)− h

4
(un + ξ1)]

ξ2 = un +
h

2
k2

k3 = f(tn +
h

2
, ξ2)

=
1
κ
ξ2[1− ξ2 − Sn(h)− h

4
(un + ξ2)]

ξ3 = un + hk3

k4 = f(tn + h, ξ3)

=
1
κ
ξ3[1− ξ3 − Sn(h)− h

6
(un + 4ξ2 + ξ3)]

=⇒ un+1 = un + h
1
6

(k1 + 2k2 + 2k3 + k4)

Hier wird wiederum die Trapez-Regel verwendet, um das Integral
∫
u dx in dem Intervall [tn, tn+ 1

2
]

anzunähern, indem man k2 und k3 berechnet. Um das Integral in [tn, tn+1] anzunähern, setzt man
die Simpson-Regel ein und berechnet k4; für dieses Intervall kann ebenso die Trapez-Regel verwendet
werden. Im letzten Schritt des Runge-Kutta-Verfahren wird un+1 festgelegt, so dass durch geeignete
Rekursionsbeziehungen, wie die Simpson-Regel oder Trapez-Regel, Sn+1(h) bestimmt werden kann.
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Es könnten auch die 5-stu�ge Runge-Kutta-Fehlebrg-Methode und die 6-stu�ge Runge-Kutta-Verner-
Methode verwendet werden; da die Zwischenwerte der Knoten nicht gleichmäÿig groÿ sind, ist dies
nicht so einfach. Das heiÿt, es werden Zwischenrechnungen benötigt, um von dem Schritt tn auf den
Schritt tn+1 zu kommen. Diese treten in den Integralen auf, so dass auf der uneinheitlichen Partition
[tn, tn+1] die Trapezregel oder die Integration von Interpolationspolynomen erforderlich sein kann.

2.3 Ergebnisse der numerischen Lösungen

Abbildung 3 zeigt die numerischen Lösungen von (�) für den Fall κ = 0, 1 mit u0 = 0, 1, welche durch
verschiedene Methoden erhalten wurden; die Lösungen wurden mit der expliziten Euler-Methode, der
modi�zierten Euler-Methode und dem klassischen 4-stu�gen Runge-Kutta-Verfahren berechnet. Bei
allen Methoden wird die Trapez-Regel verwendet, um das Integral anzunähern. Selbst wenn man
stattdessen die Simpson-Regel einsetzt, ändern sich die Ergebnisse nicht merklich. Abbildung 3 zeigt
auch die numerische Lösung von dem System der zwei Di�erentialgleichungen 1. Ordnung, die durch
die Runge-Kutta-Fehlberg-Methode erhalten wurde und im nächsten Kapitel näher erläutert wird. In
allen aufgeführten Lösungsverfahren wurde das Intervall 0 ≤ t ≤ 2 in 20 Schritte unterteilt.

Abb. 3. Numerische Lösungen von (�) mit κ = 0.1 und u0 = 0.1 mit Hilfe von EE = explizite Euler-Methode,
ME = modi�zierte Euler-Methode,
RK-4 = 4-stu�ges Runge-Kutta-Verfahren und die numerische Lösung des Systems mit RKF = Runge-Kutta-
Fehlberg-Methode

3 Numerische Lösung des Modells als System

Im Folgenden wird eine weitere numerische Lösung vorgestellt. Dazu wird die integrale gewöhnliche
Di�erentialgleichung 1. Ordnung in ein System von zwei Anfangswertproblemem 1. Ordnung umge-
formt.
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3.1 Numerische Lösung des Problems als System

Um ein solches gekoppeltes System von zwei Di�erentialgleichungen 1. Ordnung aus dem vorliegenden
Problem zu erhalten, schreibt man y = lnu. Somit gilt: u = ey und mit Einsetzen in (�) ergibt sich:

κ
dy

dt
ey = ey − ey2 − ey

t∫
0

ey(τ) dτ

Teilt man diese Gleichung durch ey, erhält man:

κ
dy

dt
= 1− ey −

t∫
0

ey(τ) dτ

Leitet man diese Gleichung nach t ab, erhält man folgende Di�erentialgleichung 2. Ordnung:

κy′′ = −y′ey − ey (4)

Setzt man nun x = y′ gilt: (1) x′ = y′′ und (2) u′ = (ey)′ = y′ey = xu. Mit diesen Gleichungen (1),
(2) und mit (4) kann man die erhaltene gewöhnliche Di�erentialgleichung 2. Ordnung in ein System
umformen:

x′ = −x+ 1
κ

u x(0) =
1− u0

κ

u′ = xu u(0) = u0

Dabei stellt u = u′

x die relative Änderung von u dar, und beschreibt somit die Schwankung der Popu-
lation.

Auf folgende Weise erhält man die Anfangsbedingung x(0) = 1−u0
κ :

Ausgangslage ist wieder die Gleichung (�), welche man durch u und durch κ teilt, so dass man folgende
Gleichung erhält:

u′

u
=

1− u−
t∫

0

u(τ) dτ

κ

Da x = u′

u und
t∫

0

u(τ) dτ t→0−→ 0 gilt, folgt daraus: x(0) = 1−u0
κ

Dieses System von Di�erentialgleichungen kann nun analytisch in der 'phase plane' oder wie hier
durch den Einsatz von numerischen Methoden gelöst werden. Man verwendet höherstu�ge numerische
Methoden, um ein solches gekoppeltes System von zwei Anfangswertproblemen 1. Ordnung zu lösen.
Drei solcher Methoden sind das 4-stu�ge Runge-Kutta-Verfahren, die 5-stu�ge Runge-Kutta-Fehlberg-
Methode und die 6-stu�ge Runge-Kutta-Verner-Methode, auf welche hier nicht näher eingegangen
wird.

Wird dieses gekoppelte System numerisch gelöst, kann folgendes beobachtet werden:

• u(t)→ 0, für festes κ und u0 mit t→∞

• x(t)→ k(u0, κ), für t→∞ mit k(u0, κ) als negative Konstante, welche die Zerfallsrate beschreibt.
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Für t→∞, sozusagen für groÿe Zeiträume, ist eine genauere Modellierung der Populations-Entwicklung
möglich. Dafür wird die Malthus-Gleichung eingesetzt.
Diese Gleichung, die zur Beschreibung von Populationsdynamiken dient, ist nach Thomas Robert Mal-
thus, einem britischen Ökonomen, benannt, wobei p(t) für die Populationsgröÿe zu einem bestimmten
Zeitpunkt t und q für die Wachstumsrate der Population steht: p(t+ 1) = qp(t). Auf die vorliegenden
Angaben bezogen, sieht die Gleichung folgendermaÿen aus: mit u′ = xu und x(t)→ k(u0, κ) für t→∞
folgt:

du

dt
= k(u0, κ)u

Die numerischen Ergebnisse zeigen (wie die Berechnungen bei der singulären Perturbation), dass für
die Konstante k(u0, κ), mit κ→ 0+ und u0 beliebig, gilt: k(u0, κ)→ −1.

Nun wird davon ausgegangen, dass die Konstante k(u0, κ) als Zerfallskonstante für hohe Zeitpunkte
existiert. Man verwendet wiederum die Gleichung (�) und teilt sie durch u:

κ

u

du

dt
= 1− u−

t∫
0

u(x) dx

Durch Einsetzen der Malthus-Gleichung ergibt sich:

κk(u0, κ) = 1− u−
t∫

0

u(x) dx

Da t→∞ und u(t)→ 0 erhält man diese Beziehung:

κk(u0, κ) = 1− I(u0, κ)

wobei:

I(u0, κ) ≡ lim
t→∞

t∫
0

u(τ) dτ <∞

Für t→∞ nähert sich das Integral
t∫

0

u(τ) dτ an eine positive, endliche Konstante an.

Diese Beziehung verdeutlicht, dass eine gewisse Anzahl von Tieren immer wegfällt und das Wachstum
somit reduziert wird. Je gröÿer der Wert für κ wird, desto geringer ist das Wachstum der Population.

3.2 Ergebnis der numerischen Lösung als System

Abblidung 4 zeigt die numerischen Lösungen für verschiedene Werte von κ, nachdem das System
aus den beiden Anfangswertproblemen 1.Ordnung mit dem Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren gelöst
wurde, wobei u0 = 0, 1. Abbildung 4 zeigt auch die äuÿere Lösung (für k → 0), die durch die singuläre
Perturbation erhalten wurde.
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Analytische Lösungen des Populationsmodells von Volterra
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1 Vorstellung des Populationsmodells von Volterra

Für das Bevölkerungswachstum einer Art in einem geschlossenen System hat Volterra 1931 folgende
Gleichung aufgestellt:

dp

dt̃
= ap− bp2 − cp

t̃∫
0

p(x) dx p(0) = p0

Der Koe�zient a > 0 steht für die Geburtstrate, b > 0 für die intraspezi�sche Konkurrenz und c > 0
für die Toxizität.
Mit Toxizität ist ein Parameter gemeint, der die Population minimiert. Das kann beispielsweise bei
einer Bakterienkultur in einem begrenzten Medium der Anstieg von Kohlendioxid sein, oder der Ver-
brauch der begrenzten Nahrungsresourcen.
Die Variable p0 beschreibt die Anfangspopulation, während p = p(t̃) die Population zum Zeitpunkt t̃
darstellt.

Zur Entstehung der Gleichung:

ap beschreibt den Zuwachs der Gleichung, d.h. die Geburtsrate abzüglich der Sterberate

−bp2 beschreibt den (negativen) Zuwachs der Population durch intraspezi�sche Konkurrenz (in-
traspezi�sch bedeutet innerhalb der Population/Art)
Zum Konkurrenzdruck allgemein: Der Konkurrenzdruck ist von der Dichte einer Population abhän-
gig. Nimmt die Anzahl der Tiere in einer Population zu, so steigt der Konkurrenzdruck, dem nicht
alle Individuen gewachsen sind, sodass mit einer Abnahme der Population zu rechnen ist. Nimmt die
Anzahl der Tiere in einem bestimmten Lebensraum jedoch ab, sinkt der Konkurrenzdruck wieder und
die Population nimmt wieder zu. Ein theoretisches Gleichgewicht einer stabilen Population bezeichnet
man als Tragfähigkeit (carrying capacity). Eine Population ist stabil, wenn sich Geburtenrate und
Sterberate im Gleichgewicht be�nden).

−cp
t̃∫

0

p(x) dx beschreibt den (negativen) Zuwachs der Gleichung durch die Toxizität, d.h. wenn die

Population sehr groÿ ist, ist die Toxizität ebenfalls groÿ und es kommt zu einer erhöhteren dezimierung
der Population, als wenn die Population klein ist und damit auch die Toxizität. Der E�ekt der Toxizität
ist also bei einer kleinen, wachsenden Population viel geringer ist als bei einer groÿen, da im ersten
Fall ein kleiner Integralwert multipliziert wird, im zweiten Fall ein groÿer.

Die verschiedenen Dimensionen des Problems werden durch folgenden Ansatz beseitigt:
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t = t̃
b/c u = p

a/b

Die dimensionslosen Variablen t und u bringen die Gleichung auf die dimensionslose Form:

κ
du

dt
= u− u2 − u

t∫
0

u(x) dx u(0) = u0 (�)

Dies ist eine gewöhnliche Di�erentialgleichung erster Ordnung, wobei κ ≡ c
ab ein dimensionsloser Pa-

rameter ist.

Hier zur Verdeutlichung der Gleichung ein Schaubild als Beispiel:

Abb. 1. Beispiel für das Wachstum einer Population

Die einzige Lösung für das theoretische Gleichgewicht (Tragfähigkeit) der Population, die durch die
Hauptgleichung (�) ausgedrückt wird, ist u(t) = 0. Das bedeutet, dass es bei diesem Modell nie ein
Gleichgewicht gibt.

Die analytische Lösung des Problems:

u(t) = u0 exp

 1
κ

t∫
0

1− u(τ)−
τ∫

0

u(x) dx

 dτ
 (1)

zeigt uns, dass u(t) > 0 für alle t, wenn u0 > 0.

Im Folgenden stelle ich zwei verscheidene Lösungen vor, die die Gleichung (�) lösen.

2 Small�s Näherungslösung der Hauptgleichung (�) mit singulärer
Störungsmethode

Hier wird die Lösung der Hauptgleichung (�) gezeigt, für den Fall, dass κ � 1. Bei dieser Methode
bekommt man eine innere und eine äuÿere Lösung, die durch asymptotisches Abgleichen die Nähe-



Analytische Lösungen des Populationsmodells von Volterra 125

rungslösung für das Problem ergeben. Aus κ � 1 folgt, dass c
ab � 1, was wiederum für unsere Population

bedeutet, dass die Toxicität (c) eine eher geringe Rolle spielt.
Kurz gesagt, diese Lösung kann angewendet werden, wenn man Aussagen über eine kleine, wachsende
Popluation machen möchte.
Bei kleinen, schnell wachsenden Populationen (z.B. Kaninchen) ist das Wachstum in der Anfangsphase
exponentiell und nimmt dann, wenn die Population groÿ ist, wieder stark ab usw.

Wenn man sich das ganze im Detail anschaut, hier am Beispiel einer Bakterienkultur, kann man
folgendes sehen:

Abb. 2. Bild zum Wachstum einer Bakterienkultur in geschlossenem System

Man kann zwei Abschnitte erkennen: zu beginn steigt die Population schnell an (innere Lösung) wäh-
rend sie anchlieÿend ins Stocken kommt und dann wieder abfällt. Der Übergang τ liegt hier bei t=4.
Links davon, zwischen 0 und τ , steigt die Population exponentiell, rechts von τ fällt sie nach einiger
Zeit aufgrund der Toxicität und der interspezi�schen Konkurrenz stetig gegen 0 (äuÿere Lösung). Man
kann hier die singuläre Störungsmethode anweden um eine annähernde Lösung zu bekommen.

Äuÿere Lösung:
Wenn κ→ 0+ in der Hauptgleichung (�) dann wird daraus ein Problem ohne Störung, dessen Lösung
so aussieht:

u(t) = 1−
t∫

0

u(x) dx (2)

Die Ableitung nach t ergibt: dudt = −u. Die Lösung dieser Gleichung sieht dann aus wie folgt:

ua(t) = e−t (3)

und ist unsere äuÿere Lösung (für groÿe t auÿerhalb der Begrenzung).

Innere Lösung:
Um die innere Lösung der Hauptgleichung (�) berechnen zu können wird sie umgeformt. Die Zeit
innerhalb der Begrenzung ist als τ = t

δ de�niert mit δ = δ(κ), sodass τ = O(1) nahe der Begrenzung
liegt. Man kann zeigen, dass δ = O(κ). Mit τ = t

κ wird die Gleichung (�) zu:

du

dτ
= u− u2 − κu

τ∫
0

u(x) dx (� �)

Wenn κ→ 0+ in (� �) erhalten wir wieder ein Problem ohne Störung, welches der logistischen Gleichung
entspricht. Berechnet man die Lösung der Gleichung (� �) für u(τ) und formt diese wieder um nach
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der Variablen t, so erhält man mit der Anfangsbedingung...die innere Lösung, die in der Begrenzung
t = O(κ) gilt:

ui(t) =
1

1 + (1/u0 − 1)e−t/κ
(4)

Das Zusammensetzen der inneren und äuÿeren Lösung ergibt eine Näherungslösung der Hauptgleichung
(�):

u(t) = e−t − 1 +
1

1 + (1/u0 − 1)e−t/κ

Diese gilt für alle t ≥ 0 und κ << 1 und ist genauer als für κ→ 0

3 Lösungen im Zweidimensionalen (Phasenebene)

Wir de�nieren y(t) =
t∫

0

u(x) dx in der Hauptgleichung (�) um folgendes System zu erhalten:

y′(t) = u(t)
u′(t) = u(t)(1− u(t)− y(t))/κ

y(0) = 0
u(0) = u0

(5)

Dieses System (5) kann numerisch gelöst werden oder in der Phasenebene, wie im folgenden zu se-
hen ist:

u(y) = (1 + κ− y)− (1 + κ− u0) e−y/κ) (6)

Man kann zeigen, dass wenn t → ∞ mit κ > 0 und festem u0, u(t) → 0, dann geht y(t) gegen eine
endliche Konstante und u′

u geht gegen eine negative Konstante.

Die relevanten Trajektorien des Systems (5) sind die, die der positiven u-Achse entspringen, (y, u) =
(0, u0) für u0 > 0. Folglich ist u(t) > 0 für alle t in der analytischen Lösung (1). Das heiÿt, die
relevanten Trajektorien liegen alle im 1. Quadranten. Hier ist das System (5) für den Fall κ = 0, 5
dargestellt. Die Trajektorie, die von (6) dargestellt wird und den Anfangspunkt (y0, x0) = (0, 0) hat,
ist ein Grenzfall

Wir sehen, dass u(y) auf der Geraden L : 1−u−y = 0 ein Maximum hat. Für die Werte unterhalb/links
von L gilt u′(y) > 0, d.h. u(y) steigt, für die Werte oberhalb/rechts von L gilt u′(y) < 0, d.h. u(y)
fällt. Für alle Anfangswerte u0 < 1 steigt u(y) bis zur Geraden L und fällt dann monoton gegen 0.
Wenn der Anfangswert u0 ≥ 1 ist, fällt u(y) monoton gegen Null in dem Maÿ, wie t ansteigt. Das
Maximum ist dann u0. In allen Fällen ist u(t) nach oben durch ein endliches Maximum beschränkt
und nach unten durch 0. Das System (5) zeigt also, dass y(t) monoton und beschränkt ist und man
kann daraus schlieÿen, dass y(t) für t→∞ auf einer gegebenen Trajektorie gegen eine endliche Grenze
I(u0, κ) geht.
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Abb. 3. Schaubild von System (5) für κ = 0.5 Zu sehen sind einige relavante Trajektorien und die Gerade L
auf der u(t) das Maximum erreicht für u0 ≤ 1
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