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Vorwort

Das vorliegende Manuskript beinhaltet die Ausarbeitungen des Seminars ,Mathematische Modelle in
der Biologie®, welches im Wintersemester 2009/10 an der Fakultit fiir Mathematik und Wirtschafts-
wissenschaften der Universitdt Ulm als Blockseminar vom 18. und 19. Dezember 2009 stattgefunden
hat.

Im Seminar befassten wir uns mit mathematischen Modellen fiir dynamische Prozesse aus den Bio-
wissenschaften. Behandelt werden Dynamiken von Populationen, Epidemien, Viren, Prionen und En-
zymen, sowie Selektion in der Genetik. Den Hauptmerk stellten dabei Modelle dar, deren Formulie-
rung auf gewohnliche Differentialgleichungen fiithren. Schwerpunkte waren sowohl die mathematische
Modellierung als auch die Analyse der resultierenden Modelle, sowie die biologische beziehungsweise
biochemische Interpretation der Ergebnisse.

Ziele des Seminars waren:

e Herleitung der mathematischen Modelle in der Biologie,

e Vorstellung numerische Ansétze zur Simulation o.g. Prozesse, z. B. Euler-, Runge-Kutta-Verfahren,
Adaptivitdt

e das Kennenlernen interessanter praktischer Anwendungen der Mathematik,
e das Uben interdisziplinirer Ausdrucksweisen,

o das Prisentieren mathematischer Sachverhalte.

Textgrundlage des Seminars:
,Mathematische Modelle in der Biologie“ von J.W. Priif}, R. Schnaubelt, R. Zacher (Birkh#&user, 2008)

Bedanken mo6chte ich mich an dieser Stelle nochmals bei allen Teilnehmern fiir ihre tollen Beitrige und
gelungenen Vortrage.

Ulm, im Dezember 2009 Stefan Funken
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Mathematische Modelle in der Biologie: Einfiihrung

Daniel Ruf

danruf@web.de

1 Einfiihrung

Die Biologie, die Lehre des Lebens, unterliegt wie simtliche andere Naturwissenschaften den Gesetzen
der Mathematik. Symbiose oder Konkurrenz verschiedener Populationen, Wachstumsraten von Viren
und Bakterien und die Ausbreitung der Krankheiten, die durch sie verursacht werden, lassen sich
prézise durch bekannte Theorien der Algebra, der Analysis oder der damit verwandten Differential-
gleichungen beschreiben.

Da dieses Seminar fiir Mathematiker und angehende Mathematiker angelegt ist, stehen nicht die sicht-
baren Ergebnisse im Mittelpunkt, sondern deren Ursachen. Diese Einfiihrung soll dazu dienen, ausge-
wéhlte, niitzliche Sitze flir die nachfolgenden Ausarbeitungen vorzustellen.

2 Fliisse und Halbfliisse

Definition 1. Sei M C R?. Eine stetige Abbildung R? x M — M heifst Fluss auf M, falls
I(t+571‘0) :l'(t,I(S7ZE0)) :I(S,Jf(t,zo)), l,s € R7 TE Ma ZE(O,I()) = Zo (1)

gilt. Falls uRE x M — M fiirt,s > 0 erfillt, so heifit w Halbfluss
+

Satz 2.1 Sei f: R? — R? global Lipschitzstetig. Dann erzeugt die autonome DGL

&= f(x) ,2(0) =xo 2)
ein Fluss auf R
Beweis. Sei z(t,xo) eine Losung. y(t) := z(t+ s, o) mit dem Anfangswert y(0) = x(s, zo) ist ebenfalls

eine Losung, weil autonome DGLs translationsinvariant sind. Dann folgt mit der Eindeutigkeit der
Losungen, der durch die Lipschitzstetigkeit gegeben ist, dass y(t) = x (¢, z(s, zo)) O

Falls f nicht Lipschitzstetig ist, bleibt die Aussage erhalten, wenn f nur stetig ist, aber zusatzlich die
Eindeutigkeit bekannt ist.

Ist f nur lokal Lipschitzstetig, erzeugt x(¢, xo) auch nur auf dem maximalen Existenzintervall
(t_(z0),t4(20)) =: J einen Fluss. Falls J # R? so bezeichnet man x als lokalen Fluss auf J, wobei
(2.1) nur fiir ¢, s € R? mit ¢t + s € J. Falls ¢, 5 > 0, so ist x ein lokaler Halbfluss

Definition 2. Sei t € J. Dann beschreibt x(t,xo) eine Kurve vy(x¢) durch xo, die man als Bahn oder
Trajektorie bezeichnet. Die Gesamtheit aller Bahnen nennt man Phasendiagramm oder Phasenportrait

Satz 2.2 Bahnen kénnen sich nicht schneiden
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Beweis.
Flﬂss

yt) =zt +t1,21) = z(t,x(t1,21)) = z(t, x0)

Fluss

z2(t) = x(t +to,xa) = x(t,x(te,z2)) = z(t, )

y(t) = z(t) 3)
O

Ist eine Bahn ~y(xo) geschlossen, so folgt J = R und die Losung ist periodisch, d.h. 37" > 0 mit
x(t+ T, xz9) = x(t, xo) fiir alle t € R.

Ist z, eine Nullstelle von f, also eine konstante Losung des Problems, so nennt man z, Equilibrium.
Equilibria spielen eine wichtige Rolle bei der Analyse von Fliissen.

3 Ljapunov-Funktionen

Definition 3. Sei M C R

1. Sei z ein lokaler Halbfluss auf M. D C M heifit positiv invariant, falls x(t,z9) € D fir alle
0 <t < ty. Analog definiert man negativ invariant fir lokale Flisse. D heifft invariant fir einen
lokalen Fluss, falls D positiv und negativ invariant ist.

2. Sei x ein lokaler Halbfluss auf M, x € M. Dann heifft w (z) := {y € M : 3t,, — t+ mit z(tn, z0) — y}
die positive Limesmenge von x. Analog kann man eine negative Limesmenge w™ (x) definieren.

3. Sei M eine positiv invariante Menge fir den von (2.1) erzeugten lokalen Halbfluss. Eine stetige
Funktion @ : M — R heif§t Ljapunov-Funktion fir (2.1) , falls ®(x(t)) fir jede Losung von (2.1) auf
R, monoton fallend ist. Analog ist @ eine strikte Ljapunov-Funktion, falls & fiir jede nichtkonstante
Lésung streng monoton fallend ist.

Satz 3.1 Sei M C R eine abgeschlossene, positiv invariante Menge fir den von & = f(z) erzeugten
lokalen Halbfluss, ® eine strikte Ljapunov-Funktion. Dann gelten

o Auf Limesmengen wTmitxg € M ist & konstant

o wh(zg) C E, die Equilibriumsmenge von obigem Problem, fiir alle zq € M

o Ist F diskret, so konvergiert jede beschrinkte Losung mit xqg € M fiir t — oo gegen ein Equilibrium

o FEs gibt keine periodische Losung fir das gegebene Problem

Es kann durchaus vorkommen, dass @'(x) = 0 fiir alle x € M, das heiflt dass ¢ lidngs jeder Loung
konstant ist. Dann bezeichnet man @ als ein Erhaltungsgréfe oder erstes Integral
Ljapunov-Funktionen haben aber auch wichtige Anwendungen in der Stbilitdtstheorie:

Definition 4. Sei M C R positiv invariant, x. ein Equilibrium fir f. Dann heifst x.
1. stabil, wenn es zu jedem ¢ > 0 ein & > 0 gibt, sodass x(t,z¢) € Be(x.) fir alle t > 0 gilt, sofern
der Anfangswert o € Bs(x.) N M
2. instabil in M, wenn x, nicht stabil in M ist

3. attraktiv in M, wenn es ein &g > 0 gibt, sodass t+ = oo ist, und x(t,z9) — . fiir t — oo, sofern
xg € Bsy(z) N M

4. asymptotisch stabil in M, wenn x, stabil und attraktiv in M ist

Satz 3.2 Sei M C R eine positiv invariante Menge fiir den von (2.1) erzeugten lokalen Halbfluss, ¢
eine Ljapunovfunktion fir die DGL, die auf einer offenen Menge U D M differentierbar ist, x. € M
ein Equilibrium. Dann gelten:

1. Ist x, ein striktes lokales Minimum von &, dann ist x, stabil

2. Ist x, ein isoliertes Equilibrium und ein striktes lokals Minimum von @, und & eine strikte
Ljapunov-Funktion, dann ist x, asymptotisch stabil
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4 Linearisierung

Sei f € CY(R4, RY), x, € R? ein Equilibrium von & = f(z). Sei A := f’(z.) die Linearisierung von f in
Z.. Seil nun u := x — x,; Dann 13sst sich das Problem folgendermafen umschreiben:

uw = Au + g(u)
@ F@e)  fluta)—flzd)—F (22)

(4)
Es ist klar, dass auch g € C'(R? R?), weil Verkniipfungen und Summen von differenzierbaren Funk-
tionen wieder differenzierbar sind.

Der Vorteil dieser Darstellung ist nun, dass man (2.1) mit dem linearen Problem

z2=Az, z2(0)=z (5)

insbesondere beziiglich Stabilitidt vergleichen kann. Das Stabilitdtsverhalten von (2.1) ldsst sich sehr
leicht anhand der Eigenwerte von A ablesen. Aus der Vorlesung "Differentialgleichungen’ ist bekannt,
dass Instablilitit genau dann folgt, wenn es einen Eigenwert mit positivem Realteil gibt, und asym-
ptotische Stabilitdt genau dann folgt, wenn die Realteile aller Eigenwerte negativ sind.

Satz 4.1 Sei f stetig differezierbar auf RY,  f(z.) =0, A= f'(x.). Dann gilt:

e Ist ReX < 0 fir alle Figenwerte A von A, so ist x, asymptotisch stabil

o Ist Rehg > 0 fiir einen Eigenwert Ao von A, so ist x, instabil

Diese Erkenntnis wird als "Prinzip der linarisierten Stabilitat’ bezeichnet.

Der Fall d=1 ist trivial: Die "Matrix’ ist nur die Ableitung von f an der Stelle x,; f ist also asymptotisch
stabil bzw. instabil, wenn f an z, streng monoton steigt bzw. streng monoton fillt.

In der Biologie ist besonders der Fall d=2 interessant, weil es beispielweise bei der Beschreibung des
Zusammenlebens zweier Arten angewendet werden kann. In diesem Fall stellt die erste Ableitung von
f die Jacobi-Matrix dar. Aus der Linearen Algebra ist bekannt, dass die Eigenwerte die Nullstellen des
charakterischen Polynoms sind, welches sich mit wenig Aufwand berechnen lésst:

p(A) = A% — (spA)X + det A (6)

mit den Nullstellen

A+ A)2 —4det A
a = PAEVPATZAde ")

Hiermit kann man 5 Féille unterscheiden:

1. stabiler Knoten A\ < 0, d.h. 0 < det A < (spA)?/4 und spA < 0

2. instabiler Knoten A\ > 0, d.h. 0 < det A < (spA)?/4 und spA > 0
3. Sattelpunkt \_ <0 < A, alsodet A <0

4. stabile Spirale ReA+ < 0, ImAy # 0, d.h. det A > (spA)?/4 <0
5. instabie Spirale ReA+ >0, ImMi # 0, dh. det A > (spA)?/4 >0

Beispiel 1. stabiler Knoten:
Sattelpunkt:

stabile Spirale:
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Abb. 1. Der von (11) erzeugte stabile Knoten
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Abb. 2. Der von (9) erzeugte Sattelpunkt
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Abb. 3. Die von (10) erzeugte stabile Spirale
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Die jeweiligen Beispiele lassen sich leicht in die instabilen Félle transformieren:
(11) wird zu einem instabilen Knoten, wenn man anstatt f(z) nun — f(z) betrachtet. Tatsachlich ist

() -t == w

ein instabiler Knoten, weil det —f'(x.) = det f'(x.) und sp(—f'(x.)) = —sp(f'(z.)). Analog erzeugt
& = — f(z) genau dann eine instabile Spirale, wenn & = f(x) eine stabile Spirale erzeugt.

Fiir die Abbildungen gilt im instabilen Fall, dass die Pfeile in die entgegengesetzte Richtung zeigen,
sich also alle Losungen immer weiter von f(x,) entfernen. Weil det — f/(z.) = det f/(z,) gilt, ist auch
klar warum bei Sattelpunkten nicht in Stabilitit und Instabilitdt unterschieden wird. Man kann es sich
auch an Abb. 2 verdeutlichen: Wiirden alle Pfeile in die entgegengesetzte Richtung zeigen, wire die
Abbildung nur gespiegelt, sie wiirde aber weiterhin einen Sattelpunkt darstellen.

Allgemein gilt nun:

1. det A > 0 und spA < 0 =Stabilitét
2. det A > 0 und spA > 0, oder det A < 0 = Instabilist

Falls d > 2, sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms p(A) = det(A — \) teilweise schwer
zuganglich. Deshalb wurden Kriterien entwickelt um sie dennoch ausfindig zu machen. Das Bekannteste
davon ist das Kriterium von Routh-Hurwitz.

Sei dazu

p(A\) = adA + af AT+ adNTTE 4 ad N 4

Die Eintrage der Routh-Matrix werden nun induktiv dargestellt als

1—1
. ) . a
+1 _ i—1 7 | ..
aj - a’j+1 - TiajJrl? T, = ai 3 1,7 > 1 (12)
1

Falls a} = 0, wird a;.'H = 0 gesetzt. Mithilfe dieser Definition lasst sich folgender Satz formulieren:

Satz 4.2 Es sei die Routh-Matrix [a}]ij wie angegeben definiert. Dann sind dquivalent:

o Alle Nullstellen von p(\) haben negative Realteile.

e at >0 firalei=1,...4d

Wichtig hierbei ist, dass die Polynome standartisiert sind, d.h. af = 1.

Fiir d=3 ergibt sich durch p(\) = A3 4+ aA? + b\ + ¢ die Stabilititsbedingungen a > 0, ¢ > 0, ab > c.
Fiir d=4 mit p(\) = A + a\®> + bA\% + ¢\ + d die Bedingungen a > 0, d > 0 ab > ¢, abc > ¢ + a*d.
Es ist offensichtlich, dass in héheren Dimensionen die Bedingungen immer komplexer werden, deshalb
verzichtet der Autor auf deren explizite Darstellung.

5 Quasimonotone Systeme

Seien die Anfangswerte z, yo zu der Differentialgleichung @ = f(x) gegeben, x(t), y(¢) die zugehérigen
Losungen. Da sich Losungen nicht schneiden kénnen, impliziert, fiir d = 1, zo < yo sofort z(t) < y(t).
Wie sieht dann aber der allgemeine Fall aus? Sei dazu z,y € R%. Um eine Ordung auf R? zu defineren,
sagt man z <y :& x; < y1Vi = 1,...,d. Hierbei ist zu beachten, dass fiir d > 2 nicht alle Elemente aus
R zueinander im Verhiltnis stehen; beispielsweise (0, 1) und (1,0) fiir d = 2.

Definition 5. Sei f : R? — R? stetig differenzierbar. f heifit quasimonoton, falls

r<y,x; =y = fi(x) < fi(y) (13)

fir alle i =1, ...,d erfillt.
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Fiir d = 1 ist jede Funktion in R quasimonoton. Mit d > 2 ist f genau dann quasimonton, wenn die
Matrizen A := f'(z) allesamt quasipositiv sind, d.h. z € R‘i, z; = 0= fr(z) > OVi.

Satz 5.1 Sei f € C*(R? —,R?) quasimonoton, x,y stetig differenzierbare Funktionen mit

&= f(x(t) <g— fly(t))
z(0) =: x9 < yo :=y(0) (14)
Dann gilt: x(t) < y(t).

Beweis. Setze u(t) := y(t) — z(t), g(t,u) = f(2(t) +u(t)) — f(2(t), h(t) == g — 2 — f(y(t) + f(z(t)
und ug = yg — xg- Dann 16st u das Problem

a(t) = g(t,u(t) + h(t)
—— ——
Fly@)—f(=@)  y—2—f(y@®)+f(z(t)

Es gilt h(t) < 0 nach Voraussetzung. Damit folgt «(¢) < 0 dann wenn g(t,u) quasipositiv ist, was nach
der Konstruktion der Fall ist.

O

Der von & = f(x) erzeugte Halbfluss wird dann ordnungserhaltend genannt. In der Schreibweise der
Fliisse folgt die Darstellung

xo < yo = x(t, o) < x(t,y0)

Literaturverzeichnis

1. Jan W. Priiff, Roland Schnaubelt, Rico Zacher Mathematische Modelle in der Biologie:Deterministische
homogene Systeme (2008)

2. Harro Heuser Gewdhnliche Differentialrechungen: Einfihrung in Lehre und Gebrauch (2004)

3. Wolfgang Walter Gewdhnliche Differentialgleichungen (2000)



Populationen

Hendrik Lang, Kerstin Schick

Hendrik.Lang@uni-ulm.de, Kerstin.Schick@uni-ulm.de

1 Einleitung

Als Population wird in der Biologie eine Gruppe von Individuen einer Art bezeichnet, die zur gleichen
Zeit am selben Ort leben und sich miteinander fortpflanzen kénnen.

Gesucht werden nun mathematische Gesetzméfigkeiten, die die Entwicklung solch einer Population
modellhaft darstellen kénnen. Im Folgenden soll nun zuerst das Wachstumsverhalten einer Population
einer einzelnen Art betrachtet werden, was auch als logistisches Wachstum bezeichnet wird. Darauf
aufbauend kénnen dann Wachstumsprozesse im Bezug auf biologisch relevante Interaktionen inner-
halb von Artengemeinschaften untersucht und modelliert werden. Dabei werden die Konkurrenz, die
Kooperation und das Rauber-Beute-Modell im letzten Abschnitt detaillierter analysiert.

2 Logistisches Wachstum

In diesem Abschnitt soll zundchst die Grundlage fiir das Populationswachstum einer einzelnen Art
gelegt werden. Diese Betrachtungsweise ist vorerst rein theoretischer Natur, da sich Organismen in
den meisten Fillen in Interaktionen mit Individuen anderer Arten befinden.

Als erstes Ziel soll ein Modell fiir die Entwicklung einer Population ohne jeglichen Einfluss von Aufsen,
d.h. bei optimal herrschenden Bedingungen, gefunden werden, wodurch Aussagen iiber das Langzeit-
verhalten der Populationsgrofse getroffen werden kénnen. Dabei bezeichnet die Funktion N(¢) € N die
Anzahl der Individuen einer Population zum Zeitpunkt t.

Abhéngig von der betrachteten Art kann es zu sehr unterschiedlichen Individuenzahlen kommen. Ei-
ne Bakterienkolonie bewegt sich in anderen Grofenordnungen als beispielsweise eine Population von
groferen Sdugetieren. Dieses Problem ldsst sich durch eine Entdimensionalsierung l6sen, indem zu-
nichste eine Bezugszahl N, ~ N(0) definiert wird, die die gemessene bzw. geschitzte Anfangsgrofe
der Population angibt. Damit l&sst sich eine neue Funktion

>0

definieren, deren Werte sich in einem Grofenbereich von 1 bewegen und die fiir biologisch sinnvolle
Wachstumsmodelle positiv sein sollte. Auferdem kann u(t) fiir geniigend grofe N, als stetige Funktion
auf dem Intervall [0, c0) angenommen werden.

Im nédchsten Schritt soll nun eine explizite Formel fiir das Verhalten von wu(t) gefunden werden. Dafiir
wird angenommen, dass die Populationsgrofse zu einem bestimmten Zeitpunkt bekannt ist, beispiels-
weise sei fiir ¢t = 0 der Anfangswert u(0) = ug bekannt. Zur Vereinfachung wird angenommen, dass
es innerhalb der betrachteten Population keine Migration von Individuen gibt, d.h. dass Populations-
anderungen nur durch Geburts- und Sterbeprozesse resultieren. Dabei ergeben sich fiir die weitere
Modellberechnung die zwei Variablen

 Anzahl der Geburten _Anzahl der Sterbefélle
"~ Zeiteinheit und Kopf "~ Zeiteinheit und Kopf
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Damit kann nun eine Formel fiir die Anderung des Populationsbestandes in Abhéingigkeit von der Zeit
aufgestellt werden:

) du

Wt)=— () =B -p)-u), 20, u)=uo (1)
Diese Differentialgleichung dient als Grundlage fiir die weitere Modellierung von Wachstumsprozessen
in der Biologie.

Das eigentliche Problem dieses Modells ist jedoch die Erhebung von  und . Einen ersten Ldsungs-
ansatz entwickelte der britische Okonom Thomas Robert Malthus im Jahre 1798 [a] . Dabei nahm er
an, dass sich Geburts- und Sterbeprozesse im Wesentlichen nicht dnderen, d.h. g und p konstant seien.
Damit ergeben sich als Losungen von (1):

u(t) = eB=mt .y

Definiert man nun rg := % als Reproduktionsrate, so konnen folgende Aussagen iiber die Entwicklung
einer Population getroffen werden:

ro < 1: Population stirbt exponentiell aus
ro = 1: Population bleibt konstant
ro > 1: Population wichst exponentiell

Eine realistischere Beschreibung des zeitabhingigen Wachstums einer Population lieferte 1845 der
belgische Mathematiker Pierre-Frangois Verhulst [b], wobei er das Wachstum (5—u) als von u abhéngige

Funktion g(u) definierte:
u

B—p=g(u)=Xr(1-—), u=0 (2)

Uco
Dabei stehen die positiven Parameter Ag fiir die Wachstumsrate und wuo, fiir die maximal zu errei-
chende Kapazitéit einer Population. Setzt man g(u) in obige Grundgleichung (1) ein, so ergibt sich

eine Differentialgleichung, die die Anderung des Populationswachstums mit variablen Geburten- und
Sterberaten wie folgt beschreibt:

u:Ao-ua—ui), u(0) = ug > 0 (3)
Dieses Wachstumsgesetz wird auch als logistisches Wachstum bezeichnet und ist in Abbildung 1
fiir zwei beispielhafte Funktionsverlaufe dargstellt.

Abb. 1. Logistisches Wachstum

Abhéngig von der betrachteten Populationsgrofe u und der zu erreichenden Kapazitét uoo lassen sich
folgende Aussagen iiber das Wachstum der Population treffen:

u < Uy — g(u) > 0 « Population wéchst
U = U — g(u) = 0 < Population ist im Gleichgewicht (Equilibrium)

U > Uy — g(u) < 0 <> Population dezimiert sich
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Wobei der Zustand des Equilibriums den Zeitpunkt beschreibt, bei dem das Wachstum sich abziiglich
der Sterbe- und Geburtenrate nicht verdndert. Fiir kleine Populationen u gilt aufserdem, dass sich die
Population exponentiell mit der Wachstumsrate Ag vermehrt, dass also g(u) =~ Ao gilt.

Durch den Satz von Picard-Lindeldf ist bekannt, dass sich Lésungen nicht schneiden kénnen und somit
jede nicht-triviale Losung der Gleichung (3) gegen die Kapazitét us konvergiert, also dass gilt:

lim u(t) = uoo Vo oug>0

t—o0
Die expliziten Losungen von (3) konnen fiir ug # s, o 7 0 und ¢t > 0 wie folgt angegeben werden:

u(t) =

Uso * U
Ug + (U — ug)e 2ot

Dies kann durch Einsetzen in Gleichung (3) gezeigt werden.
Im n&chsten Schritt soll nun das logistische Wachstums verallgemeinert dargestellt werden. Dazu wird
folgender Satz eingefiihrt:

Satz 1 (Satz iiber die Logistik) Sei g € C'=(Ry) derart, dass g(u) > 0 in (0,us) ist, sowie
g(u) <0 in (Uso,00). Dann ezistieren die Losungen u(t,ug) von

= g(u)u, v t>0, u(0) = ug > 0,

und es gilt limy_, oo u(t, ug) = uso fiir jedes ug > 0.

Beweis. o Satz von Picard-Lindelof = Losungen auf einem maximalen Existenzintervall J = [0, ¢*)
e Losungen schneiden sich nicht, vy = 0, us = us Equilibria

o 0<uy<uso =0<u(t)<usx Vied

e u(t) beschrankt auf J = J =Ry

e u(t) streng wachsend, da u(t) = g(u(t))u(t) > 0 = u(00) := limy_, o u(t)

e analog flir ug > Uso

e u(00) = U, da Funktion g nur eine pos. Nullstelle besitzt und g(u(o0)) =0

O

Ein Beispiel fiir solch eine verallgemeinert logistische Wachstumsfunktion ist in Abbildung 2 dargestellt.
Fiir eine Populationsgréfe v von (0, ue) wichst die Population, d.h. die Funktion g(u) > 0. Ebenso
gilt, dass Populationen ab einer Grofe von uo, abnehmen, d.h. g(u) < 0.

Wachstum

0.5

Population

02 04 06 08 1.2
05

-1

Abb. 2. Verallgemeinerte Logistik

Soll das Wachstumsmodell noch exakter den biologischen Gegebenheiten entsprechen, so muss es um
eine Eigenschaft erweitert werden. Dies liegt daran, dass manche Populationen aussterben kdnnen,
falls ihre Grofie einen gewissen Wert unterschreitet. Startpunkte unterhalb dieses Grenzwerts fiilhren
dementsprechend zu negativen Funktionswerten von g(u). Unter Berticksichtigung dieser Modellverfei-
nerung ergibt sich folgender Satz:



10 Hendrik Lang, Kerstin Schick

Satz 2 (Satz iiber die modifizierte Logistik) Seien 0 < u; < us und g € C'~(Ry.) derart, dass
g(u) <0 in (0,uy) ist, g(u) > 0 in (U1, Uso), sowie g(u) < 0 in (Us,00).
Dann existieren die Lisungen u(t,ug) der Gleichung aus Satz 1 ¥V t >0, und es gilt

tlim u(t,ug) = uso  flir jedes ugp > uq,

— 00

lim u(t,ug) =0 fiir jedes wug < up

t—o0

In Abbildung 3 ist ein typischer Verlauf einer solchen modifiziert logistischen Wachstumsfunktion
f(u) = g(u)u aufgezeigt, wobei u; die untere Wachstumsgrenze und u., die Populationskapazitéit
darstellen.

Wachstum
2|
15
1
05

- > —- Populati
=2 04 06 o8 1\ T2 opuation

05
1

Abb. 3. Modifizierte Logistik

Bisher haben wir die Wachstumsfunktion g lediglich in Abhéingigkeit von u betrachtet. Durch ses-
sionale Schwankungen koénnen die Parameter Ao und wu. jedoch variieren und somit hingt das
Wachstum auch von der Zeit ab, es gilt also in diesem Fall g = g(¢, u).

3 Interaktionen innerhalb einer Artengemeinschaft

Lebewesen bendtigen zum Uberleben verschiedene Ressourcen, die im beschréinkten Mafe vorliegen, wie
etwa Nahrung, Lebensraum und Fortpflanzungspartner [c]. Eine genaue Modellierung wiirde demnach
die Beriicksichtigung vieler verschiedener Parameter erfordern. Um das Modell moglichst {ibersichtlich
zu halten, wird die Betrachtung im Folgenden auf die zur Verfiigung stehenden Nahrungsressourcen
beschrankt. Auferdem betrachten wir zunéchst die kleinstmogliche Artengemeinschaft, also eine Ge-
meinschaft bestehend aus zwei Arten. Zu Beginn dieser Betrachtung wird die folgende Bezeichnung
eingefiihrt:
x;(t) = Populationsgrofe der Art i € {1,2} zum Zeitpunkt t

Das Wachstum g; der Art ¢ € {1,2} hingt jetzt nicht mehr allein von der Kapazitit u. und der
Wachstumsrate \g ab, sondern auch von der Populationsgrofe der interagierenden Art j € {1,2},5 #
i. Somit gilt: g; = g¢;(x1,22),7 € {1,2}. Folgende drei Interaktionstypen werden nun detaillierter
betrachtet:

1. Konkurrenz

2. Kooperation

3. Rauber-Beute-Beziehung

Anmerkung:

Die Konkurrenz als Interaktionsform (= interspezifische Konkurrenz) darf nicht mit der intraspezifi-
schen Konkurrenz, welche zur Selbstbeschriankung innerhalb einer Population fiihrt, verwechselt wer-

den. Die intraspezifische Konkurrenz ist bereits in der logistischen Wachstumskurve einer einzelnen,
isolierten Art beriicksichtigt und liefert die Wachstumsrate Ag und die Kapazitét uqo.
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3.1 Konkurrenz

Im Falle der Konkurrenz kommt es zu einem Wettstreit zweier Arten um dieselbe Nahrungsquelle. Das
bedeutet, dass sich die Uberlebenschancen der einen Art durch das Vorkommen der anderen Art ver-
schlechtern. Das Gleiche gilt auch im umgekehrten Fall. Es ergeben sich folgende Wachstumsfunktionen
gi(acl,xg) fir i € {1,2}:

91($17$2) =a; —biz1 — 122

92(171,$2) = as — bazo — coy

Dabei ist fiir i,5 € {1,2}, mit ¢ # j, a; das Grundwachstum der Population der jeweiligen Art i.
Im Konkurrenz-Modell geht man allgemein von einem positiven Grundwachstum fiir beide Arten aus.
Der Subtrahend b;x; beruht auf der Selbstbeschrinkung aufgrund der intraspezifischen Konkurrenz
und fiihrt zu einer logistischen Populationsentwicklung, wie sie bereits aus dem vorherigen Abschnitt
bekannt ist.

Hier wird allerdings die Kapazitét beider Arten noch zusdtzlich durch das Vorhandensein der Kon-
kurrenzart nach unten reguliert, was durch den Subtrahend ¢;z; fiir i,5 € {1,2}, i # j in den Glei-
chungen der Wachstumsfunktionen zum Ausdruck kommt. Durch Einsetzen der Wachstumsfunktionen
gi(x1,22) =: g(x) in die Vorgabe des logistischen Wachstums & = g(z)x fiir ¢ € {1,2} ergibt sich
folgendes System aus Differentialgleichungen:

&y = (a1 — byx1 (t) — crao(t))z1(t)
By = (ag — bawa(t) — cox1(t))w2(t) @

Dabei sind die Parameter a;, b; und ¢; fiir i € {1, 2} stets positiv.

3.2 Kooperation

Bei der Kooperation profitieren die beiden Arten i € {1, 2} voneinander, so dass sich durch gemeinsames
Auftreten die Uberlebenschancen beider Arten erhéhen. In besonders engen Kooperationsverhéltnissen,
wenn etwa das Uberleben nur durch das Vorkommen der interagierenden Art moglich ist, spricht man
von einer Symbiose [d]. Als Konsequenz ergeben sich folgende Wachstumsfunktionen:

g1(x1,22) = a1 — b1z + 122
g2(x1, T2) = ag — baxo + cox1

Auch im Kooperations-Modell héngt die Populationsentwicklung von der Selbstbeschrinkung beider
Arten ab, welche das Wachstum negativ priigt. Hier erhohen sich jedoch die Uberlebensschancen durch
das Vorkommen des Kooperationspartners. Das Grundwachstum a; héngt in diesem Modell vom Grad
der Kooperation ab. Es ist positiv, sofern die betrachtete Art auch ohne den Kooperationspartner
iiberlebensfahig ist. Ist dies nicht der Fall, so ist das Grundwachtum a; negativ. Es ldsst sich folgendes
System aus Differentialgleichungen aufstellen:

i1 = (a1 — bz (t) + crza(t))z1 (1) (5)
&y = (a2 — bawa(t) + cawy(t))z2(t)

Die Parameter b; und ¢; sind positive Werte. a; kann, wie oben beschrieben, sowohl positiv, als auch
negativ sein.

3.3 Rauber-Beute-Modell

Die Betrachtung eines Riduber-Beute-Verhiltnisses gibt ein Modell vor, in dem das Vorkommen von
Raubern die Grofse der Beutepopulation negativ und das Vorkommen von Beuteorganismen die Gréfse
der Rauberpopulatin positiv beeinflussen. Sei im Folgenden z; die Gréfse der Beute- und x5 die Grofe
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der Rauberpopulation. Die jeweils zugehorige Wachstumsfunktion l&sst sich demnach folgendermafien
darstellen:

g1(z1,22) = a1 — bz — 122

g2(x1,22) = as — baza + coxy

Auch im Rauber-Beute-Modell verhalt sich die Selbstbeschréankung wie in den beiden zuvor vorgestell-
ten Modellen. Das Grundwachstum der Beutepopulation a ist positiv. as, also das Grundwachstum
der Rauberpopulation, ist abhéngig davon, ob die betrachtete Beuteart die essenzielle Hauptnahrung,
oder gar die alleinige Nahrungsquelle der Réuberart ist. In diesem Fall ist ao negativ. Hat jedoch
die Réuberart ausreichend Ausweichmoglichkeiten auf andere Beute, so nimmt ay positive Werte an.
Zusammenfassend lasst sich folgendes Differentialgleichungssystem aufstellen:

Sil’l = (a1 — bl.’lﬁl(t> — Cﬂl?g(t))lj(t) (6)
By = (a2 — baxa(t) + coz1(t))22(t)

Dieses System gilt Vay,b;,¢; € Ry fiir ¢ € {1,2} und a2 € R.

Ein Spezialfall der Betrachtung des Riauber-Beute-Verhiltnisses ist ein Modell, welches in den Jah-
ren 1925 und 1926 unabhingig von den Mathematikern Alfred James Lotka und Vito Volterra entwi-
ckelt wurde - das Lotka-Volterra-Modell [e]. Darin wird die Selbstbeschréankung durch intraspezifische
Konkurrenz vernachléssigt, also gilt b; = 0 fiir ¢ € {1,2}. Aulerdem geht man davon aus, dass die
betrachtete Beuteart die einzige Nahrungsquelle fiir die Rauber darstellt. Daraus folgt unmittelbar
az < 0. Das System aus Differentialgleichungen ldsst sich also auf folgende modifizierte Form bringen:

1 = (a1 — c1wa(t))z1(¢)
o = (ag + coxy ()22 (t) (7

Dies gilt fiir a1,¢; € Ry fiir ¢ € {1,2} und fiir as < 0.

3.4 Allgemeine Populationsmodelle fiir n Arten

Fiir die mathematische Betrachtung von Artengemeinschaften mit n Arten, konnen auf dieselbe Weise,
wie in den aufgezeigten Spezialfillen fiir 2 Arten, Systeme aus n Differentialgleichungen erstellt
werden. Dabei wird die spezifische Interaktion einer Art mit einer anderen sowie deren Grad stets
durch das Anhéngen eines weiteren Summanden bzw. eines weiteren Subtrahenden, welcher von der
Populationsgrofe der interagierenden Art abhingt, zum Ausdruck gebracht. Folglich erhilt man ein
derartiges System:

Tk (t) = 2 () g (2(t)) mit t>0, zx0)=zk0, k=1,...,n
gx(x(t)) kann dabei folgendermaken aussehen:

gk(:z:(t)) =a — brxr + Z Ck,1T] mit [=1,...,n und Ck,l € R
1%k

Die Gegebenheit, dass ci,; aus den reellen Zahlen ist, also insbesondere positive und negative Werte
annehmen kann, zeigt, dass die Interaktionsform mit der [-ten Art fiir die Art k sowohl gewinnbringend,
als auch existenzgefihrdend sein kann.

4 Skalierung der Differentialgleichungssysteme

Die Systeme von Differentialgleichungen aus dem vorangegangenen Abschnitt enthalten allesamt eine
groke Anzahl an Parametern. Um den Einfluss einzelner Parameter auf das Gesamtsystem besser
untersuchen zu koénnen, ist es ratsam, die Anzahl der Parameter zu reduzieren. Dies ist beispielsweise
durch die mathematische Methode der Skalierung moglich, welche in diesem Abschnitt am Beispiel
des Réuber-Beute-Modells in ihrer Anwendung vorgestellt wird. Zuerst werden dabei neue Variablen
eingefiihrt:
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z1(t) = aqu(ot), x2(t) = agv(ot), 7=ot

mit o; = const fiir i € {1,2} und o = const. Diese Konstanten werden spiter geeignet gewahlt.
Setzt man diese nun ist das Differentialgleichungssystem des Rduber-Beute-Modells ein, so erh&lt man
folgende Gleichungen:

i(r) = u(t)[ 2 — V(1) — A0y 1)
(1) = o0 2 — 2220(1) + 20y 1)

Einige Koeflizienten der Differentialgleichungen kénnen nun durch geschickte Wahl der (Skalierungs-)
Parameter o und «; fiir ¢ € {1,2} auf einen gewiinschten Wert, insbesondere auf 1 normiert werden.

Wir setzen nun 0.B.d.A. 2 =1, 922 =1 und 2> = 1 um die Kopplungsterme, welche die Popula-
tionsgrofen beider Arten miteinander in Abhéngigkeit setzen, zu normieren. Durch Umstellen dieser
Gleichungen, erhalt man o = a1, a3 = ‘c’—; und ap = ‘;—11 Anschliefsend setzen wir:

a2 a2 biay by bacra ba
M = — = ) )\1 = = -, )\2 = = —
g ay g C2 g C1

Damit lasst sich das Rauber-Beute-Modell fiir A1, A2 > 0 und p € R in folgender, standardisierter

Form darstellen:
u=(1—-Xu—vu, t>0, u(0)=ug (8)
v=(u—Xv+u)v, t>0, u(0)=ug

Durch die Skalierung wurde die Anzahl an Parametern auf drei reduziert, wodurch sich das Gesamt-
system im Folgenden besser untersuchen ldsst.

5 Detaillierte Entwicklungsanalyse

In den néchsten drei Abschnitten werden die einzelnen Interaktionsmoglichkeiten in Artengemeinschaf-
ten differenzierter betrachtet und analysiert. Beginnen mochten wir mit dem Konkurrenz-Modell.

5.1 Konkurrenz

Durch eine analog zu Kapitel 4 durchgefiihrte Skalierung ergibt sich folgendes System aus Differenzi-
algleichungen:
= (1—-XAu—0)-u, 7>0, u(0)=1ug
U= (p— A —u) - v, 7>0, v(0)=uv

(9)
wobei A1, Ag und p > 0 sind, da bei p < 0 die zweite Art sowieso ausstirbt.

Betrachtet man die rechte Seite dieser polynomialen Gleichungen (= f(u,v)), so wird klar, dass diese
insbesondere stetig differenzierbar sind. Das System besitzt also zu jedem Anfangswert genau eine
Losung auf einem maximalen Existenzintervall und erzeugt einen lokalen Fluss auf Ri, der die Menge
(0,00)? invariant lisst.

Im n#chsten Schritt soll die globale Existenz fiir ¢ > 0 gezeigt werden. Dabei sei J = [0,t,) das
maximale Existenzintervall mit dem folgende Ungleichungen gelten:

ﬁ:(l—Alu—v)'USU

U= (p—Av—u) v< (10)

woraus folgt, dass 0 < u(t) < efug und 0 < v(t) < ettog gilt.

Damit ist (u(t),v(t)) auf jedem endlichen Intervall beschrankt und ¢, = oo, was wiederum bedeutet,
dass fiir ¢ > 0 Losungen des Konkurrenz-Modells global existieren.

Um das qualitative Verhalten des von (9) erzeugten Halbflusses genauer zu betrachten, werden zunéchst
die Equilibria des Systems berechnet, d.h. die Stellen, an denen es zu keiner weiteren Anderung der
Populationsgrofse kommt. Dies sind die Losungen der algebraischen Gleichungen
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0O=u=(1—-—Xu—v) u

0=0v=(u—Xv—u)-v (11)

Die Losungen konnen in drei verschiedene Equilibria-Typen unterteilt werden, die im Folgenden auf-
gelistet werden:
1. triviales Equilibrium (0,0), bei dem beide Arten ausgestorben sind

2. zwel marginale Equilibria (0,7) = (0, {%) und (2,0) = ()\1—1,0), bei denen genau eine der beiden
Arten ausgestorben ist

3. Koexistenz-Equilibrium (u,v.) = x—5—=7 (A2 — g1, Aipp — 1), bei dem die beiden Arten im Gleich-
gewicht leben
wobei der Fall A\ Ay = 1 ausgeschlossen wird.
Das Koexistenz-Equilibrium ist jedoch biologisch nur dann von Bedeutung, wenn wu,, v, > 0 gilt. Dann
kénnen die folgenden zwei Félle unterschieden werden:
(Z) Ay > 1y )\1/L >1 = MA2>1
(ZZ) Ao < 1, )\1,u <1 = Ml <1

Durch die Methode der Linearisierung kann das Verhalten der Losungen nahe der Equilibria
untersucht werden. Dazu wird die Funktion f(u,v), also die rechte Seite der Gleichung (11), durch ihre
Ableitung angenéhert, wozu die Jacobi-Matrix von f(u,v) berechnet werden muss:
, (1 =Mu—v)—\u —u
flu,v) = ( —v (b — Aov —u) — Agv

Im néchsten Schritt werden die drei verschiedenen Equilibria in f’(u,v) eingesetzt und eine Stabili-
tatsanalyse durchgefiihrt.
Fiir das triviale Equilibrium (0,0) erhdlt man folgende Matrix:

Ao 1= f1(0,0) = (52)

Dabei besitzt Ag die positiven Eigenwerte 1 und g > 0, woraus sich schlieffen ldsst, dass das triviale
Equilibrium einen instabilen Knoten darstellt.

Fiir das marginale Equilibrium (@, 0) ergibt sich nach Einsetzten folgende Matrix:

Aq = ['(a,0) = <(1 - Alg) o u_—uu) N (_01 u_—UU)

Die Matrix Ay besitzt dabei die Eigenwerte —1 und g — @. Somit ist das Equilibrium (@, 0) fir @ > p
ein stabiler Knoten, da beide Eigenwerte negativ sind. Im Fall & < p verhilt sich das marginale
Equilibrium instabil und stellt einen Sattelpunkt dar.

Analog kann fiir das marginale Equilibrium (0, 9) durch Einsetzen in f’(u,v) folgende Matrix erhalten

werden:
o (1-% 0 (1-% 0
Ao := 11(0.0) = < —v (M_A2U)_)\2U> B < —v —M>

Hierbei hat die Matrix A; die Eigenwerte —u und 1 — o, woraus sich schliefsen 1asst, dass das zweite
marginale Equilibrium (0,?) fiir ¥ > 1 ein stabiler Knoten und fiir o < 1 instabil, also wiederum ein
Sattelpunkt ist.

Zuletzt soll das Koexistenz-Equilibrium (u.,v.) untersucht werden. Durch Einsetzen in die Jacobi-
Matrix erhidlt man folgendes:

—Vsx  —A9Us

A* = fl(u*,'U*) _ (_)\171/* —Ux )

Fiir die biologische Relevanz der Betrachtung, muss zunéchst w, > 0 und v, > 0 gelten. Dadurch erhélt
man, dass
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spAs = —(Mus + A2vy) <0

und es gilt auflerdem
detA, = uyvi(A1Ag — 1)

Fiir den Fall A\; Ay < 1 ist daher detA, < 0 und das Koexistenz-Equilibrium instabil, d.h. ein Sattel-
punkt. Im Fall Ay As > 1 stellt (u.,v.) dagegen einen stabilen Knoten dar, da

(spA*)2 —4detA, = (Muys — /\211*)2 + 4dusve >0

Zusammenfassend lassen sich also vier Falle auflisten:

Ia Ib ITa IIb
Equilibria|y > u,1 > p>u,l<vjp<u,l>vip<u,l<v
(0,0) instabil instabil instabil instabil
(@,0) instabil instabil stabil stabil
(0,9) instabil stabil instabil stabil
(U, Vx) stabil exist. nicht |exist. nicht |instabil

] stab. Koexistenz[v gewinnt |u gewinnt [bistabiler Fall]

Im né&chsten Schritt soll das Langzeitverhalten der Losungen analysiert werden. Dazu werden zunéchst
die Fille Ib und ITa betrachtet, bei denen keine Koexistenz zustande kommt. Thr Verhalten wird im
folgenden Satz zusammengefasst:

Satz 3 (Satz iiber keine Koexistenz) Es ergeben sich folgende 2 Fille:

(i) Fall Ib: Es gelte > u,1 < v. Dann ist das marginale Equilibrium (0,v) in (0,00)? global asym-
ptotisch stabil und jede Lisung mit Anfangswert uy > 0,v9 > 0 konvergiert fiir t — oo gegen
(0,9).

(ii) Fall Tla: Es gelte p < @,1 > ©. Dann ist das marginale Equilibrium (i,0) in (0,00)2 global
asymptotisch stabil und jede Losung mit Anfangswert u, > 0,v9 > 0 konvergiert fiir t — oo gegen
(@,0).

Das Langzeitverhalten der Populationsgrofsen fiir die Félle Ib und Ila ist in den néchsten beiden
Abbildungen dargestellt:
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Abb. 4. Keine Koexistenz in Konkurrenz

Fiir die Koexistenz-Fille Ia und IIb wird das Langzeitverhalten ebenfalls in einem Satz zusammenge-
fasst:

Satz 4 (Satz iiber Koexistenz) FEs ergeben sich folgende 2 Fille:
(i) Fall Ta: Es gelte u > u,1 > v. Dann ist das Koezistenz-Equilibrium (u.,v.) in (0,00)? global

asymptotisch stabil und jede Lésung mit Anfangswert ug,vo > 0 konvergiert gegen (Us,vy).

(ii) Fall IIb: Es gelte p < @,1 < ©. Dann ist das Koexistenz-Equilibrium (u.,v.) instabil und es gibt
eine Separatriz S mit (0,0), (us,vs) € S, sodass jede Losung mit Anfangswert (u,,v9) € S gegen
(w,0) oder (0,v) konvergiert.
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In beiden Fillen gilt jedoch u, < @ und v, < U, woraus folgt, dass beide Arten durch die Koexistenz
verlieren.

Biologisch interpretiert, verlieren also beide Arten in Koexistenz durch das Vorhandensein der anderen
Art. Eine stabile Koexistenz kommt nur dann zustande, falls die relative Geburtenrate jeder Art jeweils
grofer ist als die Kapazitdt der anderen Art. Wird die Bedingung von der ersten Art erfiillt, von der
zweiten aber nicht, so stirbt die erste Art aus. Erfiillt keine der beiden Arten die Bedingung, so stirbt
in Abhingigkeit vom Anfangsbestand eine der beiden Arten aus.

In den folgenden Abbildungen soll das Verhalten dieser beiden Koexistenz-Félle dargestellt werden:

Abb. 5. Koexistenz in Konkurrenz

5.2 Kooperation

Betrachtet man nun analog die Equilibria des skalierten Kooperations-Modells in der selben Weise
wie das Konkurrenzmodell im vorangegangenen Abschnitt, so erhilt man folgenden Satz sowie die
anschlieffend aufgefithrten Diagramme in Abbildung 6 fiir die mathematische Modellierung der Popu-
lationsentwicklungen der Kooperationspartner:

Satz 5 (Satz iiber Kooperation) Es seien A1, A2, > 0. Dann sind das triviale Equilibrium (0, 0)
und die marginalen Equilibria (@,0) und (0,7) fir das Kooperations-Modell instabil. Ferner gilt:

(i) Im Fall \y\y > 1 gibt es genau ein Koezistenz-Equilibrium (u.,v.). Dieses ist in (0,00)% global
asymptotisch stabil und es gilt u, > 4 und v, > .

(ii) Im Fall MMy < 1 gibt es kein Koezistenz-Equilibrium und jede Lésung in (0,00)? explodiert in
endlicher Zeit.

Abb. 6. Kooperation

5.3 Riuber-Beute-Modell (Volterra-Lotka-Modelle)

Im Falle eines Rauber-Beute-Verhéltnisses lasst sich durch Betrachtung der Equilibria der folgende
Satz formulieren:
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Satz 6 (Satz zum R#uber-Beute-Verhiltnis) Es ergeben sich folgende drei Fille:

(i) Koexistenz: Fir Ao > p > ;—11 gibt es genau ein Koezistenz-Equilibrium (u.,v.). Es ist in (0, 00)?
global asymptotisch stabil.

(ii) Fiir Ay < p, also v > 1, ist das marginale Equilibrium (0,) in (0,00)? global asymptotisch stabil.

(153) Fiir p < ;—11, also u < —, ist das marginale Equilibrium (i,0) in (0,00)? global asymptotisch
stabil.

Dieses Ergebnis lédsst sich biologisch folgendermafien interpretieren:

Zur Koexistenz kommt es nur, wenn die relative Geburtenrate der Beute die Kapazitdt der Rauberpo-
pulation iiberwiegt sowie im Falle, dass die Kapazitdt der Beutepopulation grofier ist als die negative
relative Geburtenrate der Réuber. Diese Fille sind in Abbildung 7 veranschaulicht. Zu keiner Koexis-
tenz kommt es, falls die Riuber die Beutepopulation ausrotten bzw. sie sich nicht mehr von der Beute
erndhren kénnen und verhungern. In Abbildung 8 werden diese beiden Félle dargestellt.

v N
Zeprfe ope o = 2,
1581 { 4 s
10 '..- T . - g -
. _I - .- A N e .
0se -« o) p . ;
05 1 15 - 15 - S
Abb. 7. Koexistenz fiir Rauber-Beute

Abb. 8. Keine Koexistenz fiir Rauber-Beute
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1 Einleitung

Zur mathematischen Modellierung einer Infektionskrankheit betrachtet man eine Population der Méch-
tigkeit N, die {iblicherweise in mehrere Merkmalsgruppen aufgeteilt wird. Die einfachste Form sieht
dabei eine Unterteilung in zwei Klassen vor:

e Die Klasse S der Infizierbaren (engl.: susceptibles),

e Die Klasse I der Infizierenden (engl.: infectives).

Zur genaueren bzw. realitdtsndheren Betrachtung kénnen noch weitere Klassen in den Modellen ein-
gefiihrt werden:

e Die Klasse R der Individuen, die nicht (mehr) infizierend oder infizierbar sind (engl.: removed),

e Die Klasse E der Infizierten, die noch nicht ansteckend sind (engl.: exposed).

Des Weiteren steht X = X (¢) fiir die Anzahl der Individuen in Klasse X (zum Zeitpunkt t). Ausserdem
bilden diese Klassen in jedem Modell eine disjunkte Zerlegung der Gesamtpopulation, sodass folgender
Zusammenhang besteht: S+ 1 + R+ E = N. Zu der Klasse R konnen zusdtzlich noch die an der
Krankheit Gestorbenen gezihlt werden. Je nach Krankheitstyp kann es sinnvoll sein, eine genauere
Differenzierung vorzunehmen und weitere Klassen einzufiihren. Die folgenden Kapitel bauen auf dem
klassischen Modell von Kermack und McKendrick auf und fiihren diese Ideen weiter.

2 Epidemien ohne Immunisierung: Das SIS - Modell

Das SIS-Modell ist eine Art Grundmodell bei dem vorausgesetzt wird, dass die Population rdumlich
gleichverteilt ist und aus den beiden Klassen S und I besteht. Insgesamt soll also der Wanderungsprozess
zwischen diesen beiden Gruppen modelliert werden, welcher schematisch folgendermafien beschrieben
wird:

al

sl g

Pro Zeitintervall wechselt also eine absolute Anzahl von rSI Individuen von Klasse S zu Klasse I
(Erkrankung) und eine Anzahl von ol Individuen wieder zuriick (Gesundung). Es wird dabei ange-
nommen, dass die Ansteckung eines nicht infizierten Individuums beim Kontakt mit einem Infizierten
mit einer festen relativen Haufigkeit, die krankheitsspezifisch ist, stattfindet. Dieser Zusammenhang
spiegelt sich in der sogenannten Infektionskontaktrate r > 0 wieder. Ausserdem wird davon ausgegan-
gen, dass die Zahl der Neuinfizierten proportional zu S und I ist und somit direkt von diesen abhingt.
Die Heilung - also der Wechsel von I zu S - hingehen findet iiber eine feste Pro Kopf Rate a > 0 als
Anteil von I statt. Offensichtlich bleibt die Summe S + I konstant, sodass zusitzlich § = —I gilt, was
anschaulich bedeutet, dass S nur um die Anzahl zunehmen kann, um die I abnimmt und umgekehrt.
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Durch diese Uberlegungen kann man nun folgendes Anfangswertproblem aufstellen:

S =—rSI+al, t>0
I =rSI—al, t>0 (1)
5(0) =Sy, I(0) =1,

Nach dem Satz von Picard-Lindelof und der Folgerung zur Quasipositivitat besitzt (1) genau eine
Losung (S, I). Bevor dieses Gleichungssystem nun gelost wird, bedarf es noch einiger Umformungen.

Betrachten wir zunéichst die Gleichung I = —al - also den isolierten Gesundungsprozess - mit der
Losung I(t) = e~ *Iy. Der relative Anteil der (noch) infizierten Individuen von dem Startwert Iy zum
Zeitpunkt t ist also durch e~% gegeben. Aus diesen Erkenntnissen kann man nun ableiten, dass die
Infektionsdauer exponentialverteilt ist mit dem Erwartungswert

1 oo
- = / tae~*dt.
a 0

Weiterhin wird die Reproduktionsrate R der Infektion folgendermafsen definiert

R=". 2)

Dabei ist N die Infektionsrate, also der Anteil an N Infizierbaren, die ein einziger Infizierter pro
Zeitintervall ansteckt. Durch die Multiplikation mit %, ist R also die Infektionsrate der mittleren
Infektionsdauer.

Als nédchstes werden die absoluten Haufigkeiten in (1) zu relativen H&ufigkeiten und die Zeit zur
charakteristischen Zeitspanne 1 umskaliert (7 = at). Wir setzen also

u(at) = N v(at) = %t), Uy = &, vy =

Iy
o 3)

und erhalten folgendes Gleichungssystem:

= —(Ru—1)v, t>0
0 = (Ru — 1)v, t>0 (4)
w(0) = ug, ©v(0) = vo.

Aus dem Satz von Picard-Lindel6f und der Folgerung zur Quasipositivitét ergibt sich, dass (4) eine
eindeutige Losung besitzt. Ferner folgt, dass @+ 0 = 0 also u(t) +v(t) = uo +vg = 1 fiir alle ¢ > 0 gilt.
Die Losung (u, v) verlduft also in Dy = {(u,v) € R* : u,v > 0,u+v = 1} und existiert fiir alle Zeiten
nach dem Fortsetzungssatz.

Setzt man v = 1 — v in die zweite Gleichung von (4) ein, erhdlt man die Gleichung
0= ((R—1) — Rv)v, (5)
die durch die folgende Funktion fiir R > 0 und R # 1 gelost wird:

(t) = J0T it v, =1—
= vo + (v — vo)exp(—(R — 1)t) e =
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Fiir t — oo ergibt sich ein Konvergenzverhalten von (u,v) = (1 — v,v):

o Ist R <1, so konvergiert (u,v) gegen das krankheitsfreie Equilibrium (u,v) = (1,0). Die Krankheit
stirbt also aus.

e Fiir R > 1 konvergiert (u,v) gegen das endemische Gleichgewicht (u,,v.) = (5,1 — %).
Zusammenfassend kann man sagen, dass die Reproduktionsrate R eine entscheidende Rolle bei der
Ausbreitung der Infektion besitzt. Die Krankheit kann nur ausbrechen, wenn ein Infizierter im Mittel
mehr als einen anderen ansteckt.

=

3 Epidemien mit Immunisierung: Das SIR - Modell

Im klassischen Modell von Kermack und McKendrick gibt es zusdtzlich zu den beiden Klassen I und
S noch eine weitere Klasse R, die, der Immunisierten. Das SIR-Modell hat also Ahnlichkeiten zum
vorigen Modell, wobei nun alle Gesundeten immunisiert sind. Es ergibt sich folgendes Schema:

s LR

Dieses fiihrt zu folgendem Gleichungssystem:

S =—rSI, t >0,

I =rSI—al, t>0,
. (M)
R =al, t>0,

S(0) = So, 1(0)=1Io, R(0)= Ry,

mit Konstanten a, > 0 und Anfangswerten S, Iy, Ry > 0. Es gilt N = Sy + o+ Ry, und da S+ 1+ R
gleich 0 ist, gibt es genau eine positive Losung mit S(t) 4+ I(t) + R(¢f) = N fiir alle ¢ > 0. Nun wird das
Anfangswertproblem noch wie zuvor der Einfachheit halber umgeformt. Man setzt

S(t) I(t)

u(at) = N v(at) = ~ w(at) = R(t) So Iy

0
Up = 77, Vo= 77, Wo= 7+
N’ N’ N

N )

und erhalt

u = —Ruw, t>0,

v = Ruv — v, t>0,

o (8)
w =0, t>0,

u(0) =wup, v(0) =v9, w(0)=wp.

Es gilt u(t) + v(t) + w(t) = up + vo + wo = 1 fiir alle ¢ > 0. Da die Variable w nur in der letzten
Gleichung vorkommt, kann man das System reduzieren und erhélt

1t = —Ruw, t>0,
v = Ruv — v, t>0, 9)
u(0) = ug, ©(0) = vp.
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Die Anfangswerte und Losungen dieses Problems liegen im Dreieck Dy = {(u,v) € R? : u,v > 0,u+ v < 1}.
Die Funktion w ergibt sich dann als Integral von v mit gegebenem Anfangswert wo:

t
w(t) = wp —|—/ v(s)ds, t > 0.
0

Das System (9) hat offenbar die einzigen stationdren Losungen (@, 0) mit @ € [0, 1], wobei ein Startwert
(0,v9) € Dy zu der Lésung (0,e twvg) fiihrt, die gegen (0,0) konvergiert. Seien nun v und v grofer
Null, dann kann man iiber die Trennung der Variablen ein Integral von (9) berechnen. Aus dem
Gleichungssytem folgt:

Durch Multiplikation mit @ und Integration nach t ergibt sich:

v(t) —vo = ug — u(t) + R~ *(log u(t) — log ug).

Also ist die Funktion H : (0,1] x [0,1] — Ry, H(u,v) = v+ u — R~ !log u ein Integral von (9). Es
ergeben sich daraus folgende Trajektorien von H:

v = ¢e(u) =c—u+ R 'logu, ¢ = H(ug,vg), u>0,

Diese Funktionen sind in der folgenden Abbildung dargestellt:

Abb. 1. Epidemisches SIR Modell mit R = 0.8 bzw. R = 3.

Typischerweise kann man voraussetzen, dass die Anfangswerte auf der Hypothenuse des Dreiecks liegen,
da zum Startzeitpunkt der Anteil der Immunisierten gleich Null ist. Die Losungen verlaufen dabei von
rechts nach links, da @ < 0 nach (9).

Man kann nun zwei Féalle unterscheiden:

e Fiir R <1 konvergiert die Losung (u(t),v(t)) fiir t — oo gegen eine stationire Losung (teo, 0).

e Fiir R > 1 steigt der Anteil der Infizierten bei gleichzeitiger Verringerung von u ggf. bis zu einer
Maximalstelle v,,4, = —R™1(1 + log R) + ug + vog — R~ *log ug an, bevor diese Losung auch gegen
das Equilibrium (u, 0) konvergiert.

In beiden Féllen kann man u., als Nullstelle der entsprechenden Trajektorie identifizieren. Die Krank-
heit stirbt also auf lange Sicht gesehen in jedem Fall aus. uo ist damit gegeben durch:

Uso — R7H0g Uoe = ug + vo — R og uo, ug > 0. (10)
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4 Epidemien mit Immunverlust: Das SIRS - Modell

Das SIRS-Modell baut weiter auf dem epidemischen SIR-Modell auf und beriicksichtigt zusatzlich, dass
die Immunitit mit der Zeit verloren gehen kann. Eine neue Rate bR mit Parameter b>0 gibt dabei
an, wieviele Individuen von Klasse R zuriick zu Klasse S wechseln, also wieder infizierbar werden. Es
ergibt sich ein neues Schema:

s p g

Wir betrachten das System

S =—rSI+bR, t >0,

I =rSI—al, t>0,
. (11)
R=al —bR, t>0,

S(0) =8, >0, I(0)=1Io>0, R(0)=Ry>0,

mit gegebenen Konstanten a,b,r > 0. Vollkommen analog zu den beiden vorherigen Modellen kann
man zeigen, dass die Losung fiir alle Zeiten ¢ > 0 nach dem Fortsetzungssatz existiert. Wir formen
wieder um mit identischer mittleren Infektionsdauer und Reproduktionsrate, setzen o := b/a und
erhalten das Gleichungssytem

u = —Ruv + aw, t>0,

v = Ruv —v t >0,

: ’ y (12)
W= v — aw, t >0,

u(0) = ug, v(0) =vy, w(0)=wy.

Die Lsung liegt dabei offensichtlich im rdumlichen Dreieck D5 = {(u,v,w) € R® : u,v,w > 0,u+ v +w < 1},
ist eindeutig und existiert fiir alle Zeiten.

Man kann nun folgende Schlussfolgerungen ziehen:
Satz 4.1 (Das endemische Gleichgewicht p.)

e Fir R < 1 ist das krankheitsfreie Gleichgewicht (u,v,w) = (1,0,0) asymptotisch stabil in D3 und
die Lisung konvergiert gegen (1,0,0) fir t — oo.

e Fir R > 1 ist (1,0,0) instabil und das endemische Gleichgewicht p. = (U, Vi, W) asymptotisch
stabil in D3. Die Lésung konvergiert fiir t — oo gegen

1 al-R1Y 1-R!
x = \Uxy Ux, Wx ) = | 5 ’ : 13
b (142, Vs, 04 (R 14+« 14+« (13)
Beweis. Fiir einen ausfiihrlichen Beweis dieses Satzes siehe [1]. O

Dieses Ergebnis zeigt, dass das STRS-Modell Ahnlichkeiten zum SIS-Modell aufweist. Die Reproduk-
tionsrate R hat bei beiden Modellen die entscheidende Rolle eines Schwellenparameters. Fiir R > 1
wird ein endemisches Gleichgewicht angenommen, wobei im Gegensatz zum SIR-Modell, bei dem die
Krankheit in jedem Fall ausstirbt, R < 1 sein muss, damit der Anteil der infizierten Individuen gegen
Null konvergiert.
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Die folgende Abbildung zeigt drei Losungen von (12) im Falle von R > 1 mit wy = 0:

i

Abb. 2. Epidemisches SIRS Modell mit R = 5 und o = 0.05.

5 Endemien

(zu grch. endemos = im Volke, einheimisch) Unter einer Endemie versteht man das andauernd gehaufte
Auftreten einer Infektionskrankheit in einer begrenzten Region oder Population. Die Warscheinlichkeit
an der Infektion zu erkranken ist mehr oder weniger gleich, aber im Verhiltnis zu anderen Regionen/
Populationen erhoht. Beispiele hierfiir sind Kinderkrankheiten, FSME (z.B in Siiddeutschland oder
der Schweiz) oder auch Malaria in den Tropen. Um nun eine aussagekriftige Modellierung zu erhalten,
sollten auch die Geburts- und Sterberaten der Population, die unabhéngig von der Infektionserkrankung
sind, in die Modellierung miteinfliefsen.

Wir treffen folgende Annahmen fiir das endemische SIR Modell:

1. Die pro Kopf Geburts-und Sterberaten sind konstant und beide sind gleich b > 0
2. Die Neugeborenen sind weder infiziert noch immunisiert

3. Die Geburts-und Sterbeprozesse sind unabhingig von der Infektion

Die Gesamtpopulation ist also wieder konstant ihrer Anfangsgrofse N = Sy + Iy + Rp-
Wir erhalten das System

S=bN—rSI—bS, t>0

I=rSI—al —bI, t>0

. (14)
R=al —bR, t>0

5(0) = So,  1(0) = Io, R(0) = Ro

mit den Konstanten a,b,r > 0 und den Anfangswerten Sy, Iy, Ry > 0. Die relativen Anteile ergeben
sich durch

ur) =28y =18y S B

wobei jetzt 7 = (a + b)t ist, da die Abnahmerate der Infizierten nun a + b entspricht.

Die durch einen Infizierten durchschnittlich ausgelosten Folgefille wihrend seiner Krankheit werden
durch die Reproduktionsrate R ausgedriickt, die hier wie folgt definiert ist
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rN b
a+b un @ a+b (15)
Wenn wir u, v, w nun differenzieren erhalten wir das System
t=a(l—u)—Ruv, t>0
v=Ruv—v, t>0
(16)

w=1-a)v—aw, t>0
u(0) = up, v(0) =wvy, w(0)=wo

mit R > 0 ,« € (0,1) ,up,vo, wo > 0 ,ug + vo +wp = 1. Aus dem Satz von Picard-Lindeldf und der
Quasipositivitat folgt, dass (16) eine eindeutige positive Losung besitzt. Da w in den ersten beiden
Gleichungen nicht vorkommt, kénnen wir das folgende Teilsystem betrachten

4 =a(l —u) — Ruv t>0
0 =TRuv—v t>0 (17)
u(0) =uo, v(0) = vy,

Aus i+ v = a(l —u) —v < a— a(u + v) erhalten wir durch Integration die Ungleichung u + v < 1.
Die Losung verlduft im Dreieck Dy = {(u,v) € R2 : w,v > 0,u +v < 1} und existiert V ¢ > 0. (17)
besitzt zum einen den Gleichgewichtspunkt (@, ) = (1,0), der immer biologisch relevant ist, und den
Gleichgewichtspunkt (u.,v.) = (% , @ (1 — %)), der nur fir R > 1 und v > 0 unseren Annahmen,
N konstant und u,v > 0, entspricht. Fiir (14) erhalten wir den endemischen Gleichgewichtspunkt

a+b bN b aN a)

- - 1
r "a+b r’a+b r (18)

(S*,I*7R*> - (
Satz 5.1 (R als Schwellenwert)

Gegeben sei R durch (15) und (ug,vo) € Ds2. Dann besitzt das endemische SIR Modell (17) genau
eine Liosung, die ¥V t > 0 in Do liegt.

Fir R < 1 kommt es zum Aussterben der Krankheit. Der krankheitsfreie Gleichgewichtspunkt (u,v) =
(1,0) ist asymptotisch stabil und die Losung konvergiert fir jeden Anfangswert (ug,vo) gegen (1,0).

Fir R > 1 kommt es zu einem endemischen Fortbestehen der Krankheit. (1,0) ist instabil und das
endemische Gleichgewicht (u.,v.) asymptotisch stabil. Die Lésung konvergiert gegen (u.,v.), falls
vg > 0.

Beweis. Wir verwenden unter anderem das Prinzip der linearisierten Stabilitdt. Dazu berechnen wir
die Jacobimatrizen von f(u,v) = (o (1 —u) — Ruv, Ruv — v) fiir die beiden Gleichgewichtspunkte.
Wir erhalten

/ | -R | _. ’ | —aR -1
f(l,O)—{O ’R—l] =:A; und f(u*’v*)_{a(R—l) 0]_.}12

Wir wollen nun Auskunft iiber die Eigenwerte von A; und A; bekommen und berechnen dazu das
jeweilige charakteristische Polynom

ca, =(—a—AN(R-1-1X)
A= —a <0,daa>0

fii 1
A= R -1 <0 ?rR<
>0 firR>1

= (1,0) ist fiir R < 1 asymptotisch stabil und fiir R > 1 instabil.
Beim Fall A\;, Ay reell und kleiner 0 , handelt es sich um einen stabilen Knoten.

Ca, =2+ aRA+a(R-1)

aR  Va2R2 — 4aR + 4o
Ajp = mm 2
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fir R e (272; 1-a. 2+2av 17“) ist der Im \; /o # 0 und der Re Ay /5 <0
= (u«, vs) ist asymptotisch stabil und es liegt eine stabile Spirale vor siehe Abb. (3).

fiir R ¢ (272; 1—a . 242 v 17“) und R > 1 sind A;/, nach dem Satz von Vieta kleiner 0, denn

A+ A=—aR <0
)\1)\220[(7?,—1) >0fiir R >1

Damit beide Bedingungen erfiillt sind, miissen A\; und Ay < 0 sein.

= (ux,v4) ist asymptotisch stabil

Es liegt wieder ein stabiler Knoten vor, da A/ < 0 und reell.

Wir zeigen jetzt, dass die Losung fiir R < 1 fiir alle Anfangswerte (ug,vg) € D2 gegen den Gleichge-
wichtspunkt (1,0) konvergiert.

Wir erhalten aus u,v > 0 und u < 1 die Ungleichung

1< (R—1)w
Integ:ra;ion ’U(t) < 006_(1_R)t
aus 0 < v(t) < vge 1R
—_——

—0 (t—o0)

folgt limv(t) =0 Yoo € Do

t—oo

daraus erhalten wir die Ungleichung

d
%(1 —u)=—-0< —a(l —u)+ Ruge” 1-R)
Integration 4 _ u(t) < (1 —wug)e™ " ;€ == min{a,1 —R} >0
—_————
—0 (t—o0)
= lim u(t) =1 Yuo € Do

t—oo

Somit bleibt noch zu zeigen, dass fiir R > 1 die Losung gegen (u.,v.) konvergiert, falls vy strikt
positiv ist. In diesem Fall ist also vy > 0 und die Funktion v ist strikt positiv. Wir bilden eine
Ljapunov-Funktion ¢ auf D, \ ([0, 1] x {0})

1
D(z,y) = 5(2 —ue)2 +u.ly —vilogy) ,zeRy>0
. d
b(u,v) = %é(u,v) < —afu—ue)2<0
' (1:7; v konstant

aus P(u,v)=0=u=u, =
Die Funktion @ ist also streng fallend fiir jede nichtkonstante Losung und somit eine strikte Ljapunov-
Funktion. Fiir ein geniigend grofes c liegt der Startwert (ug,vo) und der Gleichgewichtspunkt (., v,)
in der Menge N, = {z > 0,y > 0 : &(z,y) < c}. Diese ist positiv invariant und abgeschlossen. Aus
dem Satz {iber Ljapunov-Funktionen erhalten wir unser gewiinschtes Ergebnis. 0

1
R

Wir wollen unser Modell (14) nun um die infektionsabhangige Todesrate m > 0 erweitern. Wir erhalten

S=bN—rSI—bS, t>0
I =rSI—al —bl —mI , t>0

R=al bR, t>0
S(O):SO7 I(O) :IOa R(O) :RO

(19)

wobei N = Sg+ Iy + Ry r,a>0und Sy, Iy, Ry > 0. o
Zunachst entspricht der Zuwachs an Geburten dem Verlust durch Sterbefélle. Aber an S+1+R = —ml
sehen wir, dass die Gesamtpopulation fiir Iy > 0 strikt fallt und somit N keine Konstante mehr ist.
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Endemisches SIR Modell mita = 0.1 und R = 5,

Abb. 3.

Unsere neue Zeitskala ergibt sich aufgrund der steigenden pro Kopf Abnahmerate der Infizierten von
a+b+mzu 1= (a+b+m)t. Somit verindern sich unsere Konstanten zu

Re—™N i a0 (20)
a+b+m a+b+m

Die Reproduktionsrate R verkleinert sich, da die Zahl der Infizierten durch die Todesfille reduziert
wird und die Infektion sich dadurch langsamer ausbreitet.
Wenn wir das Ganze wieder in relativen Anteilen ausdriicken, erhalten wir das gleiche reduzierte System
wie fiir m = 0, namlich

= a(l —u)— Ruv t>0

0 =TRuv —v t>0 (21)

u(0) = ug, v(0) =g

Somit gelten die Aussagen des Satzes (5.1) und fiir (19) ergibt sich im Fall R > 1 der strikt positive
und asymptotisch stabile Gleichgewichtspunkt

a+b+m bN b aN a)

- = 22
r "a+b+m r'a+b+m 1 (22)

(Ss, I, R.) = (

Der Unterschied zum SIR Modell mit m = 0:
S, erhoht sich und I, R. und S, + I. + R, verringern sich.

6 Impfungen fiir Endemien

Wir wollen nun schauen, wie sich das Modell (14) dndert, wenn wir einen Anteil p € [0, 1] der Neuge-
borenen impfen lassen. ¢ = 1 — p sei dabei der Anteil der Neugeborenen, die infizierbar bleiben.
Wir bekommen das System

S =bgN —rSI —bS t>0

I=rSI—al —bI t>0

R=bpN+al —bR t>0
S(0) =Sy, I(0)=1I,, R(0)= Ry

(23)

mit Konstanten a,b,r > 0, Anfangswerten Sy, Iy, Ry > 0 und N = S + I + R, wobei die Gesamtpo-
pulation aufgrund von S 4 I + R = 0 konstant bleibt. Es existiert wieder genau eine positive Lsung.
Wir gehen wie in den vorherigen Modellen vor und erhalten mit den Gréfien R > 0 und « € (0,1) das
reduzierte System

U= aq — au — Ruv t>0
0 =TRuv —v t>0 (24)
u(0) = ug, v(0) =g
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Das System hat die beiden Gleichgewichtspunkte

(0.0)  und (712 o (q— 712))

Wir méchten nun herausfinden, wie wir die Krankheit trotz R > 1 zum Aussterben bringen konnen.
Deshalb schauen wir uns nur den Gleichgewichtspunkt(g,0) an und schliefen den anderen durch die
Bedingug ¢ < % aus. Die Bedingung ist dqivalent zu

1
1 25
p> R (25)

Aus (25) und der Jacobimatrix von f(u,v) im Punkt (g¢,0)

/ I —Rq
folgt dann die asymptotische Stabilitét von (g, 0).
Fiir vo = 0 bleibt v = 0 und u(t) — ¢ fiir t — oo. Fiir vy > 0 bleibt v positiv und es gilt @« < ag — au.
Da u(0) < q ist, folgt u(t) < g fiir t > 0. Wir erhalten damit die Ungleichung Ru < Rq < 1 und sehen,
dass v wegen © = v(Ru — 1) < 0 exponentiell gegen 0 geht. Somit konvergiert u gegen ¢q. Wir kénnen

die Infektion also zum Aussterben bringen, wenn wir einen Anteil p > p=1— % der Neugeborenen
impfen. Aus unseren Erkentnissen konnen wir jetzt folgenden Satz formulieren.

Satz 6.1 Im endemischen SIR Modell mit Impfung (24) ist der krankheitsfreie Gleichgewichtspunkt
(¢,0) fir R > 1 aus (15) und der Bedingung (25) asymptotisch stabil. Die Lisung konvergiert fir
t— 00 gegen (Q7O) v (u07UO) € D2

Fiir das Modell (19) mit der infektionsabhingigen Todesrate m > 0 erhilt man ebenfalls das reduzierte
System (24), mit dem Unterschied, dass R und « durch (20) gegeben sind. Auch hier kann man die
Infektion zum Aussterben bringen, wenn man einen Anteil p > p=1— =& (R durch (20) gegeben) der
Neugeborenen impft.

Eine weitere Moglichkeit die Krankheit im Modell (14) fiir R > 1 auszurotten, besteht durch Quaran-
tane. Dabei werden 7 Infektiose von der Klasse S in die Klasse R verschoben. Die Reproduktionsrate
ergibt sich jetzt durch R = #{S\;b' Die Krankheit stirbt aus, wenn

rIN

———— <1< i>rN—-a—-b>0
a+d+0b

7 Ein SIS-Modell mit 2n Klassen

Es gibt Infektionskrankheiten, bei der man die Klassen, wie S und I, in Unterklassen aufteilen muss,
um eine angemessene Modellierung zu erhalten. Man unterteilt zum Beispiel nach Geschlecht oder
Bevolkerungsgruppen. Wir fiihren das ganze am SIS Modell fiir n Unterklassen durch. Sj sind die
Infizierbaren und I die Infektitsen der Klasse k, k = 1,...,n. Wir treffen folgende Annahmen

1. Die Individuen kénnen die Klasse nicht wechseln

2. Wir beriicksichtigen keine Geburts-und Sterberaten

3. Die Inkubationszeit wird vernachlassigt
Aus der Annahme 1 folgt, dass die Anzahl Sy + I, =: Ny > 0 der k-ten Unterklasse konstant bleibt.
Wir bezeichnen die Gesundungsrate der k-ten Unterklasse mit a; > 0 und die Infektionskontaktrate

eines Infizierbaren der Klasse k£ mit einem Infektitsen der Klasse [ mit rg;. Wir erhalten die folgenden
Differentialgleichungen

Ly = —ap I + Zrkzskfl
=1

n n
= —aply + Y 1Nl =Y i,
=1 =1

ke{l,...,n}
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Wenn wir das ganze wieder in relativen Anteilen ausdriicken mochten, erhalten wir fiir v, = ]{,—’fk und
br; = 1INy > 0 folgendes System

n n
ﬁk:*akkaFZbklvl*ZbklUkvla t>0, k=1,...,n,
=1 1=1 (26)

ve(0) =00, k=1,...,n

Wir treffen aufferdem die Annahme, dass die Population irreduzibel ist, das bedeutet, dass fiir jede
echte Teilmenge J # 0 von {1,...,n} ,l€ Jund k € {1,...,n} \ J mit by > 0 existieren.

In unserem Fall heifst das, dass eine Gruppe J von Unterklassen mindestens eine Unterklasse, die nicht
aus J ist, infizieren kann.

Wir koénnen das System (26) auch schreiben als

0=Av—g(v), t>0, v(0)=v0 (27)
dabei sei
v=(v1,...,00)", V0= (v10,...,0,0)" € W, = [0,1]"

b fir k #1
A=lan] = { M ir k 7 ,n x n Matrix
bkk — ag, sonst

g(v) = (Z kaWz)
=1

Wir definieren nun die Spektralschranke durch

k=1,....,n

s(A) = max {Re A : X ist ein Eigenwert von A}

Mit ihrer Hilfe kdnnen wir Aussagen iiber die asymptotische Stabilitat des Systems (26) machen. Und
genau das macht folgender Satz.

Satz 7.1 (s(A) als Schwellenwert)
Sei v Losung des trreduziblen Systems (26) mit v(0) = v0 € W,, = [0,1]™ dann gilt

fir s(A) < 0: limy oo v(t) = v = 0 dabei ist 1 € W™ der einzige Gleichgewichtspunkt. U ist global
asymptotisch stabil und die Infektion stirbt aus.

fiir s(A) > 0 und v0 # 0: lim;_ o v(t) = v* ,v* ist dabei der einzige Gleichgewichtspunkt und global
asymptotisch stabil in W™\ {0}. v* liegt in (0,1)™ und somit bleibt die Infektion in allen Unterklassen
bestehen.

Beweis. Fiir einen ausfiihrlichen Beweis diese Satzes siehe [1] O

Beispiel 1. Damit das Ganze etwas verstandlicher wird, fiihren wir dieses Modell an der Geschlechts-
krankheit Gonorrho durch. Wir gehen von einer heterosexuellen Bevolkerung aus = die Ansteckungs-
rate zwischen Gleichgeschlechtlichen ist b;; = bos = 0. Wir bezeichnen die Klasse weiblich mit 1 und
die Klasse mannlich mit 2. Also ist

e v; der Anteil an Infizierten der Klasse weiblich

e vy der Anteil an Infizierten der Klasse mannlich

e a; die Gesundungsrate der weiblichen Infizierten

e ay die Gesundungsrate der mannlichen Infizierten

e byo die Ansteckungsrate einer weiblichen Infizierbaren durch einen ménnlichen Infizierten

e by die Ansteckungsrate eines mannlichen Infizierbaren durch eine weibliche Infizierte
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1 _|m bia | (v1)  (b11v12 + bi2vivg
Uy b1 —az2| \vs ba1v2v1 + b2

Daraus ergeben sich die stationidren Losungen

Wir erhalten

— . bi2ba1 — ajaz  bi2ba1 — ajas
v=0 und v*= )
ba1 (a1 + bi2) * bia(ag + b21)

aus der Matrix A= {;al bg ] bekommen wir die folgenden EW
21 —a2

1
A1y = 5{—(11 —as £v/(—a1 — a2)2 + 4(bizb21 — araz)}

fiir b1obo; — arag > 0 ist der Realteil des grofiten Eigenwertes von A grofer 0 , also s(A4) > 0
Satz(7.1)
=

lim;—, 00 v(t) = v*

fiir b1obo1 — ajag < 0 ist der Realteil des grofiten Eigenwertes von A < 0, also s(A4) < 0.

Sz lim; oo v(t) =0

8 Schlussbetrachtung

Zu guter Letzt mochten wir noch mit Hilfe der obigen Ergebnisse grundlegende Strategien diskutieren,
die es erlauben, die Ausbreitung von Infektionskrankheiten einzuddmmen bzw. ganz zu verhindern.
In den meisten Fillen war dabei die Reproduktionsrate R fiir den Verlauf ausschlaggebend. Im Grun-
de kann man sagen, dass sich die Infektion umso langsamer ausbreitet je kleiner R ausfillt. Uber
die Parameter kann man dabei Einfluss auf die Gréfle von R nehmen, zum Beispiel, indem man die
Infektionskontaktrate r durch Hygienemafinahmen oder - bei Tieren - die Populationsgréfie N durch
Massentotungen verringert. Ferner kann man die Heilungsrate a erhéhen, indem man den Gesundungs-
prozess von Erkrankten durch geeignete Therapien beschleunigt, diese in Quarantéine verlegt oder noch
nicht infizierte Individuen durch Impfung immunisiert.
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1 Viren

1.1 Das Modell von May und Nowak
Aktualitit

Viren sind aus aktuellem Anlass ein sehr aktives Forschungsgebiet. Jedes Jahr wird vom Gesundheits-
amt eine grofse Zahl von Grippeerkrankungen registriert. Immer hiufiger berichten die Medien von neu
auftretenden Krankheiten.

Beispielsweise wird die ,Schweinegrippe durch HIN1 Viren verursacht. Nicht zuletzt sorgte die ,Vo-
gelgrippe®, welche durch H5N1 Viren ausgelost wird, fiir Aufregung.

Definition 1 (Virenmodell). Das Virenmodell wird durch folgendes Differentialgleichungssystem de-
finiert. Es wird stets t > 0 vorausgesetzt.

V=kl—vV
Z=A—mZ+bV —rVZ
I=rVZ—pul (1)

V)=V, Z(0)=2Z, I(0)=1I
V= +# freie Viren Z := # nicht infizierte Zellen I := # infizierte Zellen
Anfangswerte Vi, Zy, Io > 0 sowie Konstanten A\, m,k,r, u,v >0 und b > 0.

Anmerkung

e infizierte Zellen setzen neue Viren mit Rate k > 0 pro Zelle frei

e Sterberate der drei Klassen: vV, mZ, ul

e nicht infizierte Zellen werden mit fester Rate A > 0 bereitgestellt

e freie Viren infizieren mit der Rate V' Z

e Infektionsrate r > 0 beschreibt die Effizienz des Infektionsvorgangs
e Anwesenheit freier Viren regt die Zellproduktion mit Rate bV an

e infizierte Zellen kénnen nicht gesunden

Die mittlere Lebensdauer einer infizierten Zelle betriigt +, wihrenddessen wird mit § freie Viren

N
produziert. Wenn man den Virenfreien Fall V; = I; = 0 betrachtet und die Lésung von 7 =\-
mZ + bV — rV Z berechnet, dann sieht man, dass die Losung exponentiell gegen das Equilibrium %
konvergiert,.

Wird die Anzahl der nichtinfizierten Zellen fest auf diesem Wert gehalten, so kann man folgende Grofie

einfithren:
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Definition 2 (Reproduktionsrate des Virenmodells (1)). Die von der infizierten Zelle ausge-
schiitteten Viren, infizieren wdihrend ihrer mittleren Lebenszeit mit Rate R neue Zellen.

krA
R= " (2)
muv
Theorem 1 (Eindeutigkeit). Das Virenmodell (1) besitzt eine eindeutige Lisung.
Beweis. Der Beweis ist elementar und wird an dieser Stelle ausgespart. O

Theorem 2 (Virenmodell). Es sei (Vo,Zo,Io) € R3 und R wie in Definition (2) gegeben. Falls
kb < pv, dann besitzt das Virenmodell (1) eine beschrinkte, positive Losung fir alle t > 0.

Sei R < 1. Dann konvergiert die Lisung von (1) gegen (V,Z,1):= (0,2,0). (V,Z,1) ist das einzige
Equilibrium in Ri. Es ist asymptotisch stabil.

Sei R > 1. Dann ist (Vy, Z., L) := (I“T’;\Vi”:,i‘g’, =, %’jﬁ/:”:gg’) das einzige Equilibrium von (1). Es ist

strikt positiv, asymptotisch stabil und (V,Z,I) ist instabil in RY. Die Lisung strebt gegen (Vi, Z,, 1.),
falls Vo + Iy > 0 ist.

Beweis. Es ist klar, dass eine einzige positive Losung (V, Z,I) von (1) existiert.
Sei u:=bV +avZ +avl und k := min{p — 2% v —av, m} > 0 mit « € (0,1) mit 4 > 2% wobei die

vorausgesetzte Relation kb < puv verwendet wird.
Dann folgt aus (1) die Ungleichung:

u = bkl — bV + a\v — avmZ + abvV — auvil
= —(apv — bk)I — (bv — bav)V — avmZ + alv

< aA\V — Ku

Integration liefert u < u(0) + 22~
Auf Grund der Positivitdt von (V) Z,I) sind die Losungen beschrinkt und existieren fiir alle Zeiten
nach dem Fortsetzungssatz.

(V,Z,1I) ist offensichtilich eine stationire Losung von (1). Sei (Vi, Z,, I.) ein weiteres Equilibrium.
Dann muss I, = ¥V, # 0 gelten. Aus ul, = rV.Z, # 0 folgt dann Z, = £~ und wegen 0 =
X —mZ, + bV, —rV.Z, gilt schlieflich V, = kra=mu

ruv—rkb
Folglich ist (V., Z,, I..) das einzige weitere Gleichgewicht. Da puv > kb vorausgesetzt wird, ist (Vi, Zs, L)

genau fiir krA > muv < R > 1 positiv und ungleich (V, 2, I).
An den Equilibria erhalt man folgende Linearisierungen:

—v 0 k
A=fWV,ZT)=|b—r2-m 0
r% 0 —p
—v 0 k
’ v krA—muv

B:f(v*vz*zl*): b_% -m- ;Lufk{; 0

Qv krA—mpuv

E pv—kb K

Die Eigenwerte von A sind:
—m

mv+p mf\/mzu272 pm2rv+p?m2+4rikm
- 2m

mu—+p m+\/m2u2—2 um2v+pu2m2+4rXkm
- 2m

Sei krA < muv, dann sind alle Eigenwerte von A kleiner 0. Nach dem Prinzip der linearisierten Sta-
bilitat folgt dann die asymptotische Stabilitét. Sei krA > mpur, dann gibt es einen Eigenwert grofer 0
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und es folgt nach dem Prinzip der linearisierten Stabilitdt die Instabilitét.

_ plPv—pkb—mkb+krAtpur?—vkb
pv—kb

Das charakteristische Polynom von B ist durch A\3+as A2 +a; A +ag mit a, :

—/nnkb-&-/tkrA vmkb+vkrA —kr)\bk+kr>\/tv+ymybk w?mu?

ay = e und ag = —kD gegeben.

Aus den Voraussetzungen kb < pv und R >1 ergeben sich unter anderem folgende Beziehungen: kr\ >
muv > mkb und p?v > pkb. Insgesamt lisst sich die strikte Positivitit der a;, i = 0,1,2 herleiten.
Nach dem Routh!-Hurwitz? Kriterium folgt dann, dass die Eigenwerte von B negative Realteile haben.
Somit ist (Vi, Zx, I.) in diesem Fall asymptotisch stabil.

Die behauptete Konvergenzaussage wird mittels Ljapunov-Funktionen gezeigt. Zuerst betrachten wir
den Fall kr\ < muv und das Equilibrium (V,Z,1) = (0, %, 0).

Sei

_7\2 _

@(V,Z,I)::M—&- QM_Q_Z ﬂV—i—{ V,Z,1>0
2r T r kr T

Dann ergibt sich aus (1) und A = mZ, dass
. — — b b
BV, 2,1) = (ZfZ)(%Zf %Z+;V—VZ)+ (2“” 2 Z> (VZ— —V)

- B i
= Tz-72 v 2y Z let= -2 -7
z-2p-v |22z iz 7)]

ey |8 () ()
D S

Wegen kb < uv und kr < muv folgt, dass @ eine Ljapunov3-Funktion auf Ri ist. Gilt qb(V, Z, 1) =0,
dann erhalten wir Z = % und V = 0. Daraus ergibt sich aber I = 0, sodass @ eine strikte Ljapunov-
Funktion ist. Daher folgt die Konvergenzaussage aus dem Satz i{iber Ljapunov-Funktionen.

Auch fiir (Vi, Z,, I..) 1dsst sich eine geeignete strikte Ljapunov-Funktion finden und nach dem Satz {iber
Ljapunov-Funktionen die Konvergenzaussage beweisen. Einen Beweis dazu findet man zum Beispiel in
[MMB] auf Seite 48 und 49.

Abschliefend wollen wir einen Anfangswert (Vp, Zo, Ip) auf dem Rand von Ri mit Vo + Iy > 0 be-
trachten. Zunachst zeigt die zweite Gleichung in (1), dass fiir kleine ¢ > 0 die Komponente Z(t) positiv
ist, auch wenn Zj gleich null sein sollte. Daher kann man annehmen, dass Z; > 0 gilt. Dann folgt aus
(1), dass f1(0, Zo, In), f2(Vo,0,1o) und f3(Vp, Zo,0) positiv sind. Somit tritt die Lésung fiir ¢ > 0 in
(0,00)? ein und konvergiert dann nach (Vi, Z,, I.).

O

Lemma 1 (endemisches Gleichgewicht). Fir den Spezialfall b = 0 kann das endemische Gleich-
gewicht wie folgt ausgedriickt werden.

e E

Z my
Vi, Zi, L) = [ (R—1 —(R—-1)— 3
V2o = ((R= D™ F. (R =) ®
Beweis.

(Vo 20 1) = kr\ — muv 124 v kTA — muv

ruv —rkb’ krk ruv —rkb

bzo (A _m gy A vm
o\ v kr o kr

! Edward Routh, 1831-1907, englischer Mathematiker und Naturphilosoph
2 Adolf Hurwitz, 1859-1919, deutscher Mathematiker
3 Alexander Michailowitsch Ljapunov, 1857-1918, russischer Mathematiker und Physiker
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Beispiel

Folgendes Beipiel zeigt das Verhalten der Losung von (1) im Falle R > 1.

x 10

9.5 q

8.5r 4

751 1

6.5 q

. . . 55 . . . . .
150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

12000

V steigt zunéchst exponentiell an und die Anzahl
der gesunden Zellen wird stark reduziert. Dadurch
nimmt die Virenproduktion rV Z ab.

Wegen dem Mangel an infizierbaren Zellen wird
die Infektion abgebremst und konvergiert dann
gegen das endemische Equilibrium (Vi, Z,, I.) =
(75 000, 62 500, 7 500). Wie das Beispiel zeigt
konnen Oszillationen auftreten.

10000

8000

— 6000

4000

2000

I I I I
0 50 100 150 200 250 300
t

Abb. 1. Virenmodell mit A = 10*, £k =100, v =10, m=0.1, b=0, r=8-10"", u=0.5, R=1.6.

Matlab Skript

Mit folgendem Matlab Skript konnen die Schaubilder aus Abbildung (1) erzeugt werden. Matlab verfiigt
iber eine ganze Reihe von numerischen Niherungsverfahren zur Berechnung von Differentialgleichun-
gen.

In folgendem Skript wird der Befehl ode45 verwendet. ode45 basiert auf einem Paar expliziter Run-
ge'-Kutta®-Verfahren. Dem sogenannten Dormand-Prince-Paar (Ordnung 4 und 5). Die voreingestellte
Toleranz RelTol fiir die relativen Fehler liegt bei 105.

4 Carl Runge, 1856-1927, deutscher Mathematiker
5 Wilhelm Kutta, 1867-1944, deutscher Mathematiker
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Virenmodell.m

k = 100;

v = 10;

1 = 10000;

m=0.1;

b = 0;

r = 0.0000008;

n=20.5;

Virenmodell = @(t,y) [k*y(3) - wvxy(1); YAk
1 - mxy(2) + b*xy(1) - rxy()*y(2); JZ’
rxy(1)*y(2) - n*xy(3)]; A’

/4 ODE = Ordinary Differential Equation [

[T,Y] = ode45(Virenmodell, [0 300],[1000 1/m 0]); /Reproduktionsrate = 1.6
plot(T,Y(:,1))
xlabel(’t?)
ylabel(’V?)
figure
plot(T,Y(:,2))
xlabel(’t?)
ylabel(’Z?)
figure
plot(T,Y(:,3))
xlabel(’t?)
ylabel(’I’)

Anmerkung

Bislang wurde das Immunsystem des Korpers nicht beriicksichtigt. Im n#chsten Abschnitt soll disku-
tiert werden, wie das Immunsystem die Viren bekdmpft.

1.2 Immunantwort

Definition 3 (Immunantwort). Das Virenmodell mit Immunantwort wird durch folgendes Differen-
tialgleichungssystem definiert. Es wird stets t > 0 vorausgesetzt.

V=kI—vV
Z=\A—mZ—-1VZ
I =rVZ—ul—sIT @
T = aIT —nT
V(0) =V, Z(0)=Zy, I1(0)=1I, T(0)="To
T:=#T— Zellen

Anfangswerte und Konstanten wie in (1) sowie To > 0 und a,s,n >0

Anmerkung

o T-Zellen zerstoren infizierte Zellen mit Rate sIT

o T-Zellen werden mit einer Rate alT produziert und mit der Rate nT abgebaut
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Theorem 3 (Eindeutigkeit). Das Virenmodell mit Immunantwort (4) besitzt eine eindeutige
Léosung.

Beweis. Der Beweis ist elementar und wird an dieser Stelle ausgespart. O

Beispiel

Dieses Beispiel zeigt wie sich das Virenmodell (1) durch die Wirkung des Immunsystems verdndert.

x 10
12
10
sl
> 6 N
4t
ol
0 , . . . . 6 . . . . .
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300
t t
12000 3500
10000 3000¢
2500
8000 -
2000 -
— 6000 1 -
1500
4000+
1000 -
2000 - 500 -
0 , . . . . 0 . . . . .
0 50 100 150 200 250 300 0 50 100 150 200 250 300

t t

Abb. 2. Virenmodell mit Immunantwort, Konstanten wie in Abbildung (1), sowie s = 0.0001, a = 0.00005,
n=01 R =1.16.

Die Anzahl der Viren nimmt durch das Befallen gesunder Zellen rasch zu. Dabei iiberschreitet I den
Schwellenwert *, sodass es zu einer Zunahme der T-Zellen kommt. Diese sorgen fiir eine Verringerung

der infizierten Zellen und damit der Viren. Schlieflich erhoht sich die Anzahl gesunder Zellen.

Typisches Merkmal ist das Auftreten von Oszillationen. Die Lésung strebt gegen P = (20 000, 86 207, 2 000, 1 896, 6).
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Theorem 4 (Immunantwort). Es sei (Vo, Zo, Iy, To) € RY und R wie in Definition (2) gegeben.
Das System (4) hat eine positive, beschrankte Lisung fir ¢t > 0.

A

' m?

Sei R < 1. Dann hat das System (4) genau ein positives Equilibrium P = (0
tisch stabil und die Losung konvergiert gegen P.

0, O). Es ist asympto-

Seil < R < R; := 1+ ¥ Dann ist P, := (Vi, Z,,1.,0) = ((R—l)m z (R—l)%,o) das

amv TR
einzig weitere positive Equilibrium. P, ist asymptotisch stabil und die Lésung konvergiert gegen Pi.

Sei R > R;. Dann gibt es genau ein weiteres positives Equilibrium P .= (k” avA n arkX - %)

‘av’ amv+rkn’ a’ s(amv+rkn)

Es ist asymptotisch stabil und die Losung konvergiert gegen P.

Beweis. Es ist klar, dass eine einzige positive Losung (V, Z,1,T) von (4) existiert.
Sei u =V + o“7’“24— 0‘7’“[—1— %—’fT mit o > 1 fest vorgegeben und « := min{y — £, v, m, n}. Dann folgt
aus (4) die Ungleichung:

ak\  amk naks

i=kl— oV + 20 O g gy - M
pwoooop ap
= V- (amk>2(akk)f <”O‘k5)T+O‘kA
p ap p
ak\
< 2"
1

Integration liefert u < u(0) + %T
Auf Grund der Positivitat von (V, Z,I,T) sind die Losungen beschrénkt und existieren fiir alle Zeiten
nach dem Fortsetzungssatz.

Aus T=0 folgt 7' = 0 und man erhlt die stationiiren Losungen P und P,.

kn av n ark\ _p
av’ amv+rkn’ a’ s(amv+rkn) s /)"

Fiir den Fall T > 0 existiert genau ein weiteres Gleichgewicht P := (

P ist offensichtlich positiv. Die Positivitit der anderen Equilibria ergibt sich aus den Beziehungen
1< R< R;und R > R;.

Wegen det(f'(P) — M) = (—n — A)det(A — M) und det(f’(P.) — M) = (al, —n — \)det(B — \I)
ergeben sich die Stabilitdtsaussagen im Theorem aus dem Prinzip der linearisierten Stabilitat und dem
Beweis aus dem letzten Abschnitt.

Die Konvergenz der Losungen im Falle R < 1und 1 < R < R; zeigt man mittels geeigneter Modifikation
der Ljapunov-Funktionen aus dem letzten Abschnitt. Ein Beweis zum Fall R > R; findet man zum
Beispiel im Buch [MMB] auf Seite 52. O

Matlab Skript

Mit folgendem Matlab Skript kénnen die Schaubilder aus Abbildung (2) erzeugt werden. Es wird wieder
der Befehl ode45 verwendet.
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Immunantwort.m

k = 100;

v = 10;

1 = 10000;

m=0.1;

b = 0;

r = 0.0000008;

n=20.5;

a = 0.00005;

s = 0.0001;

n_1=0.1;

Immunantwort = Q(t,y) [kxy(3) - wvkxy(1); i’
1 - mxy(2) - rxy(D*y(2); Xz’
rxy(1)*y(2) - n*xy(3) - s*xy(3)*xy(4); /I’
axy (3)*y(4) - n_1xy(4)]; AT’

/A ODE = Ordinary Differential Equation [

[T,Y] = ode45(Immunantwort, [0 300],[1000 1/m O 100]);
plot(T,Y(:,1))
xlabel(’t?)
ylabel(?V?)
figure
plot(T,Y(:,2))
xlabel(’t?)
ylabel(’Z?)
figure
plot(T,Y(:,3))
xlabel(’t?)
ylabel(’I’)
figure
plot(T,Y(:,4))
xlabel(’t?)
ylabel(’T?)

Anmerkung

I= = hangt nicht vom Effizienzparameter s der Infektionsbekiimpfung ab. Dies erscheint unrealistisch.
Wenn das System jedoch durch T' = al —nT modifiziert wird, dann wird es diese Eigenschaft verlieren.
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1 Prionen

Prionen sind eines der Eiweifse, die im menschlichen und tierischen Kérper vorkommen. Es gibt zwei
Arten von Prionen, zelluléire Prionen Proteine (Prion Protein cellular, kurz: PrP®) und Scrapie Prionen
Proteine (Prion Protein Scrapie, kurz: PrP°¢). PrP¢ ist die natiirlich im Kérper vorhandene Form der
Prionen, die vermutlich dem Zellschutz dient. Die anormale Form PrP*¢ wandelt PrP¢ in Prionen der
Form PrP“¢ um. Diese werden fiir BSE und die Creutzfeld-Jacob Krankheit verantwortlich gemacht.
Hier soll nun ein Modell zur Untersuchung der Prionendynamik aufgestellt werden.

Monomere (griech.: ,Einzelteil“) der Form PrP¢ werden vom Kérper mit einer festen Rate produziert.
Die infektiose Form PrP¢ bildet lange Ketten mit iiber 1000 Monomeren. Diese Polymere (griech.:
WVielteil“) sind erst ab einer Mindestlange stabil, wobei Monomere die Linge eins haben sollen. Die
Kettenldnge kann eigentlich nur in diskreten Schritten zunehmen, aufgrund der grofien Lange der Ket-
ten nehmen wir aber eine kontinuierliche Lingenzunahme an. Ketten, die Langer als die Mindestlidnge
sind, zerfallen mit einer von ihrer Linge abhingigen Rate. Zur Beschreibung der Prionendynamik
filhren wir nun folgende Bezeichnungen ein:

e )\ = Produktionsrate der Prionen PrP¢,

e 1, = die Mindestlange, ab der Polymere stabil sind, wobei x,, > 1 gelten soll,

e V(t) = die Anzahl der Monomere zur Zeit t > 0,

e u(t,z) = Anzahl der Polymere der Linge x zur Zeit ¢ > 0,

e r = Rate, mit der sich die Ketten durch Anlagerung umgewandelter Monomere verléngern,

e b(z)u(t,x) = Rate, mit der Ketten der Lange = > x,, zerfallen,

o k(z,x) = Wahrscheinlichkeit, dass beim Zerfallen Ketten der Linge z € (0, z) und x — z entstehen.
Durch Wachstum verringert sich die Anzahl von Ketten der Linge x mit Rate rV(t)a%u(t, x).

Fiir die Wahrscheinlichkeit r(z,z) soll gelten, dass [ x(z,2)dz = 1 und k(z,z) = k(z — z,z), fir
z>x,und 0 <z < x.

Da Ketten, deren Lange kleiner als x,, ist, instabil sind, nehmen wir an, dass sie sofort in Monomere

zerfallen.
Monomere und Ketten der Lange « werden mit Rate uV (t) bzw. vu(t, z) abgebaut.

Aus diesen Modellannahmen folgt so das System

VO =r— - [ j ut.a)s +2 T / Oo Ao, )b(y)ult, y)dyde, (1)
%u(t,x) = —rV(t)a%cu(t,x) — (v+b(x))u(t,z) +2 /:O Kz, y)b(y)u(t,y)dy, (2)

V(0)=VW, u0,z)=uo(r), ult,xm) =0, >0, x>z,
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Die Anfangsbedingungen V5 > 0 und ug > 0 sind gegeben, © > z,, setzen wir voraus, da es keine
Ketten gibt, deren Lange kleiner als z, ist.
Fiir u(t, ) setzen wir Differenzierbarkeit in (¢,2) sowie Integrierbarkeit iiber z in [0, co] voraus.

Fiir den Zerfall wollen wir nun zusétzlich annehmen, dass die Ketten mit einer Haufigkeit proportional
zu ihrer Lange in Teilketten zerfallen, deren Linge gleichverteilt ist. Dies ldsst sich in unserem Modell
ausdriicken durch

b(y) = By , fiir y > 0 und ein konstantes 5 > 0
k(z,y) =1/y , fir y > x,, und = € (0,y), k(z,y) = 0 sonst.

Weiter wollen wir die Gesamtzahl U(t) der Polymere und die Gesamtzahl W (t) von Monomeren in
Polymeren zur Zeit ¢t > 0 betrachten, wobei gilt:

U(t) = /:o ult, z)dz,

m

W(t) = / xu(t, z)dx.
Aus (1) und (2) wollen wir nun Differentialgleichungen fiir U und W herleiten.

Durch einsetzen von (2) in U und Verwendung der Randbedingung u(t, z,,,) = 0 sowie der Annahme,
dass u(t,z) — 0 fiir + — oo, ergibt sich so zunéchst:

%U(t) = /:o {rV(t)aaxu(t,x) + vu(t,z) + ﬂ:ﬂu(t,x)} dr + 2/:0 /:O Bu(t,y)dydx

m m

— WU() — AW () + 28 / h / "t ) ddy
= —VU(t) = BW(E) + 28(W (2) — 2 U (1)).

Fiir W multiplizieren wir (2) mit = und nehmen an, dass zu(t,x) — 0 fiir x — oo. Dann folgt:

%W(t) =— /OO [rV(t)x((ivu(t,m) + vau(t, z) + ﬁx%(t,x)] dx + 2/;0 /:O Bru(t,y)dydx

Tm
oo

rV(OU((t) —vW(t) — 8 z2u(t, z)dx + ﬁ/oo u(t,y)(y® — %) dy

Tm

= rV()U(t) — vW(t) — B, 2U (1)

Zusammen mit (1) erhalten wir so das System

U=8W —vU —2Bz,U, >0,
V=XA—puV+p22U—-rUV, t>0,
W =rUV —vW — 322U, t>0,
UWO)=Uy, V(0)=Vy, W(0)=W, (3)

mit den gegebenen Anfangswerten Uy, Vo > 0 und Wy > x,,,Up, sowie den Konstanten (3, A, u, v ,r,
Ty > 0.

Die Losungen des Systems liegen im Keil K = {(U,V,W) € R} : W > z,,U}, da die Anzahlen nicht
negativ sein kénnen und jedes Polymer mindestens x,,, Monomere enthilt.

Abhéngig von einem Schwellenwert konvergieren die Anzahlen gegen das krankheitsfreie bzw. endemi-
sche Gleichgewicht, was im folgenden Satz beschrieben wird:

Theorem 1 (Satz zu Prionen). Das Problem (3) besitzt eine eindeutige, beschrinkte Lisung in K
fiir alle t > 0. Es existieren nur die Gleichgewichte (U,V, W) = (0, \/u,0) und

rBX — p(v + Bam)? (v + Bam)? B — p(v + ﬂxm)2>
rv(v+208xy,) r ’ rvp .

(U, Vi, W,) = (
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SeirB\ < u(v+PBxy,)?. Dannist (U,V,W) das einzige Gleichgewicht von (3) in K. Es ist asymptotisch

stabil und die Losung von 8 konvergiert gegen (U,V , W) fir t — oo und fir jeden Anfangswert in K.

Sei B\ > u(v + Brm)?. Dann ist (U, V,W) in K instabil und (U, V., W.) liegt im inneren von
K und ist asymptotisch stabil. Die Losung konvergiert gegen (U., V., W.) fiir t — oo und fir jedes
(Uo, Vo, Wo) € K mit Uy > 0 oder Wy > x,,Up.

Beweis. Wir definieren zunichst Y = W — z,,U, weiter setzen wir Yy = Wy — z,,Uy und erhalten so
aus (3) das System
UzﬁY—(V—Fﬁxm)U, t>0,
V=A—uV+p22U0—-7UV, t>0,
Y =rUV — (v + Bx,)Y, t>0,
U0) =Uo, V(0)=V, Y(0)=Yo. (4)

Hier kénnen wir wieder eine Reproduktionsrate einfithren. In ein System werde Yy = 1 mit Uy = 0 und
V = A\/p eingebracht. Dann werden in der mittleren Lebenszeit der Spezies Y und U

B rBA
a p(v + Brm)?
Monomere neu infiziert. Die Schwellenbedingung im Satz iiber Prionen entspricht so den Fallen R < 1
bzw. R > 1. Durch setzen von
a=(v+ Bz, "
z(t) = arU(at), y(t)=a*rBV(at), z(t) = o*rfY (at),
zo = arly, yo=a’rBVy, 2 = Yy,
E=1, o=a’rB\, p=au, &=a?B2% €(0,1),

transformieren wir das System (4) in ein normalisiertes System. Der Satz iiber Prionen folgt nun
unmittelbar aus dem Satz iiber das normalisierte Modell. O

A0

2000 &

0 -1000

Abb. 1. Prionenmodell mit endemischem und krankheitsfreiem Gleichgewicht.

2 Weitere Endemiemodelle

Wir betrachten wieder die Infektionsmodelle aus dem zweiten Kapitel, wobei wir nun zusdtzlich die
Klasse E der infzierten, aber noch nicht infektiésen Individuen beriicksichtigen. Wie zuvor bezeichnen
wir die Anzahl der Inizierbaren mit S und die Anzahl der Infektiésen mit I. Die Infektionsrate soll
wieder gleich 1S sein, wobei ein Infizierter zunéchst in die Klasse F wechselt. Mit der festen pro Kopf
Rate a > 0 wird er dann infizierend und schliefslich mit einer pro Kopf Rate b > 0 wieder gesund,
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wobei keine Immunisierung erworben wird. Die Individuen in den drei Klassen sterben mit den Raten
mS, pE bzw. vi, in die Klasse S werden mit einer festen Rate A > 0 geboren. Dies ergibt das SEIS
System

S=X—mS+bl —rIS,t>0,
E:rIS—uE—aE,tZO,
I=aE —vI—0blt>0,
S(0) =Sy, E(0)=Ey, I(0)=I, (5)

wobei die Anfangswerte Sy, Ey, Iy > 0 und die Konstanten A, a, b, r, m, u, v > 0 gegeben sind.
Das Problem hat eine eindeutige positive Losung, wobei (S, E, 1) = (\/m,0,0) das krankheitsfreie
Gleichgewicht ist. Wird ein infektioses Individuum einer Population in diesem Gleichgewicht eingefiihrt
und die Anzahl der infizierbaren gleich S halten, so werden wihrend der mittleren Infektionszeit
1/(b+ v) des infektiosen Individuums #ﬂ‘w) Individuen infiziert. Im Mittel ergeben sich so

_ ar\

~ mla+p)(b+v)

neue Infektiose. Wie schon zuvor ist die Zahl R die Reproduktionsrate des Systems (5) und stellt
wieder den entscheidenden Schwellenwert dar. Da neu Infizierte nicht gleich infektits sind, hat sich
die Reproduktionsrate hier im Vergleich zum endemischen SIR-Modell um den Faktor a(a + u)~*
verkleinert (N=X\/m und a + b=b + v). Durch setzen von

o=t () - S () 0= e ()

rly arSop arEy
o = 5 = 772 = —,
Tarn P T ar T e
b+ v ari m ab
= ) o= ) ) 6 = . 6
¢ a+p (a+ p)3 'Oa+u (a+ b)? (©6)

skalieren wir (5) in ein normalisiertes System. Dabei folgt automatisch, dass § < £ und R = o/(£p).
Die Ungleichung R > 1 aus dem Satz iiber das normalisierte Modell entspricht somit der Bedingung
o > &p. Dieser Satz besagt, dass im Fall R > 1 ein Infizierter mehr als ein Individuum infiziert, was
das System zu einem endemischen Gleichgewicht fithrt, und im Fall R < 1 zu einem krankheitsfreien
Gleichgewicht.

Theorem 2. Es sei R = m(a+)>‘(b+y) gegeben. Das Problem (5) besitzt eine eindeutige, beschrinkte,

positive Losung fir alle t > 0 und alle Anfangswerte in R3. Es ezistieren nur die Gleichgewichte
(S,E,I) = (A\/m,0,0) und

(S, E,, 1) = (G+N)(b+1/)7b+VI*’a7”)\—m(a+,u)(b+,/) ‘
ar a r(av 4 by + pv)

Sei R < 1. Dann ist (S, E,I) das einzige Gleichgewicht von 5 in Ri. Es ist asymptotisch stabil, und
die Lisung von 5 konvergiert gegen (S, E,I) fir t — oo und fir jeden Anfangswert in RY.

Sei R > 1. Dann ist (S, E,I) in R3 instabil und (S, E., 1.) ist strikt positiv und asympptotisch stabil.
Die Losung konvergiert gegen (S, Ex, L) fiir t — oo und fir jedes positive (So, Fo, Iy) mit So+ Io > 0.

Beweis. Folgt aus dem Satz {iber das normalisierte Modell. O

Abschlieend wollen wir noch ein SEIR-Modell betrachten, bei dem wie beim SEIS-Modell die Uber-
gangsklasse E der noch nicht infektiésen Infizierten modelliert wird. Allerdings erwerben Infizierte
bei Gesundung mit Rate bl eine Immunitét, die nicht mehr verloren wird. Immunisierte Induviduuen
sterben mit einer Rate yR. Dies ergibt das System
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S=X—mS—rIS,t>0,
E"zr]S—uE—aEnﬁZO,
I=aE —vI—0blt>0,
R=bI —~R,t >0,
S(0) = So, E(0) = Eo, I(0) = Iy, R(0) = Ro. (M)

Da eine einmal erworbene Immunitét nicht mehr verloren geht, tritt R in den Gleichungen fiir S, E
und I nicht mehr auf, sodass die vierte Gleichung abgespalten werden kann. Wie in (5) skalieren wir
nun wieder das System und erhalten ein normalisiertes System mit § = 0. Die Reproduktionsrate R
ist wie beim System (5) gegeben, woraus sich der folgende Satz ergibt.

Theorem 3. Es sei R = m(a+;‘(b+y) gegeben. Das Problem (7) besitzt eine eindeutige, beschrankte,
positive Losung fir alle t > 0 und jeden Anfangswert in R%. Im Teilsystem der Lisungen (S,E,I)

ezistieren nur die Gleichgewichte (S, E,I) = (\/m,0,0) und

_(latwlty) X mb+v) Ao m
“*’E*’*’*)‘( o atp ar @t mb+y) >

(®)

Sei R < 1. Dann ist (S,E,I) das einzige positive Equilibrium des Teilsystems. Es ist asymptotisch

stabil und die Losung konvergiert gegen (S, E,I) fiir t — co und fir jeden Anfangswert in R3.

Sei R > 1. Dann ist (S, E,TI) in RY instabil und (S, E., I.) ist strikt positiv und asymptotisch stabil.
Die Lésung konvergiert gegen (S, Ex, I,.) firt — oo und fir jedes positive (Sy, Fo, Ip) mit So+ Iy > 0.

Beweis. Folgt aus dem Satz {iber das normalisierte Modell. O
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1 Einleitung

Die mathematische Modellierung einer Paarbildungsfunktion hat es ermdglicht, Prognosen iiber die
zukiinftige Entwicklung von Populationen zu machen. Dabei kann unter anderem anschaulich gezeigt
werden, wie bestimmte Faktoren zur Gesundheit bzw. Krankheit von Populationen und deren Indivi-
duen beitragen konnen und wie diese sich ausbreiten bzw. iibertragen.

1.1 Beispiele fiir die Problematik bei der Bildung von Paaren in der Biologie

,dchwule Pinguine - Wahre Liebe nur unter Mannern!“, titelte der Stern im Februar 2006. Der Bre-
merhaverner Zoo war bereits Anfang 2005 in den Schlagzeilen, als sich dort wegen fehlenden Weibchen
homosexuelle Paare unter den Pinguinen gebildet hatten. Daraufthin hatte der Tierpark im Jahr 2006
versucht mit weiblichen Tieren aus Schweden die Mannerfreundschaften auseinanderzubringen. Doch
der Versuch so fiir Nachkommen der vom Aussterben bedrohten Humboldt-Pinguine zu sorgen, blieb
auch in diesem Jahr erfolglos.

Ein anderes Beispiel des Zusammenlebens zeigt sich bei einem Lowenrudel. Der Rudelfiihrer lebt po-
lygam und hat einen ganzen Harem an Frauen. Versucht ein junger Léwe dem Fiihrer seinen Platz im
Rudel streitig zu machen, kommt es zum Kampf. Gewinnt der junge Herausforderer, verjagt er den
alten Rudelfiihrer und totet anschlieffend auch dessen Nachkommen.

Die Geschlechter mancher Tiere kénnen sich auch dndern, was im nachfolgenden Beispiel deutlich wird.
Viele Arten von Lippfischen zdhlen zu den so genannten Konsekutivzwittern. Sie sind dazu in der Lage
ihr Geschlecht im Laufe des Lebenszyklus zu wechseln. Der Geschlechtswandel ist hdufig abhéngig von
Alter und Grofie der Fische. Bei der Geburt sind die meisten Tiere zun#chst weiblich, werden dann
aber im Laufe ihres Lebenszyklus, je nach Gréfie, zum Sekundirmannchen.

Die genannten Beispiele machen deutlich, dass es in der Biologie beim Zusammenleben viele Unter-
schiede zwischen den einzelnen Arten gibt. Unter bestimmten Bedingungen kann es zur Bildung von
homosexuellen Paaren (hier: beim Fehlen von Weibchen) oder sogar zur Umwandlung des Geschlechts
(hier: abh. von Alter und Geschlecht) kommen. Es gibt Arten, die ihr gesamtes Leben nur mit einem
Partner verbringen (z.B. Schwine), andere haben gleichzeitig mehrere Partner. Da man auf der Suche
nach einem geeigneten Mathematischen Modell nicht alle M6glichkeiten des Zusammenlebens miteinbe-
ziehen kann, wird im Folgenden zur Vereinfachung eine monogame Population ohne Altersstrukturen
betrachtet. Diese setzt sich sowohl aus Single-Mé&nnchen, Single-Weibchen und zweigeschlechtlichen
Paaren zusammen. Aufserdem wird davon ausgegangen, dass keine Migration mdglich ist und es neben
der Entstehung von Paaren keine weiteren Interaktionen zwischen den einzelnen Singles gibt. Bei der
Reproduktion eines Paares entstehen sowohl ménnliche als auch weibliche Singles. Singles, die durch
Trennung bzw. Tod der Partnerin bzw. des Partners entstehen, konnen wieder eine Bindung eingehen.

2 Bedingungen fiir die Aufstellung einer Paarbildungsfunktion

Um eine Paarbildungsfunktion aufstellen zu kénnen, ist es wichtig neben der Anzahl der Singles (sy, sm)
und Paare (p) auch die Anderungsraten der drei Parameter (méannliche Singles, weibliche Singles und
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Paare) zu betrachten. Dabei seien o, i, fi; und 5; (j = f,m) positive Konstanten. Durch weibliche/-
ménnliche Nachkommen (5; bzw. 8,,), gestorbene PartnerInnen (fiy bzw. fi,) und Trennungen (o),
wachst die Anzahl der weiblichen /méannlichen Singles (s; bzw. s,,,). Sie wird kleiner, sobald die Singles
eine Beziehung eingehen (p) oder sterben (1 bzw. p,,). Die Anzahl der Paare (p) wird einerseits durch
die Bildung von Paaren erhoht, andererseits durch Trennungen (o) und gestorbene PartnerInnen ge-
senkt. Die Bildung von Paaren wird mit Hilfe der Paarbildungsfunktion (¢(sy,s,,)) dargestellt. Sie
beschreibt die Anzahl der Paare, die pro Zeiteinheit aus weiblichen und ménnlichen Singles entstehen.

Dazu stellt man das folgende Gleichungssystem der jeweiligen Anderungsraten auf:
$p=—pysy+ (Bf + fum +0)p — d(s¢, 5m)

D= _(ﬂf + fom + U)p + (b(sf’ Sm)

5m

Eigenschaften der Paarbildungsfunktion (durch demographische Beobachtungen herausgefunden):

(91) ¢ : Ry xRy ¢(2,y) =02y =0V z,y >0
(02) ¢ ist stetig; ¢(-,y) und ¢(z,-) sind monoton wachsend V z,y > 0
(¢3) ¢ ist positiv homogen, d.h. ¢(azx, ay) = ad(x,y) ¥V z,y >0

Die 1. Eigenschaft zeigt, dass keine Paare gebildet werden koénnen, wenn weibliche oder ménnliche
Singles fehlen. Die Zunahme der gebildeten Paare bei Erhohung beider Singlearten, sowie die stetige
Abhéngigkeit der Paarbildung von den Populationen der Singles, wird in Eigenschaft 2 festgehalten.
Die letzte Eigenschaft beschreibt die Proportionalitit zwischen der Paarbildung und der Anzahl der
weiblichen und ménnlichen Singles.

3 Analytische Eigenschaften der Funktion

Um festzustellen, ob das aufgestellte Anfangswertproblem (AWP) aus (1) losbar in RY ist, zeigt man
zuerst die Existenz einer Losung, anschlieffend die Eindeutigkeit, die Positivitdt und die globale Exis-
tenz dieser Losung. Die Anfangsbedingungen seien dabei gegeben durch

s7(0) = 05 5m(0) = 0; p(0) = 0. (2)
Mit Hilfe des Satzes von Peano kann die Existenz einer Losung des zuvor aufgestellten Gleichungssys-
tems (1) Giberpriift werden.

Satz von Peano: Sei f : R? — R? stetig. Dann existiert ein § > 0 und mindestens eine Losung
u € C¥([to — d,t0 + 6];R) des AWP’s v’ = f(u) mit der Anfangsbedingung u(tg) = = € R<.

Die Funktion ist auf ganz R? stetig, da ¢ in 0 stetig fortsetzbar ist und die Eigenschaft ¢(2) erfiillt.
Somit hat das aufgestellte AWP (1) mindestens eine lokale Losung,.

Die Eindeutigkeit der Losung wird durch einen Widerspruchsbeweis festgestellt. Es wird angenommen,
dass zwei verschiedene Losungen (s ¢, Sm, p) und (5¢, Sy, p) auf dem Intervall [0, T'] existieren. Auferdem
definiert man fiir n € N eine Funktion x,, auf R mit
| x|, fir |z |>1
Xn(z) = ,
1o 1
-+ 5, fiir |z | < .

Bei der Ableitung dieser Funktion werden demnach auch zwei Félle unterschieden:

S

sgn(x), fir|z|>
Xn(7) =

3=

nr, fir|z]|<

Daraus ergeben sich die Abschétzungen | x/,(z) | <1 und zx),(z) >0V 2z €R,n e N.

Bildet man nun die Ableitungen von x,(sf —5¢) und Xy (sm — Sy,) erhdlt man allgemein fiir j = f,m
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%(Xﬂ(sj —35)) = Xn(s5 —55) - (—pi(s; —35) + Ci(p —p) — [¢(s£,5m) — 655, 5m)])

<G lp =Pl =xu(s; =5;)(¢(s5,8m) — (51, 5m));
mit Cy = By + fim + 0 und Cy, = By, + fiy + 0.
Weiter erhélt man auf [0, T] durch Addition der Ableitungen fiir j = f,m

& oo =5 + - nlm =) < (€1 +Con) | = B (a7 = 55) + Xl — )

: ((b(sfv Sm) - (b(gfagm))'

Durch Abschétzung, Integration und Limesbildung (n — oo) kommt man schlieflich auf die folgende
Ungleichung;:

[sp (@) =57() [ + | sm(t) —5m(t) | < (Cf +Cm)/0/ | p(7) =p(7) | dr, t €[0,T]. (3)

Addiert man die 1. und 3. Zeile aus (1), setzt das Ergebnis in x,, ein und bildet die Ableitung, so gilt

i(Xn(Sf =35 +p—0) = Xn(sr =55 +p—D) - (—pp(sy —55) + (Bf + fim +0)(p = D) — (&5, 5m)

dt
- (b(gfvgm)) - (/jf + fim +0)(p—D) + ¢(5f’ Sm) — (b(gfvgm)) (4)
= Xn(sy =55 +p—D) (—ps(sy —57) + (By — fiy)(p — D))
Spplsp=5pl+|Br—papllp=p| (da|x,(2)|<1).

Wiederholte Integration und Limesbildung (n — oo) V ¢ € [0, 7] fiihrt zu

| s7() +p(t) =57() =P(t) | < /O (g [ sp(r) =55(T) [ + [ By = iy [ | p(7) = P(7) |) dr-

Es geniigt diese Ungleichung mit s; durchzufilhren, um p und p abzudecken. So sind alle drei Paramter
berticksichtigt. Zur Vereinfachung setzt man nun fiir ¢ € [0, 7] den Term

|87 (@) =55 (&) [+ [sm(t) =Sm(@) | + [ s7(t) +p(t) =55 (t) = P(t) |:= w(?). (5)

Nach (3), (4) und der Dreiecksungleichung, sowie einer Konstanten C' > 0, erhilt man fiir ¢ € [0, T]
die Abschatzung

0< w(t) < C/o w(r) dr. (6)

Bemerkung (Differentialgleichung): Gegeben sei das AWP @ = A f(u) mit der Anfangsbedingung
u(tg). Dann ist die Losung von der Form u(t) = e*Mu(ty).

Also gilt mit W(t) := f(f w(t) dr auf [0, T] alternativ auch das AWP W < C'W. Mit der Anfangsbedin-
gung W (0) ist die Losung gegeben durch W (t) < W(0)e®t =0, da W(0) = fOO w(7) dr = 0. Einsetzen
in (6) ergibt

0 <w(t) <O [Tw(r) dr=CW(t) <0 —w =0 auf [0,T].

Mit w = 0 ist die Gleichung in (5) nur erfiillt, wenn s; = 3y, s,,, = 5,,, und p = p gilt. Dadurch ist die
Eindeutigkeit der Losung bewiesen.

Ob die Losung des Gleichungssystems aus (1) unter den Anfangsbedingungen aus (2) tatsdchlich positiv
ist und nur Werte in R3 annimmt, sieht man durch priifen der rechten Seite von (1) auf Quasipositivitét.
Dazu seien u = (sf, $m,p)’ und v = (—1,—1,1)" Vektoren, &(u) = ¢(sy, s,,) eine Funktion abhingig
von u, und A eine Matrix mit

—pg 0 Byt fim+o
A= 0 —pm Butis+o
0 0 —(f+fim+o)
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Dies fiihrt auf die vereinfachte Gleichung
= Au+ vd(u) (7)
anstelle des Gleichungssystems (1) und man kann die Quasipositivitit nun leichter beweisen.
Definition: Eine Matrix A € R? ist genau dann quasipositiv, wenn gilt: a;; > 0V i # j.
Da A nach Definition eine quasipositive Matrix ist, gilt fiir die Gleichung (7) mit ¢1 fir i € {1,2,3}
u€ Ry u; = 0= (Au); + v;P(u) > 0.

Die Losung von (1) mit den Anfangsbedingungen (2) nimmt also nur Werte in R} an.
Um zu zeigen, dass die Losung auch global auf dem Intervall [0,¢*] existiert, betrachtet man die
Gleichung N(t) = s¢(t) + sm(t) + 2p(t). Diese beschreibt die Anzahl der Individuen einer Population
zum Zeitpunkt t. Durch Einsetzen und elementare Zeilenoperationen erhilt man aus (1) die Ableitung
N = —pssp = timsm + (Br = )P+ (Bm — fim)p < (Br = fip)p + (B — fim )P (8)
1
< (Bs + Pm)p < 5 (B + Bm)N.

Mit C = (83 + Bm) und der Anfangsbedingung N (0) = s£(0) + 5, (0) +2p(0) ist die Lésung des AWP
aus (8) fiir ¢ € [0,t*] gegeben durch

N(t) < e“'N(0).

Schliefslich folgt aus
1
0 < sp(t) <e“"N(0), 0 < s,(t) < e N(0) und 0 < p(t) < ieCtN(O),

dass u(t) beschrankt ist und fiir kein t (sogar fiir t = oco) Werte im Unendlichen annimmt. Damt ist
auch die globale Existenz der Losung nachgewiesen und ¢* = co.

Die mathematischen Untersuchungen des Gleichungssystems aus (1), die im 3. Kapitel durchgefiihrt
wurden, werden im nachfolgenden Satz festgehalten:

Satz: Mit den Anfangsbedingungen s¢(0),s,,(0) und p(0) € R} hat das Gleichungssystem aus (1)
V ¢t > 0 genau eine Losung in R3 .

4 Suche nach Equilibria

Bemerkung: An der Stelle eines Equilibriums befinden sich die Paare und Singles im Gleichgewicht,
d.h. es gibt keine zeitliche Anderung mehr und die Ableitung der Funktion an der Stelle ist 0. Mit den
zuvor genannten Eigenschaften der Paarbildungsfunktion, ist 0 € R? ein triviales Equilibrium, da mit

o(1) gilt:
O(sf,8m) =06 558, =0V 55,8, > 0.

Allgemein ist davon auszugehen, dass dieser Punkt das einzige Equilibrium ist. Durch geschickte Kon-
struktion der Paramter kann man jedoch noch weitere Equilibria erzeugen, worauf jedoch an dieser
Stelle verzichtet wird. Interessanter ist hier die Frage, ob es neben dem Equilibrium noch weitere
Punkte (persistente Losungen) gibt, an denen das Verhéltnis von sy und s,, gleichbleibt.

5 Exponentiallésungen

Annahmen: Die Eigenschaften ¢(1),#(2) und ¢(3) der Paarbildungsfunktion sind erfiillt und es gilt:
B; > fi; fir i = f,m. Auf der Suche nach persistenten Losungen fiir ¢ > 0, betrachtet man Losungen
der Form
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u(t) = p(t)u*, mit p: Ry — Ry, u* € R} (p ist Skalierungsfaktor). (9)

Dabei ist jede Losung mit konstantem p ein Equilibrium und fiir «* = 0 oder p = 0 ist das gesuchte,
triviale Equilibrium gerade 0. Bei der weiteren Untersuchung gilt daher u* # 0 und p >0V ¢ > 0.
Einsetzen von (9) in (7) und die Eigenschaft ¢(3) liefert die Gleichung

Pl = p(t) Au” + vB(p(t)u”) = p(t) Au” + vp(H)B(u).

Durch Umstellen der Gleichung erhilt man den Quotienten

@u*: u* + vd(u*
o) Au* +vd(u”).

Da die rechte Seite hier konstant ist (unabh. von t), existiert V ¢ > 0 ein A € R und % = . Eine

Losung des AWP j(t) = p(t)\ mit der Anfangsbedingung p(0) = C' (mit C' > 0 konstant) ist
p(t) = Ce, t > 0.

Aus der Gleichung in (9) folgt C' = 1. Somit sind die nichttrivialen persistenten Loésungen des Glei-
chungssystems in (1) fiir ¢ > 0 gegeben durch die Exponentiallésungen

u(t) = eMu*,t > 0 mit A € R,u* € R\ {0}.
Um die Losungen zu berechnen, 16st man das nichtlineare Eigenwertproblem
M = Au* + vd(u*), mit A € R\ {0} (10)

und bekommt als Losungen den Eigenwert A\ mit den Eigenvektoren vu*, wobei v > 0 Vielfache des
Eigenvektors sind. Der Einfachheit halber, betrachtet man den normierten Vektor u* = (s?, sk.D*) €
R3 \ {0} und kann mit Hilfe der Gleichung aus (10) das folgende Gleichungssystem aufstellen:

Ast = —ppst + (Bf + fim +0)p* — qf)(s}7 sr) (11)
ASpy = —HmSp, + (Bm + iy + 0)p" — (s}, 57,) (12)
Ap* = —(fif + fim + 0)p" + (s}, 53,,) (13)

Durch elementare Zeilenoperationen bekommt man fiir j = f, m die Gleichung

A+ py)s; = (B; —fp— A)p™. (14)
Im Folgenden unterscheidet man zwei Félle. Einerseits wird A = —u; angenommen, andererseits sei
A # —p; fiir j € {f,m}. Im 1. Fall erhalt man aus (14) die Gleichung 0 = (3; — ji — A)p*. Diese ist fiir
p* = 0 erfiillt, da ; > fi; (Annahme). Somit gilt 3; > 0 und 3; — fi; — A > 0. Eingesetzt in (13) folgt
mit der Eigenschaft ¢(1) : 0= ¢(sy, sm) < sj = 0 fiir j = f, m. Die Losungen des Eigenwertproblems
sind also gegeben durch

(AvU*) = (7Nf7 (la 0, O)T)a ()‘7U*) = (7ILLm7 (07 170)T)'

Fiir den 2. Fall definiere A := max{—pus, —pmm } und X := min{B¢ — fim, Bm — fim } die obere bzw. untere
Schranke von \. Dabei gilt A < A, da 3; > ji;. Allerdings ist (), u*) nur Lésung des Eigenwertproblems
(10), wenn die Bedingung A < A < X erfiillt ist und u* € intR3. Stellt man die Gleichung aus (14)
nach s7 um, so erhilt man fir j = f,m

sp =Ty, (15)

Mit der Eigenschaft ¢(3) und (13) kann man zwei Funktionen, [()), 7(\) definieren mit

By — g — A B — fm — A

LA == A+ fif + fim + 0 = &( ) =:7(N).

Die Funktionen sind stetig und durch Einsetzen von A bzw. ) sieht man, dass I(\) auf R streng monoton
wéchst und 7(A) auf (A, A\]| monoton fallt. In A ist r sogar 0. Man erhélt genau dann einen Schnittpunkt
A € (A, A) der beiden Funktionen, wenn [ < r am linken Rand des Intervalls, d.h.
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ﬂf_,af_)\ ﬂ'rrz_/]m_)\

At fig o+ fim + 7 < L o ) = 6mo € (0,00]. (16)
Ist zudem [(0) < r(0), kann man schlieffen, dass A > 0. Besitzen die Funktionen einen gemeinsamen
Schnittpunkt A und setzt man diesen in die Gleichung aus (15) ein, so bekommt man genau eine Losung
(A, u*) des Eigenwertproblems (10) mit normiertem u* € R3.

Um den Grenzwert ¢ € (0,00] aus (16) zu bestimmen, definiert man ¢(co,y) := lim, o ¢(z,y) mit
y > 0, sowie ¢(x,00) := limy_,oo ¢(z, y) mit x > 0 und erhélt
m—Hm T
QS(OO,%) Dy < pm
boo = o CHF = Hm

— [ f+pm
G(EELELE 00)  pip > i,

Ist ¢ zusitzlich stetig differenzierbar auf Ri, existieren V x,y > 0 die Differenzenquotienten

¢@w)=xwL%):yﬂ£§g;ﬁiQ

x

¢(%7 1) - ¢(07 1)

gZS(iL',y) = yd)(;v 1) =z

und ¢(00,y) = you(1,0) fiir y > 0 bzw. ¢(x,00) = x¢,(0,1) fiir > 0. Dadurch kann man ¢
alternativ formulieren als

m — fbm +
(%w)%(l,@) Ly < fm
(boo - By—ps+ >0 CHf = Hm
(LR 6,(0,1) 5 jip > fim.

Am Ende des 5. Kapitels ergibt sich zusammenfassend folgender Satz:

Satz: ¢ besitzt die Eigenschaften ¢(1) — ¢(3), o > 0, u;, i; und 5; > 0 seien Konstanten und es gilt
ﬁj > i fir j = f,m.

(i) Die beiden trivialen Exponentiallésungen des Gleichungssystems aus (1) haben die Form

(sf(t)a Sm(t)vp(t)) = e_uft(]-v 0, 0) und (Sf(t)v sm(t)vp(t)) = e—Hmt(]_’ 0, O) (17)

(ii) Wenn (16) mit A := maz{—ps, —pm } gilt, gibt es noch eine weitere Exponentialldsung von (1) in
intRi. Fiir ¢ € (0,00] gelten die beiden obigen Definitionen wenn ¢ zusétzlich stetig differen-
zierbar ist.

(iii) Die nichttriviale Exponentialldsung in (ii) wachst fiir

(Bf*ﬂf,ﬂm*ﬁm)

fof & fim +0 < ¢
1223 Hm

, d.h. A > 0. (18)

Der letzte Punkt hélt fest, dass nur durch die Bildung von geniigend neuen Paaren ein Wachstum der
Population stattfinden kann.
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1 Transformation auf den planaren Simplex

1.1 Existenz und Eindeutigkeit der Losungen des transformierten Systems

Wir fahren nun mit der Untersuchung von

$p=—pysy+ (Bt + fum +0)p — d(s¢, Sm)
Sm = —UmSm + (ﬁm + ﬂf + U)p - ¢<Sfa Sm) (1)
p=—(fif + fim + 0)p + (51, 5m)
fort. Dazu ist es besser eine geeignete Formatierung dieses Systems zu wahlen. Sei also:
¢ CYR3Z\{0}), Kegel:R? \ {0} positiv invariant fiir (1).
Wir nehmen an:
Ug 1= (s(},s%,po) € Ri \ {0}.
Definieren: Vektor e = (1, 1, 1, )7 zum Zweck der Normalisierung, sowie den Vektor v = (vy, vy, vp)7
mit
sf Sm D

Vfi= ——————— Uy =, Up = —————————,
Sf+Sm+Dp Sf+sm—+p S+ Sm + P

d.h. v; mit i € {f, m, p} driickt den Anteil der jeweiligen Gruppe von der Gesamtzahl aus.
Wegen (e, u) = sy + s + sp gilt:

v:ﬁmitue R® \ {0} (2)

v ist Element des planaren Simplex S, das definiert wird als: S:={y € R3 : (e, u) =1}

Sei nun u = (sy, sy, p)” eine Lésung von :
= Au+ vP(u) . (3)
Auf diese Weise 16st v folgende Differentialgleichung (mit Hilfe der Produktregel abgeleitet nach u):

u

(e, u)

y = ule, u) — (e, wyu _ w (e, W)u
(e, u)? (e, u)y (e, u)?

i=(

unter Verwendung von (3) erhalten wir:

_ Au+ov®(u)  ule, Au+vP(u))

(e, u) (e, u)?

ersetzen u geméaf (2) durch v{e, u) und erhalten gemif Homogenitit von & :
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= Av+ vP(v) —vie, A+ v®P(v))
= F(v) — (e, F(u))v.

Wobei F(v) := Av + vd(v) .

v 16st damit insbesondere:
b= F(v) - (e, F(u))v (4)

Nach Vorraussetzung ist ¢ € C'(R2 \ {0}) und damit ist auch F(v) als Verkniipfung stetiger Funk-
tionen Element C'(R3 \ {0}) auferdem besitzt (4) damit zu jedem Anfangswert vy € S genau eine
Losung v

Diese Ergebnisse lassen sich in folgendem Satz festhalten.

Lemma 1. Zu jedem Anfangswert vy € S bestitzt (4) genau eine Lisung. Diese existiert ¥V t > 0 und
nimmt nur Werte in S an.

1.2 Menge der Equilibria des transformierten Systems

Zur Untersuchung der Menge der Equilibria des transformierten Systems betrachten wir zunéichst die
Ableitung von (e, v).

Ersetzten dann ¢ durch (4).

Daraus folgt wegen der Eindeutigkeit: (e, v) = 1 . Daraus folgt v liegt in S und S ist positiv invariant
fiir (4) und Losungen von (4) mit v(0) = vy € S existieren global nach rechts.

Sei nun v eine Losung von (4) . Ann: Wenn wir u(t) wie folgt iiber v definieren, ist u(t) dadurch
Losung von (3) .

u(t) :=v(t) ea:p(/o (e, F(7)) dT) (e, ug) (5)

Also gilt nun zu zeigen: a(t) = Au(t) + vd(u(t)).
Beweis. Es gilt:
alt) = [o(®esn( | e, P(r)) dr) (e, uo) T
- (o0) + vle)e, Plo(t) ) exo( [ e, Flr)) dr) (e, w)

setzen nun fir v Gleichung (4) ein:

= (F(t) — (e Fo(®)o(t) + v)le, Fu(t))) ) exp( / (e, F(r)) dr) (e, uo)
- F(o(t)) exp( / (e, F(r)) dr) (e, uo)
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um v zu ersetzen (5) nach v auflgsen:

Eine wichtige Eigenschaft liegt in dem Zusammenhang der Exponentiallésungen von (3) und den sta-
tiondren Losungen von (4) .

So gilt einerseits: ist u(t) = e*u* mit A € R, u* € S eine Exponentiallssung von (3), dann ist
die Transformierte v = u* Equilibrium von (4), denn geméf (2) ist v = ey und daw® e S ist

(e, u*) =1 ist also v =u* .
Und umgekehrt gilt: ist v* € S ein Equilibria von (4), so gilt mit A := (e, F(u*)) : F(v*) =
0* + (e, F(v*)) v* = Av*, da v Equilibrium von (4) ist * =0 .

Somit sind die entsprechenden Losungen von (3) gegeben durch:
u(t) = v*eM{e, up).

Insgesamt ldsst sich daraus folgern, dass die Menge der Equilibria von (4)

(a) den beiden trivialen Exponentiallésungen (1,0,0,) und (0,1,0)7 entspricht, was im Simplex S je
die beiden Ecken verbildlichen,

(b) falls es bei den Exponentiallésungen einen nichttrivialen Fall gibt, dann gibt es auch einen nicht-
trivialen Punkt im Inneren von S .

Daraus konnen wir nun folgern, dass die Exponentialésungen den Equilibria im Simplex entsprechen.
Dies wollen wir in einem weiteren Satz festhalten.

Lemma 2. Die Menge der Equilibria von (4) € S besteht aus: den beiden Ecken (1,0,0)T und

(0,1,0)T, sowie einem nichttrivialen Punkt v* im Inneren von S falls

ﬁf_,af_)‘ Bm_ﬂm_)\
pr+X T A

gilt. Wobei A = max{—pys, —pm} .

1.3 Stabilitit der Equilibria des transformierten Systems

Im Folgenden wollen wir Aussagen iiber die Stabilitdt der Equilibria von (4) treffen. Dazu kliren wir
zunichst die Begrifflichkeiten der Stabilitat, Attraktivit und asymptotischen Stabilitdt. Dazu sei nun
x* ein Equilibria.
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Abb. 1. Stabilitat o
Abb. 2. Attraktivitat
Stabilitat

Hat man zu Begin eine kleine Stérung zp an =* , die noch innerhalb einer § -Umgebung von z* liegt,
so bleibt man mit der Storung z, abhingig von der Zeit und dem Startwert zg, trotzdem innerhalb
eines € -Schlauches um z*.

Definition 1. z* heifit stabil, falls gilt: Ve >0 3§ > 0, sodass z(t,xg) € Uc(z*) Vt > 0, falls
der Anfangswert xo in Us(x*) liegt.

x* heifft instabil®, falls x* nicht stabil ist.

Attraktivitit

Hat man zu Begin eine kleine Stérung xg an x,, die noch innerhalb einer § -Umgebung von z* liegt, so

strebt x, abhéngig von der Storung zg, fiir t — oo gegen x*. Wird also auf Dauer von z* angezogen.

Definition 2. z* heifit attraktiv, falls gilt: 3 dg, sodass t™(xg) = oo und z(t,z9) — z* firt — oo,
falls der Anfangswert xoy € Us,(z*) ist.

Lsymphoiizdn  Shalil

N
\

Abb. 3. asymptotische Stabilitit

symptotischen Stabilitit

Hat man zu Begin eine Stérung z, so bleibt x(¢, z¢) nicht nur im e -Schlauch um z*, sondern néhert
sich auf Dauer auch immer mehr an z* an.

Definition 3. z* heiffit asymptotisch stabil, falls: x* stabil und attraktiv ist.
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Um nun Aussgagen iiber die Stabilitdt der zuvor bestimmten Menge der Equilibria von (4) machen
zu konnen unterscheiden wir folgende 3 Fille, die sich durch sehr technische Voriiberlegungen zeigen
lassen.

Lemma 3. Seien die Vorraussetzungen des Abschnittes iber Exponentiallosungen erfillt, das heifft:
Konstanten: p;, fi;,5; > 0 (j = f,m), sowie 0 >0
B; > [y fir j = f,m und ¢ erfillt (¢1) — (¢3)

Fall 1: 3 -4
m — Mm M
g, (1,0)
Hp —
Daraus ergibt sich: (1,0,0) ist asymptotisch stabil in S, (0,1,0) ist instabil in S (Quelle), und v* exis-
tiert micht.

i < pip und fly, > py +

Fall 2: 3 et

Hp — Hm
Daraus ergibt sich: (1,0,0) ist intabil in S (Quelle), (0,1,0) ist asymptotisch in S, und v* existiert
nicht.

Pm < pp und fif > fiy $2(0,1)

Fall 3: gelten gleichzeitig die Implikationen:

M%(LO)

< pp = Hm > pp T+
Hp

— fiy +
I Y TP

Hp — Hm
Daraus folgt: die beiden Ecken (1,0,0) und (0,1,0) sind instabil in S (Quelle), und v* ezistiert und
ist in S asymptotisch stabil.

Bm < Hp = [f > Hm

Diese Stabilitidt der Losungen sieht in einem Schaubild verdeutlicht wie folgt aus.

Flrlrion ven tip,

3B nickhkkely. ‘-;’_r_dfl

und plieaes (ak
Shaloi]

Me T s T &
= Funlden von 4,
1 N r

- (0,4,0)~ sl

Abb. 4. Stabilitdtsbereiche der Lésungsmenge
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1.4 Verbildlichung der 3 Fille an Beispielen

Das Simplex aus dem Raum lasst sich als planares Dreieck, mit Seitenlingen 1 und Flécheninhalt
A, abbilden. Wihlen wir nun einen Punkt g aus dem Dreieck aus, brauchen wir aber wieder seine
dreidimensionalen Koordinaten g, ptm, und p,. Diese erhalten wir durch grundlegende geometrische
Verhiéltnisse:

Der Punkt p unterteilt das Dreieck in 3 kleinere Dreicke mit den Fldcheninhalten Ay, As, A3
(Die sich iiber die Formel %-GrundﬂiicheH('jhe berechenen lassen).
Dabei gilt:
Ay Ay Az
I:Mﬂ K—,umy I—,U/p-
Die Abbildung unten gibt Beispiele fiir die Fille aus vorigem Lemma iiber die Stabilitd der Losungs-
mengen an:
(1) ist dabei ein Bsp fiir Sabilitat der Ecke (1,0,0). Etwas salopp gesagt: ,,Die Frauen gewinnen®,
(2) ist ein Beispiel fiir Stabilitét in (0,1,0). Wir kénnen eine ,, Tendenz zu den Méannern“ erkennen,
(3) ist ein Beispiel fiir Stabilitdt in einem nichttrivialen Fall. Dabei herrscht eine gewisse Ausgewogen-
heit bzgl. der Tendenz.

Abb. 5. Beispiele aus den drei Stabilitétsbereichen

2 Spezialfall - der symmetrische Fall

Im symmetrischen Fall nehmen wir nun an, dass die Paarbildungsfunktion symmetrisch ist und die
Geburts- und Sterberaten geschlechtsunabhéngig sind.

D.h. es gelte:
(@) o(z,y)=¢(y,z), v, y=> 0

Folglich bilden sich bei beispielsweise 10 Ménnern und 7 Frauen gleich viele Paare, wie bei 10 Frauen
und 7 Méannern.

(i) i fir = fim
(@60) pi= py= pm

Es sterben demnach immer je gleich viele verheiratete Frauen wie verheiratete Mannern, als auch gleich

viele Singlefrauen wie Singleménner.

(i’U) ﬁ:: ﬂf: ﬂm
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Es kommen also immer gleichviele weibliche wie ménnliche Babys zu Welt.

Zweierlei Verhaltnisse von Sterbe un Geburtenraten gilt es jetzt zu unterscheiden.

1.Fall: 8 < n Dannist 6 —p < 0 Daraus ergibt sich, nach einem Satz aus dem
Abschnitt iiber grundlegende analytische Eigenschaften, dass das triviale Equilibria = (0,0,0)7 ist.
dh. sy =0, 5, =0,p=0

Folgerung: Die Population stirbt aus.

2.Fall: 6 > [ Zur Untersuchung dieses Falls werden einige Feststellungen aus dem Abschnitt
iiber Exponentiallésungen angewandt.

Nach einem Satz aus dem Abschnitt iiber Exponentiallosungen gilt nun: 3 nichttriviale Exponential-
16sung u(t) = eMu* mit (e, u*) = 1 (anwendbar da die Bedingung aus (6) trivialer Weise erfiillt ist,
denn ¢, = oo und oo ist immer > —pu — 24 + o).

Eine weitere Feststellung aus selbigen Kapitel war:
(A+ pj)s; = (B — f1; — A)p™ fiir j = f,m.
Wendet man darauf unsere Vorraussetzungen (i) - (iv) der Symmetrie an, erhélt man:
A+ p)sy=(B—a—Np*=A+n)sy,.
Darus ergibt sich: s} = s}, =: s*, aufgeldst nach p* haben wir:

N o
B—pn—A
Daraus folgt zusammen mit (6) und unsereren Vorraussetzung (i)-(iv), dass:

A2+ 0= qs(ﬁ_ﬁ_A pi=2

).

w+X T p+ A
Da nach Vorraussetung 3 > [ 1asst sich (¢3) anwenden:
o ) = T e
Definiere nun £ := ¢(1,1) .
=>A+20+0 = K % .

Was sich wiederum zu folgender quadratischen Gleichung umformen lésst:

M+ (p+2i+o+r)N — k(B—pa) + u@2ip+o) =0 . (7)

Lony, = ZF2ito RV uA 2T o+ R —ARB -4 + pito))
’ 2

1 1
= f§(u+2ﬂ+a+n)i5[(—u+2ﬂ+a+ﬁ)2+4H(u+ﬂfﬂ)]1/2

Jedoch gilt: die zweite Losung Ao von (7) fillt weg, da diese kleiner als —p ist.

Also ist 1 1
A= —§(u+2ﬂ+a+fi)+5[(—M+2ﬂ+a+n)2+4m(u+ﬂ—ﬂ)]1/2.

A ist genau dann positiv (aufgrund eines vorangehenden Ergebnisses), wenn gilt:
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8-
I

20+o0 < K

D.h. nach 3 aufgelost gilt:
20+ o
K

B = p+p

=

(8)

Dies kann man nun auf folgende Weise interpretieren, die auch der Intuition entspricht: Die Population
wichst wenn, Paarbildungsrate (x) und Geburtenrate () groff, Scheidungsrate (o) und Mortalitét (p
bzw. [i) gering sind. Fiir grofes  reduziert sich (8) im Wesentlichen zu 8 > i, da der rechte Summand

aus (8) dann gegen 0 geht.
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1 Grundbegriffe und das Hardy-Weinberg-Gesetz

Die Populationsgenetik untersucht die Auswirkungen von Evolutionsfaktoren auf die genetische Zu-
sammensetzung.

Gene, auch als Erbanlage oder Erbfaktor bezeichnet, sind Tréger der Erbinformation, welche durch
Reproduktion an die Nachkommen weitergegeben werden. Sie sind im Zellkern auf Chromosomen ge-
speichert. Der Ort auf einem Chromosom, an welchem sich das Gen befindet ist der Genort oder auch
Genlokus genannt und die Gesamtheit aller Gene ist das Genom. Sind in einer Zelle zwei vollstdndige
Chromosomensitze vorhanden, so spricht man von Diploidie.

Verschiedene Auspriagungen oder Varianten eines Gens, die sich alle an einem Genort befinden, werden
als Allele bezeichnet. Tritt ein Allel an einem Genort doppelt auf, der Genotyp hat die Form (A4;,4;),
so ist der Genotyp homozygot und im Falle (A4;,4;) mit i # j ist er heterozygot.

In diesem Kapitel geht man von einer (sehr grofen) Population diploider Individuen aus, die sich
gemift den Mendelschen Gesetzen fortpflanzen, und man beschréinkt sich auf einen Genort.

Im Folgenden wird die relative Héufigkeit eines Allels und deren Verdnderung in der Tochtergeneration
untersucht.

Die relative Haufigkeit des geordneten Paares (A;,A;) in der Population wird mit P;;, ij € {1,....,n}
bezeichnet. Dabei wird angenommen, dass [P;;] symmetrisch ist, denn (A4;,4;) und (A4,,4;) sind im
Allgemeinen nicht unterscheidbar. Dies bedeutet, dass die relative Haufigkeit von A;A; gleich P;;+P;j;
= 2P;; ist. Die relative Héufigkeit p; des Allels A; in der Population ist dann

n

i J#i j=1

Es werden diskrete, nicht iiberlappende Generationen betrachtet. Migration und Mutation werden
ausgeschlossen. Der Paarbildungsvorgang, Fruchtbarkeit und Uberlebensfihigkeit der Nachkommen
seien unabhingig vom Genotyp.

Alle Paarungsvarianten und die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten eines homozygoten Geno-
typs A;4;, i€ {1,..,n} sind in der folgenden Tabelle dargestellt. Da von einer sehr grofien Population
ausgegangen wird entspricht die relative Haufigkeit der Wahrscheinlichkeit.

Paarungskombination| Wahrscheinlichkeit|bedingte Wahrscheinlichkeit
(k1=#£1i, k#£1) fiir die Bildung von A;A;
AiAk X AiAk 4P’z2k 1/4
14114;€ X AzAl 8Pisz'l ]./4

Mit der Formel von Bayes berechnet man die relative Haufigkeit von A;A; in der Tochtergeneration
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Pi/i:Pz%+2ZPikPii+ZPi2k+22 Z Pik:Pil

ki ki kti U<kl
=PL+2) PuPi+ (D> Pu)Pu+ Y P

k#i k#i 1#i,k (1)
= (Pi+ > _ Puw)(Pi+Y_ Pa)=p;

kot 1

Fiir einen heterozygoten Genotyp A;A;, i,j € {1,...,n},1 # j, wird Pi/j mit der folgenden Tabelle analog
zum homozygoten Genotyp berechnet.

Paarungskombination |Wahrscheinlichkeit|bedingte Wahrscheinlichkeit fiir
(k #1,1#j,(k1) #3G.1)) die Bildung von A;A;(i#j)
AZAZ X AjAj 2P“ij 1
AzAz X A]Al 4P“P]l 1/2
Az'Aj X AiAj 4P12j 1/2
AiAk X AjAl SPikle 1/4

Mit der Formel von Bayes folgt
2P = 2P;P;; +2Y PP +2> PPy +2P5+2> Pu( Y. Pp)
ki 1#] ki 1544, (kD) (1)
=2(Py+ Y Pi)(Pjj + > Pjr) = 2pip;
ki I#]
Die Ergebnisse aus 1 und 2 lassen sich zu

P,=pp; YV ije{l,..,n}

zusammenfassen. Damit ergibt sich

, n , n n
pi=Y_P;=Y pp;=piY_ pi=pi
Jj=1 j=1

Jj=1

fiir alle i=1,...,n. Das heifst, die Allelhdufigkeit bleibt in der Tochtergeneration gleich.
Dies fiihrt zum

Hardy-Weinberg-Gesetz

(i) Die Allelh&ufigkeiten p;, i=1,...,n, bleiben von Generation zu Generation unverindert.
(ii) Die Genotyphéaufigkeiten P;;, i,j=1,...,n, bleiben von der ersten Tochtergeneration an unverandert.
Sie sind ab der ersten Tochtergeneration gegeben durch

P =pipj, furalle i,j €{1,..,n}. (Hardy — Weinberg — Gleichgewicht) (3)

2 Selektion an einem Genort

Dieser Abschnitt bezieht sich weiterhin nur auf einen Genort. Paarungserfolg, Fruchtbarkeit und Uber-
lebensfahigkeit sind jetzt vom Genotyp abhingig, Mutation bleibt aber weiterhin ausgeschlossen.

Es wird wieder eine grofe Population diploider Individuen betrachtet. N(t) ist die Gesamtzahl aller
Individuen und 2N,(t) die Anzahl der Allele vom Typ A;, i=1,...,n, zur Zeit t. Die Sterberate des
Genotyps A;A; wird mit d;; und die Geburtenrate mit b;; bezeichnet. Der Fitnessparameter von A;A;
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ist definiert als f;;:= b;; - di; (F=[fi;]). Man geht davon aus, dass F symmetrisch ist.
Die Gleichung

N;(t + At) — => Nt)f;; Py (t) At + O(|At).

J

beschreibt die Verdnderung von N, innerhalb eines kleinen Zeitintervalls At durch den Beitrag von
A;A;. Mit Division durch At folgt fiir At — 0

Ni =Y Nfi;Py. (4)
J

Setzt man p; = N;/N und N = )" N;, so bekommt man fiir die relative Haufigkeit der Tochtergenera-
J

tion

pi = LQ‘NN ;ZNf” 2 N22kalpkl wa ij pszklPkl (5)

Man nimmt an, dass sich die Population zu jedem Zeitpunkt im Hardy—Welnberg—Glelchgewicht be-
findet. Ersetzt man die Genotyphéufigkeiten P;; in 5 durch die Hardy-Weinberg-Annahme, bekomimt
man die Fisher-Haldane-Wright-Gleichungen

Bi=Y_ fipip; —pi _ fupkpr, i=1,..,n (6)
j k.l
fiir die Allelfrequenzen p;.
Definiere N
:Zfijpj, 1= ].,...,’I'L (7)
j=1

=Y pidilp) = Y fipivj, (8)
=1

ij=1
dann erhalt man mit 4 und der Hardy-Weinberg-Annahme

Dabei ist ¢;(p) die Fitness des Allels A;. Fiir die Gesamtpopulation gilt nach Summation der Glei-

chungen 9
N = ZNi = Z¢i(p)Ni = ¢(p)N
i=1 i=1

¢(p) ist der Fitnesszustand der gesamten Population und wird als mittlere Fitness der Population
bezeichnet.
Die Fisher-Haldane-Wright-Gleichungen 6 kénnen nun mit 7 und 8 in der Form

Pi = Di (sz(p)*gb(p))v i=1,..,n (10)

geschrieben werden. Dabei ist ¢;(p) — ¢(p) die Wachstumsrate von p;. Die relative Haufigkeit des
Allels A; nimmt also genau dann zu, wenn die Fitness des Allels grofser ist als die mittlere Fitness der
Population.

Die relativen Hiufigkeiten konnen als Vektor p = (pi,...,p,)7 geschrieben werden. Dieser sollte zu
jedem Zeitpunkt im (n-1)-dimensionalen Simplex

Sp={z €eRY} :(e,x) =1}
liegen, wobei e := (1,1,...1)7 € R.

Lemma 1. Fir jeden Vektor py € S, besitzt das System p; = p; (¢;(p) — d(p)) (i = 1,...,n) genau
eine Losung p(t) mit p(0) = pg. Diese Losung existiert auf Ry, und es gilt p(t) € S, fir alle t > 0.
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Beweis. Mit dem Satz von Picard-Lindelof folgt die lokale Existenz und die Eindeutigkeit. Wegen der
positiven Invarianz von S, folgt die globale Existenz nach rechts und der Standardkegel R"} ist positiv
invariant, da die rechte Seite von p; = p; (¢;(p) — ¢(p)) (i =1,...,n) quasipositiv ist. Fiir jede Losung
p(t) von p; = pi (¢i(p) — ¢(p)) (i =1,...,n) gilt:

jt<e P) Zpﬁ 6i(p) — 6(p)) = 6(p) (1 — (e, p)).

Es gilt (e,p) = 1, falls (e,p(0)) = 1 ist. Denn die skalare Differentialgleichung w = ¢(p)(1 — w) mit
Anfangsbedingung w(0) = 1 besitzt die eindeutige Losung w = 1. Desweiteren ist der Durchschnitt
zweier positiv invarianter Mengen wieder positiv invariant. O]

3 Das Fundamentaltheorem von Fisher

Satz 7 Fir jede Losung p(t) von p; = p; (¢;(p) — ¢(p)) (i =1,....,n) mit p(0) € Sy, ist die mittlere
Fitness ¢(p(t)) fir t > 0 monoton wachsend. Es gilt

p) = 221% (¢i(p) — 6(p)*, pE Sy (11)

Insbesondere gilt q/)(p) = 0 genau dann, wenn p ein Equilibrium ist.

Beweis. p(t) sei eine Losung von p; = p; (¢:(p) — ¢(p)) (i =1,...,n) mit p(0) € S,,. Da F symmetrisch
ist folgt

d d n n ) n
790 =4 > fupipi | =2 fipin; = 2;975@(17)1%

i,j=1 i,j=1
—22% i —22@ (6i(p) — 6(p))°.

Die mittlere Fitness ¢(p) wéchst somit fiir alle ¢ > 0 und ¢(p) ist genau dann gleich 0, wenn fiir alle
i=1,....,n p; = 0 oder ¢;(p) — ¢(p) = 0 gilt (p ist ein Equilibrium). O

Aus Satz 1, Lemma 2 und dem Satz von La Salle folgt, dass fiir jeden Anfangswert py € S, die
zugehdrige Losung p(t) von p; = p; (6:i(p) —¢(p)) (i = 1,...,n) fiir ¢ — oo gegen die Menge der
Equilibria konvergiert. Im néchsten Kapitel wird gezeigt, dass dies auch fiir unendlich viele Equilibria
gilt.

4 Konvergenz gegen Equilibria

Satz 8 Konvergenzsatz. Fir jeden Anfangswert py € S,, konvergiert die zugehdrige Lisung p(t) von
pi = pi (0i(p) — d(p)) (i =1,....,n) firt — co gegen ein Equilibrium.

Zunéchst einige Hilfsmittel fiir den Beweis:
T(p) = {i : p; > 0} C {1,...,n} ist der Tréger von p € S,. Es sei ¢ € S,,. Dann ist die Entropie
dq : Sn — RU {00} definiert durch:

_ - Zze Qzlo.g(pz/%) falls T(Q) - T(p)
dq(p){ e oo, falls T'(q) € T(p)

Auferdem sei T'(q) C T(p). Setze p := 3 ;cp(yPi € (0,1]. Dann folgt mit dem Satz von Taylor,
angewandt auf die Funktion {z — —log(z)} in (0, c0):
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~loge = ~log(p) ~ < =)+ 5epzs (e — PP (0> 0. (o) € min{a,p}, max{z ).

Setze © = x; := p;/qi, i € T(q) dann gilt

_ Di 1 } 1
r;) < max{x;,p} <maxq—,1, <maxq—,1, < max — =: ,
e(o:) < max(or,p) < max {21} <max{ 11 < e L)

und man erhélt folgende Ungleichungen:

2
Di 1 <pi > 1 (pi ) .
—log| — | = —lo —=|=-p]+ — = , teT
g (%‘) 9(P) p\a 7)oz \g 7 (@)

e X o (B) st 3 (B )y ()

i€T(q) ZET(q)

da ZieT(q) ¢i =1 und ZieT(q) qi(pi/qi — p) = 0 gilt

do(p) = ~log(P) + 373 > a (pf —)2 (12)

i€T(q) !

Wegen —log(p) > 0 folgt dy(p) > 0 und dy(p) = 0 & p = q. dy(p) = oo gilt genau dann, wenn der
Population im Zustand p im Vergleich zu q mindestens ein Allel fehlt.

Als néchstes soll der euklidische Abstand |p — ¢|2 mit Hilfe von 12 nach oben abgeschitzt werden. Es
gelte T(q) C T(p). Wegen 12 gilt d,(p) > —log(p) < —d,(p) < log(p) & —p < —e~%P). Da z +s e~ "
konvex ist gilt 1 —x < e™™ Vz € R und damit

Yomi=1-p<i-e® <d,(p). (13)
i¢T(q)

Mit 12,13, Dreiecksungleichung und Ho6ldersche Ungleichung erhilt man

p—ah= > Ipi—al+ > Ipi—al= Y pi—al+ > p

i€T(q) i¢T(q) i€T(q) i¢T(q)
< Z pi —pail + > Ipai—al+1—p
ie€T(q i€T(q)
_ P )
= Z If —plg+200-p) <[ Y (= -p’al*+2(1-p)
i€T(q) di i€T(q) ¢
< V2n(q)y/dy(p) + 2dy(p)-

Da |z|z < |z|1 Vz e R", gilt

Ip— al2 < 24/dq(p)(n(q) + 1/ dqg(P)), P E Sn. (14)

Es sei ¢ € S, ein Equilibrium von p; = p; (¢;(p) — ¢(p)) (i = 1,...,n). Diese Indexmenge {1,...,n}
wird zerlegt in

Jo={i:9i(q) = (@)}, J- = {i: dila) < d(@)}, Ty = {i: dilq) > ()}
Es gilt T(q) C Jo und T(q) = Jo = {1,...,n} fir ¢ € intS,. Setze l,(p) = > p; und V,(p) =

i€d-
dq(p) + 2l4(p), p € S,. Da ly(p) > 0 fiir alle p € S, und l;(¢) = O (leere Indexmenge), ist auch
Vy(p) > 0 fiir alle p € S,, und V,(p) = 0 <= p = ¢. Die Funktion V ist stetig differenzierbar auf der
relativ offenen Menge S,,(q) :={p € S, : T(q) CT(p)} = {p € Sn : dy(p) < x}.

Lemma 2. Es sei g € S,, ein Equilibrium von p; = p; (¢i(p) — &(p)) (i = 1,...,n). Dann gibt es ein
d(q) > 0, sodass

Va(p) < ¢(p) — ()
fiir alle p € S,, mit |p — qla < 6(q).
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Beweis. Sei p € S,(¢). Da F symmetrisch ist gilt: > ¢;¢:(p) =
i€T(q) i

n n n

aifijpj = ). (_:Xn:l fiiqi)p; =

15=1 j=1

> pj¢;(q). Damit kommt man auf folgende Ungleichung:
j=1

dy@) =~ Lpiloip) — o) =~ Y. wildilp) — o) = dp) = > pid;()
j=1

i€T(q) " i€T(q)

= 6(p) — d(a) + Y_pild(a) — 6;(0)] < o(p) — d(a) + > pildla) — ¢;(a)]
j=1

JjEJ-

denn nach der Definiton von Jo und Jy ist 3. 515, pil@(q) — ¢;(¢)] < 0. Da g € Sy(g) und Sy(g) in
Sy, relativ offen ist, gibt es ein dp > 0 mit p € S, (q), falls p € S, und |p — ¢|a < do. Aulerdem gibt es
wegen der Stetigkeit von ¢ —¢;,j =1,...,nin q ein ¢ € (0,dp), sodass fiir alle p € S,, gilt:

b=l <= 6(6) — 65(6) 2 S16() — 6@ d = 1,.eom.

Mit p € S, und |p — ¢|2 < ¢ folgt dann

o) = Y il650) — 6] <~ 3 pilola) — 05(a)].

jeJ_ jeJ_

Vy(p) = dy(p) + 2i4(p) = 6(p) — d(q) — % > pilola) - 6(a)] < b(p) — 6(q).

jeJ -

Damit kann nun der Konvergenzsatz bewiesen werden:

Beweis. Konvergenzsatz. py € Sy, sei ein beliebiger Anfgangswert von 10 und p(t) die entsprechende
Losung. p(t) existiert global nach rechts (Lemma 1) und V¢ > 0 gilt p(¢) € S,. Die Limesmenge w™ (po)
enthélt also mindestens einen Punkt ¢ € S,, ein Equilibrium (Fisher, Salle). Es muss nun gezeigt
werden, dass wt (po) = {q} gilt.

Es gelte 0 < § < dg. Aus |p — gl2 < & folgt p € Sn(g) Vp € S,,. Nach 14 und der Definition von V,(p)
gibt esein e > 0mit Ge:={pe S, : Vy(p) <e} C{p €S, :|p—gqla <}

Sei p(t) # q VYt > 0. ¢(p(t)) ist streng monoton wachsend (11), und es gilt ¢(p(t)) < ¢(q) fiir alle
t > 0.Da g€ wh(po), Vy(q) = 0 und V, in q stetig gibt es ein ¢, > 0, sodass p(t.) € G.. Mit einem
Widerspruchsbeweis ldsst sich dann zeigen, dass daraus p(t) € G, Vt > t, folgt. Fiir p(t) = ¢ ist nichts
zu zeigen.

Mit Lemma 2 folgt aus p(t) € Ge C {p € Sy, : [p —ql2 < 8} Vt > t,, dass Vy(p()) in [t.,00) streng
fallend ist. Da V;, > 0 gilt, existiert der Grenzwert Vo := lim;_o Vg (p(t)) und wegen g € w(po) gibt
es eine Folge (t;) C [0,00) mit t;, — oo und p(tx) — ¢ fiir k£ — oo. Es gilt also Vo = V,(¢) = 0. Die
Konvergenz von p(t) gegen q fiir ¢ — oo folgt nun wegen V,, = 0, denn V, ist in S,,(¢) stetig und
Valp) =0&p=q. O

5 Equilibria

p € Sy, ist genau dann Equilibrium von p; = p; (é:(p) — ¢(p)) (i =1,...,n), wenn

p; = 0 oder ¢;(p) = ¢(p) Vi € {1,...,n} gilt. (15)

E sei die Menge aller Gleichgewichtspunkte von p; = p; (¢:(p) — é(p)) (i = 1,...,n). Sie enthélt alle
Ecken des Simplex S,, und besitzt hochstens 2 — 1 Elemente (falls E endlich ist).

Es sei fi; > 0, p € intS, (T(p)=1,....,n) und e = (1,...,1)T € R™. Dann gilt

(15) <= Fp = ¢(p)e. (16)
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Diese Gleichung sei erfiillt, dann gilt fir y := p/¢(p) € (0,00)" Fy=e. Gilt umgekehrt Fy=e fiir ein
y € (0,00)", dann ist (y, Fy) = (e,y) > 0 und fiir p :=y/(e,y) € S, N (0,00)™ ist 16 erfiillt, denn

_ Fy  Fy  (y,Fye o )
Fr= ey " WFy W Eyp - P IPe=obe

Fiir alle i € T'(p) gilt im Allgemeinen (15), falls ¢;(p) = ¢(p). Das System lésst sich also auf ein
System der Dimension k=dimT(p) reduzieren: p entstehe durch Streichen der Nulleintrége aus p, F

aus F durch Streichen der den Nulleintréigen von p entsprechenden Zeilen und Spalten und € aus e
durch Streichen der den Nulleintrégen von p entprechenden Zeilen. Dann folgt:

Satz 9 Satz iiber die Equilibria. Es sei fi; > 0 fir alle i € {1,...,n},p € S, und k = dim T(p).
Dann gilt die Aquivalenz

peE = Jye(0,00)": Fy=¢ und pi:LViGT(p)

<éy>

Insbesondere ist fiir jede Trigermenge § #= T C {1,...,n} die Menge {p € E : T(p) = T} konvex; E ist
also eine endliche Vereinigung von konvexen Mengen.

112
Beispiel: |1 12| Losen des Systems Fy = e in (0, 00)? fiihrt auf y = (o, % - a, %), a € (0, %)
221
Mit (e,y) = 2 und 8 = 3a folgt
1
Eﬂinth—{2(ﬂ,16,1):ﬂ€(0,1)}. (17)

Fiir T(p) = {1,3} und T(p) = {2, 3} ist F = B ﬂ Losen des Systems Fy = (1,1)7in(0, 00)? fiihrt zu
den Endpunkten der Strecke 17.
Fiir T(p) = {1,2} ist F = [1 L

11
{pESgZngO}.
Daraus folgt £ = {(0,0,1)} U {5(3,1—3,1): € [0,1]} U{(B,1—3,0): 3 € [0,1]} =: E; UE, U E3.

] und man erhilt als Losung des Systems Fy = (1,1)7in(0, 00)?

Dabei ist ¢((0,0,1)) = 1,¢(p) = % Vp € Ey und ¢(p) = 1 Vp € Ejs, die mittlere Fitness ist also
auf den Zusammenhangskomponenten von E konstant.

Lemma 3. Die mittlere Fitness ist auf jeder Zusammenhangskomponente von E konstant.

Beweis. 0.B.d.A. gilt T = {1,...,n}. Mit dem Satz von Taylor gilt

o(x) = ¢(y) + 2(Fy,xz —y) + (. —y, F(z —y)), Y,y eR". (18)

Es gelte F'p = ¢(p)e und Fiqg = ¢(q)e also p,q € ENintS,. Mit x = p und y = q eingesetzt in 18 ergibt
sich

o(p) = d(q) +2(Fgp—q)+ (p—¢. F(p — q))
= ¢(q) +26(q) (e;p — @) + (P — ¢, €)[9(p) — ¢(q)] = H(q).
—_— Y

=0 =0

Diese Aussage stimmt auch, wenn der Abschluss von [p € E;T(p) = T] betrachtet wird, da ¢ stetig
ist. O

6 Stabilitdt der Equilibria

In diesem Kapitel sollen die Gleichgewichtspunkte von (10) auf Stabilitdt hin untersucht werden. Doch
was genau ist mit Stabilitét eigentlich gemeint?
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In seinen Gleichgewichtspunkten kommt ein System praktisch zu einem Halt, Anderungen laufen zwar
immer noch ab, doch gleichen sie sich gegenseitig aus. Die Frage ist nun, ob ein System diese Gleich-
gewichtspunkte erreicht und wenn ja, was passiert, wenn es dann gestort wird? Stabilitdt bedeutet in
etwa, dass sich das System nach einer Stérung wieder auf diese Equilibria zu bewegt, also wieder in
den Ausgangszustand zuriickkehrt.

Man kann mehrere Arten von Stabilitdt unterscheiden:

e lokale Stabilitdt:
Wird die Ruhelage des Systems leicht gestdrt, so kehrt das System wieder zum Gleichgewichtspunkt
zuriick.

e globale Stabilitdit:
Das System kehrt auch nach grofen Abweichungen immer wieder in den Ausgangszustand zuriick.
Ein Equilibrium ist also global stabil, falls das System immer in ihm miindet.

o asymptotische Stabilitdt:
Das System erreicht den Gleichgewichtspunkt oder umkreist ihn sozusagen, ohne ihn zu erreichen.

Im Folgenden werden wir nun die Stabilitdt der Equilibria in drei Sdtzen auf verschiedene Weise
charakterisieren:

Satz 10 Erster Stabilititssatz: (Charakterisierung mit Hilfe der mittleren Fitness ¢)
Es sei q € S,, ein Equilibrium von (10). Dann gelten:

(i) q ist genau dann in S, stabil, wenn ¢ bei q ein lokales Maximum besitzt.

(i) q ist genau dann in S, asymptotisch stabil, wenn ¢ bei q ein striktes lokales Mazximum
besitzt.

Beweis. (i) <

Fiir diesen Teil des Beweises wurde ausgenutzt, dass ein Equilibrium q stabil ist, wenn es zu jedem

e > 0 ein § > 0 gibt, so dass q(t,q9) € B(q) fiir alle t > 0 gilt, sofern der Anfangswert ¢y € Bs(q)
erfiillt. Mit den Resultaten aus Abschnitt 26, geeigneter Wahl der Mengen und aufgrund der Definition
von V; folgt die Behauptung.

=
Mit geeignet gewahltem e erhalten wir die Menge E N B.(q), die q enthélt. Aufgrund der Stabilitét
von q gilt fiir jedes beliebige po € Bs, (q) N S, mit §; > 0 dann p(t;po) € Beya(a) N Sy

fiir alle t > 0. Mit dem Fundamentaltheorem von Fisher und dem Lemma aus Kapitel 27 erhalten wir
dann ¢(po) = ¢(p(0; o)) < G(Poc) = d(q) Mit poo := limy—oop(t; po) € E N Be(q).

po war beliebig, also hat ¢ bei q ein lokales Maximum.

(ii) «
Fiir diesen Teil des Beweises wird Ljapunovs direkte Methode verwendet, die hier kurz vorgestellt
werden soll:

Gilt

1. q ist ein Equilibrium

2. V, ist eine Ljapunov-Funktion

3. V, besitzt an q ein striktes Minimum
4. auf einer Umgebung von q gilt: V:z <0
Dann ist q asymptotisch stabil.
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In unserem Fall gilt 1. nach Voraussetzung. 2.: Eine Funktion ist eine Ljapunov-Funktion, wenn gilt:
V.;] < 0. Ist gegeben, denn auf Grund der Annahme, dass ¢ bei q ein striktes lokales Maximum besitzt
und mit Hilfe des Lemmas aus Kapitel 26, gilt: V,(p) < ¢(p) - ¢(q) < 0 fiir alle p € Bs(q) N Sy, \ {q}
3. gilt wegen V, > 0 und V,(p) = 0 & ¢ = p. 4. gilt wieder wegen V,(p) < é(p) - ¢(q) < 0 fiir alle

p € Bs(q) N Sy \ {¢}. Damit ist also die <= Richtung bewiesen.

=
Ist q in S, asymptotisch stabil, dann muss q ein isoliertes Equilibrium sein. Die Behauptung folgt dann
mit dessen Eigenschaften und dem Fundamentaltheorem von Fisher. O
Folgerung:

Es sei q € S, ein stabiles Equilibrium von (10). Dann gibt es ein ¢ > 0, sodass alle Equilibria in
B.(q) NS, stabil sind.

Der Beweis erfolgt mit dem ersten Stabilititssatz und dem Lemma aus Kapitel 27.

Satz 11 Zweiter Stabilitdtssatz: (globale Stabilitat)
Es sei q € intS, ein Equilibrium von (10). Ist q asymptotisch stabil, so ist q bereits global
asymptotisch stabil in intS,,. Insbesondere gilt in diesem Fall E NintS, = {q}.

Beweis. Aus dem ersten Stabilitdtssatz folgt, dass ¢ bei q ein striktes lokales Maximum besitzt. Mit
Hilfe von Ergebnissen aus den vorherigen Kapiteln folgt, dass ¢(q) > &(p) fir alle p € S,\ {¢} gilt,
also ¢ in q das globale Maximum auf S,, annimmt. Aufierdem folgt aus Abschnitt 26 weiter, dass
dq(p) = ¢(p) — ¢(q) <0 fiir alle p € intS,, mit strikter Ungleichung im Fall p # ¢. Das bedeutet, dass
dq4 eine strikte Ljapunov - Funktion im Innern von S, ist, also ist S, positiv invariant, da

dq(p) — oo fiir p — Rand von S,. Mit dem Satz von La Salle folgt die Behauptung. O

Jetzt wollen wir die Stabilitdt der Equilibria mit Hilfe der Matrix F charakterisieren. Dies fiihrt uns
dann spéter zum dritten Stabilitéitssatz.

Bevor wir auf den allgemeineren Fall iibergehen, betrachten wir zunéchst nur den Fall eines vollstandig
polymorphen Equilibriums q € intS,. Unter der Annahme f;; > 0 gilt nach dem ersten Stabilitétssatz:
q stabil < ¢ besitzt bei q ein lokales Maximum < (z, Fz) < 0 fiir alle z € e mit der Nebenbedingung
(2, Fq) = 0. Mit aus der linearen Algebra bekannten Ergebnissen folgt, dass obige Gleichung dquivalent
ist zu:

Vit oty —yi — o~ Yien <0

(19)
fiir alle y € R™ mit

a1yy + ... + RYr — Ok 1Yk+1 — - — QhtmYhtm = 0

(20)

Dabei ist k die Anzahl der positiven, m die Anzahl der negativen Eigenwerte (sind alle reell und die
Vielfachheiten mitgezihlt), Q das Produkt einer orthogonalen Matrix @); und einer Diagonalmatrix
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mit positiven Elementen auf der Hauptdiagonalen, y = Q7 'z und a = Q" !q.

Wegen des Satzes von Perron-Frobenius gilt k > 1. Durch die Bildung eines einfachen Gegenbeispiels
kann man aufierdem leicht erkennen, dass k > 2 nicht gelten kann. Also gilt hier k = 1.

Sei nun k = 1 und m = 0. Die Gleichung (20) reduziert sich dann auf a1y, = 0, d.h. y; =0, da a; > 0.
Damit gilt(19). Wir nehmen also im Folgenden m > 1 an.

Damit ist (20) in unserem Fall

a1y1 = a2y2 + ... + Gpr1Ym+1

Und durch Anwendung der Cauchy-Schwarzen-Ungleichung erhalten wir (z, F'z) < 0, falls (¢, Fq) > 0,
was ja der Fall ist.

Wir haben also gezeigt, dass q genau dann stabil ist, wenn F genau einen positiven Eigenwert besitzt
(k=1 und m> 0).

Ist q asymptotisch stabil, dann ist es ein isoliertes Equilibrium und F nach dem Satz iiber die Equilibria
invertierbar. Diskutiert man (z, Fz) < 0 fiir alle z € e\ {0} in analoger Weise wie oben, so erhilt man:
q ist genau dann asymptotisch stabil, wenn F einen positiven und n - 1 negative Eigenwerte besitzt.

Nun betrachten wir nicht mehr ein vollstéindig polymorphes Equilibrium, sondern ein Equilibrium q
mit T(q) # {1,..n}. Sei p € S,, z := p - q und « die Dimension von T(q), aufserdem F' und € wie in
Kapitel 27 definiert und z durch Streichen der den Nulleintrégen von q entsprechenden Komponenten
aus z entstanden. Wir erhalten folgendes:

Hat ¢ bei q ein lokales Maximum, so gilt:
a; = di(q) — d(q) <0 fiir alle i ¢ T(g) und <z, ﬁz> < 0 fiir alle 7 € R* mit (8,2) = 0.

Wir wissen bereits aus dem Fall des vollsténdig polymorphen Equilibriums, dass dies dquivalent dazu
ist, dass F' genau einen positiven Eigenwert besitzt. Das alles reicht aber noch nicht fiir die Stabilitét
von q.

Wir beschrénken uns auf den Fall o := ¢;(q) — ¢(q) # 0 fiir alle i ¢ T'(¢), q ist also nicht ausgeartet.
Dann folgt aus der Stabilitit von q: a; < 0 fiir alle i ¢ T(q) und F hat genau einen positiven Eigenwert.
Jetzt soll noch die Umkehrung gezeigt werden: Gelte also Obiges, dann folgt wegen der Identitét aus
Kapitel 27 mit hinreichend klein gew#hlten positiven Konstanten § und §; und T(q) = {1, ..., k},
Z=(21,.2:) T und 2 = 3 2,1 ¢ T(q):

o(p) — dlq) < —B2 + <E, 17“5>

fiir alle (z, 2) € R**! mit |(Z,2)[, < 61,1 € {1,..n}

F wird nun analog zu F diagonalisiert und mit denselben Bezeichnungen erhalten wir:
—Bz + <E7 ﬁE> = —B2+yP—yi— ... — yﬁwl mit a1y; — agy2 — ... — Gmt1Ym+1 = —H(¢)2 <0

Im Fall m=0 haben wir a1y1 = —¢(¢)% < 0 und damit —(Z + <E, ﬁ5> < 0, falls 2 hinreichend klein
ist. ~

Im Fall m > 1 gilt mit der Cauchy-Schwarzen-Ungleichung —3z + <Z, F E> <0, falls |y| und 2 hinrei-
chend klein sind. Da wir uns auf den generischen Fall beschrankt haben, folgt dass ¢ bei q ein lokales
Maximum besitzt und damit nach dem ersten Stabilitdtssatz stabil ist. Wir haben also die Umkehrung
gezeigt. _

Analog zeigt man, dass q genau dann asymptotisch stabil ist, wenn F' einen positiven und « - 1 negative
Eigenwerte besitzt.
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Zusammengefasst erhalten wir den dritten Stabilitétssattz:

Satz 12 Dritter Stabilitdtssatz: (Charakterisierung mit Hilfe der Matriz F)
Es sei q € S,, ein nicht ausgeartetes Equilibrium von 10. Weiter sei k = dimT(q) und
F € R**% wie wm Satz tiiber die Equilibria. Dann gelten:

(i) q ist genau dann in S, stabil, wenn ¢;(q) < ¢(q) fir alle i ¢ T(q) gilt, und F genau
einen positiven Eigenwert besitzt.

(ii) q ist genau dann in S, asymptotisch stabil, wenn ¢;(q) < ¢(q) fiir alle i ¢ T(q) gilt,
und F' genau einen positiven und r — 1 negative Eigenwerte besitzt.

Man beachte, dass Ausartung im obigen Sinne nur am Rand von S,, auftreten kann.
Zum Abschluss des Kapitels wollen wir noch folgenden Satz einfiihren:

Satz 13 Satz iiber das Aussterben von Allelen:
Besitzt die Fitnessmatriz F | positive Figenwerte und sind alle fihrenden Hauptminoren von 0 ver-
schieden, dann fehlen bei jedem stabilen Equilibrium von (10) mindestens [ -1 Allele.

Beweis. Ist q stabil, so besitzt F genau einen positiven Eigenwert. Hat F | positive Eigenwerte und
sind alle fithrenden Hauptminoren von 0 verschieden, so hat die Hauptuntermatrix mindestens | - (n -
k) positive Eigenwerte. Damit gilt aber 1 - (n-x) <1,d.n-x >1-1. O

7 Der Fall zweier Allele

Im Folgenden soll (10) fiir den Fall zweier Allele auf Stabilitdt untersucht werden. Das bedeutet also,
dass ein Gen mit Wahrscheinlichkeit x in Ausprigungsform 1 und mit Wahrscheinlichkeit 1 - x in
Ausprigungsform 2 vorkommt. Deswegen kann fiir n = 2 nun p = (x, 1 - x) gesetzt werden.
Desweiteren gilt aufgrund der Symmetrie der Fitnessmatrix F f1o = fo1, somit ist:

¢1 = fux + fiz(1-x)  und ¢ = frox + fao(1 - x)

und damit:

& = x(1 - x)(¢1(x) - ¢2(x))
(21)

Aus dieser Gleichung kann man direkt ablesen, dass die Haufigkeit des Allels A; genau dann zunimmt,
wenn ¢;(x) > ¢2(x) gilt, also - biologisch interpretiert - die Fitness von A; grofer als die von Aj ist.
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Die Menge der fiir uns interessanten Equilibria sind gerade die Nullstellen der Gleichung (21), also

x=0,x=1und z, = (fnff{Zz)jr{}zszm) (mit fi1 — fi2 # fi2 — f22)

AuRerdem gilt: ¢(z) = z¢y (z)+(1—z)d2(z) und damit  ¢(x) = 2(fro— foo+2(f11 — fro+ foz — f12))

Mit diesem Vorwissen wollen wir nun die Stabilitit der Equilibria untersuchen. Dazu betrachten wir 4
verschiedene Fille, wobei Grenzfélle auffer Acht gelassen werden:

o Falll: f11 < f12 < f22 .
Aufgrund des Fundamentaltheorems von Fisher gilt ¢(z) < 0 in ganz [0, 1]. ¢ ist also in dem
Intervall streng monoton fallend und nimmt damit sein Maximum in x = 0 an. Mit dem ersten
Stabilitdtssatz folgt, dass x = 0 asymptotisch stabil und x = 1 instabil ist. x, existiert in diesem
Fall in (0, 1) nicht. Alle Losungen, die in (0, 1) starten, konvergieren gegen das stabile Equilibrium
x = 0. Es gilt in diesem Fall ¢; < ¢, das bedeutet eine Dominanz des Allels Ay, da es die grofsere
Fitness besitzt.

o FallIl:  foo < f12 < f1u
Hier gilt ¢(x) > 0 in ganz [0, 1]. Analog zu Fall T ergibt sich damit asymptotische Stabilitdt von
x = 1, Instabilitdt von x = 0 und Dominanz des Allels A;. z, existiert auch hier in (0, 1) nicht.

o Fall TII:  fi1, foo < fi2
In Fall IIT ist ¢(x) eine nach unten gedffnete Parabel mit Scheitelpunkt z,, das heifit Maximum in
2, in (0, 1). Mit dem ersten und zweiten Stabilitdtssatz folgt global asymptotische Stabilitdt von
Zx. Alle anderen Equilibria sind damit instabil. Wegen f12 > fi1, fa2 hat der heterozygote Genotyp
die grofte Fitness (Uberdominanz oder Heterosis).

o Fall IV: f11,f22 > f12
¢(x) ist eine nach oben gedffnete Parabel mit Scheitelpunkt x,, das heifft Minimum in x, in (0,
1), damit ist z. instabil. Unterhalb von z, konvergieren die Losungen gegen x = 0 und oberhalb
gegen x = 1. Daraus folgt die asymptotische Stabilitit von x = 0 und x = 1. Wegen f11, fao > fi2
ist hier der homozygote Genotyp am fittesten (Unterdominanz).

8 Beispiele im Fall dreier Allele

In diesem Kapitel wollen wir anhand einiger konkreter Beispiele Stabilitit der Equilibria im Fall n =
3 betrachten.

(A) Ein stabiler Polymorphismus im Innern

Gegeben sei die Fitnessmatrix
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132
F=1313
231

Als Equilibria von 10 im Simples S3 erhalten wir nach Kapitel 27:

die Eckpunkte (0, 0, 1), (0, 1, 0) und (1, 0, 0), auferdem E; — (%, %,O), Ey =
Es = (%, 0, %) auf den Kanten und den vollstindigen Polymorphismus E4 = (%
Um auf Stabilitédt zu untersuchen, wollen wir den dritten Stabilitdtssatz verwenden. Wir beginnen mit
der Ecke q = (1, 0, 0):

Hier ist T(q) = {1}. Fiir die ¢;(x) erhalten wir ¢1(x) = 1, ¢2(x) = 3 und ¢3(x) = 2.

Damit ist ¢(x) = 1. Was bedeutet, dass ¢2(x), ¢3(x) > ¢(x). Nach dem dritten Stabilitédtssatz ist

(1, 0, 0) somit instabil. Analog sind auch die iibrigen Ecken und die Kantenpunkte F1, Es, E3 instabil.

Betrachten wir nun also F4: T(E,) = {1, 2, 3}. Es existiert somit kein i ¢ T(FE}y), wir betrachten daher
gleich die Eigenwerte von F. Diese sind 2 + /19, 2 — /19 und —1. Das heift wir haben einen positiven
und zwei negative Eigenwerte. Damit ist E4 nach Teil (ii) des dritten Stabilitdtssatzes asymptotisch
stabil und nach dem zweiten Stabilitdtssatz folgt daraus auch die globale Stabilitét im Innern von Ss.

(B) Ein global stabiler Polymorphismus auf dem Rand

Gegeben sei die Fitnessmatrix

12 2
F=1213
231.5

Neben den drei Eckpunkten haben wir dieses Mal nur noch die drei Kantenpunkte F; = (3, £,0),
E; = (0,2,%) und E5 = (3,0, 2) als Equilibria. Die Eckpunkte und F; und Ej sind aus dem gleichen
Grund wie in (A) nach dem dritten Stabilitdtssatz instabil. Untersuchen wir daher Fs:

Es gilt:

¢1(X):1-0+2-%+2-5§:2
¢2(X):%+§:1—
¢3(X :%“F?:%
unddamit¢(x):o~2+%.%+% %:g

Wegen T(Es) = {2,3} muss nur ¢; < ¢ gelten. Das ist erfiillt, betrachten wir also die Eigenwerte
13
315
Eigenwert. Also ist Ey nach Teil (ii) des dritten Stabilitétssatzes asymptotisch stabil.

der zu FEs gehorigen Matrix F = : Diese sind mit 4.5 und -2 ein positiver und ein negativer

(C) Bistabilitat

Gegeben sei die Fitnessmatrix

1513
F=1121
312

winN
W=
(e}
N~—
s
I
—
=
N [=
N[
~—
s
Il
—
SN
=
oo
~—

Neben den drei Ecken erhalten wir folgende Equilibria: Eq = (

und auf dem Inneren von S3: E; = (%, %, %)
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Mit den gleichen Berechnungen wie oben erhalten wir aufgrund des dritten Stabilitétssatzes asym-
ptotische Stabilitit fiir (0, 1, 0) und Es. Wir haben also genau zwei stabile Equilibria, gegen die die
Anfangswerte konvergieren.

(D) Tristabilitét

Gegeben sei die Fitnessmatrix

21 1
F=1(1121
1115

Equilibria sind die Eckpunkte und By = (§,3,0), B> = (0,2,2), E5 = (£,0,2) und E; = (4,2, 2).

Alle Eigenwerte der Matrix F sind positiv und auferdem alle fiihrenden Hauptminoren # 0, damit
sind nach dem Satz iiber das Aussterben von Allelen alle E;, i —=1,...4 instabil. Die Eckpunkte hingegen
sind mit Berechnungen analog zu den ersten Beispielen alle drei stabil in S3. Damit konvergieren die
Anfangswerte gegen einen der drei Eckpunkte.

Anmerkung:

In den Féllen (C) und (D) gibt es jeweils mindestens eine sogenannte Separatrix, eine Losungskurve,
die die Losungen mit verschiedenem Konvergenzverhalten (jeweils gegen eines der stabilen Equilibria)
von einander abgrenzt. Die Aussagen iiber die Konvergenz der Anfangswerte beziehen sich daher nur
auf diejenigen, die nicht auf eine dieser Separatrizen liegen.
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1 Einleitung

Enzyme sind Protein-Molekiile, die in allen lebenden Organismen vorkommen. Sie katalysieren hiufig
biochemische Reaktionen, die sonst beispielsweise aufgrund zu niedriger Temperaturen im Organismus
nicht ablaufen wiirden. Somit gehéren Enzyme zu den wichtigsten biochemisch wirksamen Substanzen.
In diesem Kapitel soll zunéchst die Kinetik chemischer Reaktionen anhand zweier einfacher Reakti-
onstypen erldutert und modelliert werden, bevor im darauffolgenden Abschnitt die Modellierung und
Diskussion einer allgemeinen Enzymreaktion erfolgt.

Der nachfolgende Abschnitt beschéftigt sich mit der Inhibierung enzymatischer Reaktionen. Hier soll
die Hemmung der Reaktion durch einen kompetitiven Hemmstoff diskutiert und modelliert werden.
Der letzte Abschnitt behandelt schliefslich die Akivierung von Enzymreaktionen.

Sowohl Inhibierung, als auch Aktivierung dienen der Kontrolle enzymatischer Reaktionen. Ohne diese
beiden Mechanismen wire es unmdoglich, Enzymreaktionen innerhalb eines Organismus ablaufen zu
lassen.

2 Chemische Kinetik

In diesem Abschnitt soll die Kinetik chemischer Reaktionen allgemein, also der Ablauf dieser Reak-
tionen analysiert und modelliert werden. Dazu werden im Folgenden zwei einfache Reaktionstypen,
Zerfallsreaktionen und Gleichgewichtsreaktionen, ndher betrachtet.

2.1 Zerfallsreaktionen

Zerfallsreaktionen beschreiben Vorginge, bei denen eine chemische Substanz, das Edukt, in zwei oder
mehr andere chemische Substanzen, die Produkte, zerfillt. Beispiele hierfiir sind zum einen der radio-
aktive Zerfall und zum anderen der Zerfall von Wasserstoffperoxid, der zum Blondfarben von Haaren
benutzt wird.

Allgemein kann man eine Zerfallsreaktion in folgender Reaktionsgleichung darstellen:

A— P+Q,

wobei A das zerfallende Edukt und P und @ die beiden entstehenden Produkte sind. Diese Zerfallsre-
aktion l&sst sich mit folgendem System von Differenzialgleichungen modellieren:

Qoyono

ca = —kca, ca(0) =¢
cp =kea, cp(0)=c
cg =kca, cq(0)=c
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Dabei ist ¢; mit j € {A, P,@Q} die Konzentration der jeweiligen Substanz beispielsweise in mTOl Bei

Zerfallsreaktionen ist die Reaktionsgeschwindigkeit, die durch die positive Reaktionskonstante k darge-
stellt wird, proportional zur Konzentration des Edukts c4, da hierbei pro Zeitschritt immer ein fester
Prozentsatz des noch vorhandenen Edukts zerféllt.

Da die letzten beiden Gleichungen bei bekanntem % nur noch von c4(t) abhingen, kénnen diese nach
Losung der ersten Differenzialgleichung leicht mittels Integration geldst werden. Die Losung der ersten
Gleichung lautet:

mit einem ¢ > (. Fiir die Berechnung der Reaktionskonstanten k& benétigt man die so genannte Halb-
wertszeit 7y der Zerfallsreaktion. Diese bechreibt die Zeit, in der die Hélfte des Edukts A zerfallen ist.
Dabher gilt hier:

—ktg _ 1
2

und damit:

TH — lng2.
Damit lésst sich nun die Reaktionskonstante &, sowie die Losungen cp(t) und cg(t) der anderen beiden
Differenzialgleichungen berechnen.

2.2 Gleichgewichtsreaktionen

Ein anderer einfacher und dabei sehr hiufiger Reaktionstyp ist die Gleichgewichtsreaktion. Hierbei lau-
fen zwei gegensitzliche Reaktionen, die Hin- und die Riickreaktion, gleichzeitig ab, wobei sich mit der
Zeit ein Gleichgewicht, also ein stabiler Zustand einstellt. Gleichgewichtsreaktionen liegen beispiels-
weise bei Dissoziationen, also dem Zerfall von Salzen in wissrigen Losungen, vor.

Allgemein lassen sich Gleichgewichtsreaktionen mit folgender Reaktionsgleichung darstellen:

Ky
A+ B =P,
k_

wobei A und B die beiden Edukte der Hin- beziehungsweise die Produkte der Riickreaktion und P
das Produkt der Hin- und das Edukt der Riickreaktion sind. Die Riickreaktion ist also wieder eine
Zerfallsreaktion, wihrend die Hinreaktion eine Synthese darstellt.
Daraus ergibt sich folgendes System von Differenzialgleichungen:

ca = —kycacg +k_cp, ca(0) = Y,
cp = —kycacp +k_cp, cg(0) = %,
cp=kycacg —k_cp, cp(0)=cY,

wobei die ¢; mit j € {A, B, P} wieder die Konzentrationen der jeweiligen Substanzen sind. Die zwei-
ten Summanden obiger Differenzialgleichungen stellen die Zerfallsreaktion, also die Riickreaktion von
rechts nach links, dar. Da dies ein linearer Term ist, spricht man hier von einer Reaktion erster Ord-
nung. Dagegen ist die Synthesereaktion, also die Hinreaktion von links nach rechts, eine Reaktion
zweiter Ordnung, da sie durch einen quadratischen Term modelliert wird. Dieser kommt zustande,
da die Wahrscheinlichkeit, dass ein Molekiil A mit einem Molekiil B zusammentriff und mit diesem
reagiert, proportional zum Produkt der Konzentrationen beider beteiligter Spezien ist.

Zur Losung dieses Differenzialgleichungssystems wird zunéchst die erste beziehungsweise zweite Glei-
chung zur dritten addiert:

ca+cp=cg+cp=0.

Daraus folgt, dass gilt:
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ca(t) +cp(t) = const. = % + % und cp(t) + cp(t) = const. = % + %,
also:
cAzc?4+c%—0p und cp :c%—kc%—c;a.
Setzt man dies nun in die dritte Differenzialgleichung ein, so erhilt man:
cp =k (% +c% —cp)(ch +c% —cp) —k_cp =:7(cp).

Um den stabilen Zustand im Gleichgewicht dieser Reaktion zu berechnen, muss die folgende algebrai-
sche Gleichung gelten:

r(ep) = k(% +c% —cp)(ch + % —cp) —k_cp =0.

Da es sich bei der Konzentration cp um eine chemische Gréfse handelt, werden bei der Losung obiger
quadratischer Gleichung nur reelle Losungen betrachtet. Eine der beiden reellen Losungen der Glei-
chung ist kleiner als a := min {% + ¢, % + ¢% }, da dadurch das erste Produkt der Terms positiv wird
und die beiden Produktterme so mit den beiden positiven Reaktionskonstanten £, und k_ in der Sum-
me Null ergeben. Die zweite reelle Losung der Gleichung ist grofer als b := max {c% + %, % + ¢},
da hierdurch die beiden Klammern des ersten Produkts jeweils negativ werden und sich die beiden
Produkte der Gleichung wiederum mit den positiven Reaktionskonstanten zu Null summieren.

Da jedoch nur positive Konzentrationen chemisch sinnvoll sind, muss die zweite Losung ausgeschlossen
werden. Durch diese Losung werden wie oben beschrieben die beiden Klammern des ersten Summanden
jeweils negativ. Da diese jedoch die nichtnegativen Konzentrationen c4 und cp darstellen, ist dieser
berechnete Gleichgewichtszustand zu vernachlassigen.

Die einzige relevante reelle Losung cp der obigen Gleichung ist also im Intervall [0, min {c% + ¢%,c% + % }]
zu suchen. Innerhalb dieses Intervalls gilt, dass diese Losung cp(t) gegen den stabilen Zustand ¢ fiir
t — oo konvergiert. Damit folgt fiir die Konvergenz der beiden anderen Konzentrationen c4(¢) und
cp(t):

calt) =X = + % — e und cp(t) — ¢ =+ — ¥

fiir t — oo. Die Losung der obigen Gleichung lisst sich graphisch wie in der folgenden Abbildung 1
darstellen.

Reaktion

Konzentration
1 2 3 4

Abb. 1. Graphische Losung der algebraischen Gleichung

Die Pfeile auf der x-Achse verdeutlichen die Stabilitit der jeweiligen Gleichgewichtszustinde. Es wird
deutlich, dass der zuvor ausgeschlossene Zustand instabil ist, wihrend das Gleichgewicht bei der klei-
neren Konzentration eine hohe Stabilitét aufweist.

Im Gleichgewicht gilt nun mit den oben berechneten Konzentrationen c%, ¢ und c%:

r(ep) = kyeXcF —k_c® =0

und damit:

caecr k- . K
Cj.—)o k+ ° °

Diese Gleichung ist das aus der Chemie bekannte Massenwirkungsgesetz. Die hier eingefiihrte Konstante
K heifit Gleichgewichtskonstante.
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3 Enzymreaktionen

Enzymreaktionen laufen typischerweise folgendermafien ab. Ein Molekiil der Substanz, die reagieren
soll, im Folgenden Substrat S genannt, und ein Enzym-Molekiil F koppeln sich und bilden einen so
genannten Enzym-Substrat-Komplex ES. Dies ist eine Gleichgewichtsreaktion, da sich der Komplex
auch wieder 16sen kann. Das Substrat S im Enzym-Substrat-Komplex FS reagiert in der anschlieffenden
Zerfallsreaktion zum Produkt P und das Enzym E wird wieder freigesetzt. Da das Enzym unverdndert
aus der Reaktion hervorgeht, wirkt es bei dieser als Katalysator. Eine solche Enzymreaktion ist in
Abbildung 2 am Beispiel der Hydrolyse von Saccharose in Glucose und Fructose mit Hilfe des Enzyms
Saccharase dargestellt.

Enzym-
Substrat-
Komplex

Substrat
(Saccharose)

e
Enzym
(Saccharase)

+ Hy0

Fructose

Abb. 2. Katalysezyklus eines Enzyms

Als Reaktionsgleichung der eben beschriebenen Enzymreaktion ergibt sich demnach:

ks
E+S = ES™ PyE,
k_s

Fiir die mathematische Formulierung dieser Reaktionsgleichung werden Variablen fiir die Substrat-
konzentration s := [S], die Enzymkonzentration e := [E], die Konzentration des Enzym-Substrat-
Komplexes z := [ES] und die Konzentration des Produkts p := [P] eingefiihrt. Somit ergibt sich wie
im vorherigen Abschnitt beschrieben folgendes System von Differenzialgleichung:

§=—kses+k_sz, s(0) = so,
é=—kses+k_sz+ kyz, e(0) = ey,
2 =kses —k_sz —kpz, 2(0) = zp,
p=kpz, p(0) = po.

Unter der vereinfachenden Annahme, dass die oben beschriebene Enzymreaktion in einem so genannten
Batch-Prozess, das heifit einem geschlossenen System ablduft, dass also weder Stoffe zugefiihrt noch
abgezogen werden, gilt z(0) = p(0) = 0. Auferdem erkennt man, dass p durch Integration von z
berechnet werden kann, weshalb die letzte Gleichung des Differenzialgleichungssystems ignoriert werden
kann.

Addiert man nun die zweite und dritte Gleichung des obigen Systems, so erhilt man:
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di(e+2)=0,
also:
e(t) + z(t) = eg + 20 =: a. < e(t) = ac — z(1).

Die Enzymkonzentration e kann also aus dem System eliminiert werden. Dies ist auch chemisch ver-
stdndlich, da die Konzentration des Enzyms aufgrund dessen katalytischer Funktion durch die Reaktion
nicht verdndert wird. Setzt man dies in die erste und die dritte Differenzialgleichung des Systems ein,
ergibt sich das folgende zweidimensionale System:

$=—ks(ae—2)s+k_sz, s(0) = sp > 0,
2=1ks(ae—2)s —k_sz—kpz, 2(0) = 2 > 0.

Aus Griinden der einfacheren Handhabung werden diese Differenzialgleichungen mittels u = 2=, a, :=
S0 + 20 +po, v = ai und 7 = ksa.t auf das Intervall [0, 1] skaliert und man erhalt:

4= —u(l—v)+ s, u(0) =up € [0,1],
ev =u(l—v)— (vs +7p) v, v(0) = vy € [0,1].

Hierbei sind 5 = %, Yp = kk—g und € = Z—z Um die fiir Biochemiker relevante, weil messbare, Grofie
V :=p = k,z = kya.v, die Produktbildungsrate, zu berechnen, werden zunéchst die Schaltkurven der
beiden Differenzialgleichungen berechnet. Dazu wird der rechte Gleichungsterm im Folgenden jeweils
Null gesetzt und es ergeben sich die beiden Schaltkurven:

u =0
S —utu-v+vy-v=_0
& —u+(u+vs)-v=0

& U:—uf%
fiir u und:
e =10
SU—U- V=7 v—=7-v=0
e u—(u+ys+) v=0
o W= (1t + ) v
= U=

fiir v. Diese schneiden sich nur im Punkt (0,0) und, da die beiden Variablen +, und ~, positiv sind,
liegt die Schaltkurve fiir u oberhalb derer fiir v. Der Bereich zwischen diesen beiden Schaltkurven wird
mit D bezeichnet. Sowohl u(t), als auch v(¢) sind in D fallend und konvergieren also gegen den stabilen
Zustand (0, 0). Jede Losung, die nicht in D startet, tritt nach endlicher Zeit in den Bereich D ein. Dies
wird in Abbildung 3 fiir zwei unterschiedliche e dargestellt.

Abb. 3. Enzymdynamik fiir e = 1 und ¢ = 0.1

Da e > 0 sehr klein ist, wird v sehr grof, wodurch die Eintrittszeit in den Bereich D klein wird. Die

Losung v(t) nahert sich also sehr schnell der Schaltkurve von v an, weshalb man v = m setzten
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kann. Es gilt dann also ev = 0. In der Chemie und Biochemie nennt man dies eine quasistationére
Approximation, kurz QSSA (= quasi-steady state approximation). Da fiir v das Gleichgewicht schnell
und stabil eingestellt ist, wird v als schnelle Variable bezeichnet. Da wie oben beschrieben v = m
angenommen werden kann, ergibt sich die Produktbildungsrate V' durch Einsetzten:

V=p=£k,-ac-v

:kp~(€o+z0)'m

:kp(eo+zo)im
as Thsas Thsas

ka'(eo—l—zo)-a%-m
T ksas

koa.
= kp-(eo+20) o TR,
{:}V:p:kp~(eo+zo).s. 1

s ks Tk_otkp
ks

e V=p="r5

wobei K = k’kiJrk” und Vier = kp(eo + 20), die maximale Produktbildungsrate, ist. Dadurch ergibt
sich fiir das obige Differenzialgleichungssystem:

u = —%, U(O) = Ug-.
Diese Differentialgleichung beschreibt den Substratverbrauch.
Die hier erlduterte Reaktionskinetik wird nach ihren Erfindern Leonor Michaelis und Maud Menten
(1913) Michaelis-Menten-Kinetik genannt.

4 Inhibierung

Inhibitoren sind Hemmstoffe, das heifst Substrate, die eine Enzymreaktion so beeinflussen kénnen,
dass diese verlangsamt, gehemmt oder ganz verhindert wird. Sie dienen demnach der Kontrolle einer
Enzymreaktion. Dies kann gewiinscht sein, wenn es sich um korpereigene Hemmstoffe handelt, es
kann jedoch auch fatale Folgen haben, wenn korperfremde Giftstoffe die hemmenden Substanzen sind.
Solche Giftstoffe sind beispielsweise Cyanide, das sind Verbindungen der Blausidure. Diese hemmen das
Enzym Cytochrom-c-Oxidase, welches in der Atmungskette der Zelle eine iiberlebenswichtige Position
einnimmt. Durch diese Hemmung wird die Sauerstoffverwertung in der Zelle verhindert und es tritt
ein Erstickungstod ein. Cyanide und andere Hemmstoffe kénnen Enzyme hemmen, da sie einen sehr
dhnlichen Aufbau wie das eigentliche Substrat der Enzymreaktion haben. Das heifst, sie binden an
dieselbe Stelle wie dieses und blockieren sie somit. Bei korpereigenen Stoffen ist dies reversibel, was
bedeutet, dass sich der Hemmstoff wieder von dem aktiven Zentrum des Enzyms 16st und das Substrat
umgesetzt werden kann. Bei Giftstoffen handelt es sich meist um eine irreversible Bindung, demnach
bleibt das Enzym gehemmt. Fiir das Modell ist wichtig, dass Hemmstoff und Substrat in Konkurrenz
um das aktive Zentrum des Enzyms stehen. Die nachfolgende Abbildung 4 zeigt eine solche kompetitive
Inhibierung.

kﬂmpeti ok q

Abb. 4. Schematische Darstellung einer kompetitiven Inhibierung
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Im Modell bezeichen wir wie in den Abschnitten zuvor Enzyme mit F, die Konzentration von F mit e,
das Substrat mit 5, seine Konzentration mit s, das Produkt mit P, die Konzentration von P mit p und
den Enzymkomplex mit E'S beziehungsweise dessen Konzentration mit z;. Der Inhibitor wird nun mit
I gekennzeichnet, fiir die Konzentration von I wird ¢ verwendet, der Enzymkomplex mit dem Inhibitor
wird mit £ abgekiirzt und dessen Konzentration mit z;. Somit kommt man auf das Reaktionsschema:

ks ki
E+S =ES™PyE E+I = EI
k_s ki

Schreibt man nun dieses Schema unter Annahme der Massenwirkungskinetik um, erh&lt man folgendes
System von Differenzialgleichungen:

$ = —kses+ k_gszq, 5(0) = so,
é = [—kses + k_szs| + [—kiei + k_;zi] + kpzs, €(0) = eo,
7.; = —kiei + k,izi, Z(O) = Z'(),
Zs = [kses — k_szs] — kpzs, 25(0) = zs0,
Z:i = k;iei — k;_izi, ZI(O) = Z;0,
p= kpzsa p(O) = Po-

Man trifft nun die Annahme, dass alle Konstanten k; > 0 sind. Liegt jedoch eine irreversible Bindung
zwischen Enzym und Inhibitor vor, gilt k_; = 0. Betrachtet man nun die Erhaltungssitze:

$+Z,+p= —ks es+k_szs + (kses — k_szs) — kpzs + kpzs =0
= s+ 24+ p=-const. = sg + z50 + po =: as,
i+ Z; = —k; et +k_;jzi + kiei —k_;z;, =0
= 14 z; = const. = 19 + z;0 =: a;,

€+ Zs + 2 = [—kses + k_gzs| + [—kiei + k_;z] + kpzs
+ [kses — k_gzs] — kpzs + kiei —k_;z;, =0
= e+ 25+ z; = const. = eg + 250 + zig =: e,

so kann sowohl die Enzymkonzentration e, als auch die Konzentration des Inhibitors 7 aus dem Sys-
tem eliminiert werden. Aufserdem basiert das obige Modell auf der Annahme, dass es sich um einen
Batch-Prozess in einem abgeschlossenen System handelt. Somit gilt z,(0) = p(0) = 0. Die Konzen-
tration des Produkts p kann also durch Integration von z, berechnet werden, weshalb auch die letzte
Differenzialgleichung aus dem System eliminiert werden kann. Somit wird aus dem obigen System ein
dreidimensionales System mit den Variablen s, z; und z;:

§=—kss(ae — (25 + 2i)) + k_s2s, s(0) = so,
Zs = [kss (ae — (25 + 2:)) — kszs] — kpzs, 25(0) = 20,
Zi = ki (ae — (2 + 2)) (a3 — 23) — k—i2i, 2:(0) = 2.

Trifft man nun die Skalierungen wie zuvor mit u = >, v =
s

ae, w=Z und 7 = ksa.t, erhalt man das

System:
= —u(l—v—pw)+ v, u(0) = up € [0, 1],
ev =u(l—v—pPw)+ (vs +7p)v, v(0) =v9 € [0,1],
ni = (1—w)(1—v—pPw)—yw, w0) =w €0,1],
wobei 75— o Vi = ka s Vp = b sind.

Der Gle1chgew1chtszustand der angenommenen Modell Reaktion lasst sich wie folgt darstellen:
(u,v,w) € D := {(u,v,w) eRutew<l,v+pPw<1,w< 1}.

Die in D vorkommenden Ungleichungen sind mathematisch plausibel, denn es gilt mit den obigen
Erhaltungssétzen:
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u+ev <1 v+ pfw <1 <1
5 4 Qe Zs Zs 4 Qi zi W=
o Taa =l © e taa =1 o 2]
PN st2s < o Zstzi < ] a; —
s Ge < zi < a;.

o s+zs<as, < 25+ 2z <ae,

D ist aufgrund der chemischen Voraussetzung, dass Konzentrationen stets positiv sind, ein positiv inva-
rianter Bereich, da die in D existierenden Differenzialgleichungen als Verkniipfungen stetiger Funktio-
nen stetig sind. Daraus folgt, dass das obige Differenzialgleichungssystem in D einen globalen Halbfluss
erzeugt. Das bedeutet, dass die Losungen des Systems in D gegen ein Equilibrium (u.,v.,w,) kon-
vergieren, das die Gleichgewichtszustdnde der Reaktion darstellt. Diese sind durch (0,0, w,) gegeben,
wobei w, die Losungen folgender Gleichung sind:

(1 —w) (1= pw) =w,
die sich aus der dritten Schaltkurve des Systems:
no=(1—-w)(l—v—pw)—yw=0
= (I-—w)(1-pw)—vyw=0
& (1—-w)(1-pw)=vw

ergibt, wobei v = 0 gilt. Dabei liegt wiederum nur die kleinere der beiden Losungen fiir w, in D. Diese
ist auch die chemisch relevante Losung.
Dieser Sachverhalt lasst sich nun in einem Satz iiber die Inhibierung von Enzymen zusammenfassen.

Satz 1 (Satz iiber die Inhibierung von Enzymen) Es seien 3, vs, Vp, Vi, €, 1 > 0 Konstanten.
Das System:

t=—u(l—v—pw)+ v, u(0) = ug € [0,1],
v =u(l—v—pw)+ (s +7p) v, v(0) = vy € [0,1],
mb = (1 —w) (1 —v—pw)—yw, w0)=w €[0,1]

mit den Bezeichnungen wie oben erzeugt einen globalen Halbfluss in der biochemisch relevanten Menge
D= {(u,v,w) eERY tutev<lv+Pw<Lw< 1}.

Es existiert genaw ein Equilibrium (0,0, w,) in D und dieses ist in D global asymptotisch stabil.

Fiir die quasistationire Approximation wird nun € = 1 = 0 gesetzt. Somit ergibt sich das folgende
algebraische System aus den beiden letzten Differenzialgleichungen des obigen Systems:

ev=u(l—v—L0w)—(ys+7v)v=0,
no = (1-w)(l—v—pw)—yw =0.

Lost man die erste Gleichung nach v auf, so ergibt sich:

w(l == fw) = (3, +7) v =0
Su(l-pw)—(vs+1p+uv=0

& u(l—pw)=(ys+7 +u)v
(A—-Bw)u _
= ('Ys+'7p+u) =v.

Dies wird nun in die zweite Gleichung eingesetzt und man erhilt folgende quadratische Gleichung fiir
w:

l1-—w)(l—v—pw)—yw=0
@(1—w)<1—&%}%—ﬁw)—%w20
& Bw? — (1+ B+ 6y)w+1=0,

wobei § =

u+7s
i s
Gleichungen:

%. Die Losungen dieser Gleichung ergeben sich aus der Losungsformel fiir quadratische
p
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we = g (14 B+ 0%) £ /(1 + 0+ 07)° — 48,

% gilt. Ausschlieflich die kleinere der beiden Losungen fiir w ist relevant, da wy > 3.
sTVp

Hieraus berechnet man die Substratabbaurate:

wobei § =

TpU

o= ut (rstrp) (1 (1—w- (u) 2)

und die daraus resultierende Produktbildungsrate:

Vimazt

wt (yet7p) (1 (1w (u) £ ) 7

V=p=kpzs = kpacv =

5 Aktivierung

Wenn man beispielsweise die Enzyme in einem Koérper betrachtet, kann man sich bei der Anzahl an
Enzymen vorstellen, dass nicht alle gleichzeitig aktiv sind. Zum einen wird das durch die Hemmung mit
Hilfe von Inhibitoren geregelt, zum anderen gibt es so genannte schlafende Enzyme, die geweckt werden
miissen. Dieses Wecken nennt man Aktivierung. Ein Enzym besitzt eine komplexe Oberflichenstruktur,
die nicht nur eine Bindungsstelle fiir Substrat und Inhibitor besitzt. Manche Enzyme weisen auch
weitere Bindungsstellen auf. Ein Substratmolekiil kann nicht an ein inaktiviertes Enzym binden, da die
Bindungsstelle modifiziert ist. Bindet nun der Aktivator an das Enzym, dndert sich die Bindungsstelle
fiir das Substrat und dieses kann binden, um umgesetzt zu werden. Meist dient eine Vorform des
Substrats als Aktivator, da, sofern die Substratvorform reichlich vorhanden ist, auch in Kiirze viel
Substrat zum Umsetzen da sein wird. Diese Bindung des Aktivators an das Enzym ist reversibel. Sind
nicht geniigend Aktivatormolekiile vorhanden, trennt sich dieses wieder vom Enzym.

Fiir das Model trifft man die Annahme, dass es nur eine Bindungsstelle fiir einen Aktivator pro Enzym
gibt und dass das Enzym nur mit dem Aktivator reagiert und nicht direkt mit dem Substrat. Die
Abkiirzungen bleiben dieselben wie im vorangegangenen Abschnitt, nur dass der Aktivator mit A,
dessen Konzentration mit a, der Enzym-Aktivator-Komplex mit AF = F', dessen Konzentration mit f,
der Enzym-Aktivator-Substrat-Komplex mit F'S und dessen Konzentration mit z bezeichnet werden.
Man erhélt dann das Reaktionsschema:

ka ks
A+E = F,F+S = FS™pyF
k_q k_s

Mit Hilfe der Massenwirkungskinetik erhilt man das System:

a=—kgae+k_of, a(0) =ap >0,
€= —kqae+k_.f, e(0) =e9 >0,
f=lkeae —k_of] + [—ksfs+ k_sz] + kpz, f(0) = fo >0,
$=—ksfs+k_sz, s(0) = s9 >0,
Z2=kefs—k_sz—kpz, 2(0) = z9 > 0,
p=kpz, p(0) = po > 0.

In diesem System kommen drei Erhaltungsgréfien vor, das sind Grofen, die sich nicht veréindern, diese
sind:

e+ 42 = — keae+k_of + [koae — k_of] + [—ksfs + k_s2]
+kpz+ksfs—k_sz—kpz=0
= e +f 4z =const. =ey+ fo+ 20 =: ae,

S+i4+p=—ksfs+k sz+ksfs—k_sz—kpz+ky,z=0
= s +z+p=const. = sg + 20 + po =: as,
a—€é=—keae+k_of —[~keae +k_of] =0

= a —e =const. =ag —eyg = a =€+ ag — €.
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Durch diese Grofsen konnen die Konzentration des Aktivators a , die Enzymkonzentration e und die
Konzentration des Produkts p eliminiert werden:

e:ae—(f—&-z),p:as—(S—l-Z), a:aa—(f+z)
und man erhilt das reduzierte System:
$=—ksfs+k_sz, s(0) = so,
i=ksfs— (k—s + k)2, z(0) = 2o,
[ =ka (ae_(f+z)) (aa— (f+2)) _k—af_ksf8+(k—s+kp)za f(O) = fo-

Durch die Skalierung mit u = a%, v = i, w = % und 7 = ksa.t erhdlt man das System:

U= —uw + Y50, u(0) = uo,

€0 = uw — (7, + ), 0(0) = vo,

e =al(l-(v+w))(B—(v+w))—yaw] —vw+ (vs + ) v, w0) = wo,
WObele*a,’st:*aQ,'yp kkag a:izc’ = g und%—,fa sind.

Aus den obigen Erhaltungsséitzen und der P0s1t1v1tat der Konzentrationen ergibt sich der Bereich:
D= {(u,v,w) R tutev<lv+w<lv+w gﬁ}.

Die Ungleichungen in D sind plausibel, denn es gilt:

ut+ev <1 v4+w <1
Lzl szylcl vhwsp
Qe <:>L_|_L<a70
o 5+Z <1 o Z-‘r? <1 e e — Qe
< .
o s+z<ab, PN Z+f<ae’ Z+f_aa

Der Bereich D ist positiv invariant und die Equilibria des Systems sind wie im vorherigen Abschnitt
gegeben durch (0,0, w*), wobei w* die Losung folgender Gleichung ist:

—(1+B8+v%)w+p=0,
die sich aus der dritten Schaltkurve des Systems:
no=(1-(w+w))(B—W+w)) —vow—uw+ (vs +7p)v =0
& (I—w)(B—w)—y,w=0
& w? —w—wB—yw+pB =0

ergibt, wobei u = 0 und v = 0 gilt. Somit ergeben sich die Losungen dieser quadratischen Gleichung:

w1—§<1+6+7ai\/(1+ﬂ+%)246>,

wobei nur w* in D liegt, da w’ > min {1, 3}. Chemisch entsprich dieses Equilibrium dem Zeitpunkt der
Reaktion, an dem das Substrat verbraucht und ein Gleichgewicht bei der Enzym-Aktivator-Reaktion
eingestellt ist.

Dies lasst sich wiederum in folgendem Satz iiber die Aktivierung von Enzymen formulieren.

Satz 2 (Satz iiber die Aktivierung von Enzymen) Es seien o, (3, Va4, Vs, Vp, € > 0 Konstanten.
Das System:

U= —uw + y5v u(0) = uyg,
€0 = uw — (Vs + p) v, v(0) = vo,
e = a[(1—(v+w)(B—(v+w) —vaw] —vw+ (vs +7p) v, w(0) = wo

mit den Bezeichnungen wie oben erzeugt einen globalen Halbfluss in der biochemisch relevanten Menge
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D :={(u,v,w) e R} :u+ev < 1,v+w <min{l,B}}.
Es existiert genau ein Equilibrium (0, 0, wf) in D und dieses ist in D global asymptotisch stabil.

Fiir die Durchfiihrung einer quasistationdren Approximation wird nun ¢ = 0 gesetzt. Somit ergibt sich
das algebraische System:

€0 = uw — (Vs +7p) v e = (1—(v+w))(B—(v+w))—vaw
S uw = (Vs + ) v, Svw=1-v—w)(f—-—v—w).

aus den letzten beiden Differenzialgleichungen des obigen Systems. Ldst man die erste der beiden
Gleichungen nach v auf, so ergibt sich:

Setzt man diese Losung fiir v in die zweite Gleichung ein, so erhilt man folgende quadratische Gleichung
fir w:

Yaw =(1—v—w)(B—v—w)

_ __uw __uw
(:)’Y“w_(l Ys+7p w) (ﬂ YsFp w)

& 0:w2—(6(1+5)+52fya)w+562,

wobei § = % gilt. Lost man diese Gleichung mit Hilfe der Losungsformel fiir quadratische

Gleichungen, so ergibt sich:

wi§<1+6+7a5ﬂ:\/(16+%5)2+4ﬂ%6>,

wobei wiederum nur die kleinere der beiden Losungen w_ in D liegt und damit chemisch relevant ist.
Fiir die Abbaurate erhélt man nun die Gleichung;:

. ~ypmin{l,G}u

L e P

Dies ist eine Michaelis-Menten-Kinetik. In diesem Fall ist § < 1, demnach ay < eg, wodurch man die
maximale Produktbildungsrate:

Vmaac = kpafeﬁ = kpaa

erhilt. Die Produktbildungsrate selbst ist dieselbe wie bei der Inhibierung, ausschlieflich V;;,,, unter-
scheidet sich, da bei der Inhibierung Vinaz = kpae gilt. Daraus erkennt man, dass durch eine Aktivierung
von Enzymen V,,,,, verkleinert wird, wohingegen bei der Hemmung die Michaelis-Menten-Konstante
vergrofiert wird.
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1 Motivation

In der modernen Wissenschaft spielt die Netzgeneriung von Punktmengen eine tragende Rolle. Ein
Anwendungsbeispiel findet sich in neusten Animationsfilmen, dabei werden Strukturen als Netze inter-
poliert. Auch die Gesichtserkennung von Computern kann mit Netzgenerierung geschehen. Das Gesicht
wird gescannt, die Umrisse ermittelt und das Bild des Kopfes trianguliert. Eine mogliche Erkennungs-
option wire die Farbe, d.h. pro Dreieck gibt es einen Farbton, der mit einer Datenbank verglichen wird.
Numerisch interessant wird die Netzgenerierung zum Beispiel bei Stromungsberechnungen (vgl. Abb.
(1), Quelle: http://www2.hydrotec.de/vertrieb/hydro as 2d/image013.png). Im Maschinenbau wer-
den viele CAD-Programme benutzt, die auf dem Prinzip der Netzgenerierung basieren, damit werden
Einzelteile entworfen. Allgemein gilt die Netzgenerieung in den Ingenieurswissenschaften als essentiell,

CLE DEd batthl

Fl
ELT DR Pl

Abb. 1. Strémungsberechnung mit Hilfe eines Netzes.

da reale Modelle mit geometrischen Sachverhalten nicht ohne weiteres simuliert werden konnen. Um
einen Bogen in die Biologie zu schlagen, betrachtet man bei der Immunantwort auf ein Antigen die
humurale Abwehr. Speziell auch die Erkennung eines Antigens. In der Biologie spielt das Schliissel-
Schloss-Prinzip eine zentrale Rolle und deshalb kénnte man daran interessiert sein, die Epitope eines
Antigens mittels eines 3D-Netzes zu visualisieren, um gegebenenfalls durch die Visualisierung ein pas-
sendes Antikorper zu finden und es dem Patienten zu spritzen.

2 Delaunay Triangulierung

Es sei eine endliche Menge P = {p1,p2,...,pn} C R? gegeben. Gesucht ist die konvexe Hiille dieses
Polyeders. Mittels Delaunay Triangulierung l4sst sich diese ermitteln.

Zunidchst wird das Voronoi-Digramm studiert, da es sich dual zur Delaunay Triangulierung verhilt.
Um es zu motivieren, betrachtet man den direkten Einflussbereich jedes Punktes, den Voronoibereich.
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Definition 1 (Voronoibereich). Seip € P, so heifst
Vpi={z e R ||z - p|| <[]z - ql| Vg € P}

der zu p zugehdrige Voronoibereich.

Geometrisch interpretiert, bedeutet diese Defintion, dass R? in lauter konvexe, méoglicherweise unbe-
schrénkte Teilmengen zerlegt wird. Ferner ist jeder Voronoibereich V,, der Schnitt von n—1 Halbrdumen.
Im Folgenden sei d = 2 gewdhlt. Alle Voronoibereiche zusammen bilden das Voronoidiagramm.

%3

Vi W

Va
D2

Abb. 2. Voronoidiagramm von 3 Punkten

Beispiel 1. Sei P := {p1,p2,p3} C R?. Das zugehorige Voronoidiagramm wird in Abb. (2) dargestellt.
Es gilt offensichtlich, dass R? = V; UV, U Vs.

Die Dualitét zwischen dem Voronoidiagramm und der Delaunay Triangulierung lésst folgende Charak-
terisierung dieser speziellen Triangulierung zu.

Definition 2 (Delaunay Triangulierung). Seien p,q € P. Dann heifst die Verbindungsstrecke zwi-
schen p und q genau dann Delaunaykante, wenn V, NV, # 0. p und q¢ werden als Delaunayecken
bezeichnet. Alle Delaunaykanten zerlegen die konvexe Hiille von P in Dreiecke, welche auch Delaunay
Triangulierung genannt wird.

Die Delaunay Triangulierung ist nicht eindeutig, wie folgender Spezialfall, auch Entartung genannt,
zeigt.

Beispiel 2. Sei p1,p2,p3,ps € P und u € R? so, dass r = |lu —p;|| fir i =1...4und V,,, NV, NV, N

Vp, = {u}. Also liegen py, ps, p3, p4 auf dem Kreis mit Mittelpunkt v und Radius r. Hier hat man zwei
legitime Auswahlmoglichkeiten fiir Delaunaykanten.

Die Wahrscheinlichkeit, dass 4 Punkte auf einem Kreis liegen, ist so gering, weswegen man annehmen
darf, dass die Menge P keine Entartungen hat.

Um ein Delaunay-Dreieck zu beschreiben, benotigt man folgende Definition.

Definition 3 (Leerer Kreis). Sei U(a,b,c) der Umkreis eines Dreiecks abc.

Ul(a,b,c) heifit leer < a,b,c € U.

Sei Ky(ap,c) die zu U(a,b,c) gehirige Kreisschreibe. Also sind a,b, c keine inneren Punkte von U.
Mit Hilfe dieser Definition lasst sich nun die Umkreisforderung formulieren.

Satz 2.1 (Umkreisforderung) Sei P ohne Entartungen, a,b,c € P.

abe heifit Delaunay-Dreieck < U(a,b,c) leer.
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Abb. 3. zu Beispiel (2)

Ferner bendtigt man ein Hilfsmittel, um zu entscheiden, ob ein Punkt = € R? innerhalb eines Kreises
liegt.

Definition 4 (Bezug). Der Bezug my(x) eines Punktes v € R? zu einem Kreis U mit Mittelpunkt
u € R? und Radius p > 0 sei definiert durch

2
(@) = ||z —ull* - p*.

Es gilt:
o my(x)>0, fallsx ¢ U
o my(z)=0, fallsx €U
o 7my(z) <0, falls x €U

In Satz (2.1) wird ein Hilfsmittel bereit gestellt, um zu entscheiden, ob ein Dreieck ein Delaunay-Dreieck
ist. Gleiches wird folgender Satz fiir Delaunay-Kante darstellen.

Satz 2.2 (stiitzende Kreisforderung) Sei P ohne Entartungen, a,b € P.

ab heifst Delaunay-Kante < 3 leerer Kreis U : a,b € U.

Nun fehlt noch ein letztes Hilfsmittel, um danach endgiiltig Aussagen iiber eine beliebige Triangulierung
machen zu koénnen, ndmlich ob sie eine Delaunay Triangulierung ist. Sei nun eine beliebige Triangu-
lierung K gegeben, welche die konvexe Hiille von P in Dreiecke teilt. Dann ldsst sich die Eigenschaft
lokal Delaunay einer Kante wie folgt charakterisieren.

Satz 2.3 (Lokal Delaunay) Sei ab eine Kante von K. ab heifit lokal Delaunay genau dann, wenn
gilt, dass ab zu nur einem Dreieck abc gehdrt oder ab gehért zu zwei Dreiecken abc und abd und

d ¢ KU(a,b,c)-
Satz 2.4 (Delaunay) Sei K eine beliebige Triangulierung von P.

V Kanten ab € K : ab ist lokal Delaunay = K ist eine Delaunay Triangulierung.

3 Edge-Flip-Algorithmus

Dieses Kapitel beschéftigt sich mit dem FEdge-Flip-Algorithmus. Dieser erzeugt aus einer beliebigen,
gegebenden Triangulierung K eine Delaunay Triangulierung. Also sei im folgenden eine beliebige Tri-
angulierung K gegeben, welche keine Entartungen enthilt.
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Abb. 4. Eine beliebige Triangulierung

Beispiel 3. Abb. (4) zeigt eine beliebige Triangulierung eine Menge von Punkten P C R2.

Zunéichst wird eine Datenstruktur benétigt, die eine beliebige Triangulierung K einer Menge von Punk-
ten P C R? beschreibt, wie zum Beispiel:

x1,1 x1,2 x1,3 mi1 mi.2 mi.3
Y11 Y12 Y13 bi,1 b1,2 bis
Z21 T2 2 €23 ma ma 2 ma 3

Y21 Y2,2 Y2.3 ba1 b2 2 ba 3
r3,1 T32 T3;3 ms31 ms3,2 ms,3

T— | y31 w32 Y3z b3 b3.2 b33

Tpn—1,1 Tn—-1,2 Tn—-1,3 Mp—1,1 Mn—-1,2 Mnp—1,,3

Yn—1,1 Yn—1,2 Yn—1,3 bn—l,l bn—1,2 bn—1,3
Tn,1 Tn,2 Tn,3 Mp,1 mMn,2 mMn,3
Yn,1 Yn,2 Yn,3 bn,l bn,2 bn73

Die Dreiecke der Triangulierung K sollen eindeutig, fortlaufend durchnummeriert sein. Die 2i — 1. und
2i. Zeile mit i = 1...n von T beschreibt ein Dreieck abc, mit folgenden Bezeichnungen:

a ,5j=1
D (2”)2 b ,j=2, wobeia,b, cc R
Y0 e i=3
[ )

- )1 , falls die j. Kante, des i. Dreiecks makiert ist
I 0 , sonst

e Die 1. Kante entspricht gerade ab, die 2. Kante bc und die 3. Kante ca.
e b;; gibt die Nummer des Nachbarn an, der an Kante j = 1...3 grenzt. Falls es keinen Nachbarn

gibt, so ist der Wert 0.

Aus dieser Datenstruktur wird ein Stack erstellt, der die markierten Kanten beinhaltet. Sobald diese
Vorarbeit geleistet wurde, kann der Edge-Flip-Algorithmus diese Daten verarbeiten.
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Edge-Flip-Algorithmus (vlg [Ed] S. 9):

while stack != leer do
pop ab vom Stack und setze Makierung der Kante auf 0;
if ab ist nicht lokal Delaunay then
drehe ab zu cd;
for zy € {ca,be,db,ad} do
if ry ist nicht makiert then
makiere zy und push xy auf den Stack;
endif
endfor
endif
endwhile

Der Rechenaufwand des Edge-Flip-Algorithmus betrigt O(n?). Eine elementare Operation im Edge-
Flip-Algorithmus ist die Drehung einer Kante. Seien nun zwei Dreiecke abc und abd aus K gegeben.
Formal betrachtet werden die Kante ab, sowie die Dreiecke abc und abd aus der Triangulierung ent-
fernt und die Kante cd, sowie die modifizierten Dreiecke adc und cdb zu K hinzugefiigt. Abb. (5)
verdeutlicht, was bei der Drehung passiert. Diese elementare Operation erscheint zunéchst sehr klar,

Drehung d
>

Abb. 5. Drehung einer Kante, weil ab nicht lokal Delaunay ist.

die Implementierung erfordert allerdings die Anpassung einiger Teile der Triangulierung. Die Nachbarn
verdndern sich bei jeder Drehung, sodass diese aktualisiert werden miissen.

Zuletzt kommt die wohl wichtigste Konsequenz der Delaunay Triangulierung, die Eigenschaft, dass der
kleinste Winkel in einem Dreieck maximiert wird.

Satz 3.1 Die Delaunay Triangulierung maximiert die kleinsten Winkel innerhalb jedes Dreiecks.

Drehung

Abb. 6. Aktualisierung der Winkel
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Beweis. Nach einer Drehung werden alle sechs Innenwinkel aktualisiert. Ausgehend von den Winkeln
at, B, 71 + 25 ag, B2, 01 + o, sind die neuen Winkel 71,01, 81 + B2; 72, 02, a1 + as.

Trivialerweise ist 1 + B2 > (1 und a3 + as > a;. Es bleibt noch zu zeigen, dass do > (1, 61 > aq,
~2 > B2 und 1 > as. Diese Ungleichungen folgen direkt aus dem Kreiswinkelsatz und der Eigenschaft,
dass diese Winkel gegeniiber einer Kante liegen. Abb. (6) zeigt die Aktualisierung der Winkel. O

Beispiel 4. Abb. (7) zeigt die Delaunay Triangulierung der Menge P aus Beispiel (3).

251

0.5

o
o
o
-
-
3
n
n
o
w
w
o
L

Abb. 7. Delaunay Triangulierung der Menge P aus Bsp. (3)

Zum Schluss noch die Implementierung des Edge-Flip-Algorithmus in Matlab:

%— Funktion edge flip (T) ermittelt aus einer vorgegebenen Triangulierung T
%— mittels Edge—Flip—Algorithmus eine Delaunaytriangulierung.
function T = edge flip(T)

%Generiere Stack von Kanten
edges = generate stack(T);

while(size (edges,1) = 0)

%pop ab
ab = edges (1,:);
edges (1,:) = [];

%Entferne Makierung
T(2xab(1)—1,3+ab(2)) = 0;

%Wenn ab NICHT lokal Delaunay
if (T(2+ab(1),3+ab(2)) "= 0)
if ((isOutside(ab,T) = 0)) %isOutside benutzt outside cirumcirle

i = ab(1); %i. Dreieck
k = T(2xab(1),3+ab(2)); %k. Dreieck

%flip ab to cd
Tlo = T(2xi—1:2%i ,1:6); Z%unverdindertes abc
T20 = T(2xk—1:2xk,1:6); ZSunverindertes adb
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el = ab(2); %el = # der Kante
e2 = find edge(ab, Tlo(:,1:3), T20(:,1:3)); %e2 = # der Kante
%Setze jeweilige Vorginger p# und Nachfolger n# der Kante

if (el = 1)

pl = 3; nl = 2;
elseif (el = 2)

pl = 1; nl = 3;
elseif (el = 3)

pl = 2; nl = 1;
end
if (e2 = 1)

p2 = 3; n2 = 2;
elseif (e2 = 2)

p2 = 1; n2 = 3;
elseif (e2 = 3)

P2 = 2; n2 = 1;
end

%Ermittle ¢
¢ = T(2xi—-1:2%i,pl);
%Ermittle d
d = T(2xk—1:2xk ,p2);

%Konstruiere Kanten der neue Dreiecke
Tl = [Tlo(:,el) d c];
T2 = [Tlo(:,nl) ¢ d];

%push neue Kanten auf den Stack
t = search other(i,k,edges);
for 1=1:size(t,2)

edges(t(1),:) = [];

end

edges = [k 3; edges];
edges = [k 1; edges];
edges = [i 3; edges];
edges = [i 1; edges];

%Ermittle Nachbarn

a = T(2xi—1:2xi,el);

b = T(2*xi—1:2xi ,nl);

nbl = T10(2,3+nl);

nb2 = Tlo(2,3+pl);

nb3 = T20(2,3+n2);

nbd = T20(2,3+p2);

T1 = [T1, [1 0 1; nb3 k nb2 ]];
T2 = [T2, [1 0 1; nbl i nb4d ]];

%Update alten Nachbarl und alten Nachbar3d
if ( nbl =0 )

bc = [b c];

e3 = find edgenb(bc,T(2%xnbl—1:2%xnbl,1:6));
T(2%nbl—1:2%xnb1,3+e3) = k;

end
if ( nb3 =0 )
ad = [a d];

e4 = find edgenb(ad,T(2xnb3 —1:2«nb3,1:6));
T(2%xnb3 —1:2%«nb3,3+ed) = i;
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end

%Fige neue Dreiecke in die Triangulierung T ein
T(2+i—1:2%i,1:6) = T1;
T(2+xk—1:2xk,1:6) = T2;
end
end
end

%— Funktion isOut liefert 1, falls d auferhalb des Umkreises(abc)
%— 0, sonst
function isOut = outside_cirumcirle(abc, d)

%Bestimme Umkreis per Gleichungssystem

A = [abc(1,1) abc(2,1) 1;
abc(1,2) abc(2,2) 1;
abc(1,3) abc(2,3) 1];

b = abc(l,1)"2+abc(2,1)"2;
abc(1,2)"24+abc(2,2)"2;
abc(1,3)"2+abc(2,3) " 2];

x = A\b;

u(l) = x(1)/2;

u(2) = x(2)/2;

r = sqrt (x(3)+u(l)"2+u(2)"2);

%vgl. Definition 4 (Bezug)
power = norm(d—u’)~2 — r~2;
if ( power > 0 )

isOut = 1;
else

isOut = 0;
end
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1 Einleitung

Die folgenden Kapitel bauen auf den Vortrag ,,Die Delaunay Triangulierung“ von Herrn Pascal Heiter
auf. Es werden aber andere Annahmen getroffen. Bisher haben wir nur eine Menge von Punkten in ei-
nem zweidimensionalem Raum betrachtet. Diese Menge wird im Weiteren mit S C R? bezeichnet. Wir
wollen unser Modell erweitern und fiigen eine Menge L von Liniensegmenten hinzu. Diese Linienseg-
mente verbinden jeweils zwei Punkte aus S und sind vorgegebene Kanten. Diese werden insbesondere
bei einer Triangulierung beriicksichtigt. Sie werden also beispielsweise nicht durch einen Edge-Flip
zerstort. Desweiteren wird das sogenannte ,,Meshing Problem“ betrachtet und genauer analysiert. Hier
werden die zu triangulierenden Punkte durch weitere ergénzt. Der Algorithmus fligt also weitere Punkte
hinzu, um somit eine Triangulierung zu erhalten, die gewisse Eigenschaften an die jeweiligen Dreiecke
fordert: zum Beispiel Winkelgrofie oder Seitenverhiltnisse.

2 Plane-Sweep Algorithmus

Wie in der Einleitung erwihnt, betrachten wir eine endliche Menge an Punkten S C R? und eine
endliche Menge L, bestehend aus Liniensegmenten. Jede von Thnen verbindet zwei Punkte aus S. Wir

werden ab sofort fordern, dass zwei Linien entweder disjunkt sind oder nur einen Endpunkt gemeinsam
haben.

Definition 1 (Bedingte Triangulierung). Eine bedingte Triangulierung von S und L ist eine Tri-
angulierung, die alle vorgegebenen Liniensegmente aus L enthdlt.

Abb. 1 verdeutlicht die Definition der bedingten Triangulierung.

Der Plane-Sweep Algorithmus ist eine effiziente Methode zur Konstruktion einer bedingten Triangu-
lierung. Die Idee ist, eine vertikale Linie L von links nach rechts iiber das zu triangulierende Gebiet
gleiten zu lassen. Jeder Punkt, der von L, geschnitten wird, wird zur schon vorhandenen Triangulie-
rung hinzugefiigt. Wir erhalten also eine partielle Triangulierung links von L. Falls ein Liniensegment
von Lg geschnitten wird, so triangulieren wir alles oberhalb und unterhalb des Liniensegments. Eine
eigene Implementierung und genauere Beschreibung des Algorithmus befindet sich im Anhang. Abb. 2
veranschaulicht den Plane-Sweep Algorithmus.

3 Bedingte Delaunay Triangulierung

Die Triangulierung, die durch den Plane-Sweep Algorithmus generiert wird erzeugt meistens Dreiecke
mit spitzen Winkeln (siehe Abb. 2). Um dies zu verhindern, bendtigen wir zuerst die Definition der
,dichtbarkeit®:
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Abb. 2. Triangulierung durch den Plane-Sweep Algorithmus.

Definition 2 (Sichtbarkeit). Zwei Punkte v,w € R? heiffen sichtbar zueinander, falls die offene
Verbindungslinie vw keine Punkte aus S enthdlt und keine Schnittpunkte mit den Liniensegmenten aus
L besizt. Wenn also gilt:
vwNS =0 und vwnNl=0 VIieL
t

€ (0,1)}

Mit dieser Definition 14sst sich nun die bedingte Delaunay Triangulierung definieren:

wobei : vw ={v+t-(w—v):

Definition 3. Seien a,b € S. Die Gerade ab ist eine Kante der bedingten Delaunay Triangulierung,
falls eine der folgenden Bedingungen erfillt ist:

1. ab € L oder

2. a,b sind sichtbar zueinander und es exisitert ein Kreis, der durch a und b verlguft, mit der Eigen-
schaft, dass jeder Punkt innerhalb des Kreises nicht sichtbar ist zu jedem Punkt v aus dem Inneren
der Geraden ab.
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a b

aw

Abb. 3. Bedingte Delaunay Triangulierung von sieben Punkten und einem Liniensegment. Der Umkreis des
Dreiecks abc enthilt nur Punkte, die nicht sichtbar sind zu allen Punkten aus dem Inneren der Gerade ab.

Anmerkung 1. Falls L = (), dann ist die bedingte Delaunay Triangulierung von S und L gerade gleich
der Delaunay Triangulierung.

Um zu zeigen, dass die Definition der bedingten Delaunay Triangulierung Sinn macht, stellen wir eine
allgemeine Form der Eigenschaft ,lokal Delaunay“ vor.

Definition 4 (lokal Delaunay). Sei T eine beliebige bedingte Triangulierung von S und L. Eine
Kante ab € T heif$t lokal Delaunay, falls eine der beiden Figenschaften erfillt ist:

1.abe L.
2. ab ist eine Kante der konvexen Hiille der Triangulierung.

3. Seien die Dreieckee abc,abd € T gegeben, dann liegt d auferhalb des Umkreises des Dreiecks abe.

Lemma 1. Sei T eine bedingte Triangulierung von S und L. Falls jede Kante von T lokal Delaunay
ist, so ist T die bedingte Delaunay Triangulierung von S und L.

Beweis. Wir zeigen, dass jede Kante ab € T eine der beiden Bedingungen aus Definition 3 erfiillt.
Sei dazu ab eine Kante und v € T ein beliebiger Punkt. Wir nehmen an, dass ab ¢ L. Also gehort
diese Kante zu der bedingten Delaunay Triangulierung. (Siehe Vortrag ,Die Delaunay Triangulierung,
Pascal Heiter). Wir nehmen zudem auch an, dass ab keine Kante der konvexen Hiille von T ist. In
diesem Fall kénnen wir einen Kreis finden, der durch a und b verlduft mit der Eigenschaft, dass v
aufierhalb des Kreises liegt. Das bedeutet aber, dass die Kante ab zu zwei Dreiecken gehdrt. Sei abc
dasjenige Dreieck, welches v durch die Kante ab trennt. Was zu zeigen bleibt ist, dass v zu einem
Punkt w aus dem Inneren der Geraden ab sichtbar ist. Daraus wiirde dann folgen, dass der Punkt v
auferhalb des Umbkreises von abc liegt. Wir betrachten die Folge K,, derjenigen Kanten aus T, die die
Gerade vw schneiden. Wenn w und v sichtbar zueinander sind, dann folgt daraus, dass K,, ¢ T und
die Behauptung mit dem Delaunay Lemma (siehe ,Die Delaunay Triangulierung’, Pascal Heiter). [

Mit dieser Definition der lokalen Delaunay Eigenschaft kénnen wir uns den Edge-Flip zu Nutze machen,
um eine bedingte Delaunay Triangulierung zu erhalten. Der einzige Unterschied zu einer unbedingten
Delaunay Triangulierung liegt darin, dass die vorgegebenen Liniensegmente nicht geflipped werden.
Mit dieser Uberlegung kénnen wir nun auch das ,MaxMin-Angle* Lemma auf die bedingte Delaunay
Triangulierung {ibertragen:

Lemma 2. Unter allen bedingten Triangulierungen von S und L, mazimiert die bedingte Delaunay
Triangulierung den kleinsten Winkel.
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4 Delaunay Verfeinerung
4.1 Idee und Motivation

Dieses Kapitel behandelt eine spezielle Form der Delaunay Triangulierung. Die Idee ist, neue Punkte,
und damit auch neue Dreiecke, zu der schon vorhandenen Triangulierung hinzuzufiigen. Die Delaunay
Verfeinerung ist zudem ein Algorithmus, welcher folgende Eigenschaften an die Dreiecke sicher stellt:

o Alle Dreiecke haben beschriankte Seitenverhaltnisse.

e Der kleinste Winkel unter allen Dreiecken ist grofier als eine vorgegebene Konstante.

Wir wollen diesen Algorithmus und seine Eigenschaften im Folgenden genauer analysieren. Dazu sei
eine polygonale Fliche gegeben. Eventuell enthélt diese Flache Punkte und bedingte Liniensegmente.
Als Endergebnis wollen wir eine Triangulierung dieser polygonalen Fliche erhalten. Diese Triangulie-
rung soll alle vorgegebenen Ecken, sowie Liniensegmente enthalten. Ein Beispiel dieser Triangulierung
ist in Abb. 4 gegeben.

Wir werden ab sofort die vorgegebenen Punkte und Liniensegmente mit G, die zugehorige Triangulie-
rung mit T bezeichnen.

Abb. 4. Triangulierung einer polygonalen Fliche.

4.2 Voriiberlegungen - Kriterien an das Dreieck

Die Qualitdt eines Dreiecks abc werden wir an seinem kleinsten Winkel messen. Diesen werden wir mit
0 bezeichnen. Alternativen um die Giite von abc zu bestimmen, sind gegeben durch:

e den groften Winkel von abc oder

e dem ,aspect ratio®, wobei der ,,aspect ratio das Verhéltnis zwischen der grofiten Kante des Dreiecks
und der kleinsten Hohe angibt.
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Wir koénnen aber sagen, dass wenn wir eine untere Schranke fiir 6 fordern, der grofite Winkel des
Dreiecks abc maximal 7 —2-6 ist. Somit ist der grofite Winkel auch beschriankt. Zur zweiten Alternative
kénnen wir analog vorgehen. Falls wir eine untere Schranke an den kleinsten Winkel 6 fordern, so ist
auch der ,aspect ratio* beschrankt. Dies wird anhand Abb. 5 verdeutlicht. In Abb. 5 haben wir ein
Dreieck abc gegeben mit kleinstem Winkel 6. ac ist die grofite Kante des Dreiecks. x ist in diesem Fall
die orthogonale Projektion von b auf ac, insbesondere die kleinste Hohe. Mit diesen Voraussetzungen
konnen wir uns nun folgende Gleichungen herleiten:

o [b—=z| =|b—al-sin(®)
o lb—af >t
Aus diesen zwei Gleichungen erhalten wir sofort:
1 < llc — all < 2
sin(f) = |lb—z| — sin(9)
——

aspect ratio

Abb. 5.

Nun ist offensichtlich, dass falls § beschrankt ist, so auch der ,aspect ratio“. Wir werden ab sofort
annehmen, dass 0 < 0 < 7 gilt. Mit diesen Voriiberlegungen verfolgen wir also nun das Ziel, die
Triangulierung T so zu konstruieren, dass der kleinste Winkel aller Dreiecke nicht kleiner ist als eine
gewisse Konstante.

4.3 Delaunay Verfeinerung

Wir werden nun T so konstruieren, dass T die Delaunay Triangulierung von G ist. Dazu werden wir
weitere Punkte zu der vorhandenen Triangulierung hinzufiigen, um diese zu verfeinern. Die Punkte
werden nach den folgenden Kriterien eingefiigt:

1. Sei ab ein Liniensegment aus G. Liegt ein Punkt aus G innerhalb des Kreises, welcher um ab
verlduft, so fligen wir den Mittelpunkt von ab als neuen Punkt ein. Diesen Vorgang werden wir als
g1 bezeichnen.

2. Sei das Dreieck abc € T gegeben. Falls abc einen Winkel besitzt, der kleiner ist als eine vorgegebene
Konstante, so fligen wir den Mittelpunkt des Umkreises von abc als neuen Punkt ein. Diesen
Vorgang werden wir mit g bezeichnen.

Durch das Hinzufiigen von neuen Punkten mit den Funktionen g, g, erhalten wir durch einige An-
wendung des Edge-Flips eine neue Triangulierung. Dieser Vorgang wird mit den Abbildungen 6-9 noch
genauer erliutert:
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Abb. 6. Links: Das zu triangulierende Gebiet (Input). Rechts: s ist keine Delaunay-Kante = Anwendung von
g1-

Abb. 7. Links: Kreuz kennzeichnet den Umkreismittelpunkt des Dreiecks, welches einen kleineren Winkel
besitzt als eine vorgegebene Konstante. Rechts: Umkreismittelpunkt zur Triangulierung hinzugefiigt g» wird
angewendet.

4.4 Problemstellungen

Einfligen neuer Punkte verursacht womoglich ein ungewolltes Anwachsen von G. Eine Lésung wire,
G durch ein geeignetes Polygon zu umschliefsen. Wir wihlen dazu ein Rechteck, welches wir mit R
bezeichnen wollen. Wir wéhlen R dreimal so groft wie das kleinste Rechteck welches G beinhaltet. Jede
Seite von R wird in drei Liniensegmente unterteilt. Es entstehen also 12 neue Punkte. Die Wahl von R
impliziert, dass die Dreiecke welche beziiglich der 12 Punkte am Rand entstehen, keine spitzen Winkel
beinhalten. Somit garantieren wir, dass die Mittelpunkte aller Dreiecke innerhalb von R liegen.

Eine wichtigere Frage, mit der wir uns beschéftigen wollen ist, ob der Algorithmus terminiert. Abb.
6 - Abb. 9 lassen vielleicht vermuten, dass wir unendlich viele Punkte hinzufiigen. Um diese Frage
beantworten zu koénnen, iiberlegen wir uns, was passiert, wenn zwei Punkte keinen kleineren Abstand
besitzen als 2¢. Nun betrachten wir die Fliache A von R, wenn wir die H6he h von R und die Breite b
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Abb. 8. Analog zu voriger Abbildung. Funktion g> wird angewendet.

Abb. 9. Trianguliertes Gebiet (Output).

von R um 2¢ erweitern: A = (h + 2¢) - (b + 2¢). Die Anzahl n der Punkte in A wire dann:
A

e

n <
Da nach Voraussetzung die Punkte einen Abstand von 2¢ besitzen, enthélt also die e-Umgebung um
einen beliebigen Punkt keinen weiteren Punkt. Falls zwei Punkte einen kleineren Abstand als 2¢ be-
sitzen, so terminiert der Algorithmus nach Hinzufiigen endlich vieler Punkte. Wir miissen also die
Existenz von € nachweisen, welches wir im n#chsten Kapitel angehen wollen.

4.5 Delaunay Verfeinerung im Detail

Die Abbildung, die wir im Folgenden definieren wollen, wird in der Literatur meist mit ,Jocal feature
size' bezeichnet. Diese Abbildung ist in der Tat eine lokale Kenngrofie und legt eine gewisse Umgebung
um einen Punkt fest.
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Definition 5 (,local feature size*). Die Abbildung Ifs : R? — R mit Ifs(z) fiir einen beliebigen
Punkt x € R? verstehen wir als den kleinsten Radius um x, sodass die geschlossene Kreisscheibe K mit
Mittelpunkt x, eine der folgenden FEigenschaften besitzt:

1. K enthdlt zwei Punkte aus G.

2. K schneidet ein Liniensegment Lo € G und enthdlt einen Punkt v € G, wobei v nicht der Anfangs-
oder Endpunkt von L ist.

3. K schneidet zwei Liniensegmente aus G, wobei diese Liniensegmente keinen Anfangs- oder End-
punkt gemeinsam haben.

Abb. 10 und Abb. 11 verdeutlichen die Definition der Abbildung lfs. Zudem lassen sich einige Eigen-
schaften der Abbildung Ifs festhalten:

P S
=0
=
——e
= O
e

Abb. 10. Veranschaulichung der Definition der Abbildung Ifs. Der Radius des Kreises um x ist gerade Ifs(x).

Theorem 1 (Lipschitz Bedingung). Die Abbildung Ifs erfillt eine Art der Lipschitz Bedingunyg, es
gilt ndmlich Vp,q € G:

lfs(p) = Ufs(@)] < lp—qll

Beweis. Sei 0.B.d.A [fs(q) > lfs(p). Die geschlossene Kreisscheibe K mit Mittelpunkt Punkt p mit
Radius r=Ifs(p). Nach der Definition der Abbildung Ifs beinhaltet K zwei disjunkte Elemente aus G.
Die geschlossene Kreisscheibe K’ mit Radius ' = r + ||p — ¢|| mit Mittelpunkt q hat die Eigenschaft:
K C K'. Das bedeutet aber, dass K’ dieselben Elemente aus G enthilt wie K. Daraus folgt, dass
Ifs(q) <r'. Also erhalten wir:

Ifs(q) <r' =r+|p—dqll =1fs(p)+[lp —ql

Daraus folgt die Behauptung. O

Das nichste Lemma, verifiziert, dass falls ein neuer Punkt zu der Triangulierung hinzugefiigt wird, so
ist der Abstand zu schon vorhandenen Punkten nicht kleiner als der ,local feature size“.

Lemma 3. Fiir Konstanten Cy,Cy mit: 1+ V20, < 0y < S , wobei « die kleinste untere Schranke

2sina
fiir die Winkel der Delaunay Verfeinerung beschreibt, gilt: Seien v,w € R zwei Punkte, sodass v nach
w durch die Delaunay Verfeinerung hinzugefiigt wurde. Falls v mit der Funktion:
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Abb. 11. Veranschaulichung der Definition der Abbildung Ifs an einem konkreten Beispiel.

o g1 hinzugefiigt wurde, so gilt: |[v — w|| > @
e g0 hinzugefigt wurde, so gilt: ||v — w]|| > %
Beweis. Siehe [1]. -

Aus diesem Lemma kénnen wir sofort folgern:

Lemma 4 (Vom kleinsten Abstand). Fir alle v,w € T gilt:

1fs(v)
1+

[0 —w|| =
wobei die Konstante C; wie im Lemma 8 gewdhlt wird und T die endgiiltige Triangulierung von G ist.

Beweis. Wurde v nach w eingefiigt so gilt nach Lemma 3: ||v — w| > % > % Andernfalls gilt:
lv —w| > % Also folgt:

Ifs(v) < Ifs(w) + v —w| < Jv—w|- 1 +C1) & |o—w]> jfj%)l

und damit die Behauptung. O
Mit diesem Lemma haben wir nun gezeigt, dass zwei Punkte in der Triangulierung T einen gewis-
sen Abstand zueinander besitzen. Das nichste Theorem nutzt diese Eigenschaft aus, um eine obere
Schranke der Ecken fiir die Triangulierung T zu zeigen.

Theorem 2 (Obere Schranke). Die Anzahl der Ecken in T ist nicht grofier als

1
C/R o) ™

wobei R das Rechteck beschreibt, welches G umschliefit und C eine noch nicht néiher spezifizierte Kon-
stante.
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Beweis. Fiir jede Ecke p sei D, die Kreisscheibe um p, mit Radius r, = 22{%%)1). Nach Lemma 4
sind diese Kreisscheiben disjunkt. Weiterhin kénnen wir sagen, dass mindestens ein Viertel dieser
Kreisscheibe in R enthalten ist. Mit dieser Uberlegung folgt:

1 1 1
fyirew®=s ,DGZG/D 2™

/ L > ! / dz > ! / do > —"

T > r>
o, TR ™" maceep, 2@ Jo, ™2 ) 4102 S, ™ % @ 137
da [ b, = mr2, folgt letztendlich:

1 1 T ™
_ > - =
/R F2@) @ = 1 ,;; (2C5 +3)2  4(2C; + 3)2 2!

peG

und damit die Behauptung fiir C' := 4202+43)° O

s

Analog zum obigen Theorem lésst sich eine Aussage iiber eine untere Schranke fiir die Anzahl der
Ecken in T herleiten. Diese Aussage ist im nachfolgenden Theorem formuliert, welches wir aber nicht
beweisen wollen.

Theorem 3 (Untere Schranke). Die Anzahl der Ecken in T ist mindestens

~ 1
¢ / 7@
rUfs*(z)
wobei R das Rechteck beschreibt, welches G umschliefit und C eine noch nicht niher spezifizierte Kon-
stante.

5 Zusammenfassung

Die bedingte Delaunay Triangulierung hat viele praktische Anwendungen. Einige Anwendungsbeispiele
sind:

e Oberflichenberechnung im R3
e Gebdudemodellierung

e Meshing von Oberflichen
e Siehe Abb. 12

Auch der Algorithmus zur Delaunay Verfeinerung kann leicht implementiert werden. Zudem haben
wir gezeigt, dass der Algorithmus terminiert und die Kriterien aus Kapitel 5 fiir die Dreiecke erfiillt
sind. Dabei soll insbesondere erwihnt werden, dass der ,aspect ratio” beschriankt ist. Leider gilt dies
nicht im R3. Man ist also immer auf der Suche nach einer verallgemeinerten Delaunay Verfeinerung
im Dreidimensionalen und nach neuen, schnelleren Algorithmen zur Triangulierung einer polygonalen
Flache, bzw. man versucht, die alten zu verbessern.

6 Anhang

6.1 Eigene Implementierung des Plane-Sweep Algorithmus
Einleitung

Im Folgenden Abschnitt betrachten wir eine Moglichkeit den Plane-Sweep Algorithmus zu implemen-
tieren. Das Programm wurde in Matlab realisiert. Das Hauptprogramm und die jeweiligen Unterpro-
gramme werden hier im folgenden angegeben. Die prinzipiellen Ideen werden spéter genauer erldutert.
Zu beachten ist, dass dieser Algorithmus keinen Edge-Flip durchfiihrt. Das Programm generiert also
eine Triangulierung, die nicht zwingend die Delaunay Triangulierung sein muss.
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Abb. 12. Die Kanten von strukturellen Besonderheiten wie Strafen und Fliisse sollen eingeprigt werden, d.h.
in der Triangulierung auf jeden Fall enthalten sein.

Hauptprogramm (seminar.m)

Beim Starten des Hauptprogramms &ffnet sich automatisch ein Koordinatensystem. Hier kann der
Benutzer mit der linken Maustaste zuerst seine Punkte beliebig setzen. Damit wird die Menge S
generiert. Mit der rechten Maustaste setzt man den letzten Punkt. Weiter kann man wieder mit der
linken Maustaste Anfangs- und Endpunkte der Liniensegmente setzen. Mit der rechten Maustaste fiigt
man den letzten Punkt ein. Damit ist auch die Menge L generiert. Zudem wird die Menge S nach der
x-Koordinate sortiert. Die Punkte werden also von ,links nach rechts in die Triangulierung eingefiigt.
Die ersten beiden Punkte werden verbunden. Es entsteht also eine erste (konvexe) Linie. Nun wird das
erste Unterprogramm ,constr _trian“ aufgerufen, dem die Menge S, die konvexe Hiille (in diesem Fall
ist es die Verbindungslinie der ersten beiden Punkte) und ein Index iibergeben wird. Dieser Index ist
ein Verweis auf denjenigen Punkt v aus S, der als Letzter zur Triangulierung hinzugefiigt wurde. Mit
dieser Information kann der n#ichste Punkt eingefiigt werden, denn er wird zuerst mit v verbunden.
Wie wir danach weiter vorgehen wird spéter genauer erldutert.

clf
clear all, clc;
axis([0 10 0 10])

hold on;
S = [1;
n = 0;

%/iMit der linken Maustaste werden die Punkte gesetzt:
%Mit der rechten Maustaste letzten Punkt setzen.
but = 1;
while but ==
[xi,yi,but] = ginput(1l);
plot(xi,yi,’b*?)
n = nt+l;
S(:,n) = [xi;yi;0];
end

but = 1;
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i=0;

%%kMit linken Maustaste Anfangs-und Endpunkt bzw.
%Mit der rechten Maustaste letzten Punkt setzen.

while but ==
[xi,yi,but] = ginput(1);
i=i+1;
S(:,end+1) = [xi;yi;il; %Anfangs-und Endpunkt markieren

if mod(i,2) == 0
if S(1,end-1) > S(1,end)
temp = S(3,end-1);
S(3,end-1) = S(3,end);
S(3,end) = temp;
end
plot([S(1,end-1),S(1,end)], [S(2,end-1),S(2,end)],’r’)
plot(S(1,end-1),S(2,end-1),7*r?)
plot(S(1,end),S(2,end),’*r?)
end

end
L=S(1:2,n+1:end);

if mod(i,2) ==
S(:,end)=[];
end

%%Sortieren der Punkte nach der X-Koordinate:
S = sortrows(S’,1)7;
S(4,:) = 8(3,:);

%Triangulierung aufrufen:
if size(S,2)>0
plot(S(1,1:2),S(2,1:2),°k?)
constr_trian(S,[1 2 ; S(3:end,1:2)],2);
end

%hErneutes Zeichnen der Liniensegmente
for j=1:2:size(L,2)

plot ([L(1,3j) L(1,j+1)]1,[L(2,j) L(2,j+1)],’r?)
end

Unterprogramm 1 (constr trian.m)

Dieses Unterprogramm fiigt nun einen Punkt aus S nach dem Anderen ein. Da S nach der x-Achse
sortiert ist, werden die Punkte also von links nach rechts trianguliert. Hier wird der Effekt der ,Sweep-
Line“ (SL) am deutlichsten sichtbar. Wenn die SL einen Punkt v aus S schneidet, wird dieser zur
Triangulierung hinzugefiigt. Dieser Vorgang wird im Unterprogramm 3 genauer beschrieben. Ist v
Anfangspunkt eines Liniensegments 1, so speichern wir Anfangs- und Endpunkt von 1 in eine Matrix
M (die im Programm mit L bezeichnet wird). Wird ein Endpunkt eines Liniensegments 1 von der SL
geschnitten, so wird 1 aus der Matrix M entfernt. Wir merken uns also zu jedem Zeitpunkt, welche
Liniensegmente von der SL geschnitten werden. Desweiteren miissen wir {iberpriifen, ob M leer ist,
bevor wir den nachsten Punkt v zur Triangulierung hinzufiigen. Denn falls M nicht leer ist, benotigen
wir die Position von v. Das bedeutet, dass wir die Liniensegmente, die iiber v bzw. unter v liegen,
berechnen miissen. Dies wird im Unterprogramm 2 genauer erldutert. Weiter merken wir uns immer
den letzten Punkt, der zur Triangulierung hinzugefiigt wurde.
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function [] = constr_trian(S,konv_chain,index)

while i<=size(S,2)
el = 0;

%Spezialfall: Endpunkt einer Linie erreicht:
if S(3,i)>0 && mod(S(3,i),2)==0
position = find(L(3,:) == S(3,1));
L(:,position-1:position) = [];
el=1;
end

%Falls die Sweep-Line Liniensegmente schneidet:

if size(L,2) > 0
%Bestimme wo der zu triangulierende Punkt sitzt:
[o,u] = pos(L,S(:,1));
temp=o0;

if el==1
index = find(konv_chain(2,:) == S(3,1i)-1);
konv_chain(3,konv_chain(3,:)==0)=0;

else

index = find(konv_chain(3,:) == 0);
end
if u<0

u = size(konv_chain,2)+1;
else

u = find(konv_chain(2,:) == u);
end

if isempty(index)

index = find( konv_chain(2,:) == abs(o) );
else

konv_chain(3,index) = 0;
end

S(4,i) = temp;

if o<0
o =1;
else
o = find( konv_chain(2,:) == abs(o) );
end
else
o=1;

u = size(konv_chain,2)+1;

end

%Verbindungslinien setzen und zeichnen:
[konv_chain index] = trian(S,konv_chain,i,index,o,u);
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%Spezialfall: Anfangspunkt einer Linie erreicht:
if mod(S(3,1i),2) ==

L =[L S(:,i) S(:,S8(3,:) == S(3,i)+1)];
end

%Ndchsten Punkt triangulieren:
i=i+1;

end
end

Unterprogramm 2 (pos.m)

Dieses Unterprogramm berechnet die Liniensegmente, welche oberhalb bzw. unterhalb des zu trian-
gulierenden Punktes v liegen. Dazu betrachten wir die SL, die durch v verlduft und berechnen die
Schnittpunkte mit den Liniensegmenten, die von der SL geschnitten werden. (sieche Abb. 14). Die Men-
ge dieser Liniensegmente werden wir mit M bezeichnen. Der Schnittpunkt mit einem Liniensegment
wird auf folgende Weise berechnet: sei | € M beliebig. Sei a der Anfangs- und b der Endpunkt von 1.
Dann gilt fiir die Gerade ab: ab = a + A(b— a), wobei A € [0,1]. Um den Schnittpunkt der SL mit 1 zu
bestimmen, betrachten wir also die Gleichung:

ab=v+p-ey ,wobei eg = <(1)),)\€[0,1],MER
a+Ab—a)=v+pu-e

Daa = (Zl ), b= (Zl) und v = (21 ), kann man obige Gleichung auch als folgendes Gleichungs-
2 2 2

system schreiben:
0 , a1 — b1 ) my ap — v
1 , a2 — b2 A - a2 — Vg

Mit der Cramerschen Regel erhalten wir als Losung fiir A gerade:

det|:oaa1U1:|

5\ 1,a9— v _am—u
det 0,&1—b1 Cll—bl
1, ap by

0 ay — bl]
1 ag — bg
0. Mit dieser Losung kénnen wir nun den Schnittpunkt zwischen 1 und der SL berechnen fiir alle [ € M.
Mit den berechneten Schnittpunkten lasst sich leicht herausfinden, welche Liniensegmente iiberhalb
bzw. oberhalb von v liegen. Somit kann man die Position von v genau bestimmen.

Da a und b Anfangs- bzw. Endpunkt von I sind, gilt insbesondere a # b und somit auch det [

LN

function [o,u] = pos(L,v)

JBerechnet die Schnittpunkte der Sweep-Line mit den Liniensegmenten:
lamda = (L(1,1:2:end) - v(1) ) ./(L(1,1:2:end)-L(1,2:2:end) );
is=L(1:2,1:2:end)+([lamda;lamda] .*(L(1:2,2:2:end)-L(1:2,1:2:end)));
abstand = [is(2,:) - v(2) ; L(3,1:2:end)];

abstand(:,abstand(1,:) > 0);
abstand(:,abstand(1,:) < 0);

s O
o
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JRiickgabe: Liniensegment welches oberhalb des Punktes liegt
%bzw: Liniensegment welches unterhalb des Punktes liegt
o=o0(2,0(1,:) == min(o(1,:)) );

u=u( 2,u(l,:) == max(u(1,:)) );

%Spezialfall:

if isempty(o)
o = -u;

end

if isempty(u)
u=-1;

end

end

Unterprogramm 3 (trian.m)

Das letzte Unterprogramm ist das Herzstiick dieser Implementierung. Es bekommt die aktuelle konvexe
Hiille iibergeben, den Index zu demjenigen Punkt w, welcher als Letzer zur Triangulierung hinzugefiigt
wurde und die Position, wo der zu triangulierende Punkt v sich befindet. Damit ist gemeint, dass wir
dasjenige Liniensegment, welches oberhalb bzw. unterhalb des Punktes liegt, kennen. Nun verbinden
wir den Punkt v mit w und laufen entlang der konvexen Hiille, um weitere Verbindungslinien zu setzen
und damit neue Dreiecke zu generieren. Abb. 13 und Abb. 14 verdeutlichen dies. Um zu garantieren,

dass wir nicht zu weit laufen, nutzen wir die Eigenschaften der Determinante. Sei x = <§1 ) ein Punkt
2

aus der konvexen Hiille, welcher oberhalb von w = <Iwul> liegt. Dann gilt fiir v = (Zl ):
2 2

Ty —V1,w —U1
det ’ < 0.
T2 — V2 , W2 — V2

Einen Beweis zu dieser Behauptung werden wir nicht geben. Dies ist aber klar, da dies sofort aus
der geometrischen Anschauung folgt: die Determinante det(v,w) ist die Flache des Parallelflachs, der
von den Vektoren (x-v) und (w-v) aufgespannt wird. Diese kann positiv bzw. negativ sein. Analog
kénnen wir mit diesem Determinantenkriterium auch einen Punkt, welcher oberhalb von x liegt, mit
v verbinden. Dies fithren wir solange fort, bis det(x — v,w — v) > 0 gilt, oder bis wir auf einen

Anfangspunkt eines Liniensegments treffen. Vollig analog gilt flir einen Punkt 7 = (;1> aus der
2

konvexen Hiille, welcher sich unterhalb von w befindet:

Ty — V1, W —V1

det | =
T2 — V2 , W2 — V2

> 0.

Dies fithren wir solange fiir jeden Punkt unterhalb von w aus, bis det(Z — v, w—v) < 0 gilt, oder bis wir
auf einen Anfangspunkt eines Liniensegments treffen. Als letzten Schritt miissen wir uns die konvexe
Hiille neu generieren und v, der neu zu der Triangulierung hinzugekommen ist, merken.

function [konvex_chain ind] = trian(S,kc,i,index,obere_grenze, untere_grenze)

kc(:,end+1:end+2) = kc(:,1:2);
o=index;
u=index;

%Mit dem Determinantenkriterum Verbindungslinien setzen:
V=1[858(1:2,kc(1,u)) - S(1:2,i) S(1:2,kc(1,u+1))-S(1:2,i) I;
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while det(V) > 0 &% u < untere_grenze
pause(0.2)
plot([S(1,kc(1,u)),S(1,i)],[S(2,kc(1,u)),S(2,1)],°k?)
u=u+i;
V= [V(:,2) S(1:2,kc(1,u+1))-S(1:2,i)];

end

pause(0.2)

plot ([S(1,kc(1,u)),S(1,i)],[S(2,kc(1,u)),S(2,1)],k?)

%Mit dem Determinantenkriterum Verbindungslinien setzen:
V=1[58(1:2,kc(1,0))-S(1:2,i) S(1:2,kc(1,0-1)) - S(1:2,i) I;
while det(V) < O &% o > obere_grenze

pause(0.2)

o=0-1;

plot([S(1,kc(1,0)),S(1,i)],[S(2,kc(1,0)),S(2,1)],°k?)

if o==

break

end

V=[V(:,2) S(1:2,kc(1,0-1))-8(1:2,1)];
end

%Punkt zur konvexen Hiille hinzufiigen:
konvex_chain = [kc(:,1:0),[1i ; S(3:4,i)] , kc(:,u:end-2)1;

ind=o+1;
end
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Abb. 13. Konvexe Hiille ist fett markiert. SL ist eingezeichnet und der zu triangulierende Punkt ist eingekreist.
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Die Bedingte Delaunay Triangulierung

Abb. 14. Wie in Abb. 13. Hier zusdtzlich noch mit Liniensegmenten.
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Numerische Losungen von Volterra’s Populationsmodell

Katrin Egl

katrin.eglQuni-ulm.de

1 Populations-Modell von Volterra

Das Modell von Volterra ist eine integrale gewdhnliche Differentialgleichung 1. Ordnung; um das Pro-
blem zu betrachten, kénnen alle numerischen und auch analytischen Methoden unabhéngig voneinander
verwendet werden.

Fiir diese integrale gewohnliche Differentialgleichung 1. Ordnung werden in der folgenden Ausfiih-
rung zwei numerische Losungsansitze vorgestellt (dabei gilt: k = O(1)). Zunichst wird das Modell
als Anfangswertproblem 1. Ordnung mit Hilfe von numerischer Integration gelost, indem die explizite
Euler-Methode eingesetzt wird und als numerische Integrationsmethoden die Newton-Cotes-Formeln
angewandt werden. Eine weitere numerische Losung ist es, das Problem in ein System von zwei An-
fangswertproblemen erster Ordnung umzuformen und dieses zu 16sen.

Fiir das Bevolkerungswachstum einer Art gilt in einem geschlossenem System folgendes Modell:

7

dp

priak bp® — CP/p(x) dx p(0) = po
0

Der Koeffizient a > 0 steht fiir die Geburtsrate, b > 0 fiir die intraspezifische Konkurrenz und ¢ > 0
fiir die Toxizitét. Die Variable py beschreibt die Anfangspopulation, wihrend p = p(f) die Population
zum Zeitpunkt ¢ darstellt.

Es werden nun zwei dimensionslose Variablen u und ¢ eingefiihrt, um die Zeit und die Bevolkerung zu

skalieren:

t =

o] =
Sk

Mit diesen Variablen erhélt man somit ein dimensionsloses Problem des Modells, wobei x = —:

t

H% =u—u® - u/u(x) dx u(0) = ug (o)
0

2 Numerische Losung mit zwei verschiedenen Methoden

Nun soll erldutert werden, wie man vorgeht, um gewohnliche Differentialgleichungen auf einem Rechner
zu losen.
Dazu ist in einem Intervall I = [to,to + T] C R eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung

p_dy _

y=0 = f(t,y(t)) mit einer Anfangsbedingung y(to) = yo € R”
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gegeben. Die Losung y ist eine vektorwertige Funktion y : I — R™ und die rechte Seite ist eine
vektorwertige Funktion f : 1 x R™ — R™. Man bezeichnet die Losungskurve y(t) auch als Trajektorie;
wenn kein Anfangswert vorgegeben ist, ist die Losungskurve somit nicht auf eine bestimmte Trajektorie
festgelegt, sondern man erhilt eine Schar von Trajektorien, welche auch Richtungsfeld genannt werden.

Um eine gewdhnliche Differentialgleichung numerisch zu 16sen, wird die Differentialgleichung als erstes
diskretisiert; das bedeutet, dass die Losung in einzelnen Schritten berechnet wird. Dafiir kann man fiir
das Intervall I ein Gitter einfiihren, wobei man eine dquidistante Unterteilung wahlt:

Hh = {to,tl, ...,tn = to +T}, mit ti = to +Zh, Z:].,’Il

Nun werden die Werte u; = upn(t;), ¢ = 1,...,n bendtigt, wobei u, : I, — R"™ die dazugehdrige
Gitterfunktion ist. Die Gitterfunktion wird so gewdhlt, dass der Wert der exakten Losung der Diffe-
rentialgleichung y; = y(¢;) durch u; moglichst gut approximiert wird.

Folglich werden auf dem Gitter I, mit der Schrittweite h # 0 Naherungswerte u; fiir y; an den dqui-
distanten Punkten t; = tg + ¢h berechnet. Es gibt einige numerische Verfahren, die auf dieser Diskre-
tisierung basieren. Ein solches Verfahren ist das explizite Euler-Verfahren und auch das Runge-Kutta
Verfahren.

Zunéchst wird das dimensionlose Problem (¢) mit einem beliebigen Wert fiir x betrachtet. Es werden
in der Ausfithrung die zwei Methoden vorgestellt, um (¢) als folgendes Anfangswertproblem numerisch
zu 16sen:

u = f(t,u), u(to) = ug
Fiir das Problem (o) gilt hier:
p t
ﬁd—?:u—uQ—u/u(x)dx, (0)
0

Die beiden Methoden ndhern die Losung zu diskreten Zeiten ¢, = ty + nh, n = 0,1,... an, wobei
h = t,4+1 — t, den gleichmifigen Knotenabstand charakterisiert.

2.1 explizite Euler-Methode und Newton-Cotes-Formeln

Mit dem expliziten Euler-Verfahren gilt fiir die Ableitung y’ ndherungsweise:

M ~y'(t) = f(t y(t))

und somit y(t + h) =~ y(t) + hf(t,y(t)). Fir y; bekommt man an den Stellen ¢; die Ndherungswerte u;
durch
U = Yo,
M = f(tzaul)a 1=0,...,n-1

h
Formt man diese Gleichung um, ergibt sich:
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Uir1 = u; + hf(t;, u;), 1=0,1,2,...,n-1, wobei ug = g

Durch die Differrentialgleichung wird ein Richtungsfeld definiert; in den einzelnen N&herungspunk-
ten (t;,u;) benutzt das explizite Euler-Verfahren die Steigung dieses Richtungsfeldes, um damit den
néchstfolgenden Niherungswert zu bestimmmen. Um gute N&herungswerte zu erhalten, wird eine klei-
ne Schrittweite h benotigt.

Diese geometrische Konstruktion der Naherung bezeichnet man als Polygonzugmethode.

Die Losung von (¢) wird mit Hilfe der expliziten Euler-Methode am Knoten ¢, folgendermafen
angendhert:

in

Upt+l = Up + h%[l — Uy — /u(a:) dx]
0

In der Losung durch die explizite Euler-Methode kann das Integral nicht explizit bestimmt werden, aber
durch die Anwendung von numerischen Integrationsmethoden, auch bekannt als Quadraturmethoden,
kann das Integral angendhert werden.

Dabei soll das Anfangswertproblem

y' = f(t,yt), wlto) =yo

durch Integration in diese Integralgleichung

t
y(t) = yo + t f(s,y(s))ds
0

umgeformt werden; anschliefend kann das Integral iiber den unbekannten Integranden durch nume-
rische Integrationsmethoden approximiert werden. Die numerische Integration hat nun zur Aufgabe,
dieses Integral zu berechnen.

Am einfachsten ist es, die Funktion f(z) durch ein Polynom zu interpolieren und dieses dann zu
integrieren. Diese Idee fiihrt zu den Newton-Cotes-Integralformeln. Das Integral der approximierten
Funktion dient jetzt als Anndherung an das gesuchte Integral.

Es geht also darum, ein Integral der Form f: f(x)dx zu berechnen. Nun fiihrt man durch z; =
a+iH,1=0,....N mit H = b_T",N € N ein dquidistantes Gitter in dem Intervall [a,b] ein und ent-
wickelt das Interpolationspolynom Py n € IIy, welches Py n(z) = f(&;),i=0,...,N erfiillen muss.
Aus dem Satz iiber die Lagrange-Interpolation folgt:

b N b
/PO _____ N(x)dx:E fz/ Li(z)dx = ... =
a i=0 a
N bea Y
:Hgii: Eii.ts;iez
izofw o~ Zio(ffml Ng, W

Die entstandenen Gewichte w; sind von f;, @ und b unabhéngig, von N jedoch abhéngig; die Gewichte
liegen in Form von Briichen 7+ vor. Fiir konstante Funktionen wird erwartet, dass die Integration exakt
ist, und deshalb wird nun gefordert, dass ns = ), 0;. Diese Formeln heiffen Newton-Cotes-Formeln.



114 Katrin Egl

Fiir die Ann&herung des Integrals ergibt sich mit wy, als Koeffizienten der Integrations-Schemata:

tn N
/u(:c) dx =~ Zwkuk = Sp(h)
0 k=0

Kombiniert man diese beiden Integrationsmethoden miteinander, spricht man vom expliziten Euler-
Newton-Cotes-Schema und erhélt folgende Anndherung:

U1 = Un + h%u — up, — Sn(h)]

Fiir die Newton-Cotes Formeln ergeben sich folgende Werte:

Nio; ns|Name
11 |2 |Trapez-Regel
2(141/6 |Simpson-Regel

[

Fiir die Anndherung an das Integral eignen sich die Newton-Cotes-Integral-Formeln, welche eben die
Trapez-Regel und die Simpson-Regel enthalten. Diese genannten Integralformeln bieten sich vor allem
deshalb an, da alle Knoten, die zuvor berechnet wurden, verwendet werden.

Diese beiden Regeln gehoren zu den summierten Regeln, welchen gemeinsam ist, dass zuerst das
Integrations-Intervall [a,b] in n gleich grofe Teilintervalle [z;, x;11], i=0,...,n — 1 zerlegt wird, wobei
x; =a+ih und h = =2,

n

Verwendet man die Trapez-Regel, so interpoliert man die Funktion f auf [z;, z;11] linear durch die
Werte auf den Intervallrindern. Dies entspricht geometrich einem Trapez. Fiir die Abbildung 1 lautet
die dazugehorige Formel:

b
/ f(x)dx;ah.w

’ ! EL’\

Abb. 1. Trapez-Regel

Es ergibt sich allgemein:

[ s f St

i

Die summierte Trapez-Regel lautet also:

T(h):= i

[f (i) + f(zit1)]

ro| >
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Verwendet man bei jedem Schritt die trapezformige Integration als Verfahren, wird die Summe, die
das Integral berechnet, folgendermafen dargestellt:

So(h) = 0
Sl(h) = g(uo +’LL1)

Sn(h) = Sn-1(h) + g(un,l + Up) fir n=1,2, ...

Wenn man anstelle einer linearen Funktion den Integranden f durch ein Polynom héheren Grades
ersetzt, bekommt man die Simpson-Regel. Bei dieser verwendet man ein gerades n und die Intervalle
[%2i, X2i42),4 = 0, ..., § — 1. Fiir den Ndherungswert auf jedem der einzelnen Teilintervalle erhélt man:

[ f@xde x L f ) + 48 i) + Soia)]

k3

v

Abb. 2. Simpson-Regel

Diese Regel fordert also, dass die Anzahl der Zwischenintervalle n , die das Intervall [0, ¢,,] teilen, gerade
ist. Deshalb kann die Simpson-Regel nicht bei jedem Schritt verwendet werden. Fiir ein ungerades
n ware es moglich, die Simpson-Regel auf das Intervall [0,¢,_1] und die Trapez-Regel anschliefiend
auf [t,_1,t,] anzuwenden. Wenn n ungerade ist, sollte allerdings die Trapez-Regel auf das Intervall
[0,t1] = [0, h] angewendet werden, und anschliefend die Simpson-Regel eingesetzt werden. An dem
Schritt ¢, wird die hochste Genauigkeit verlangt, welche durch die Simpson-Regel hier gewihrleistet
wird. Die beiden Ergebnisse miissen addiert werden, um das zu berechnende Integral auf das Intervall
[0,t,] anzun&hern.

Nun wird die Trapez-Regel auf das Intervall [0,¢1] = [0, h] angewendet, und anschliefend die Simpson-
Regel eingesetzt:

So(h) =0
Sl<h) = %(UO + ul)

Sn<h) =S,_2+ g(un,g + dupy_q + un) fir n=2,3, ...

Ein weiteres Verfahren, das hier angewendet werden konnte, ist die modifizierte Euler-Methode, wel-
che noch eine Grofenordnung genauer ist, als die explizite Euler-Methode. Dies wird in Abbildung 3

deutlich.
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2.2 Runge-Kutta-Verfahren

Wenn man fiir das explizite Euler-Vefahren zur Losung einer Differentialgleichung die Fehleranalyse
betrachtet, wird deutlich, dass man aufgrund von Rundungsfehlern die Schrittweite nicht beliebig klein
wahlen kann. Das Ziel ist es, eine Konsistenzordnung von O(h,), wobei p mdoglichst grof sein soll, zu
erhalten. Deswegen wird, um das Anfangswertproblem zu lésen, nun ein Verfahren héherer Ordnung
verwendet.

Mithilfe der Formeln fiir die numerische Integration bekommt man Verfahren hoherer Ordnung. Es
geht um die Anfangswertaufgabe y' = f(¢t,9),y(to) = yo in dem Intervall T = [to,to + T]. f ist eine
stetige Funktion: f: D ¢ R"*! — R”. Nun wird das Intervall in ein Gitter to < T} < .. <t, =tg+ T
eingeteilt und die Integration der Differentialgleichung ergibt dann:

y(t) = ylto) + / F(s,y(s))ds

Fiir die Teilintervalle [t;,¢;11] C I erhélt man, dass

tjt1
Yi+1 =y; + / f(s,y(st))ds
tj
Die erhaltenen Integrale f:ﬁl f(s,y(st))ds werden jetzt durch die Integrationsformeln h; > ;" v f(s1,y(s1)), si €
J

[tj,t;j41] ersetzt, in welchen auch variable Schrittweiten h; zugelassen werden.
Die Integrale iiber die Teiluntervalle kénnen mit den Formeln der numerischen Integration folgender-
mafien approximiert werden:

ti+1 m
/ F(s,y(st))ds ~ by uf(s1,y(s0))s 51 € [y, t541]

ti =1

Da y(s;) unbekannt ist, wird eine N&herung fiir f(s;,y(s;)) bendtigt. Der Ansatz dafiir lautet folgen-
dermafsen:

(s, y(s1) = ki

Bei expliziten Runge-Kutta-Verfahren kann man mit bereits berechneten kq, ..., k;—1 dann y(s;) annéi-
hern:

y(s) =y + hj(Biaks + ... + Bri—1ki—1)

Jetzt sei s = t; und s; = t; + ayh;, und fiir o soll gelten: a; = Zi_:ll Bi,r-
Mit, diesen Voraussetzungen wird nun ein Gleichungssystem konstruiert:

kv = f(t;,y5)
ko = f(t; + a2hj,y; + h;jB21k1)
ks = f(tj + ashj,y; + h;i(B3,1k1 + B3,2k2)

km = f(tj + amhjayj + hj(ﬂm,lkl + ...+ ﬂm,m—lkm—l)
Durch eine Linearkombination der berechneten k; erhdlt man das Verfahren:
ujt1 = uj + hj(nki + ... + Ymkm)

Ein solches Verfahren, das die Stufenwerte k; hat, heifst m-stufiges Runge-Kutta-Verfahren. Daraus er-
geben sich verschiedene Methoden. Dazu z#hlt auch das explizite Euler-Verfahren 1. Ordnung; es gilt:
m=1,v1 =1, ujy1 = uj + h; f(t;,u;). Fiir m = 4 erhélt man das Klassische Rung-Kutta-Verfahren
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4. Ordnung, welches gleichzeitig der Simpson-Regel der numerischen Integration entspricht:

0
(&) 52,1 ? 1
as B3 .32
. Hier gilt: 503
: 1001
Oy ﬂm,l ﬂm,mfl % % % %
71 - Ym—1 Ym

Nun wird diese weitere Moglichkeit, das klassische 4-stufige Runge-Kutta-Verfahren, um die Gleichung
(¢) numerisch zu l6sen, ausgefithrt. Um von wu,, mit der Schrittgrofe h w,11 zu erhalten, sieht das
Problem (¢), wenn man das Runge-Kutta-Verfahren verwendet, folgendermafien aus:

f(m):%u—u—/o w(z)da] = Fltnsun) = 211wy — S ()]

kl - f(t’n7u’ﬂ)
61 = Uy, + gkl
ko = f(tn + g;&)
_ 1 S (h)— 1
— Efl[l —fl — n( ) - Z(un +§1)]
62 = Uy, + gk2
ks = [ltn +2.6)
= %52[1 — & — Sp(h) — = (up + &)

§3 = Up + hks3
ky = f(tn + N, &3)

= Le5[1 — € — Su(h) — o (un + 482 +5)]

| >

1
= Up4+1 = Up + hg(kl + 2ks + 2]{73 + k4)

Hier wird wiederum die Trapez-Regel verwendet, um das Integral [wdz in dem Intervall [t,,t, %]
anzundhern, indem man ks und k3 berechnet. Um das Integral in [t,,¢,+1] anzundhern, setzt man
die Simpson-Regel ein und berechnet ky; fiir dieses Intervall kann ebenso die Trapez-Regel verwendet
werden. Im letzten Schritt des Runge-Kutta-Verfahren wird wu,; festgelegt, so dass durch geeignete
Rekursionsbeziehungen, wie die Simpson-Regel oder Trapez-Regel, S, 11 (h) bestimmt werden kann.
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Es konnten auch die 5-stufige Runge-Kutta-Fehlebrg-Methode und die 6-stufige Runge-Kutta-Verner-
Methode verwendet werden; da die Zwischenwerte der Knoten nicht gleichmifig grof sind, ist dies
nicht so einfach. Das heifit, es werden Zwischenrechnungen benétigt, um von dem Schritt ¢, auf den
Schritt ¢,,4+1 zu kommen. Diese treten in den Integralen auf, so dass auf der uneinheitlichen Partition
[tn, tnt1] die Trapezregel oder die Integration von Interpolationspolynomen erforderlich sein kann.

2.3 Ergebnisse der numerischen Lésungen

Abbildung 8 7eigt die numerischen Losungen von (o) fiir den Fall x = 0,1 mit ug = 0, 1, welche durch
verschiedene Methoden erhalten wurden; die Losungen wurden mit der expliziten Euler-Methode, der
modifizierten Euler-Methode und dem klassischen 4-stufigen Runge-Kutta-Verfahren berechnet. Bei
allen Methoden wird die Trapez-Regel verwendet, um das Integral anzundhern. Selbst wenn man
stattdessen die Simpson-Regel einsetzt, &ndern sich die Ergebnisse nicht merklich. Abbildung 3 zeigt
auch die numerische Lésung von dem System der zwei Differentialgleichungen 1. Ordnung, die durch
die Runge-Kutta-Fehlberg-Methode erhalten wurde und im nichsten Kapitel ndher erldutert wird. In
allen aufgefithrten Losungsverfahren wurde das Intervall 0 < ¢ < 2 in 20 Schritte unterteilt.

u

0.0 . i . ; . i . i .

0.0 0.4 0.8 1.2 1.6 2.0
!

Abb. 3. Numerische Lésungen von (¢) mit x = 0.1 und ug = 0.1 mit Hilfe von EE = explizite Euler-Methode,
ME = modifizierte Euler-Methode,

RK-4 = 4-stufiges Runge-Kutta-Verfahren und die numerische Lésung des Systems mit RKF = Runge-Kutta-
Fehlberg-Methode

3 Numerische Losung des Modells als System

Im Folgenden wird eine weitere numerische Losung vorgestellt. Dazu wird die integrale gewohnliche
Differentialgleichung 1. Ordnung in ein System von zwei Anfangswertproblemem 1. Ordnung umge-
formt.



Numerische Lésungen von Volterra’s Populationsmodell 119

3.1 Numerische Lésung des Problems als System

Um ein solches gekoppeltes System von zwei Differentialgleichungen 1. Ordnung aus dem vorliegenden
Problem zu erhalten, schreibt man y = Inu. Somit gilt: u = ¥ und mit Einsetzen in (o) ergibt sich:

t

K@ey =e¥ —e¥? — ey/ey(T) dr
dt

0
Teilt man diese Gleichung durch e¥, erhélt man:

t

d
wY zl—ey—/ey(T)dT
dt

0

Leitet man diese Gleichung nach ¢ ab, erhdlt man folgende Differentialgleichung 2. Ordnung;:

1"

rky' = —y'e? — e (B)

Setzt man nun x =y’ gilt: (1) 2’ = y” und (2) v = (e¥)’ = y'e¥ = zu. Mit diesen Gleichungen (1),
(2) und mit (A) kann man die erhaltene gewthnliche Differentialgleichung 2. Ordnung in ein System
umformen: 41 )
o =Ly 2(0) = — 20
K K

u =zu u(0) = ug

Dabei stellt u = “?/ die relative Anderung von u dar, und beschreibt somit die Schwankung der Popu-
lation.

Auf folgende Weise erhilt man die Anfangsbedingung z(0) = 1‘%

Ausgangslage ist wieder die Gleichung (¢), welche man durch w und durch « teilt, so dass man folgende

Gleichung erhilt:
t

“ lfuf{u(T)dT
u K

¢
Daz =% und [u(r)dr =% gilt, folgt daraus: z(0) = =40
0

Dieses System von Differentialgleichungen kann nun analytisch in der ’phase plane’ oder wie hier
durch den Einsatz von numerischen Methoden gelést werden. Man verwendet héherstufige numerische
Methoden, um ein solches gekoppeltes System von zwei Anfangswertproblemen 1. Ordnung zu 16sen.
Drei solcher Methoden sind das 4-stufige Runge-Kutta-Verfahren, die 5-stufige Runge-Kutta-Fehlberg-
Methode und die 6-stufige Runge-Kutta-Verner-Methode, auf welche hier nicht ndher eingegangen
wird.

Wird dieses gekoppelte System numerisch gelost, kann folgendes beobachtet werden:

e u(t) — 0, fiir festes x und wp mit ¢ — oo

o 2(t) — k(ug, k), fiir t — oo mit k(ug, k) als negative Konstante, welche die Zerfallsrate beschreibt.
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Fiir t — oo, sozusagen fiir grofse Zeitraume, ist eine genauere Modellierung der Populations-Entwicklung
moglich. Dafiir wird die Malthus-Gleichung eingesetzt.

Diese Gleichung, die zur Beschreibung von Populationsdynamiken dient, ist nach Thomas Robert Mal-
thus, einem britischen Okonomen, benannt, wobei p(t) fiir die Populationsgrofe zu einem bestimmten
Zeitpunkt ¢ und ¢ fiir die Wachstumsrate der Population steht: p(t 4+ 1) = ¢gp(¢t). Auf die vorliegenden
Angaben bezogen, sieht die Gleichung folgendermafien aus: mit v’ = zu und z(t) — k(ug, k) fiir t — oo
folgt:

du

dt k(UO, )

Die numerischen Ergebnisse zeigen (wie die Berechnungen bei der singuldren Perturbation), dass fiir
die Konstante k(ug, ), mit & — 07 und ug beliebig, gilt: k(ug, k) — —1.

Nun wird davon ausgegangen, dass die Konstante k(ug, k) als Zerfallskonstante fiir hohe Zeitpunkte
existiert. Man verwendet wiederum die Gleichung (¢) und teilt sie durch wu:

Ed—uzl—u—/u(:zz)dx

u dt
0

Durch Einsetzen der Malthus-Gleichung ergibt sich:

t
kk(ug, k) =1—u— /u
0

Da t — oo und u(t) — 0 erhélt man diese Beziehung:

kk(ug, k) =1 — I(ug, k)

wobei:
I(ug, k) = 1m/ )dr < o0
t—o0
0
Fiir t — oo néhert sich das Integral f 7)dr an eine positive, endliche Konstante an.

0
Diese Beziehung verdeutlicht, dass eine gewisse Anzahl von Tieren immer wegfillt und das Wachstum
somit reduziert wird. Je grofer der Wert fiir x wird, desto geringer ist das Wachstum der Population.

3.2 Ergebnis der numerischen Lésung als System

Abblidung 4 zeigt die numerischen Losungen fiir verschiedene Werte von k, nachdem das System
aus den beiden Anfangswertproblemen 1.0rdnung mit dem Runge-Kutta-Fehlberg-Verfahren gelost
wurde, wobei ug = 0, 1. Abbildung 4 zeigt auch die dulere Losung (fiir & — 0), die durch die singulire
Perturbation erhalten wurde.

Literaturverzeichnis

1. TEBBEST KEVIN G./ MAcKI JACk, Classroom Notes; Society for Industrial and Applied Mathematics,
September 1997



Numerische Lésungen von Volterra’s Populationsmodell 121

____________________________________________________________________________________________________

U

0.0 ; |

0.0 1.0 2.0 ¢ 3.0 4.0 5.0

Abb. 4. Niherungslosungen mit Runge-Kutta-Fehlberg-Methode von (¢) fiir ug = 0.1 und mit x = 0.05, 0.1,
0.25 und 0.5 (weiterhin dargestell: dufiere Losung durch singulére Perturbation)

2. QUARTERONI ALF10, PROF./SAcco RICCARDO, PROF./ SALERI FAUSTO, PROF., Numerische Mathema-
tik 2; Springer-Verlag, Berlin-Heidelberg 2002

3. BOLLHOFER MATTHIAS, DR./ MEHRMANN VOLKER, PROF. DR., Numerische Mathematik; Vieweg Ver-
lag, Wiesbaden, 1. Auflage November 2004

4. KopkA HELMUT, BTEXBand 1: Finfihrung; Pearson Studium Verlag, Miinchen, 3., iiberarbeitete Auflage
2002

5. http://de.wikipedia.org/wiki/Malthusgleichung [17.09.09, 19:08 Uhr]|

6. http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/bb/Sehnentrapezformel.svg [17.09.09]

7. http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/1/13/Simpsons method
_illustration.png [17.09.09]






Analytische Losungen des Populationsmodells von Volterra

Sophie Pausch

sophie.paeusch@uni-ulm.de

1 Vorstellung des Populationsmodells von Volterra

Fiir das Bevolkerungswachstum einer Art in einem geschlossenen System hat Volterra 1931 folgende
Gleichung aufgestellt:

7

dp

prink bp® — CP/p(x) dx p(0) = po
0

Der Koeffizient a > 0 steht fiir die Geburtstrate, b > 0 fiir die intraspezifische Konkurrenz und ¢ > 0
fir die Toxizitét.

Mit Toxizitdt ist ein Parameter gemeint, der die Population minimiert. Das kann beispielsweise bei
einer Bakterienkultur in einem begrenzten Medium der Anstieg von Kohlendioxid sein, oder der Ver-
brauch der begrenzten Nahrungsresourcen.

Die Variable py beschreibt die Anfangspopulation, wihrend p = p(#) die Population zum Zeitpunkt ¢
darstellt.

Zur Entstehung der Gleichung:

ap  beschreibt den Zuwachs der Gleichung, d.h. die Geburtsrate abziiglich der Sterberate

—bp? beschreibt den (negativen) Zuwachs der Population durch intraspezifische Konkurrenz (in-

traspezifisch bedeutet innerhalb der Population/Art)

Zum Konkurrenzdruck allgemein: Der Konkurrenzdruck ist von der Dichte einer Population abhin-
gig. Nimmt die Anzahl der Tiere in einer Population zu, so steigt der Konkurrenzdruck, dem nicht
alle Individuen gewachsen sind, sodass mit einer Abnahme der Population zu rechnen ist. Nimmt die
Anzahl der Tiere in einem bestimmten Lebensraum jedoch ab, sinkt der Konkurrenzdruck wieder und
die Population nimmt wieder zu. Ein theoretisches Gleichgewicht einer stabilen Population bezeichnet
man als Tragfihigkeit (carrying capacity). Eine Population ist stabil, wenn sich Geburtenrate und
Sterberate im Gleichgewicht befinden).

t
—cp [ p(z)dz  beschreibt den (negativen) Zuwachs der Gleichung durch die Toxizitét, d.h. wenn die
0

Population sehr grofs ist, ist die Toxizitéat ebenfalls grofs und es kommt zu einer erhéhteren dezimierung
der Population, als wenn die Population klein ist und damit auch die Toxizitét. Der Effekt der Toxizitét
ist also bei einer kleinen, wachsenden Population viel geringer ist als bei einer grofsen, da im ersten
Fall ein kleiner Integralwert multipliziert wird, im zweiten Fall ein grofer.

Die verschiedenen Dimensionen des Problems werden durch folgenden Ansatz beseitigt:



124 Sophie Pausch

_ _t _ P
t—m U—T/b

Die dimensionslosen Variablen t und u bringen die Gleichung auf die dimensionslose Form:

n% =u—u®— u/u(m) dx u(0) = ug ()

Dies ist eine gewohnliche Differentialgleichung erster Ordnung, wobei x = = ein dimensionsloser Pa-

rameter ist.

Hier zur Verdeutlichung der Gleichung ein Schaubild als Beispiel:
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Abb. 1. Beispiel fiir das Wachstum einer Population

Die einzige Losung fiir das theoretische Gleichgewicht (Tragfihigkeit) der Population, die durch die
Hauptgleichung (¢) ausgedriickt wird, ist u(¢t) = 0. Das bedeutet, dass es bei diesem Modell nie ein

Gleichgewicht gibt.

Die analytische Losung des Problems:

u(t) = ug exp i/t 1—wu(r) — /Tu(:t) dz| dr (1)

0 0

zeigt uns, dass u(t) > 0 fiir alle t, wenn ug > 0.

Im Folgenden stelle ich zwei verscheidene Losungen vor, die die Gleichung (¢) 16sen.
2 Small ‘s Ndherungslosung der Hauptgleichung (¢) mit singulérer
Storungsmethode

Hier wird die Losung der Hauptgleichung (¢) gezeigt, fiir den Fall, dass x « 1. Bei dieser Methode
bekommt man eine innere und eine dufere Losung, die durch asymptotisches Abgleichen die Né&he-
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rungslosung fiir das Problem ergeben. Aus s « 1 folgt, dass -5 « 1, was wiederum fiir unsere Population
bedeutet, dass die Toxicitét (c) eine eher geringe Rolle spielt.

Kurz gesagt, diese Losung kann angewendet werden, wenn man Aussagen iiber eine kleine, wachsende
Popluation machen mdochte.

Bei kleinen, schnell wachsenden Populationen (z.B. Kaninchen) ist das Wachstum in der Anfangsphase
exponentiell und nimmt dann, wenn die Population grofs ist, wieder stark ab usw.

Wenn man sich das ganze im Detail anschaut, hier am Beispiel einer Bakterienkultur, kann man
folgendes sehen:

Balterien
pro ml
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Stationdre Phase Absterbephase

108

108
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Abb. 2. Bild zum Wachstum einer Bakterienkultur in geschlossenem System

Man kann zwei Abschnitte erkennen: zu beginn steigt die Population schnell an (innere Losung) wéh-
rend sie anchliefend ins Stocken kommt und dann wieder abfiillt. Der Ubergang 7 liegt hier bei t—4.
Links davon, zwischen 0 und 7, steigt die Population exponentiell, rechts von 7 fillt sie nach einiger
Zeit aufgrund der Toxicitdt und der interspezifischen Konkurrenz stetig gegen 0 (dufere Losung). Man
kann hier die singulére Stérungsmethode anweden um eine anndhernde Losung zu bekommen.

Aufiere Losung:
Wenn k — 0% in der Hauptgleichung (¢) dann wird daraus ein Problem ohne Stérung, dessen Losung
so aussieht;:

u(t)=1— [ u(x)de (2)
/

Die Ableitung nach t ergibt: % = —u. Die Losung dieser Gleichung sieht dann aus wie folgt:
uq(t) = e (3)

und ist unsere dufsere Losung (fiir grofse t aufserhalb der Begrenzung).

Innere Losung:

Um die innere Losung der Hauptgleichung (¢) berechnen zu koénnen wird sie umgeformt. Die Zeit
innerhalb der Begrenzung ist als 7 = % definiert mit § = §(x), sodass 7 = O(1) nahe der Begrenzung
liegt. Man kann zeigen, dass 6 = O(k). Mit 7 = £ wird die Gleichung (¢) zu:

T

d

d—Z:u—uQ—mu/u(x)dac (00)
0

Wenn k — 0% in (¢ o) erhalten wir wieder ein Problem ohne Stérung, welches der logistischen Gleichung

entspricht. Berechnet man die Losung der Gleichung (¢¢) fiir w(7) und formt diese wieder um nach
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der Variablen t, so erhdlt man mit der Anfangsbedingung...die innere Lsung, die in der Begrenzung
t = O(k) gilt:
1

T 1+ (L/ug — Det/% @)

Das Zusammensetzen der inneren und dufieren Losung ergibt eine Ndherungslosung der Hauptgleichung

(0):

u;(t)

1
14 (1/ug — 1)e~t/x

Diese gilt fiir alle £ > 0 und k¥ << 1 und ist genauer als fiir k — 0

u(t) =e 't -1+

3 Losungen im Zweidimensionalen (Phasenebene)

t
Wir definieren y(t) = [w(z)dz in der Hauptgleichung (¢) um folgendes System zu erhalten:
0

u(t) y(0) =0 (5)
u(®)(1 —u(t) —y(t))/~ u(0) = uo

Dieses System (5) kann numerisch gelost werden oder in der Phasenebene, wie im folgenden zu se-
hen ist:

u(y) = (L+x—y) = (1+k —ug)e /") (6)

Man kann zeigen, dass wenn ¢ — oo mit £ > 0 und festem wg, u(t) — 0, dann geht y(¢) gegen eine
endliche Konstante und %' geht gegen eine negative Konstante.

Die relevanten Trajektorien des Systems (5) sind die, die der positiven u-Achse entspringen, (y,u) =
(0,up) fiir ug > 0. Folglich ist w(t) > 0 fiir alle ¢ in der analytischen Losung (1). Das heifit, die
relevanten Trajektorien liegen alle im 1. Quadranten. Hier ist das System (5) fiir den Fall x = 0,5
dargestellt. Die Trajektorie, die von (6) dargestellt wird und den Anfangspunkt (yo,x0) = (0,0) hat,
ist ein Grenzfall

Wir sehen, dass u(y) auf der Geraden £ : 1 —u—y = 0 ein Maximum hat. Fiir die Werte unterhalb/links
von L gilt v/(y) > 0, d.h. u(y) steigt, fiir die Werte oberhalb/rechts von £ gilt u/(y) < 0, d.h. u(y)
féllt. Fiir alle Anfangswerte ug < 1 steigt u(y) bis zur Geraden £ und féllt dann monoton gegen 0.
Wenn der Anfangswert ug > 1 ist, féillt u(y) monoton gegen Null in dem Mafl, wie t ansteigt. Das
Maximum ist dann wug. In allen Féllen ist u(¢) nach oben durch ein endliches Maximum beschrénkt
und nach unten durch 0. Das System (5) zeigt also, dass y(¢) monoton und beschrénkt ist und man
kann daraus schlieffen, dass y(t) fiir ¢ — oo auf einer gegebenen Trajektorie gegen eine endliche Grenze

I(ug, k) geht.
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Abb. 3. Schaubild von System (5) fiir K = 0.5 Zu sehen sind einige relavante Trajektorien und die Gerade £
auf der u(t) das Maximum erreicht fiir up <1
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Zeitplan
Uhrzeit Name Vortragstitel
Fr 12:00-12:30 Begriifflung
Fr, 12:30-13:15 Daniel Ruf Einfiihrung in gewthnliche Differentialgleichungen
Fr, 13:15-14:45 Kerstin Schick Polulation
Hendrik Lang
Pause
Fr, 15:00-16:30 Manuela Lassu Infektionen
Aljoscha Himmighofen
Fr, 16:45-18:15 Helmut Weidle Viren und Prionen
Benjamin Wenger
Sa, 08:00-09:30 Seeburger Stephanie Paarbildung
Maria Bruno
Sa, 09:30-11:00 Anja Bachmann Genetik
Karen Huep
Pause
Sa, 11:15-12:15 Kroner Birgit Enzyme
Sa, 12:15-13:45 Pascal Heiter Delaunay-Netze
Mladjan Radic
Pause

Sa, 15:00-16:30

Katrin Egl

Sophie Piusch

Volterra-Populationsmodell

Sa, 16:30-17:00

Diskussion und Ende






