Z,(c.z; L—(— E;rcf«r/‘('c k«‘.\_‘-\..l/(» Ue,l,.(ﬁ\_L,h@\__\ /%.4{-
Lga Ue ~v /Z—\—_. MCA\A (\Z‘-'Lgs.._z_\‘

e —

Cfetas cocxfe Choge Al g e
T 3. Deaslerc Rateswy voe DG L
Cow . 42gy Lecerg Feete T~
Ly, weocat e~ Glatoti. gyatec

P teele A= AR cem®”
be™

(Lt .(:_,‘, oL e (e /2_ A,,no(c...k‘{/( (.c&
=) 4 o~jitre LG 420 (Cemopny
*(‘A(‘L‘"‘”/ ~ =~ tl‘-“"‘/( (= °/ ASsdop—
&) tm—y (A=~ [DVehm~p e
&) det A #oO //4» t-L?w/Ckg-/

V§Lk.4 eowtsfon vew (LGS

3(.{\—‘@%“ Lor—~ [lell ~=¢ B~ ceA

QC: Ycototwbéc. Aot (~« —Oe— /[A[/ (OPL‘_\,(W\

wo‘..,,./( {.gsw/(u—(. (\L%‘é/-g_& /4

3Lfe~‘-—¢*ﬁ %»w%c(46_§+ok~~s‘,z—~ Ao pecbofe
{zte fedl vems Ax= 4.
T IS

S wedx Kc C—[é. e~ A (x4 Ak/-_-_g.f Af
Ja—u«« 3«’./(:6

(L ({ (4 //
(::.l—— L(S X Vo szi




::)DQW '

: -~ T o—

Alct dul= b4 45 &) Ade = A4E) Leat™48
Ao ([ dull = AT A4 SHAT ({480 .
Wy U = [LAefl = gAY - (=1l

-A0—

T
Taspee—nt  ldxll  _ Udxll A
“,\/({ N ((« {/ |
< AT wasy - (LAD

4

WAL 475y 4L
I 1A~ ey

..,D(—"é [y < ((f(/( (-4._\\‘-'-7‘-—'.‘{\6\;‘ ’{-xk( LC»&/
(A= (LALULATY
; -

Led? |
Il (A Al <
((/(-[/

,{q.A,(nga,O\% (4{—4/4/(/(1-44«/ (J{-JJ)

e et |

Il A« < B (4/ o (/AA// (l 44V

((;X'(/ (t- % (4/ [3AY / ( o f?(__é—//—/
(LA |

x Legves 4x =4

JLM ‘—( L(r . L "R_gg(..\.._c,— 2. (\LQVJC,C«—.: s.c.,.-(c.k/(b-._

UAK((T(AA(/ < < pg§ J%k(g, ng,\_

TR e
O(—i; -:—Vdp :
x(4]-<ps



?(’—-;:— L(_o ~AC (\-O 'f‘-h-.c—(’-: Z N
d‘-,/- (I%f(’;/( Cco--\_o‘(—: "Q“ d:_(~<-/(r\

Uar becge< ~ / |
I S e A~ U‘cg/,fsgs\
’ ‘ /t{, £ -
M -O\. 7(--) |
3%-- Aoy .(0‘/1, ( -
> AR ;Z:/‘,Q'C—J ))

[~

31(92/5) < Jo. (DA
~ s _7)¢~3¢>\.a/k-~e~'é/< e D, |

(({o-\d‘-ﬁ- H-—‘\.&l%:-\——;v\—-\_g‘&—a-lw" \6 ta/{ .
[l ©or= |



fe 2 U s ua vo LGOI

| « L+‘~‘°4°“J D /
Act /11 |

‘fo[lgr)—\_g Lcé-w(a(c)‘-g.-é '(k k’-——s— ( O/l%-%‘ Q\M..

‘jc‘_ (4._.,-4wwd, L_Q?/(%cc (e €~"é°‘-~¢“-\

.L "/e:;_?“q i/. | |

- 3%/4%x.~7 Arr Uabnbper —mec

P e g C(z celiee M«(w"w’( gp&- cc\"-w(c-(&fvf/
a-A g4-,5;x&4c»f (Lcowd—u‘ éwsua—er/wno:/

P{«a[(_(w.c.«_/

L(Ou 1(,',}{ \_/(/é% u.._‘..--—-e,r. U (,(,.K\CV—[_&‘ /}h—-( C.{’}
. - Ae=d &=> CAx= C—-(i |

(:e‘/{f{_g‘ C (-L&:C-/(;—g-
o : o
Che = b (e A3sdor -
4 . « | L o
_ %C«/L A 4~ [/72 ~ %‘V(Caf\-i“d_ 5 J(-&J (chj e &

o J)‘v.-c— Akobcgc.,,gwﬂ-vr

WUU

—-—> LQ_ Ok-\_.c-c/é—u (QI-\.QL\_ “"/Q\—{/Y('f/"\“‘zf(.{?'c“";




Numerik f. Ingen.u. Naturw.

Gauss’sches Eliminationsverfahren und LR-Zerlegung

Axr =b (det A # 0)

A= A1) A2)
@* ...... * k|l k oo o Xk
k kovee owoa * 0@ Ce e e Xk
k ok e e * 01 *x *

a(j,)): Pivotelement, Annahme: a(j,j) ungleich O !

ABG)
* k| ok - ok
Ox[% -+ %
00 -+ =
i AG)
0 0] % *




(2—1—33 (1\

Beispiel: 4 0 =31 r — —8
6 1 —16]° —16 |
-2 -5 4 1 —12

Zusammenfassen:

(2 —1-33 1

4 0 —31 =8
_ |
(4b) = 6 1 —16—16|"
-2 -5 4 1—-12
Durch die Gaufl-Elimination ohne Pivotisierung wird dieses System iiberfiihrt
n

J=1 2-1-33 1Y\ j=2 2-1-3 3 1

o1 (023 -5-10 — 02 3 =5 -10
0, 8 \0 4 8 319J f:a,zi%_ﬁ ko 0 2 7 1J
34;1 E?z 0—-6 1 4 —11/) ta2=-5 \0 0 10 —11 —41

- 2-1-3 3 1\
J=3 02 3 —5 —10

E—:-_ . 00 9 7 1 = (R C).
4,3 = &
00 0 —46 —46



0
. = 1
Frobenius-Matrix Ly = y 1
‘k+1.k
0 : :
K _En,k 0 1)
A= AD A2 A(3)
() * -ee e * x|k * k| ok *
kK ok +oe e e ¥k 0@ . O k| k .- 3k
4@ 7 100 ---
: : Cil AG)
S R * O] * * 0 0] * *
LjA(j) — AU+
Ly 1Lp_o--+L1Ax =L, 1Ly _o---L1b

_v_

—An)=:R

_v_

=.C



LR-Zerlegung

A=L7'L; - L' R=:LR

R: obere Drelecksmatrix

TL

Lytnot L =

\En,l C En,n—l 1)

L: untere Dreiecksmatrix




Achtung ! ‘

() () - ()

Mit f51 = 1/0.00031 ergibt Gau-Elimination

3 )
—3 .
—7 — 500031
Bei 4-stelliger Rechnung wiirde sich daraus

0.00031 1 -3
0 —3225(9670

ergeben. Riickwirtseinsetzen liefert dann

0.00031 1
o= (M0

0.00031

Exakte Rechnung ergibt allerdings



Nach obigen Uberlegungen ist es also nicht sinnvoll, nur dann Gleichun-
gen (Zeilen in der Matrix) zu vertauschen. wenn ein Nulleintrag dies er-
zwingt. Stattdessen setzt man stets bei der Berechnung der Matrix AU+
aus AUY) ein betragsgrofites Element in der ersten Spalte der verbleibenden
(n—j+1)x (n—j+1)-Untermatrix an die (j, j)-Pivotposition. Da man das
j-te Pivotelement in der j-ten Spalte sucht, nennt man diesen Vertauschungs-
vorgang Spaltenpivotisierung. Die Matrix sollte zuvor dquilibriert werden.

A= AD A AB)
@* ...... * e L * k| % .- %
ko ok oee e e * 0@ - - -k O *|* ---

i A
Kk Sk eoe e e % 0| % B OO* "tk

Spaltenpivotisierung

Permutationsmatrix (1 00 O\
i b _ {0001

ik *47loo1o0
\0100)/

AU) = PTjA(j) IU | > max|u |



Satz 4.5 | Zu jeder nichtsinguldiren Matrix A existiert eine Permuta-

tionsmatriz P, eine (dazu) eindeutige untere normierte Dreiecksmatriz
L, deren Eintrdge samtlich betragsmdafig durch eins beschrankt sind, und
eine eindeutige obere Dreiecksmatrix R, so dafs

PA = LR.

Die Matrizen P,L und R ergeben sich aus der GaufS-Elimination mit
Spaltenpivotisierung.

Der Rechenaufwand fiir die L R-Zerlegung iiber
Gaul-Elimination mit Spaltenpivotisierung betrigt ca.

1 .
gﬂj Operationen.

Die Skalierung (falls nétig) kostet nur O(n?) Operationen.



PA=LR

Die Lésung von
Axr =0b

ergibt sich iiber die Losung zweier Dreieckssysteme

Ar =b < PAx = Pb < LRx = Pb
<= Ly = Pbund Rx = y.
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Numerik f. Ingen.u. Naturw. Cholesky-Verfahren

( 2 6 —2 ( (dl 1 \
A= 6 21 0 :. pg 1 1 0 — dzz .
\—2 0 16 l31 0321 \ 0 ds, %}
Es gilt

1 0 0 dl 1 0 0 1 6‘2,1 63,1
LDLT = \ﬁg 10

ton t321) \ 0 ) dézdn} g é E::ifz

/ (){111 0 0 \ (1 ‘!?2;1 1‘?3:1\
= {l21di1 dap O 0 1 £327.
l3.1d11 32d22 d:szza} 0 0 1

Die elementweise Auswertung der Gleichung LDLT = A, die man aufgrund
der Symmetrie auf den unteren Dreiecksteil beschrianken kann, ergibt

j=1:(1,1)-Element: dy = a1 =2 = di1 =2

(2,1)-Element: ¢5 1d1 1 =a21 =6 = {1 =6/2 = | l,1 =3
(3,1)-E1ement: 5351(}31!1 = az1 = —2 — 6311 — —2/2
— bz =—1

~




(2 6 —2 (1 0 0 dllﬂ 0 11?21*031
LDLYT

6 21 0 _ 1y
\_2 0 16 ﬁiifslz ?} \ ; dazda;} \0 ; {052

( di,1 0 U\ (1 €2,1 E:S,l\
= { la1d11 dao O 0 1 f327.

Eii;ldl;l U3 2d2 o d:s,:a} 0 0 1}

A:

j = 2: (2,2)-Element: ff%?ldl,l —||— da2 = 22 :| 21 == dpp=21—3%%2
— doo =3

(3,2)-Element: €3 1dy 1051 + {32d25 = az 2 =0

— l32=—(—-1)%2%x3/3 — U39 =2

7 = 3: (3,3)-Element: {5:23?1031,1 + E%jzdg,z + dz 3 = a3z 3 = 16

—> dz3 = 16 — (—1)2 ¥2—-2%2%x3 = d:;jg =2

(1 00 200
3 10 030

- 1ﬁ:\—121 | 002



Man kann das Cholesky-Verfahren mit ca. %n‘;

Multiplikationen und etwa ebenso vielen Additionen realisieren. Der Re-
chenaufwand betriagt also etwa die Hélfte des Aufwands der Standard-
L R-Zerlegung.

Die Losung des Problems Ax = b reduziert sich

Ly =0, DLTz = y, d.h. Lty = D1y
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