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Aufgabe 1 (Einfachschichtpotential Analytisch)

(a) Berechnen Sie das Einfachschichtpotential (V 1)(x) = − 1
2π

∫ b

a log |x− y| dy für ein reelles Intervall [a, b] und x ∈ R

analytisch.

(b) Schreiben Sie eine Funktion potVSlit(a,b,x), die das Einfachschichtpotential (V 1)(xi) für das Intervall [a, b] und
einen Vektor x aus reellen Zahlen xi ∈ R auswertet. Zeichnen Sie das Einfachschichtpotential für [a, b] = [−1, 1]
und x ∈ [−3, 3].

(c) Laden Sie von der Homepage die Dateien potV.m, potK.m, qtm1.x, qt0.x herunter. Die Dateien qtm1.x, qt0.x
sind für Matlab kompilierte C-Dateien. Die Endung .x hängt vom Betriebssystem Ihres Computers ab:

• Windows 32bit: x = mexw32, 64bit: x = mexw64

• Linux 32bit: x = mexa32, 64bit: x = mexa64

• Mac 64bit: x = maci64

Die Funktion potV.m berechnet das Einfachschichtpotential (V Pk)(x) für x ∈ R
2, wobei Pk das k-te Legendre

Polynom ist. Die Funktion potK.m berechnet das Doppelschichtpotential (KPk)(x) für x ∈ R
2, wobei Pk das k-te

Legendre Polynom ist. (Siehe auch Beschreibung im Code.)
Zeichnen Sie das Einfach- und Doppelschichtpotential für T = [−1, 1] × 0 auf [−2, 2] × [−1, 1] für verschiedene
Polynomgrade k. Verwenden Sie zum Zeichnen die Funktion showPot.



Aufgabe 2 (Lösen der Symm’schen Integralgleichung)

Wir wollen nun die Symm’sche Integralgleichung
V φ = f

mit einer Galerkin-Methode lösen. Hier ist Γ = ∂Ω, Ω ⊂ R
2 ein Lipschitz-Gebiet, φ, f ∈ H−1/2(Γ). Die schwache

Formulierung lautet
(V φ, ψ)L2(Γ) = (f, ψ)L2(Γ) ∀ψ ∈ H−1/2(Γ).

Nun wählen wir einen diskreten Teilraum S0(Γ) ⊂ H−1/2(Γ), der die Basis ψ1, . . . , ψN hat. Damit lässt sich φ schreiben

als φ =
∑N

i=1 ϕiψi und die schwache Formulierung wird zu

N
∑

j=1

ϕj(V ψj , ψi)L2(Γ) = (f, ψi)L2(Γ) i = 1, . . . , N.

Wir erhalten also ein Gleichungssystem
Vϕ = f .

Wir müssen uns noch Gedanken über die Wahl des diskreten Ansatzraums S0(Γ) ⊂ H−1/2(Γ) machen. Zunächst

unterteilen wir den Rand Γ in Geradenstücke: Γ =
⋃N

k=1 Tk. Damit definieren wir die k-te Basisfunktion ψk als
charakteristische Funktion von Tk, ψk = χTk

(d.h. wir approximieren die Lösung φ durch eine stückweise konstante
Funktion).

Um den Rand in Geradenstücke zu unterteilen verwenden wir folgende Datenstrukturen:
coordinates: Matrix, die die Koordinaten der Eckpunkte der Geradenstücke enthält.
elements: Matrix, die die Nummern der Eckpunkte für jedes Geradenstück enthält.
Für ein Einheitsquadrat erhalten wir also Folgendes:

coordinates =









0 0
1 0
1 1
0 1









elements =









1 2
2 3
3 4
4 1









Gruppe 1:

Vervollständigen Sie die Funktion buildV. Die Funktion berechnet die Galerkin Matrix

V = (vi,j), vi,j = (V ψj , ψi)L2(Γ) =

∫

Ti

∫

Tj

log |x− y| dsx dsx.

Das innere Integral wird hierbei analytisch berechnet (Siehe Aufgabe 1), das äußere Integral soll mittels Gauß-
Quadratur approximiert werden. Leiten Sie die Formel für die Quadratur zunächst mit Stift und Papier her und
starten Sie dann mit der Implementierung. Für die Implementierung können Sie die Funktion potV verwenden (Hin-
weis: P0 = 1).

Gruppe 2:

Vervollständigen Sie die Funktion buildSymmRHS_f. Die Funktion berechnet den Vektor

f = (fi), fi = (f, ψi)L2(Γ) =

∫

Ti

f(x) dsx,

wobei f als function handle gegeben ist. Das Integral soll hierbei mittels Gauß-Quadratur approximiert werden.

Hinweis für die Gauß-Quadratur:

Für jedes Geradenstück Tk können wir die Abbildung

γTk
: [−1, 1] → Tk, t 7→ mk + tuk

definieren. Hier ist mk der Mittelpunkt von Tk und uk der Vektor vom Mittelpunkt zum rechten Eckpunkt (im
mathematisch positiven Sinne).
Die Funktion [weights, nodes] = gauss(n) liefert Ihnen n Gauß-Gewichte und -Knoten.

Beide Gruppen:

Vervollständigen Sie das Skript main.m, in dem die Symmsche-Integralgleichung gelöst wird.
Versuchen sie auch den Code der Funktionen showSolDom und plotArclengthP zu verstehen.

Zusatzaufgabe

Zeigen Sie: Falls Γ = [−1, 1] × {0} uniform trianguliert wird, d.h. Γ =
⋃N

i=1 Ti, Ti = [(i − 1) · 2/N, i · 2/N ] so ist
die Galerkin Matrix für das Einfachschichtpotential bei stückweise konstanten Ansatzfunktionen eine symmetrische
Toeplitz-Matrix.


