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Aufgabe 7 (Legendre-Polynome) (14 Punkte)

Sei P der Raum der Polynome auf dem Intervall [—1, 1]. Wir definieren ein Skalarprodukt auf P:
1
(q1,92) 12/ q1(7)ge(w)dz V1,92 €P.
-1

Das Skalarprodukt induziert eine Norm auf P. Damit ist P ein normierter Vektorraum, und wir kénnen die Begriffe
Linge, Winkel, Orthogonalitit fiir Polynome einfithren.

a) Was ist die Linge von mo(z) = 1 und my(z) = z?

b) Was ist der Winkel zwischen mg(z) = 1 und my(z) = 27

c¢) Orthogonalisieren Sie die Polynome mg(x) = 1, my(z) = z, ma(x) = 2% und ms(z) = 23, d.h. finde po(z), p1(x),
pa2(z) und p3(x) mit (p;(x),p;(x)) = 6; ;(pi(x), p;j(x)), so dass span(mg, m1, me, m3) = span(po, p1, P2, P3) gilt.

d) Mit Hilfe der Rodrigues-Formel lésst sich das n-te Legendre-Polynom P,, wie folgt darstellen:

P, (z) := (2_711727 jx—nn(l —a%)".

Stellen Sie mit Hilfe dieser Formel das dritte Legendre-Polynom auf und bestimmen Sie dessen Nullstellen.

e) Die Legendre-Polynome erfiillen die Drei-Term-Rekursion

2n +1 n
P, n - 1

n+1 @ Fn(2) n+1

Stellen Sie das dritte Legendre-Polynom nach dieser Formel auf.

Py(z)=1, Pi(z)=x und P,yi(z)=

Pn—l(-r)y n > 1.

f) Zeigen Sie: Fiir die Legendre-Polynome gilt

1) nPy(z) = zP,(z) - P,_y (),
ii) (1—2a?)P)(z)—2xP)(z)+n(n+1)P,(x) = 0.

Aufgabe 8 (Orthogonal polynomials) (4+4 Punkte)

The mapping Lo
(f,9) ::*/71/71f(x)g(y)1oglx*y|d:vdy

defines an inner product on the space of continous functions C[—1, 1]. Let

mip R =R, mg(x) =2 keNy,
be the kth monomial. Orthogonalize mg, m; and msy with respect to the inner product defined above using the
Gram-Schmidt algorithm. Show that the resulting orthogonal polynomials do not satisfy the three-term recurrence
relation
(zp1,p1) (p1,p1)

p2(z) = (a4 z)p1(x) + ypo(z) with a= Tonp) T opo)

This exercise has to be written in A TEX.

Hint: You can use Maple to compute the required inner products. For example
j = 0;
k :=1;
-int(int(x~j * x"k * log( (x-y)~2 )/2, x=-1..1), y=-1..1);

computes the inner product (m;,my) for j =0 and k = 1.



Aufgabe 9 (Nullstellen von Orthogonalpolynomen,) (8 Punkte)
Wir betrachten fiir eine positive Gewichtsfunktion w(z) auf (a,b) C R das Skalarprodukt

b
(f.9) = / w(@) f(2)g(x) da

und bezeichnen mit S,,,n =0,1,2,..., die zugehorigen Orthogonalpolynome mit fiihrendem Koeflizienten eins.

a) Die Nullstellen dieser Orthogonalpolynome S,, sind in der Numerik von besonderer Bedeutung. Diese lassen sich
in der Regel nicht analytisch berechnen. Man kann sie jedoch numerisch als Eigenwerte erhalten, wie die folgende
Aussage zeigt:

Seien (Sp)n=0,1,2,... Orthogonalpolynome wie oben angegeben, und es gelte die Drei-Term-Rekursion
S 1(x)=0, Solx)=1, Sp(z)=(z—ay)Sn_1(z) =028, o(x), n>1,
wobei b, > 0 gesetzt wird. Zeigen Sie, dass die Nullstellen von S,, gerade die Eigenwerte der Tridiagonalmatrix

ay b

by a»

sind.

b) Die Legendre-Polynome P, erfiillen die obige Definition mit w(x) = 1. Stellen Sie die Matrix J,, fiir die Legendre-
Polynome auf.

c¢) Berechnen Sie die Eigenwerte der in Teilaufgabe b) aufgestellten Matrix fiir n = 3.



