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Teil 1: Theorie verstehen (Hausaufgabe!)

Gegeben Sei das Gebiet 2 C R%2. Wir betrachten das Poisson-Problem

—Au=f in Q
u=up auf 'p CT' =00 (Dirichlet-Randbedingung)
ou

an =Y auf 'y =I'\I'p (Neumann-Randbedingung).

Diese Differentialgleichung soll mit der Finiten Elemente Methode geldst werden. Nach-
dem wir uns letzte Woche mit der Generierung und Verwaltung von Triangulierungen
beschaftigt haben, beschiftigen wir uns in dieser Ubung mit der Assemblierung der
Galerkin-Matrix und mit verteilten Vektoren, den DataVectors.

Um die obige Differentialgleichung numerisch zu lésen fiihren wir eine Basis des Raum-
es der stiickweise linearen Funktionen auf 2 bzgl. einer gegebenen Triangulierung ein.
Hierbei wird zu jedem Knoten des Gitters z; € Q eine Basisfunktion ¢; eingefiihrt mit

1, 1=y

(z;) = 055 = )
wi(z;) J {0’ i

welche auf jedem Dreieck linear ist.
Aufgabe 1

Zeichnen Sie eine Basisfunktion ¢;(z).

Die Eintrage der Galerkin-Matrix A = (a;;) € RY*N (N ist hier die Anzahl der Basis-
funktionen bzw. der Knoten) sind dann gegeben durch

a;; = /QVgoi(x) V,(z) dz.

Bevor wir uns um die Assemblierung der Galerkin-Matrix kiimmern, betrachten wir die
Struktur der Galerkin-Matrix genauer.

Aufgabe 2
Erkldren Sie die folgende Aussage:

Da die Basisfunktionen p; lokale Trdager haben, ist die Galerkin-Matrix dinn besetzt.



Um die Assemblierung und Speicherung der Galerkin-Matrix sowie die Matrix-Vektor-
Multiplikation effizient (bzgl. Speicherbedarf und Rechenzeit) realisieren zu kénnen, brau-
chen wir ein spezielles Speicherformat, das so genannte compressed-row-storage (CRS) For-
mat. Eine diinsbesetzte Matrix im CRS-Format wird tiber die Datenstrukturen values,
colIndex und rowPtr beschrieben (siche Abbildung).

3_01(1)83 data 21741 ]2[-3[-4]-4[3]2
A= 0 0 2 0 -3 collndex |0 | 1 |4 21410131113
4 0 0 -4 0 rowPtr 0314|6810
0 3 0 2 0
Aufgabe 3

Erkléren Sie was die Vektoren values, colIndex und rowPtr enthalten. Wie grof} ist der
Speicherbedarf einer Matrix mit n Nicht-Null-Eintragen?

Fiir die Assemblierung der Galerkin-Matrix gehen wir wieder (wie in 1D) elementweise
vor. Das heif3t, wir assemblieren fiir jedes Element eine 3 x 3 Element-Steifigkeits-Matrix,
die die Beitrdage aller 9 Kombinationen der drei Basis-Funktionen, deren Trager dieses
Element einschliefen, enthélt. Anders als im 1D-Projekt werden jetzt die lokalen Bei-
trage jedoch nicht sofort auf die globale Matrix addiert, sondern wir speichern die Zeilen-
und Spalten-Indizes der Stellen, an denen wir die Werte addieren wiirden, sowie die ent-
sprechenden Werte in drei Vektoren. Nachdem die Werte fiir alle Elemente in den drei
Vektoren gesammelt sind, werden diese Vektoren verwendet um ein CRS-Matrix zu in-
itialisieren.

Der néchste Schritt ist die Assemblierung der rechten Seite des Gleichungssystems. Diese
ist gegeben durch

b= b —®
bj —/f z)p;(x dx+/ z)p;(z) ds, — /VuDVgOJ( ) dx =: b(l)—|—b(2) 5‘3),

wobei up eine Fortsetzung der Dirichlet-Daten in Omega ist (die Fortsetzung wird so
gewahlt, dass up(x;) = 0 fiir alle inneren Knoten des Gitters gilt).

Der Anteil von bél) bzgl. eines Dreiecks T' (das im Trager von ¢, liegt) wird approximiert
durch

[ 1@y drm W g,

wobei xg der Schwerpunkt von 7" ist. Fiir ein Neumann-Randstiick Sy (das an den Tréger
von ¢; angrenzt) wird das Integral bgz) approximiert durch

[ s@herte) ds. = Mgy,

wobei x; der Mittelpunkt von Sy ist. Um den Vektor b3 zu berechnen, initialisieren wir
eine Hilfsvektor d mit d(j) = up(z;), wenn z; ein Dirichlet Knoten ist, und d(j) = 0 wenn
z; kein Dirichlet Knoten ist. Der Vektor b® ist dann gegeben durch b® = A - d.

Wir kénnen nun also die Galerkin Matrix A und die rechte Seite b assemblieren. Fiir die
parallele FEM ist das Gitter aufgeteilt, und jeder Prozess assembliert nur einen Teil von



A bzw. b. Jeder Prozess hat also eine lokale Steiffigkeitsmatrix A;,. und eine lokale rechte
Seite byye.

Aufgabe 3

Erklaren Sie (evtl anhand einer Grafik) wieso die Eintrage von Aj,. bzw. by, nicht immer
mit den Eintrdgen der globalen Steifigkeitsmatrix A bzw. der globalen rechten Seite b
iberein stimmen.

Fir die parallele FEM arbeiten wir mit verschiedenen Vektoren, bei denen jeder Ein-
trag einem Gitterpunkt entspricht (z.B. die Vektoren u und b, die die Losung bzw. die
rechte Seite des linearen Gleichungssystems enthalten). Da das Gitter auf verschiedene
Prozessoren verteilt ist, sind auch die Vektoren verteilt. Man unterscheidet zwei Typen
von verteilten Vektoren:

e typel: der Vektor enthélt an den Kopplungsknoten und cross points den gesamten
Wert (global).

e typell: der Vektor enthalt an den Kopplungsknoten und cross points nur einen Teil
des gesamten Wertes (lokal).

Hier ein einfaches Beispiel: ° 10 "
Zum globalen Gitter (rechts, Schwarz) ist ; .
der Vektor v = (1,1,1,1,1,1,1,1,1,1,1)
gegeben. Das Gitter (und somit auch der 4 5
Vektor u) wird nun auf drei Prozesse aufge- 1 2 3
teilt (grin, rot und blau). Die lokalen Vek- : 4
toren (typell) lauten dann 7 3
1) _
ut =(0.5,0.25,0.5,1,1,1,1) 6 e \
u® =(0.5,0.25,1,1) 1 3
4
u® =(0.25,0.5,1,1,1). ; 1 G
2 4

Wiéren die Vektoren vom typel, dann wéren alle Eintrége, genauso wie im globalen Vektor,
eins.
Die Konvertierung zwischen den Typen wird wie folgt gemacht:

typell — typel: Fiir alle Kopplungsknoten und alle cross points werden die Werte
der jeweils umliegenden Prozesse aufaddiert (Kommunikation notig).

typell — typel: Der Wert an einem Kopplungsknoten wird halbiert, der Wert an
jedem cross point wird durch die Anzahl der jeweils anliegenden Prozesse geteilt
(keine Kommunikation notig).

Fir die Kommiunikation der Kopplungsknoten muss darauf geachtet werden, dass ge-
ordnet kommuniziert wird, damit sich die Prozesse nicht blockieren. Deshalb bekommt
jeder Kopplungsrand eine Farbe zu geweisen. Die Kommunikation fiir Kopplungsriander
der gleichen Farbe kann dann gleichzeitig ablaufen. Um dies zu verstehen betrachten wir
folgendes Beispiel:



Hier sind die Farben so verteilt, dass

4 3 e jeder Prozess immer nur mit genau
einem anderen Kommuniziert,

e so wenig Kommunikation wie moglich
1 > stattfindet,

e cs keine Deadlocks gibt.

Aufgabe 4

Welche MPI Befehle wird fiir die Kommunikation in der Umwandlung typell — typel
benotigt?

Teil 2: Gegebenen Code verstehen (Hausaufgabe!)

Laden Sie den Code zu diesem Ubungsblatt von der Homepage herunter.

In unserem FEM-Softwarepaket werden verteilte Vektoren mit der Klasse DataVector
verwaltet. Fin DataVector besteht aus einer Lange (int), einem Datenfeld (double*) und
einem Typ (enum: typel, typell oder nonMPI). Zudem bietet ein DataVector Funktio-
nen fiir die Typ-Konvertierung, die Anderung der GroSe und fir die Ausgabe der Da-
ten in eine Datei. Funktionen fiir Operationen mit DataVectoren (Skalarprodukt, Norm,
Matrix-Vektor-Produkt) sind in den Dateien MathOperationsMPI.* deklariert und im-
plementiert.

Aufgabe 5

Gehen Sie durch den Code in den Dateien DataVector.* und MathOperationsMPI.* und
schauen Sie wo etwas implementiert werden muss.

Aufgabe 6

Die zentrale Datenstruktur des FEM-Projekts ist die Klasse FEM.

Lesen Sie den Code in der Datei Fem.hpp und erstellen Sie eine Liste der Variablen und
Funktionen der Klasse FEM. Verschaffen Sie sich eine Uberblick iiber den Code in der
Datei Fem. cpp und schauen Sie wo etwas implementiert werden muss.

Teil 3: Programmieren (In der Ubung)

Zunéchst beschéftigen wir uns mit der Assemblierung der Galerkin-Matrix und der rechten
Seite des linearen Gleichungssystems.

(1) Vervollstandigen Sie die Funktion assemble (Fem.cpp, Zeile 41) und die Datei
main-serial.cpp.

(2) Kompilieren Sie alles und starten Sie ./main-serial ./input/Rectangle
Vergleichen Sie die erzeugte rechte Seite (./output/b_serial.txt) mit der Musterlosung
(./output/b_solution.txt).

Betrachten Sie die Eintrage der Matrix A (in der Datei ./output/A _serial.txt). Ver-
suchen Sie das zu Grunde liegende Gitter (Grafik unten) mit den Matrix-Eintrégen
in Verbindung zu bringen.

Nun wenden wir uns der Implementierung von DataVectors zu.



(3) Vervollstandigen Sie die Funktionen (in der Datei DataVector.cpp)
— communicationCrossPoints
— communicationBoundaryNodes
— typell_2_typel
— typel_2_typell

Bearbeiten Sie die Funktionen in dieser Reihenfolge.

In der Datei main-parallel.cpp ist nun zunéchst Folgendes implementiert:

Prozess 0 liest das Gitter ein und schickt die entsprechenden Daten an die anderen Pro-
zesse (wie letzte Woche). Jeder Prozess legt dann ein lokales Mesh Objekt und ein lokales
FEM Objekt an. Danach assembliert jeder Prozess seine lokale Steifigkeitsmatrix A und
gibt diese in eine Datei aus.

(4) Kompilieren und starten Sie das Programm main-parallel.
Die lokalen Matrizen werden in die Dateien . /output/A_0_local.txt und ./output/A_1_local.txt
ausgegeben. Versuchen Sie die Werte in den Matrizen mit den beiden lokalen Gittern
(Grafiken unten) in Verbindung zu bringen.

Schliellich mochten wir fiir Prozess 0 den Teil der globalen Steifigkeitsmatrix A rekon-
struieren, der den Knoten von Prozess 0 entspricht. Hierzu multiplizieren wir die Matrix A
nach und nach mit Einheitsvektoren (Teil IT im Code in der Datei main-parallel.cpp).
Hierbei muss beachtet werden dass gilt:

Lokale Matrix - typel-Vektor = typell-Vektor.
(5) Vervollstandigen Sie Teil I in der Datei main-parallel.cpp

(6) Vervollstandigen Sie die Funktion dot in der Datei MathOperationsMPI.cpp und
testen Sie die Funktion indem Sie den dritten Teil in der Datei main-parallel.cpp

einkommentieren.
:
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