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MEHRGITTER-VERFAHREN
(MULTIGRID)

Mehrgitter—\erfahren gehoren heute zu den schnellstefaiesn fir lineare Gleichungssysteme, die
z.B. aus der Diskretisierung partieller Differential- odietegralgleichungen entstehen. Mittlerweile

sind Mehrgitter—Verfahren ein sehr umfangreiches Feldoggen, auf dem auch heute noch sehr aktiv
geforscht wird. Es gibt an eine ganze Reihe von Veroffeimtihgen zu dem Thema. Das Verfahren
besteht aus einzelnen Komponenten, die allgemein bebehnrigerden konnen und dann an das jewei-
lige Problem angepasst werden missen. Wir beschreibegudidlegenden Ideen und Eigenschaften
an einem 1D—Beispiel.

In diesem Kapitel beschreiben wir zunachst die grundldgddee sowie den Algorithmus und gehen
dann auf die Parallelisierung ein.

1.1 BENFUHRENDESBEISPIEL UND GRUNDLEGENDEIDEE

1.1.1 Das Zwei—Punkt—Randwertproblem
Betrachte das Randwertproblem

—u"(z) = f(x),z € (0,1) =: Q, u(0) = u(1) = 0. (1.1.1)

Zunachst einige analytische Eigenschaften. Man ngpr¢ R Eigenwertundu;, € C2(0,1) Eigen-
funktiondes Differenzialoperators in (1.1.1), wenn

—up(r) = prup(z),z € (0,1) =0 Q,  ux(0) = ug(1) = 0. (1.1.2)
Man kann leicht nachrechnen, dass
= k*n? und  ug(z) =sin(krz), k€N,

gilt. Mit steigendemk € N steigt auch die Frequenzr der Schwingung. Insbesondere sind die
Eigenfunktionen linear unabhangig, die Losung des Ramhroblems besitzt eine Entwicklung in
eine so genannte Sinus—Reihe (aufgrund der Randbedingfalign eventuelle Kosinus—Terme weg)

u(z) = Z ag ug(x),

keN

wobei die«y, die Fourier—Koeffizienten sind. Die Losunghat also ein Spektrum, das aus allen ganz-
zahligen Frequenzen besteht. Man spricht von eiduttiskalen—Problemda die Losung Kompo-
nenten auf ganz unterschiedlichen (Langen-)SkalenzZbellan hat im Laufe der Jahrzehnte gelernt,
dass besonders effiziente numerische Verfahren diese kéddms-Struktur ausnutzen sollten.

1.1.2 Diskretisierung

Wir wollen nun sehen, in wie weit sich diese Multiskalent8tur des Problems auf die Diskreti-
sierung auswirkt. Da sich dies nicht wesentlich zwischem wkerschiedenen Diskretisierungen un-
terscheidet, betrachten wir die einfachste, namlicht&ibifferenzen (was in 1D bekanntermal3en
identisch mit linearen Finiten Elementen auf einem agtigdiiten Gitter ist).

Wir verwenden das aqudistante Gitter

Q= {2l :=ih:i=0,...,N+1}
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mit der Schrittweite

1
h:=—— N .
N+1’ en
Wir erhalten das bekannte Tridiagonal-System
1
ﬁANuN - .fN (113)
mit fy = (f(z:)), und
2 -1
-1 2 -1
Ay = S RNV,
—1
-1 2

Wir untersuchen Eigenwerte und -vektoren des diskretisiebystems.

Lemma 1.1.1 Eigenwerte und -vektoren vofy sind gegeben durch

ki N
A =2 (1 - cos(kﬂ'h)), b= (sin (N n 1)) » (1.1.4)

Beweis:Ubung. O

Die ersten 4 Eigenvektoren sind in Abb. 1.1 dargestellte@dfr bilden die Vektorew”, k =
1,..., N, eine Eigenvektor—Basis d&", also kdnnen wir die gesuchte Losung in dieser Basis ent-

wickeln:
N
uyN = Z (677 ’Uk.
k=1

Wenn wir uns Abb. 1.1 noch einmal genau ansehen, bemerkedasis” offenbar einer Schwingung
mit der FrequenZm entspricht. Also ist auch die gesuchte diskrete Losung kinearkombination
verschiedener Frequenz—Anteile. Insbesondere bestehbdiung aus niederfrequenten und hochfre-
quenten Anteilen. Das Mehrgitter—\erfahren nutzt nunali@eobachtung aus.

Wir nennen Eigenfunktionen,, bzw. die Eigenvektoren” mit £ > N/2 hochfrequentoderoszillie-
rend), die Ubrigemiederfrequentoderglatt).

Ubung 1.1.2 Betrachten Sie die Finite Differenzen—Diskretisierung @®—Poisson—Problems mit
dem 5—-Punkte—Stern. Bestimmen Sie Eigenwerteund -funktionen:;, , des kontinuierlichen Pro-
blems sowie die Eigenvektorepn , des diskreten Problems.

1.1.3 Das Richardson—Verfahren

Wir losen (1.1.1) mit einem klassischen Iterationsvarah z.B. mit Gaul3—Seidel oder —noch einfacher—
mit dem Richardson—\Verfahren. Dieses wollen wir ein werdiger untersuchen als wir das in Nume-

rik | gemacht haben, um die Wirkungsweise zu verstehen. ZinnErung: Zur Losung eines linearen
Gleichungssystemdz = bim R™ und einem gegebenen Startweftc R” lautet das Verfahren

2= (I —wA) 2k + w, k=0,1,2,...
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j \ / k=1
! Y / k=4
/ \ / ——=-ka3 ||
/ A /
- k=4

Abbildung 1.1: Eigenvektoren fik = 1,... 4.

mit einemDampfungsparametes € R. Wir hatten fir den Spektralradius der Iterationsmatrix
M(w):=1—-wA

gezeigt, dasp(M (w)) = max{|l —wAmax/, |1 — wAmin|} ilt. Also konvergiert das Verfahren fur alle
w € (0,2/Amax). Wir hatten schon in der Numerik | gesehen, dass das Riohawderfahren oftmals
sehr langsam konvergiert und deswegen benutzt man es msedn als Losungsverfahren. Es hat
jedoch die Eigenschaft, dass bestimmte Skalen—Anteil@d&ngs—Residuums

r0:=b— Az

sehr schnell gedampft werden, andere jedoch nur extregsdam verkleinert werden. Diese Eigen-
schaft nennt malattungs—Eigenschaft
Fur die Eigenwerte voi/ (w) gilt 1 = 1 — wAx mit den Eigenwerten;, von Ay, also

1
N+ 1
Seiz* die exakte Losung des Gleichungssystetns= b, dann gilt fir den Fehler

pr =1 —2w(l — cos(krh)) = (1 — 2w) + 2w cos(kmh), h

ep =2k — z*

des Richardson—Verfahrens ften Schritt

ML = Pt = M(w)a® + wb — 2
= (I —wA)z" +wb—z* + w(Az* —b)
= Mw)(@* —z%) = Mw)ef = = (M(w))*e.

Wir entwickeln nun den Startfehlef in die Eigenvektorbasi§v® : k =1,..., N}

N
eV = Z akvk,
k=1

wobei aufgrund der Orthonormalitat gilt

N
191 =D lawf?.
k=1
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Nun gilt
N
el = M(w)eo = Zakukvk
k=1
N
= Z (1 = 2w) + 2w cos(kmh))? ok (1.1.5)
k=1

und wiederum wegen der Orthonromalitat d&r

N
HQIHQ = Z ’Oéklz((l —2w) + 2w cos(lmh))2
k=1

N

< ((1 = 2w) 4 2w cos(mh))? Z g |?
k=1

= ((1 = 2w) + 2w cos(mh))?||%|?,

also induktiv
le¥]] < ((1 = 2w) + 2w cos(wh))* ||| =: p*||€°]].

Wir entwickeln nun den Konvergenzfaktor in eine Taylor-igeund erhalten

p = (1 —2w)+ 2wcos(rh)
= (1-2w)+2w <1 - @ + O(h4)>
= 1- O(h2)7

also ist das Konvergenzverhalten umso schlechter, jeddéialso je feiner das Gitte;,) ist.
Dies ist jedoch zu pessimistisch durch die grobe Absch@tawon cos(kmwh) durchcos(mh). Nach
(1.1.5) lautet der Fehler—Reduktionsfaktor v@rin Richtungv®

1 — 2w + 2wcos(kmwh) =: p.

Wir betrachten nun ausschlief3lich den hochfrequentenilAatso

N+1

2 gt
dann gilt einerseits wegems(z) > —1

pr > 1 —4dw
und andererseits wegens(krh) = cos <N’“—j:1) < 0fur 22 <k < N + 1 die Abschatzung

P <1—2w,
also

1 —4dw < pp <1—2w, (1.1.6)

bzw.

lpk| < max{(1 —4w), (1 — 2w)},

man erhalt also die optimale Dampfupg = % fur die Wahlw = % Die hochfrequenten Antei-
le werden also mip* = % gedampftunabténgig von der Schrittweitéh! Aufgrund der Dampfung
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hochfrequenter Anteile spricht man von ein@fatter. Andere beliebte Glatter (mit @hnlichen Eigen-
schaften) sind Jacobi- und Gau3—Seidel-Verfahren.

Wir verstehen nun auch besser, warum klassische Iteratenahren so langsam konvergieren,
namlich weil niederfrequente Anteile nur extrem langsaudtuziert werden.

Obige Analyse ist speziell fur das Zwei—Punkt—Randwelifgm und Finite Differenzen. Man muss
die Glattungs—Eigenschaft fur jedes vorliegende Proheid jede Diskretisierung nachweisen.
Wegen dieser Glattungs—Eigenschaft schreiben wir imdralgn oft kurz

S.%'o

fur eine Anwendung voi/ (w) aufzy. Dabei steht,S* fir smoothing (Glattung) und kann irgendein
geeignetes lterationsverfahren sein.

1.1.4 Ein Beispiel

Beispiel 1.1.3Wir betrachten das Randwertproblem (1.1.1) rhit= 0, also der exakten dsung
u = 0. Wir verwenden zweiquidistante Gitter aufo, 1] mit Schrittweiten

1 1
hi=—, N1 =32, hy=—, Np=064
1 va 1 ) 2 N27 2

und starten mit den diskreten Werten einer Funktion aufati&sittern:
u® () := sin(wiz) + sin(wa)

mitw; = 27 undws = 3, also einefUberlagerung zweier Schwingungen. In Abbildung 1.2 iSidie
Anfangsfunktion dargestellt, in der Mitte der Fehler (Riesim) nach 20 Iterationeriif N, und rechts
fur N,. Wir sehen, dass der hochfrequente Anteil u6h (also der beiiglich w,) schnell verringert
wird, wahrend der niederfrequente (kiggich w-) sichtbar bleibt. Dieser Teil wird zwar vaN; = 32
zu Ny = 64 reduziert, ist aber immer noch klar erkennbar.

o T TR 03 4

e // N \iﬂ \ A
/| LoV f\/ \” |

05 L L L @
o 10 20 30 a0

Abbildung 1.2: Startfunktion (links) und Residuum nach 2&rdtionen furN; = 64 (Mitte) und
Ny = 32 (rechts).

Bemerkung 1.1.4 Eine wesentliche Beobachtung ist die, dass eine Funktibeiaem feinen Gitter
Qy, glatt sein kann, hingegen auf einem groben Gfttgr nicht (bzw. weniger) glatt ist, vgl. Abb. 1.3.
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Abbildung 1.3: Sinus—Funktion auf grobem (links) und fem@echts) Gitter.

1.2 GTTER—-HIERARCHIE

Die obigen Beobachtungen legen nahe, statt eines einzig@r€Gmehrere zu verwenden. Sinnvoll
ist es weiterhin, diese als geschachtelt anzusehen, etwa

Qp, C Qo

Wir werden im Allgemeinen nicht erwarten konnen, dssc Qg fur h < H gilt, wir werden aber
einen gewissen Zusammenhang annehmen. Details dazu spate
Um die Gitter—Hierarchie zu beschreiben, bietet sich digr&bweise

Apup = fn
fur das lineare Gleichungssystem &yf an. Zur lllustration des Vorgehens betrachten wir auf3erdem
Aopuzp = fon

aufQyy,. Wir wollen 3 potentielle Vorteile ausnutzen:

1. Die Dimension vorf2y;, ist wesentlich kleiner als die vafl;,, also ist das Gleichungssystem
mit vergleichsweise niedrigem Aufwand numerisch zu 1088 kdnnen eine (grobe) Appro-
ximation auf(29, z.B. als Startwert fur eine lteration afif, verwenden.

2. Die Fehlerreduktion
1—0O(4r*) <1 - O(h?)

ist (zumindest geringfiigig) besser &,

3. Eine niederfrequente Funktion & kann auf2,;, hochfrequent sein. Diese Fehler—Bestandteile
konnen also auf)y;, schnell reduziert werden.

Es kommt also auf das geschickte Zusammenspiel verscieie@tter an, wir brauchen geeignete
Ubergange zwischen den Gittern, also Operatoren

Plfh : Qgh — Qh,

Prolongationgenannt und
Rby Q= Qo
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die sogenanntRestriktion Ein Beispiel fur die Prolongation ist lineare Interpadat bei der die Werte
an den Punkten aus,;, ibernommen werden und die Werte &f\ 25, durch Mittelung entstehen,
d.h.

N -1
h o ._ . 2h :
Ug; 1= U, 1§Z§T’
1 N -1
h 2h 2h -
Ugip1 = 5 (Uz + Uz’+1> ;, 0<i< ;
2 2
bei der Nummerierung wie oben. Wir kdnnen dies abkiirzen al
2h
up = Ph U2

mit der Prolongationsmatrix

— N
— N

ph = 1 c RIV+2)x ¥ +1

1
2
1

1
2
1

falls h = % wie oben. Diese Prolongation ist in Abbildung 1.4 dargdistel

% % % % % % % % %
1
172 172
% % % %

Abbildung 1.4: Prolongation durch lineare InterpolatiornlD.

2h

Natdrlich sind auch andere Prolongation denkbar und ja Aaevendung auch sinnvoll.

Ebenso gibt es fur die Restriktion eine Reihe von Mogleitén. Die einfachste Moglichkeit besteht
darin, die Werte an den zusatzlichen Punktepuargessen” und die anderen beizubehalten, d.h.
N+1

u?h%—ugi, OSZ'S—;_ ;
vgl. Abbildung 1.5
Gebrauchlicher — und oftmals sinnvoller — ist die sogenaitineare Restriktionbei der ein ge-
wichtetes Mittel der benachbarten Punkte gebildet wird

N -1

1
2h h h h .
ul' = Z (u2i71 + 2”2@ + U2Z+1) 5 1 S 1 S 2 s

also .
u?l = §(P,3h)Tuh =: Rghuh,
vgl. Abbildung 1.6.

Die Wahl von Restriktion und Prolongation beeinflusst ratii wesentlich das Verhalten des Verfah-
rens. Die Konstruktion hangt von der jeweiligen Problegtishg ab.
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1 1 1 h
1 1 1 1
| | —
Abbildung 1.5: Einfache Restriktion in 1D.
h
12
1/4 1/4
1 1 2h

Abbildung 1.6: Lineare Restriktion in 1D.

Bemerkung 1.2.1 Oftmals wird die Prolongatiof’?" auch mitI:" und die RestriktiorR}, mit I},
bezeichnet.

1.3 GROBGITTERKORREKTUR(COARSE GRID CORRECTION)
Wir wollen (wie der Name bereits sagt), die Naherung@udurch einige Iterationen aui,;, korri-
gieren und damit verbessern. Das grobe Vorgehen ist wig folg
1. Fuhreyv, Glattungsschritte au®;, durch, erhaltey,.

2. Bestimme die Restriktion des Residuums Qujf:

7°2h = Rgh(fh — Ahuh).

3. ,LOse" Agpenp, = r2h auf oy,

4. Korrektur:
Vp, = Uy + P}%hezh

durch Prolongation der Naherungslosung.
5. Fuhrev, Glattungsschritte au®, mit Startwertv, durch.

Furv, = 1, 5 = 0 erhdlt man die einfachste Grobgitterkorrektur, von denfeaoch zeigen kann,
dass sie nicht konvergiert, da die entsprechende Itestiatrix einen nicht-trivialen Eigenvektor zum
Eigenwert\ = 1 besitzt.

Es stellt sich naturlich die Frage, was man unter 3.,iitse” zu verstehen hat. Wenlim (2 , klein®
ist, kann man das Gleichungssystem direkt l1dsen. Ansomksten man an dieser Stelle den Algorith-
mus rekursiv aufrufen. Man erhalt déi-Zyklus.
Hierzu sei

Ag = A2p4h,Ug ‘= Ugp—tp, fg = f2p7£h7
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d.h., wir haben hierarchische Gitter
Qp D Qo Dy D ... DQgph,
also entspricht = 0 dem grobsten und = p dem feinsten Gitter.

Algorithmus 1.3.1 (Mehrgitter—V—Zyklus) functionu, = V-ZyKlus(Ay, fs, ul, ¢)
IF =0

do := Ay fo % exakte Bsung
ELSE
ug = S"1(Ag, fo,ul) % Vor—-GHhttung
re = fr — Apuy % Residuum
re_1 =R | % Restriktion des Residuums
dy—q :=V-Zyklus(A;_1,7¢-1,0,¢ — 1) % Rekursion
ug =g+ Py % Prolongation und Korrektur
up = S2 (Ag, fe, UZ) % Nach—Gi'ittung
END

Wir kdnnen dieses Verhalten wie in Abbildung 1.7 darstelleier bedeutefS = Glattung (smoo-
thing), R = Restriktion, P = Prolongation undv = exakte Losung.

S S
e o
R P

S S
2h
R

4h

8h

Abbildung 1.7:V—-Zyklus mit 4 Gittern.

Eine Verallgemeinerung dds—Zyklus ist der sogenannte-Zyklus, bei dem die Rekursiop-fach
(v € N) ausgefuhrt wird.

Algorithmus 1.3.2 (Mehrgitter—y—Zyklus) functionu, = y=Zyklus(Ay, fe, ul, ¢,~)
IF =0

do := Ay fo % exakte Bsung
ELSE
ug = S"1(Ag, fo,ul) % Vor—GHhttung
re = fr — Apuy % Residuum
re_1 =R | % Restriktion des Residuums
dg_l =0
FORi=1to~y % Rekursion
d, | = y=ZyKlus(Ap_1,7¢—1,dy" %, 0 — 1)
END
ug =g+ Py M) % Prolongation und Korrektur
up = S2 (Ag, fe, UZ) % Nach—G&ttung

END



10 INHALTSVERZEICHNIS

Fur~ = 1 erhalten wir wieder dev—Zyklus, fury = 2 den sogenanntei’—Zyklus, vgl. Abbildung
1.8

Abbildung 1.8:W—Zyklus mit 4 Gittern, zur Vereinfachung der DarstellungneiNach—Glattung, d.h.
V9 = 0.

Das Mehrgitter—Verfahren entsteht nun dadurch, dass mafndeder W—Zyklus in jeder Iteration
anwendet.

Algorithmus 1.3.3 (Mehrgitterverfahren) ~ 1.) Wahle Startvektors) € RY, Stufenzahp € N,
k=0, 7“2 = fp — Ahug

2.) Falls Abbruchkriterium eifllt: STOP
3) uzﬂ = W—Zyklus(Ah,fh,qu,p, v)
4) TZH = fy — AhuﬁJrl

5) k:=k+1,gehe zu 2))

Bemerkung 1.3.1 (a) Es gibt weitere Varianten des MehrgitterverfahrenstiBent man z.B. den
Startwert durch eine Rekursion von grobem nach feinem [dagin spricht man vowollstandigen
Mehrgitterverfahrer(full multigrid), vgl. Abbildung 1.9 fir der/ —Zyklus.

2h

4h

8h

Abbildung 1.9: Wollstandiges Mehrgitterverfahren mihemV—Zyklus, MGV bedeutet Mehrgitter-
verfahren.

(b) Das einfachste Mehrgitterverfahren besteht darinréxmationen auf groben Leveln als Start-
werte flr feinere Skalen zu verwenden ohne erneut auf @ibegr Skalen zu gehen. Dieses
Verfahren ist auch algested iteratiorbekannt und in Abbildung 1.10 dargestellt. Allerdings
kann der Fehler aut,, hier imnmer noch Anteile von groberen Skalen enthalten, deasGrund
daftir ist, dass dieses Verfahren nicht unbedingt konedrgi

(c) Unter gewissen Annahmen an den Mehrgitter—OperatordendProlongations—Operator kann
man eine Fehlerabschatzung fir das Mehrgitter—Verfabeaveisen, die in vielen Fallen opti-
mal ist.

2h

4h

8h
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2h

4h

8h

Abbildung 1.10: Nested Iteration — Methode mit 4 Leveln.

(d) Man kann das Mehrgitterverfahren auch als Vorkondigimer im pcg—Verfahren verwenden.

(e) Wenn man keine nattrlich Gitter—Hierarchie hat, dasmmkman mit graphentheoretischen Me-
thoden versuchen, aus der Struktur der Mattjxeine Partitionierung der Indexmenge zu ge-
winnen, um mittels dieser eine Matrix—Hierarchie zu erssug/erwendet man diese in einem
Mehrgitterverfahren, so spricht man valgebraischen Mehrgitterverfahren

1.4 PROLONGATION UND RESTRIKTION IN 2D

Nun zumUbergang auf 2D. Dedbersichtlichkeit halber sei
Q=1[0,1]?

das Einheitsquadrat, welches sowohkinals auch iny-Richtung in N Teilintervalle unterteilt sei,
d.h.

Qp = {(ih,jh) : 0 <1, < N}, h:N’

wobei die Werte an den aul3eren Gitterpunkten
(0,4h), (1,7h), (ih,0), (ih, 1), 0 <4,j <N,

durch die Randbedingungen festgelegt sind. Wir wollen neisf@ele fur Prolongatiom?,fh und Re-
striktion R’;h angeben. Dazu séV = 2M gerade. Dann ist die Prolongation mittels Interpolation
definiert durch

o = p2hyh

und

h _ 9 : N

VY 9 = v, furl <i,j <5 —1,
h 1(,2h  ,2h . S _ N N

V2i4+1,2; 3 (Ui} + ot ), firo<i<5-1,1<j<35-1,
h 1/,2h , ,2h ” _ N N

Vg 9511 (i +vm-+1), firil<i<5-1,0<5<5 -1,
h 12k o 2 2h 2 ” SN

Ugipr0j41 = 1) T U H UL T U ), fAr0<id <5 -1,

vgl. Abbildung 1.11.
Fur die Prolongation geben wir drei Moglichkeiten an

a) einfache Interpolation,
b) denHalf—Weighting—Operatqrund

¢) denFull-Weighting—Operatqr
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1 1 1
1 1
1 1
1 1 1 1 i i
q\ 2 / 2 2
h — 22h h h h
U2i,25 = Vi j V241,25 V2i,2j+1 U2i41,2j+1

Abbildung 1.11: 2D—Prolongation durch Interpolati®sind Punkte irf2;, o die zusatzlichen Punkte
in ©5,. Die entsprechenden Gewichte sind angegeben.

1 1 2 1

€, Y ) €, s> ) €, s> )
1 1 4 2 4 2

® L Q) & @ D 1 ® @ )
G—O—0 b—& o & 02 o

Abbildung 1.12: Verschiedene Moglichkeiten der Proldiayg einfache Prolongation (links), Half—
Weighting (Mitte) und Full-Weighting (rechts).

vgl. Abbildung 1.12.
Diese sind definiert durch
oh _ .k .. _ N
a) vj; = Uy 95, 1<6,j<5 -1,
o _ 1/ h h h h
b) v} = §(4vy; o5 + V5195 + V34125 T V3051 T V3i941)
oh _ 1 h
Vi = 16 (4”2@%3‘ . . .
C) +2(2}2i—1,2j + 02%1,23‘ t V9051t in,2j+12
+(V3;_19j-1 + V341251 T V312541 T V3ig1.9511))
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1.5 FR\RALLELISIERUNG VON MULTIGRID

Um das Mehrgitterverfahren zu parallelisieren, betrathit@ die verschiedenen Komponenten des
Verfahrens, d.h.

1. Glattung

2. Restriktion

3. Prolongation

Fur alle drei Komponenten verwendet man die ldee der Get@degung (domain decomposition),
die wir zunachst beschreiben.

Die Hauptschwierigkeit bei der Parallelisierung des Métegrerfahrens sind die Gitter unterschied-
licher GroRRe. Dies fuhrt schnell zu Systemen immer kien&ranularitat. Zudem mussen Zwischen-
ergebnisse fur und das Residuum gespeichert werden.

In den bisherigen Fallen war stets;, C y, d.h., Gitterpunkte auf dem groben Gitter sind gleich-
zeitig auch Punkte des feinen Gitters. Dies muss nicht ungeder Fall sein. Wenn es jedoch so
ist, dann teilen wir das Gebié€t (bzw. das feinste Gitte2,) in P Teilgebiete auf und weisen jedem
Prozessor genau ein Teilgebiet (mit allen VergroberupgenFirN = 16 und P = 16 ist dies in
Abbildung 1.13 dargstellit.

1
- O O0O0l0OO00O000O0O0O00O0O0
EiCl _Nell NON NOll NON NON NON N
— OO0 0l0O0 0000000 0O0O0
el Mol NON NOll NON NON NON N
iGN CHClICHONONCIICNCNONCIHONONONG)
el Mol NON NOll NON NON NON N
+— O O O0l0O00OO0O/0OO000O0O0O0
EiCl _NOll NON NOll NON NON NON N
— O O0O00O0 00000000 0O0
ECl MOl NON NOll NON NON NON N
- OO 00OO0 0000000 0O0O0
el Mol NON NOll NON NON NON N
iGN CHClICHONONCIICNCNONCIHONONONG)
el _Nell NON NOIl NON NON NON N
- O O0O0l0O0O0O000O00O00O0O0

Abbildung 1.13: Unterteilung der Gittét;, und €y, in 16 Teilgitter fur 16 Prozessoren (aus [1]).

Zur Berechnung von Naherungen an den Teilgittergrenzetlygg man die Werte der Randpunkte
der angrenzenden Teilgitter. Daher miissen diese Wente Bbergang zwischen den Gittern ausge-
tauscht und synchronisiert werden. Wir beschreiben diegditeilten und gemeinsamen Speicher fur
denV-Zyklus fur ProzessoreR(i), 1 <i < P.
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Verteilter Speicher
(z)

loc . lo

0 =Uu _u()

Lokaler Datenaustauscla )
FOR/:=0TOL —1DO

loc .— Qv (Aloc loc U,g)
= fl}oc _ Algoc lgoc
Lokaler Datenaustauschy( u,)
Fi55 = (B e
ulz(fl =0
END

IF i =1THENulec := (Alpc)~1 floc
Lokaler Datenaustauscla)
FOR/(:= L — 1 DOWNTOO0 DO

loc . loc

(41
e = + (P )
Lokaler Datenaustauscl)

loc .— Qv2 (Aloc loc UZ)

END

k+1 . loc
Uppe = Up

Globaler Datentausch

INHALTSVERZEICHNIS

Gemeinsamer Speicher
FOR::=1 TO P DO PARALLEL
u(()l) f(z — )
BARRIER
FOR(¢:=0TOL —-1DO

FOR: :=0TO P DO PARALLEL
<z> — 504D, 9 )
ONBOMO
BARRIER
(PZJrl) 0
=0

fz+1

€+1
END
END
IFi=1THEN ) :=
BARRIER
FOR( := L — 1 DOWNTO( DO
FORi := 1 DO PARALLEL

()

ul =) + (PF gy
BARRIER
Ug) — SVQ(A§)’ é()’ w)
END
i,
uk L ué)
BARRIER

Man kann den Datenaustausch durch geschickte Strategigndfiigig) verringern.

1.5.1 Parallelisierung des Gitters

Natdrlich hangt die Parallelisierung sowohl von der Wéds Glatters als auch von der Nummerierung

der Indizes ab.

Jacobi—Verfahren

Fur die Berechnung der Werte an den inneren Punkten fggmdéin nur die Werte auf den inneren
Gitterpunkten. Am Rand werden die unmittelbaren Nachbanwtgt, die tberlappend mit Ubergeben

werden, vgl. Abbildung 1.14.

fﬁ@ o | O i (@] (©]
(@] O Ol OO0 O
O Q%»O i O O
@] (©] (% @) 3 O (©]
o 0 o|lo o o
(@] (©] o | O (@] (©]

Abbildung 1.14: Index-Zugriffe beim Jacobi—Verfahren.
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Gaul3—Seidel mit Red—-Black—Nummerierung
Wiederum wird einJberlappungsbereich mit Ubergeben. Man fihrt den &lattzwei Halbschritten
aus, zunachst fur die roten, dann fur die schwarzen Runkt

O [} O [ ] O [ ]

[ ] O [ ] (©] [} (@] [ ] O X (©] [ ] (@]
o e o|e o e o e 0 e O e

[ ] O [ ] (©] [} @] [ ] (©) [ ] (©] [ ] @]

Abbildung 1.15: Index—Zugriffe bei Gaul3—Seidel mit RedsiBINummerierung.

Zunachst werden die Naherungen an den roten Punktes)lu@alle bestimmt. Diese Daten miissen
an den Randern synchronisiert werden, bevor die schw#uekte bearbeitet werden kdnnen (rechts).
Diese Daten werden dann wieder ausgetauscht, vgl. Ablgldutb.

Im Vergleich zu Jacobi werden die Daten doppelt so oft aasgeht, dafir aber nur die Halfte der
Daten?

Gaul3—Seidel mit Wavefront—-Nummerierung
Durch die Nummerierung ist in jedem Schritt ein Datenaustawmnotwendig, vgl. Abbildung 1.16.

o - o o O 5
o o , $ , o o
o © o o o
o olo o ©

Abbildung 1.16: Index—Zugriffe bei Gaul3—Seidel mit Waeefr-Nummerierung.

Effizienz
FUr den Parallelisierungsgrad gilt

| Jacobi| G-S Red-Black G-S Wavefront
par-deg(M) | #Q | SHQ, \ V#Q,

Zur Erinnerung: par-deg ist die Anzahl der parallel audfahen Operationen. Fi(;, > 4 ist also
Gaul3—Seidel mit Red—Black—Nummerierung besser als mieth@vw—Nummeriereung.

!Dieses Verfahren ist derzeit nicht in der Software—Toolepthalten (Stand: 05/2013).
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Wir betrachten nun den Speed-up in Abhangigkeit von PemraszahlP und ProblemgroRéV, d.h.

Tseriell(N)
S(P,N) = —-seriellit)
( ) Tparallel(Pa N)
sowie die Effizienz Sip N
e(P,N) = ( ]; )

Satz 1.5.1 Wir setzen voraus
1. Aj, bestehe — wie beim 5-Punkte—Stern — lediglich aus lokalbangjigkeiten.
2. Der Ghtter sei hinreichend parallelisierbar, d.h. par-dé§) = O(#Q4).

3. Die Anzahl der arithmetischen Operationen pro Gittefgdust asymptotiscilN — oo) fur alle
Teilgitter gleich.

Dann gilt fur festesP
lim e(P,N)=1.

N—oo

Beweis:Zunachst gilt
Tseriell(N)
%Tcomp + Tcomm(P)

wobei T, die Rechenzeit und;,, die Kommunikationszeit ist, also

Tseriell(N) ( Tcomm(P) ) -
S(P,N)=P 1+ .
( ) Tseriell(N) Tcomp(N)

S(P,N) =

)

Da sich die Kommunikation auf die Randpunkte der Teilgebischrankt (diese seien rai, (P)
bezeichnet), gilt
Tcomm(P) o #th(P)

N—> 0
= S —00
Teomp(N) 4 0, ()

fur festesP, wenn(;, (V) die Menge der inneren Punkte bezeichnet, also folgt
lim S(P,N)=P
N—oo

fur festesP und damit lim e(P,N) = 1. O
N—o0

1.5.2 Parallelisierung der Restriktion

Nun betrachten wir die Parallelisierung durch Gebietsgenhg fir Restriktionen. Diese hangt naturlich
wieder von der Nummerierung ab. Da das GauR—Seidel-Veriahessere Glattungs—Eigenschaften
besitzt als das Jacobi—Verfahren, betrachten wir ersbeglal der Parallelisierungsgrad niedriger ist.
Zur Erinnerung: Es gilt

DN (—EBuf™' +b,)
= D, (—Euy +by)

u

u

(Sl i

fur die roten und schwarzen Teilé und u’g Bei gleicher Dimension gilD,. = D, und damit fur

D E
(e 5)
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r{f = by — (Auk)b
= b, — ETuF — Duf
= b+ E'D'Buf — ETD7, + ETuf — b,
= E"D N EuT b))+ ETD7N (b, — (Bup ™)
= ()7

d.h., das Residuum verschwindet an den schwarzen GitieigrurAlso muss der Defekt lediglich an
den roten Gitterpunkten berechnet werden.

rff = b, — (Auk)r
= b, — Duf — Fu}.

Aus rF lasst sich leicht (je nach Definition) die Restriktid} ,7* = RS | r* auf die roten Gitter-
punkte berechnen. Inshesondere ist keine Kommunikatibmemalig.

1.5.3 Parallelisierung der Prolongation

Nach der Aufdatierung in dedberlappungsbereichen am Ende des Glatters (am Endejikes),
liegen alle Daten fir die Prolongation lokal vor. Weitererkmunikation ist nicht notwendig.
Damit haben wir alle Bestandteile des Mehrgitterverfabri@nparalleler Weise zusammen.
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2 LR- UND QR—ZERLEGUNG

Wir gehen kurz auf die Parallelisierung der direkten Lagwuerfahren fur lineare Gleichungssysteme
bzw. lineare Ausgleichsprobleme ein.

2.1 LR-ZERLEGUNG

Die LR-Zerlegung mit Zeilenpivotisierung lautet
PA=LR
und ein lineares Gleichungssystetn: = b wird dann durch zwei gestaffelte Systeme gelost.
Ly=0b, Rz=vy, x= Pz
Die serielle Version lautet bekanntlich:

Algorithmus 2.1.1 (LR-Zerlegung mit Zeilenpivotisierung)
P=IL:=IR:=A
FORKE =1TOn —1DO

Bestimme Index mit |us| = Inax [ug;|
J: 7”

Vertausche Spalten mit Indexund k von R und P
FORi=k+1TOn DO

iy = 75, i 2= 0
FORj = k + 1 TOn DO
rij = Tik — LikTkj

END
END
END
Zur Parallelisierung der LR—Zerlegung will man natirlietreichen, dass nicht die gesamte Matrix
A auf alle ProzessoreR;, .. . , P, verteilt wird, sondern nur diejenigen Zeilen (Spalteng, bienotigt
werden.

Definition 2.1.1 Eine Matrix A € R™*™ wird im Parallelrechneryklisch gespeicherbach Zeilen
(Spalten), fallsP; genau die Zeilen (Spaltefi)von A mit

jmodP =i
enthalt.

Damit ergibt sich folgendes Verfahren.

Algorithmus 2.1.2 (Parallel LR—Zerlegung mit Zeilenpivotisierung)
myrows:= {j e N: jmodP =i, j <n}, 1<i<P

P:=1, L:=1, R := A (nurfur Zeilen aus myrows)

FORE =1TOn —1DO

IF k£ € myrows
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Bestimme Index mit ;.| = max |75
]: 7"'n

Versend€ry, Tk k+1, - - - » Tkn) UNd Indexs an alle P;
(tky thg 1y -+ 5 tn) = (Thks Thok 15 - -5 Thom)
ELSE

Empfang€ty, . . ., t,) und Indexs

END

Vertausche die Spalten mit Indexind & von R und P (nur fur die Zeilen aus myrows)
Vertausche Elemente mit Indexindk vont

FORi =k +1TOn DO

IF 7 € myrows
Ci := 7%, 1i, =0
FORj = k+1TOn DO

Tz’j = Tz’j — Eiktj
END

END
END

Die Paralleleisierung der beiden gestaffelten Systemmiistiel Kommunikation verbunden, da je-
weils die gesamte Information der vorherigen Stufen bghitird.

Da die Auflosung dieser Systeme bei vollbesetzten Matr2én?) Operationen benotigt (im Ge-
gensatz zu0(n?) bei der LR-Zerlegung), kann es sinnvoller sein, diese aufeinem Prozessor
durchzufuhren.

Fur spatere Referenz nennen wir obigeMultiplikatoren

2.2 QR—-ZRLEGUNG MITHOUSEHOLDER-SPIEGELUNGEN

Wie aus Numerik | bekannt, lautet die Householder—Spiegtlmn

T
VU
H=1I1d—-2—
vy’
wobeiv so gewahlt wird, dass
Ha = aeq,

wenna die erste Spalte voA ist. Man rechnet leicht nach, dass
v=a—ae, «a==x|a|2
gilt. Zur Erinnerung noch einmal der Algorithmus:

Algorithmus 2.2.1 (Householder—-QR)
FORkK =1TOn DO

ap = — sign(akk)\/a%k +--- 4+ afnk

Vi — (O,...,O,akk,...,amk)T — OLCL

B = vlvg

IF 8. = 0 THEN CONTINUE WITH NEX%E END
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FORj = k TOn DO

Yi = vfaj
aj = aj — (27vj/Br)vk
END

END.
Bemerkung 2.2.1 Beziiglich der Parallelisierung ist Householder sehtiéhrzu LR, der Vektor,
ist ahnlich zum Vektor der Multiplikatoren mit dem Unteged der Orientierung (Zeile im Gegen-

satz zu Spalte). Der restliche Algorithmus ist bezligliahl&ifen—Orientierung und Index—Zugriff
vollkommen analog, so dass wir nicht in die Details gehen.

2.3 QR—-ZRLEGUNG MIT GIVENS—ROTATION

Die Givens—Rotation fuihrt sukzessive Drehungen mit Matrider Form

C S aq
G:{ }, C=CoSQ = —e,
-5 ¢ /
ay + as
a2

s =sina =

bezogen auf einen Vektar = [a1, as]” aus (jeweils eingebettet in dékr). Die Reihenfolge der
Drehungen spielt dabei keine Rolle, solange diese nur aftNNull-Eintrage angewandt werden.

Um die Parallelisierbarkeit zu untersuchen, stellen winaahst fest, dass’;; A, also die Drehung
der Komponente:; aufz; wie folgt wirkt

Lese—Zugriff  Schreib—Zugriff
Zeilei, j Zeileni, j

Damitist klar, dass eine spaltenweise Aufteilung vbowiel Kommunikation erzeugt. Wir untersuchen
daher eine zeilenweise Aufteilung voh In der folgenden Abbildung beschreiben wir die Zugriffe
bei einer § x 8)—Matrix.

[XXXXXXXX] [XXXXXXXX] [XXXXXXXX]
xx\xx X X X X ’xxxxxxxx‘ ’xxxxxxxx‘
]

X X X_X X X X X X X X_X X X X X X X X_. X X X X X
N N e D -

XXXX\XXXX XXXX\XXXX XXXX\XXXX

X X X X X_X X X X X X X X_X X X X X X X X_X X X

N N

XXXXXX\XX X X X X X X_X X [XXXXXXXX]

X X X X X X X_X [XXXXXXXX] ’OXXXXXXX

[xxxxxxxx] IOXXXXXXX‘ ‘0 0 X X X X X X
1. Schritt 2. Schritt 3. Schritt

Dies fuihrt im Schritt 5 zu einem Konflikt, also muss man diéReafolge starker versetzen. Aul3erdem
ist der 2. Schritt nur dann parallel ausfuhrbar, wenn dieivZeile bereits gedreht wurde, was im
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Allgemeinen nicht der Fall ist. Damit ergibt sich folgendgshema, das zeigt, in welchem Schritt
welcher Eintrag eliminiert werden kann.

X
4 X

6 8 X

5 7 9 X

4 6 8 10 x

3 5 7 9 11 x

2 4 6 8 10 12 x
1 3 5 7 9 11 13 x |

Der hochste Parallelisierunggrad ist offenl§am Schrittn — 1.

Bemerkung 2.3.1 (a) Nach jedem Schritt miissen die Zeilen ausgetauschtemedies kann je-
doch reduziert werden, indem man Block—Matrizen bildet diel entsprechenden Eintrage
vollstandig eliminiert.

(b) Zahlreiche spezielle Strategien sind denkbar, je nase&theitsmuster.



3 EIGENWERT-PROBLEME

Wir kennen aus Numerik 1 (Numerische Lineare Algebra) didMe-lteration, inverse Vektor—Iteration
und das QR-Verfahren (mit und ohne shifts). Wir werden dieséhren hier teilweise wiederholen,
stets unter dem Aspekt der Parallelisierbarkeit.

3.1 AHNLICHKEITS—TRANSFORMATIONEN

Zunachst bringt mad € R"*" mittelsAhnlichkeits—Transformationen auf eine Gestalt, dieagher
zu handhaben ist.

Definition 3.1.1 Zwei Matrizen A, B € R™*" heif3enahnlich wenn es eine regulare Matrik <
R™ ™ gibt mit

B=T71AT. (3.1.1)

Ahnlichkeits—Transformationen erhalten das SpektrumySgn Eigenvektor vorB zum Eigenwert
A

By = Ay,

dann gilt
T~ 1ATy = \y, alsoA(Ty) = \(Ty),

also istTy Eigenvektor zum Eigenwel, d.h.
o(A) = o(T71AT) (3.1.2)
fur dasSpektrum
o(A) :={X € R\{0} : 3 € R"\{0} : Av = \v}. (3.1.3)
Die Eigenvektoren kdnnen analog bestimmt werden.

Die folgende Tabelle zeigt, welche Formen durch welche Sitamationen unter welchen Bedingun-
gen erreichbar sind.

A T B

paarweise verschiedene Eigenwerteegular diagonal

reell symmetrisch orthogonal| reell diagonal

complex hermitesch unitar reell diagonal

normal unitar diagonal

beliebig reell orthogonal| reell Block—Dreieck (Schur)
beliebig unitar obere Dreieck (Schur)
beliebig regular Jordan

Typischerweise verwendet man QR zur Transformation aef,gingenehmere” Gestalt. Zu beachten
ist jedoch, dass die Transformationen von links und recamtsnaenden sind, um di@hnlichkeit zu
erhalten (also auf Zeilen und Spalten).
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3.2 FRARALLELE ALGORITHMEN

Zunachst benotigen wir parallele Routinen fur Stand@nerationen, die wir bereits betrachtet haben.
e Vektor—Aufdatierung
e innere Produkte (Skalarprodukte)
e Matrix—\Vektor- und Matrix—Matrix—Multiplikation
e Losung von gestaffelten Systemen
e QR—Zerlegungen

Daraus ergibt sich sofort eine parallele Version der Vétdation:

Algorithmus 3.2.1 (Vektor—Iteration)
29 =£ 0 beliebiger Startvektor
FOREK =1,2,... DO

y(k) = Ax(kil)
20 =y /]y ®)|
END

Man kann obigen Algorithmus auch adf- o1 mit einemshift o € R anwenden. Die Parallelisierung
von Algorithmus 3.2.1 ist klar.

Durch Ersetzen vop®*) = Az(*—1 durch
Lose Ay = (=1

(evtl. mit shift) erhalt man bekanntlich diaverse VektoriterationMan bestimmt vorab parallel eine
Zerlegung vomA und lost dann in jedem Schritt ein gestaffeltes System.

Bei der sogenanntesimultanen Iterationfuhrt man die Vektoriteration parallel ayf Startvekto-
ren aus und erhalt eine MatriX *) ¢ R™*4, so dass spafX (*)) gegen den invarianten Teilraum
konvergiert, der durch dig betragsgroRten Eigenwerte vangegeben ist, falls

[Agl > [Agal-
In Numerik | hatten wir da§R—Verfahrereingefiihrt (hier ohne shifts).

Algorithmus 3.2.2 (QR—Verfahren)
AO) = 4
FOREK =1,2,...

Bestimme QR-Zerlegungf*—1 = Q*) R(¥)
Ak) = RF)Qk)

END

Wir hatten gezeigt, dasd®) fir & — oo gegen eine obere Dreiecksmatrix konvergiert, auf deren
Diagonale die Eigenwerte va# stehen.

Wir benotigen also pro Schritt eine QR—Zerlegung und eirsrid-Matrix—Multiplikation, beides
haben wir auch in paralleler Form. Der Aufwand pro Schrit&$n?), der reduziert werden kann
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e aufO(n?), falls A Hessenberg—Form hat,

e aufO(n), falls A symmetrisch und tridiagonal ist.

25

Zur Erinnerung: eine Matri¥! = (h;;) € K™*", m > n, besitztobere Hessenberg—Fotrwenn H

die Gestalt
[ hi1 hiz his hin ]
ho1  haa  has hap,
0 hzz hss h3n
. . hn,nfl hnn
0 - ... 0 .
- O -

besitzt, also wenr,;; = 0 fur alle ¢ und j mit j < ¢ — 1. Die Reduktion auf Hessenberg—Form
wird mit QR gemacht und ist ei®(n?)-Prozess. Isti symmetrisch, so ergibt die Hessenberg—Form
automatisch eine Tridiagonal-Gestalt. Die Reduktionotigh® (n?) und jeder Iterationsschritt dann
nur noch©(n).

Bemerkung 3.2.1 Es gibt eine Reihe von speziellen Verfahren zu Bestimmumggigenwerten von
symmetrischen Tridiagonalmatrizen: Bisektion, Multise# und Divide-and-Conquer [1], 129-138,
auf die wir hier jedoch nicht naher eingehen.

Es gibt aber mittlerweile neuere Verfahren speziell fimsyetrische Matrizen, die wir im Folgenden
beschreiben.

3.3 Das JacoBI-VERFAHREN

Von nun an sed € K™*™ hermitesch, d.h4 = A*. Wir betrachten die Zerlegung

A=D-R-R* (3.3.1)
mit D = diag (A) und der oberen Dreiecks—Matrix. Wir betrachten di¢robenius—Norm
[l = (3.3.2)
Man stellt dann fest, dass
S(A) :=||R + R*||% (3.3.3)

ein MaR dafur ist, wie gut die Diagonalelemente vbulie Eigenwerte vomd approximieren:

Lemma 3.3.1 SeiA hermitesch und;; ein beliebiges Diagonalelement. Dann existiert ®ig o (A)
mit

|dis — Al < /S(A).

Beweis:Nach dem Satz von Bauer und Fike (vgl. Numerik 1, Kapitelriigenwert—Probleme) gilt

(3.3.49)

A=Al < [IE]2,
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wenn) € o(A + E) und ) € o(A) ist. Dady; € o(D), wende diesen Satz ailif = —(R + R*) an,
also
|dii = Al < |R+ B2 < [[R+ R*||[p = VS(A),

also die Behauptung. O
Die Idee besteht nun darin, das M&RA) mit unitarenAhnlichkeitstransformationen
AFFD — (N AR QW) | =0,1,2,...,40 = 4

sukzessive zu reduzieren.
Von nun an beschranken wir uns auf reell-symmetrische ikgatrid € R™*"™,
Zur Vorbereitung:

Lemma 3.3.2 SeiA € R™*" beliebig und® € R™*" orthogonal, dann gilt:
@ Al = 1A"F.
(b) 1QA[lF = [|AQ|lF = || Al p.

Beweis:[1], 119. O

Wir bezeichnen mit
G(Z7 j? C? S)

die Givens—Rotation mit den Indizésj und den Eintragen, s. Weiter sei
G(i,4,0) :== G(i,j,cos 0,sin6).
Damit gilt::

Satz 3.3.3Sei A € R™*" symmetrisch und, j € {1,...,n} zwei feste, aber beliebige Indizes mit
i # j,ai; # 0. Es sei

aij — agi signt ™
T = , tanf = ——— |0 < — 3.35
2aj 7| + V1472 61 4 ( )
und
G :=G(i,j,0)
sowie )
A= GTAG = (apg).
Dann gilt:
@ dij =0.
(b) S(A) = S(A) — 2a22j.
Beweis:[1], 119-121. O

Die Dreh—MatrizenG (i, j, ) werden auchlacobi—-Matrizengenannt, daher stammt auch der Name
der Verfahrens.

Satz 3.3.3 besagt lediglich, dass das Jacobi—Verfahrevekgiart, mit etwas mehr Aufwand zeigt
man, dass das Verfahren quadratisch konvergiert, [3], 242—
Nun kann man noch die Reihenfolge der P&dar¢) wahlen.
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1. Klassische Wahlmaximalesa;;|.

2. Zyklische WahlReihenfolge, bei der alle Elemenig; genau einmal zu Null gesetzt werden,
z.B.(2,1),(3,1),(3,2),(4,1),(4,2), (4,3),...,(n,n — 1), vgl. Algorithmus 3.3.1.

3. Threshold—-VerfahrenWie bei 2., jedoch wird die Rotation nur dann ausgefuhripnve
]aij] > thresh
mit einem Threshold—Parameter.

Algorithmus 3.3.1 (Jacobi—Verfahren, zeilenzyklisch, @i Durchgang)
FORi=2TOn DO
FORj =1TOi—1DO
IF a;; # 0 THEN
Berechne tan @ genaf (3.3.5)
Berechne A := G(i,j,0)T AG(i, j,0)
Q:=QG(i,j,9)
END
END
END

Nun zur Parallelisierung. Wir miissen die Parameter—Pa@ateennen, dass diese parallel verarbeitet
werden konnen, also

{i, 5} " {p,q} = 0.

In diesem Fall werden unterschiedliche Zeilen bzw. Spalerandert, also konnen die betreffenden
Operationen unabhangig voneinander ausgefiihrt weWlgrkbnnen maximal

n

2

verschiedene Index—Paare finden. Also sei 0.B.d.gerade.
Man sucht alsa — 1 Mengen vong Index—Paaren, um einen moglichst hohen Parallelisiesgnagl
zu erzeilen. Dies leistet der sogenanksaussell-Algorithmus
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Beispiel: furn = 8

Schritt 1: Schritt 2:
1 3 = 5 — 7 1 2 - 3 — 5
/ } / {
2 «— 4 + 6 «+ 8 4 +— 6 < 8 «+ 7
= (2,1),(4,3),(6,5),(8,7) = (4,1),(6,2),(8,3),(7,5)
Schritt 3: Schritt 4:
1 4 —- 2 = 3 1 6 — 4 — 2
e I S 1
6 « 8 « 7 «+ 5 8 «— 7 « 5 «+ 3
= (6,1),(8,4),(7,2),(5,3) = (8,1),(7,6),(5,4),(3,2)
Schritt 5: Schritt 6:
1 8 — 6 — 4 1 7 - 8 — 6
e I S 1
7T < 5 +— 3 + 2 5 «— 3 + 2 + 4
= (7,1),(8,5),(6,3), (4,2) = (5,1),(7,3),(8,2),(6,4)
Schritt 7: Schritt 8:
1 5 - 7 — 8 1 3 - 5 = 7
e I S 1

— 2 <~ 4 « 6
( 6

3 — 4 — 6 «
= (3,1),(5,2),(7,4), (8, (

2 8
) = (2,1),(4,3),(6,5),(8,7)

Algorithmus 3.3.2
newtop(1l) = top(1), newtop(2) = bottor(1).
newbottom(n/2) = top(n/2).
FORE =3TOn/2

newtop(k) = top(k — 1).
FORE=1TOn/2 -1

newbotton{k) =botton(k + 1).
top = newtop, bottom = newbottom.

Initialisierung der Felder vor dem ersten Aufruf durch:
tOp: (15 3’ N 1)1 bottom= (2,4, e ,’I’L).

Bemerkung 3.3.4 Bei dieser Reihenfolge der Indizes ist die Konvergaitht gesichert.

Die Parallelisierung auP = 3 Prozessoren ist nun klar, jeder Prozessor bearbeitet Zvedied von
A und(@. Wir erhalten

Algorithmus 3.3.3 (Paralleles Jacobi—Verfahren fiir Prozsor P;,)
Repeat
FORs=1TOn —1

p = top(k), a = botton(k)

Berechnean 6y, fur das Paar(p, q)

aus den entsprechenden Elementen Xgp.

Berechnedy. := AioeJk, Qloc := Qlock-

Verschicketan 6, an alle Prozessoren.

FORm =1TOn/2
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IF m # k empfangean 6, von Prozessor,,.
p’ =top(m), ¢ = botton(m)
(AIOC) i=p/,q/ — JrZ (Aloc) i=p/,q/
j=1,2 j=1,2
Ringtausch(Ajoc, Qoc)
Karussell (top, bottom)

UNTIL || 4] < €
Die Prozedur Ringtausch gibt die Spalten auf die gleichesé/auf verschiedene Prozessoren weiter
wie im Karussell in Algorithmus 3.3.2.

Der Rechenaufwand pro Prozessor und Schleif@{st) mit 7 Kommunikations—Operationen. Die-
ses schlechte Verhaltnis lasst sich dudibertragung von mehr Spalten je Prozessor verbessern.
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« EINE ANWENDUNG: TURBULENTE
NISCHEN-STROMUNGEN

Wir wollen im abschlieRenden Kapitel ein Beispiel betrachtzu dessen numerischer Simulation
wir nahezu alle zuvor besprochenen Komponenten zusanugeminochten. Wie bereits im Vorwort
erwahnt, enthalt dieses Kapitel zusatzlichen Stoff.

4.1 DIE NAVIER—STOKES-GLEICHUNGEN

Zunachst behandeln wiaminare Stromungerviskoser, inkompressibldfluide, die durch die soge-
nannten Navier—Stokes—Gleichungen mathematisch bebemriwerden. Das Existenz—Problem fur
diese Gleichungen ist eines der 10 Claymath—Probleme.

SeiQ2 ¢ RY, N = 2,3, das Stromungsgebiet, welches beziiglich der Zeif0, t,q] =: I zunachst
unabhangig sei. Bei ortlich konstanter Dichte

p(x,t) = poo = const.
wird die (inkompressible) Stromung durch folgende GroBearakterisiert
e u:Q x I — RY Geschwindigkeitsfeld,
e p:Q x I — RDruck.

Die Navier-Stokes—Gleichungen sind ein System parti@i#erentialgleichungen und lauten

1 .
%u - ﬁA“ + (u-V)u+Vp = g, (Impulsgleichung) (4.1.1)

divu = 0, (Kontinuitatsgleichung) (4.1.2)

wobei Re € R die sogenannte dimensionsloReynolds—Zahlindg : Q x I — RY die gegebene
aulere Kraft ist (z.B. die Erdanziehung). Grob gesproclergroferRe ist, je turbulenter ist die
Stromung, je kleiner, desto viskoser.

Zunachst wollen wir (4.1.1) richtig verstehen. Reein Vektorfeld ist, sind (4.1.1)V Gleichungen.

Die Terme
o, _ (9 a \
atu- 8tul,...,8tuN

Au = (Auy,...,Auy)T,

) o \*
Vp = (a—mpv--w%]?) s
)T

furw = (ug,...,un)’ sowie

g = (91,---,9~

sind relativ einfach. Die Kurz—Schreibweige - V)u fur den nicht-linearen Teil bedeutet Folgendes:

9 )
(u-Viu = Zuj%ju: Zluj%jui ,
i=1,..N
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also z.B. fUurN = 2

o] o]
U1z, UL+ U2y, Ul
(u-V)u-(u 0 )
13331 2 2312 2

Der Divergenz—Operator ist wie Ublich definiert
Yo
dIVu:V-u:izz;a—xiui.

Wir benotigen noch Anfangs- und Randbedingungen. Typisehise setzt man
u(z,0) =up(z), z€Q, (4.1.3)

fur eine gegebene Anfangs—Stromumg: Q — RV, Fiir die Randbedingungen benétigen wir noch
einige Bezeichnungen.

Furz € 09 bezeichnei(x) den Normal- und(z) den Tangential-Vektor. Damit seien
e ¢, die Geschwindigkeitskomponente senkrechbf)
e ¢, die Geschwindigkeitskomponente paralleld,
° %‘%, %‘% die jeweilige Ableitung in Normalenrichtung.
Fur jedesr € 092 sind folgende Randbedingungen maoglich:
1.) Haftbedingungen (no-slip): ¢, (z) = ¢i(x) =0, x € 9.
2.) Rutschbedingungen (free slip):p, (z) = 0, %(m) =0, x € 00.
3.) Einstrombedingungen (inflow): i, (z) = ¢2, @¢(z) = ¢ mit gegebener? , ).
4.) Ausstrombedingungen (outflow): 92 (z) = %2t (x) = 0, x € 9.

5.) Periodische RandbedingungBei Achsen-parallelen Problemen sipg, ©; undp periodisch.

Bemerkung 4.1.1 Bei Dirichlet-Bedingungem. = f aufof2 ergibt sich eine Zusatz—Bedingung an
f. Aus dem Gaul3'schen Integralsatz folgt namlich

/f-ﬁds:/u-ﬁds:/diVudxzo
a0 Q

o0

aufgrund der Kontinuitatsgleichung (4.1.2).
Beispiel 4.1.2Wir betrachten in 2D die Nischen—8imung, auch bekannt al3riven Cavity. Hier ist
Q=[0,1)

und
u=0aufT'p:=00nN{{zr=0}U{zr =1} U{y=1}}
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sowie
u=1u-¢; auf I'y ::8Qﬂ{y:1}

mit vorgegebenem < R undé; = (1,0)7.

I'n

e

FD PD

I'p

Man beachte, dass dieses Problem streng genommen nickkkgestellt ist, da die Randbedingun-
gen an den Punktef0, 1) und (1,1) springen. Die Vorstellung besteht aus einem miisBigkeit
gefillten Topfuber den ein Band mit fester Geschwindigkeit gezogen wird.

4 Winde mit Haftbedingungen.

Die obere Wand bewegt sich mit konstanter
Geschwindigkeit nach rechts,

d.h. ¢, = ¢? = const. am oberen Rand, im
Gegensatz zu ¢; = 0 bei gewohnlichen Haft-
bedingungen.

Abbildung 4.1: Nischenstromung (Geschwindigkeitsfell)s [2].

4.2 MODELLIERUNG: DIE HERLEITUNG DERNAVIER—STOKES—GLEICHUNGEN

Wissenschaftliches Rechnen bezeichnet die interdiszigi Verkniipfung von Modellierung, Ana-
lyse, Simulation und Visualisierung. Wir zeigen nun ein $p&l fur die Modellierung, also der
Ubersetzung eines Anwendungsproblems in mathematisatieh@hgen. Oftmals kann die Model-
lierung nur interdisziplinar erfolgreich gestaltet wendwenn z.B. Ingenieure, Mediziner oder Natur-
wissenschaftler einerseits, Informatiker und Matheneatdndererseits, zusammenarbeiten.

In diesem Abschnitt wollen wir kurz die Herkunft der NaviStekes—Gleichungen fir inkompressible
Stromungen erlautern. Detaillierte Herleitungen finden in Lehrbiichern Giber Stromungsmechanik
oder mathematische Physik. An diesen Arbeiten haben wihiansrientiert.

Grob gesagt, resultieren die Navier—Stokes—Gleichungisndam dritten Newtonschen Gesetz und
dem Prinzip der Massenerhaltung. Wir werden dies nun rédféautern.

Zunachst stellt sich die Frage nach einem geeigneten iwiahsystem zur Beschreibung einer in-
stationaren Stromung. Eine Moglichkeit besteht dadiis Koordinatensystem mit den stromenden
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Abbildung 4.2: Bewegung eines Teilchens in lokaler Dalsiej.

Teilchen mitzubewegen. Dies sind diagrange—Koordinatender auch disubstantielle Darstellung
FUr unsere Zwecke ist eine ortsfeste Beschreibung dentsing geeigneter. Diesekale Darstellung
ist vor allem unter dem Nametuler—Koordinaterbekannt. Hierbei sei

®: Q% [0,00) = Q (4.2.1)

die Koordinatenfunktion, die einem Teilchen, das sich zweiipinktt = 0 am Ortz = ®(z,0) € Q2
befunden hat, seine Position zu jeder Zeit [0, co) zuordnet. Die Geschwindigkeit ist bekannter-
weise durch die Ableitung des Weges nach der Zeit gegebén, d.

u(®(z,t),t) = %@(m,t). (4.2.2)

Um nun die physikalischen Relationen beschreiben zu kyrivetrachten wir instationare Volumina.
SeiQ)y C 2 eine Menge von Teilchen zur Zegit= 0. Dann ist

QO = (I)(Qo,t) = {‘I’(.%',t) eQ: e Qo} (423)

das Bild von), unter der Abbildungp(-, ¢). Die Abbildung 4.2 verdeutlicht diesen Sachverhalt.
Mit der Dichte p ist dann dieMassedurch den Ausdruck

m(t) ::/ p(x,t) dz (4.2.4)
Q¢
gegeben. Das Prinzip der Massenerhaltung besagt, dafl3 deeManstant ist, also folgt
4 (t) =0 (4.2.5)
dtm = u. L.

Wir haben nun das Problem, das Integral Uber einem instagm Volumen berechnen zu mussen.
Dabei hilft der folgende Satz:

Satz 4.2.1 (Transportsatz)Fur i(-,-) € C*(Q x [0,00)) gilt die Beziehung

d o,
i ). h(z,t) dzx = /Qt <§h+d1v (hu))(:c,t) dz. (4.2.6)

Zum Beweis des Transportsatzes benotigen wir eine Vaitbarge Sei

A:T = RY™™ JCR,
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eine Matrix-wertige Funktion. Man nennt eine Matrix-FuoktY : I — R"™*" Wronski—Matrix falls
d
EY(t) = A(t)Y (t). 4.2.7)

Also enthaltY'(¢) als Spalten die Fundamental-Losungen der homogeneardindifferentialglei-
chung

y'(t) = A)y(t).
Fur die Determinante, di&/ronski—Determinantgilt

Lemma 4.2.2 Falls Y (¢) (4.2.7) erfllt, gilt

%(det Y (1)) = (tr A(t))(det Y (1)) (4.2.8)

mit der Spurtr A := " ay.
i=1
Beweis:Es seiY;(t) := (y;.1(t), ..., yin(t)) diei-te Zeile vonY (¢), dann gilt mit (4.2.7)

%Yi(t) = ai;(OY;(t), i=1,...,n. (4.2.9)
j=1

Wir benutzen nun die allgemeine Definition der Determinante

det A = Z (sgno)ai e, - - ane,

oESny
und wenden die Produktregel an
d n n
7 det Y(t) = D> (sano)y,, () [ vie, t)
i=1 0€ESsn ?2
& d
— Zdet(Yl(t),...,K_l(t),aY;—(t),YiH(t),...,Yn(t))T
=1
4.2.9 "
U2 S (O det(Yi(), ..., Vi (0, Y5(0), Y (1), .., ()"
hi=1 =0 fir alle j#i
= > aii(t)det Y () = (tr A(t))(det Y (t)).

O

Zum Beweis des Transportsatzes wenden wir das Lemma wie datgAus (4.2.2) folgt mit der
Kettenregel

%_cp(x,t) = U, (P(x,t),t) Py(z,t),

also

und damit farJ (z,t) = det . (z,t)

%J(m,t) = (tr uy(P(z,t))J(z,t)
= (divu(P(x,t))J(x,t). (4.2.10)
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Beweis von Satz 4.2.1Wir verwenden die Transformatian, = ®(Q,t) xz(t) = ®(Z,t) in (4.2.3)
und erhalten

/h(x,t)dt _ /h(cb(@,t),t)J(fc,t)d@

o Qo

mit J(&,t) = det(®(z,t) wie oben. Dann gilt mit der Produktregel

Wz, t)de = /%h(@(i,t),t)J(:&,t)d:&
Qo

dt
Q
0
+ [ h@@, 1,02 1, Hat
Q/O ot
_ /(ht(tﬁ(ﬁc,t),t)+Vh(<I>(§c,t),t)-%@(@,t)) J (@, t)di

Qo

+/h(<I>(92,t),t)(div w(® (3, ), )] (3, t)di
Qo

mit (4.2.10). Fassen wir dies zusammen, erhalten wirggﬂiﬁ: u

% h(z,t)dx = /(ht + Vh-u+ hdivu)(®(z,t),t)](z,t)dz
Q Qo div (hu)
= /<gh—|— div (hu)> (x,t)dx
ot ’
Q
wiederum mit obiger Transformation. O

Die Glattheitsbedingung im Transportsatz wird hier std¢sgdiltig vorausgesetzt. Wenn also die
Dichte als Funktion des Ortes und der Zeit geniigend glatfakyt aus dem Prinzip der Erhaltung
der Mass€4.2.5):

d d 0 .
0= am(t) = a/gt p(x,t) de = /Qt <ap+d1v (pu)) (z,t) dx. (4.2.11)
Wenn man zusatzlich noch annimmt, dal3 der Integrarid.in11) glatt ist, folgt

%p +div (pu) = 0. (4.2.12)
Dieses Prinzip nennt mdrokalisierung und (4.2.12) ist alsKontinuittsgleichungoekannt. Inkom-
pressible Stromungen sind dadurch gekennzeichnet, édRictite raumlich und zeitlich konstant ist.
Somit erhalten wir in diesem Fall ag$.2.12) die Gleichung

divu = 0. (4.2.13)

Impulsgleichung

Das dritte Newtonsche Gesetz besagt allgemein, daf? diedenmerung eines materiellen Korpers
gleich der Summe der an ihn angreifenden Krafte ist. Didgsigalischen GrofRen filhren wir zunachst
ein. Derlmpulsist durch

Imp(t) ::/Q (pu)(z,t) dx (4.2.14)
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definiert. Man nimmt fUr die Modellierung déraft F' stets an, daR sich diese in ei@umenkraft
Fy (wie z. B. die Gravitationskraft) und eifRandkraftF'y aufteilen lal3t. Dabei sei die Volumenkraft
durch

Fy(t):= / (pf)(z,t) dx (4.2.15)

Q
gegeben, wobef ein gegebenes aul3eres Kraftfeld (wie z. B. das Erdscheldyast. Die Randkraft
ist definiert durch

Fy(t) := / (o n)(x,t) dS, (4.2.16)
o
wobein der auRere Normalenvektor vé2; und o der Spannungstensor
o= <aui n auj) (4.2.17)
Ox; Oz i,j=1,...n

ist. Der Spannungstensor liefert eine vollstandige Besbhing des Spannungszustandes eines Korpers.
Damit besagt das dritte Newtonsche Gesetz in unserem Fall

d

T o (pu) (x,t) de = /Qt (pf) (x,t) doz + /am (g n) (x,t) dS. (4.2.18)

Wir betrachten diesen vektorwertigen Ausdruck nun komptereveise. Nehmen wir die Glattheit
von pu an, so konnen wir auf die Komponenten der linken Seite (/b2.18) den Transportsatz
anwenden und erhalten:

d 0
, - (o i } . 4.2.1
yr /Q (pus) (x, ) da /Q (57 (pus) + div (puju) ) (2.1) da (4.2.19)
Mit Hilfe der Kettenregel folgt hieraus fur inkompresgFluide (d. hp = const.)
d 0
_ - —w; i } . 4.2.2
dt Joq, (P%)(%ﬂ dzx /Qt (patuj + p div (uju)> (z,t) dx ( 0)

Die Komponenten des zweiten Integrals auf der rechten 8eit€4.2.18) formen wir zunachst mit
dem Gaul3schen Integralsatz um:

/ (ojn)(z,t)dS = / div oj(z,t) dz, (4.2.21)
O Q¢

wobeio; die j—te Zeile des Spannungstensors bezeichnet. Setzen wizalammen, so erhalten wir
aus(4.2.18), (4.2.20) und (4.2.21)

/Q (p%uj + pdiv (uju)> (x,t) doe = /Q <(pfj) + div O'j) (x,t) dx (4.2.22)

und wiederum mit Lokalisierung

0
P + pdiv (uju) = pf; +div o (4.2.23)
oder in VVektorenschreibweise
p%u +p(u-V)u = pf +dive. (4.2.24)

Der Ausdruck,div * heif3t in der PhysikTensordivergenaund fir diese Grof3e kann man folgende
Beziehung zum Druck und dem Inversen der Reynoldszahl zeigen:

/ dive = —/ grad p(z,t) de + v p Au(z,t) dz. (4.2.25)
Qt Qt Qt
Wiederum durch Lokalisation erhalten wir ais2.24) und (4.2.25) die Gleichung
1
%—1: + (u-V)u—vAu+ —grad p = f, (4.2.26)
p

die zusammen mit der Kontinuitatsgleichuf®g2.13) und den entsprechenden Rand- und Anfangs-
bedingungen das Navier—Stokes—Problem fur inkompresSitntomungen bildet.
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4.3 HNITE-DIFFERENZEN-DISKRETISIERUNG

Wir nehmen zunachst an, dadsin rechteckiges Gebiet ist

Q=1[0,a] cRY, a=(ai,...,an)T € RV,
Uber das wir ein regelmaRigs Gitt&y, mit Gitterweiteh = (h1, ..., hy)? und
hi = %,
n;

legen. Wir diskretisieremAu bezuglichA;, mit zentralen Differenzen wie Uiblich. Der nichtlineare
Term (u - V)u ist ein Transport-oderKonvektions—Terpder mit besonderen Methoden diskretisiert
werden muss. Dazu betrachten wir das 1D—Besipiel

—u"(x) + ku'(z) = f(z), x€(0,1),
{mmzmnzq (4.3.1)

eine Konvektions—Diffusions—Gleichunm weiterhin eine symmetrische Steifigkeitsmatrix zu er-
halten, verwendet man fiar () den zentralen Differenzenquotienten

U (1) ~ ﬁ(u(:ﬂl + Az) — u(x; — Ax)). (4.3.2)

Fallsk groRR ist(k > 1), nennt man (4.3.1) eikonvektions-dominierte®roblem. In diesem Fall muss

2
AxﬁET (4.3.3)

gewahlt werden, damit das Problem stabil gelost werden kaies kann man anhand der Eigenwerte
der Steifigkeitsmatrix sehen.

Aufgabe:
(a) Wie lauten die Eintrage der Steifigkeitsmatrix von (&) 3nit zentralen Differenzenquotienten?
(b) Bestimmen Sie die Eigenwerte.
(c) Welche Bedeutung hat Bedingung (4.3.3)?

Offenbar fuhrt (4.3.3) (besonders in hohen Dimensionergxtrem grof3en Systemen.

Eine Moglichkeit zur stabilen Approximation konvektivéerme ist da®onor-Cell-SchemaDabei
seik nun eine Funktiot = k(z), die an den Mittelpunkten der Intervalle gegeben ist. Dieamnalog
zur FluB-Diskretisierung auf einem versetzten Gitjetaggered grid*) bei Problemen mit variablen
Koeffizienten.

Man beachtet dann das Vorzeichen und setzt

d e
[%(ku)} = A—x(krur — kyuy) (4.3.4)

i
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mit
P ul'a k:'r‘ > 0, L ui*l, ké > 0’
Up 1= { Uiy1, ke <O, Up 1= { i) ky < 0. (4.3.5)
oder ohne die Fallunterscheidung
d dc 1
@(kﬁU) i: —2Ax{kr(ui+ui+l)_k?é(uifl +u@')+|kr|(ui—ui+1)—|k‘g|(ui,1—ul-)}. (436)

4.4 DISKRETISIERUNG DESDRUCKS

Bei den Navier—Stoks—Gleichungen haben wir es mit eisgstenzu tun, bei dem die Variablen
und p gekoppelt sind. Dies hat u.a. auch zur Folge, dass wir diebeVariablen nicht beliebig dis-
kretisieren durfen, die Diskretisierungen varundp missen zueinander passen.

Wir zeigen dies am 2D-Beispiel mit homogenen Dirichlet-Bgdngen undg = 0. Dann ist die
Ldsung
u =0, p= const.

Verwendet man zentrale Differenzen fiarundp auf A;,, dann [6st

w =0 - | P, furi+jgerade
=5 Pii =\ P, firi+ j ungerade
mit beliebigenP;, P, € R das diskrete Problem, denn

1
Vp(zij) = m{pi—i—l,j —Pi—1,j +Pij+1 —Pij-1} =0

da die Summe der Indizést j & 1 in allen vier Fallen entweder gerade oder ungerade ist kdsin
der Druck beliebig stark oszillieren.

+]-1+]-1+]-
-+ [-[+[-]+
+ -1+ -1+]-
[+ [=1+[-1+
+ [ =1+]=-1+1-
[+ [=-1+[-1+

Daher betrachtet man, wie bei variablen Koeffizientengdiém Druck ein vesetztes Gitter (engllag-
gered grid, bei dem der Druck an den Mittelpunkten der Zellen gesudhd,veowie die erste und
zweite Geschwindigkeitskomponente vertikal bzw. horiabwersetzt sind.

4.5 VOLLSTANDIGE ORTS-DISKRETISIERUNG

Nun konnen wir die Diskretisierung beziglich des Ortes 2 kompletieren. Die Kontinuitatsgleichung
(4.1.2) wird an den Zell-Mittelpunken diskretisiert

1 1
E(Um — ui1) + A—y(vz‘,j — Vie14), (4.5.1)

wennh = (Axz, Ay) undu = (u,v) im 2D-Fall.

Zur Impulsgleichung:
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UZ 7j

Ui-1,7 @ () ® Uij

(¥

Vi j—1

Auswertung bzglu an den Mittelpunkten der senkrechten Kanten.

Auswertung bzgly an den Mittelpunkten der waagerechten Kanten.

. . . 82 82 82 82 . . .
Diffusive Terme:;—u, 52U 57205 52U werden durch zentrale Differenzen approximiert, z.B.

d2
(i) 2 g (i — 2uig + uiog).

Ortsableitungen des Drucks durch zentrale Differenzetiepien mit halber Schrittweite.
e die konvektiven Terme sind etwas schwieriger. Diese laut@b

(%(ﬁ) + a%(uv))

2 (uv) + 8%(?)2)

o) o)
Us-U + Va-U
(u-V)u:<8g 83’)

Uz + va%v
denn wegen der Ketten- und Produktregel und der Kontitagitéichung gilt

0, 5 0 0 0 0
—_ —_ — 2 R —_ —_
(u )+ay(uv) uaxu—kuayu—kvayu

= uzu + vgu + u(div u)

Oz dy
0 0
= uz-u + Ua—yu = ((u-V)u),

und analog fur die zweite Komponente.

Wir haben also die konvektiven Terme

0 0
a_x(u2)7 a_y(UQ)v a_x(uv)v a_y(uu)

zu diskretisieren.

Als Beispiel betrachtel (uv):
Im Punkt firu; ; (gekennzeichnet dura®®)) benotigen wir die Werte fur das Produkt in vertikaler
Richtung. Dort gibt es keine Punkte, an denen simuiltaimd v vorliegen.

Idee:
e verwende die mitk gekennzeichneten Punkte,

e mittle v aus den vertikal benachbarten Punken,
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® Uij+1
o Fa\
A4 A4
Vi,j Vit1,5
Ui—1; @ n @ Uiyj y ®Uitl,j
© ¥ ©
Vi,j—1 Vi+1,5—-1
® Ujj—-1

e mittle v aus den horizontal benachbarten Punkten.

o 1 /1 1
a—y(uv) B ~ A_y <§(v” + /Uz'Jrl,j) ) 5(“@] + ui,jJrl)
7/7]

1 1
—5(%—1 + Vit1,j-1) - 5(%]' + ui,j—1)>

Der Terma%(uz) wird analog mit den mit- markierten Punkten diskretisiert.

Nun sind all diese Terme konvektiv, daher missen wir dikiRissiertung wie in Abschnitt 4.3 an-
passen. Dies tun wir, indem wir zu den Termen wie oben~désche Vielfache(y < [0,1]) der
Donor—Cell-Diskretisierung addieren (ftir= 1 ergibt sich die Donor—Cell-Form). Fir obiges Bei-
spiel & (uv) verwenden wir
1 1
ko= 5 (Vi +virng)s ko= 5 (Vig-1 + vig-1)

und erhalten

(@),

und analog fur alle anderen konvektiven Terme.

1

1 1
Ay Z(Um' + vig1,5) (Ui + Ui 1) — 7 (Vi1 + i1 i-1) (i + Ui j-1)

%

1 (1
+7A—y {Z(%’j + vig1,5) (Wi g + wij1) — (Vij—1 + Vig1j-1) (W1 — Uz‘,j)}

SchlieRRlich missen die Randbedingungen adaquat dskretverden, vgl. [2], 30-33.

4.6 DIE ZEIT-DISKRETISIERUNG

Bislang haben wir uns ausschlieB3lich mit der Diskretigigrbeziiglich des Ortes beschaftigt, (4.1.1)
ist aber eine instationare Gleichung mit der Zeit—Ablegtu

9,

ot
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Wie bei der Numerik gewodhnlicher Differentialgleichumgeird eine zeitartige (gewdhnliche) Diffe-
rentialgleichung mittels einer Iteration approximierazdi benotigt man zunachst Startwerte

©) ()

i Vigo
z.B. ( :
0 O\T
(uz’,j)7vz(,j )" = uo(zi)

mit der Funktionugy aus der Anfangs—Bedingung (4.1.3). Das einfachste Veaafatst das explizite
Euler—Verfahren. Dies lautet fur das System von Gleiclenng

0

57 id = fU,P), U= (uij)ij, P=(pijij

9 und der Zeit—Schrittweite\ ¢

mit dem Startwerug’ ;

u{"t = u%) + At f(U™, P,

1,]

In unserem Fall ergibt sicli aus der Orts—Diskretisierung der Navier—Stokes—Gleighnon

Zunachst ist dieses Vorgehen scheinbar einfach, weil ai&n?) ausw(™ einfach durch Auswer-
tung vonf, also Auswertung der Finiten Differenzen, erhalt. Leidédie Situation nicht so einfach:

e es kann mit dieser lteration leicht passieren, dass dieikitiitsgleichung diw(™ = 0 ver-
letzt ist,

e der Druck wird nicht iteriert. Es gibt keine Vorschrift zueBechnung vorP(™) ausP™+1),

Daher missen wir anders vorgehen.

Wir diskretisieren zunachst nur die Zeitableitung in dapulsgleichung

w™D = ) 4 A {RLA’LL —(u-V)u+ g} — AtVp
e
=: F— AtVp. (4.6.1)

Um nun den Druck mit in die Iteration einzubeziehen, digkrett manexplizitin der Geschwindig-
keit undimplizit im Druck, d.h.

u(n+1) — F(n) _ Atvp(n‘f'l)_ (462)

Dies hat zur Folge, dass der Druck bekannt sein muss, wozudieafontinuitatsgleichung heran-
Zieht:
0= divu™ = div F®) — AtAp ),

also
1
Apth) = ~; v F). (4.6.3)

Damit haben wir folgendes allgemeine Vorgehen:

1.) Berechng™™ = u( + A { A Au™ — (u™ . V)u( + g} aus der Diskretisierung der Ge-
schwindigkeitsausdriicke.

2.) Lose die Poisson—Gleichung (4.6.3) fir den Drpckt®).

3.) Berechna:("*t1) aus (4.6.2).
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Fur die numerische Losung von (4.6.3) brauchen wir noamdRadingungen. Bei détrojektionsme-
thode von Chorirverwendet man die Impulsgleichung, um eine Neumann—Raliipeng herzulei-
ten. Mit der aul3eren NormalehaufI™ = 912 gilt
1
vprth i = —Kt( (n+1) _ F(n)) .7
und« (1) ist aufdQ durch die Randbedingung der Navier-Stokes—GleichungbeargéchlieRlich
wird die Divergenz in (4.6.3) mit rickwartigen Differesz diskretisiert:

1

1
iv F(V) ~ F _ pl)
div )+ ;

(n) (n)
A:C( i,J i—1,j (F1i,j - F )

ij—1

Zur Losung der Druck—Gleichung (4.6.3) verwendet man da. Mehrgitter—Verfahren.

4.7 HENIGE BEMERKUNGEN ZURPARALLELISIERUNG

Wir betrachten wiederum Gebiets—Zerlegung zur Parabeling. Fir die Druck—Gleichung muss da-
bei eine Schicht der Druck—Randwerte {ibertragen werderdi€¢ Berechnung voir("™) eine Rand-
schicht von Geschwindigkeitswerten. Ansonsten haben Ngimeeiteren Komponenten bereits paral-
lelisiert.
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