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Aufgabe 7 (Einschrittverfahren)
Wir betrachten die Verfahrensfunktion

oty h) = a1 f(t,y) + aaf (t +bih,y + bahf(t,y))

fiir ein Einschrittverfahren. Die Funktion f : [a,b] X R — R sei zweimal stetig partiell differenzierbar und h sei die
Schrittweite. Bestimmen Sie die Koeffizienten a;, as, b1 und by so, dass sich die Konvergenzordnung 2 ergibt.

Aufgabe 8 (Matlab: Trapezregel-Verfahren)

Implementieren Sie das Trapezregel-Verfahren mit Fixpunktiteration. Uberlegen Sie eine geeignete Abbruchbedin-
gung des Iterationsverfahrens fiir das Losen des nichtlinearen Gleichungssystems. Testen Sie Ihre Funktion fiir das
Anfangswertproblem

Y o=y —yys + 294y, y1(0) =1,
Y1 — Y1y2
Yy =——— — 3y, y2(0) = 0.

Plotten Sie Ihre Losung von ¢ = 0 bis ¢t = 10 fiir die Schrittweiten h = 0.2 und h = 1. Was passiert bei der Wahl einer
zu grofsen Schrittweite?

Aufgabe 9 (Runge-Kutta-Verfahren )

Wir kénnen das m-stufige Runge-Kutta-Verfahren fiir ein Anfangswertproblem y'(t) = f(t,y), y(to) = yo allgemein
angeben als

m
Ykr1 =y +h Y coke(tr, vr)
=1

mit konstanter Schrittweite A > 0 und

k1 (ta y) = f(tvy)
( f(t+a2h,y+hbg,lkl(t,y,h))
f

k? tu )
ks(t,y) = f(t +ash,y + h(bs ki (t,y) + bs2ka(t,y)))

) =

m—1
km (t,y) = f(t +amh,y+h > b oka(t, y))
=1

am, € [0,1], by ¢ € R und ¢, € R\{0}. Das Runge-Kutta-Verfahren ist ein Einschrittverfahren mit der Verfahrensfunk-
tion

¢ty h) = ceku(t,y, h).
=1

Zeigen Sie: Erfiillt die Funktion f eine Lipschitzbedingung, so erfiillt auch die Verfahrensfunktion ¢(t,y, h) des RKV
eine Lipschitzbedingung.



Aufgabe 10 (Runge-Kutta-Verfahren (2))

Zeigen Sie:
Ein Runge-Kutta-Verfahren ist genau dann konsistent fiir alle f € C, falls ¢; + ... + ¢, = 1 gilt.
Um Konvergenzordnung 2 zu realisieren, mufs zusitzlich

i—1
ai:Zbi,j i=1,....,m und Zciai:%
Jj=1 ‘

gelten.

Aufgabe 11 (Matlab: Runge-Kutta-Verfahren)

Programmieren Sie das 3-stufige implizite Runge-Kutta-Verfahren mit dem Koeflizientenschema
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Verwenden Sie zur Losung des impliziten Gleichungssystems das einfache Fixpunktiterationsverfahren mit M € N
Tterationen und Startwert 0. Versuchen Sie dabei, die spezielle Struktur des Verfahrens (letzte Spalte von B ver-
schwindet!) moglichst gut auszunutzen.

Testen Sie Ihr Programm an der Anfangswertaufgabe

y(t)=-2ty(t)®, y(0)=1
Zeigen Sie zunéchst, dass die exakte Losung des Anfangswertproblems durch

1
t24+1

y(t) =

gegeben ist. Berechnen Sie dann fiir M = 1,2, 3,4, 5 jeweils mit den Schrittweiten h := %, N € {10, 20,40, 80, 160, 320}
die Fehler eny = |yny — y(1)| an der Stelle ¢t = 1 sowie die numerischen Konvergenzordnungen

n (%)

BB N # 10.

Was beobachten Sie?
Testen Sie Ihre Routinen auch fiir das folgende Anfangswertproblem:

yit) = y2(t)  —ys(t), y1(0) =1,
ya(t) = —2ui(t) +3y2(t) —ys(t), y2(0) = -1,
ys(t) = —wui(t)  +ya(t) +ys(h), y3(0) = 2.



