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Aufgabe 12 (Auswertung der Legendre Polynome)
Das Legendre Polynom P, ist die Losung der Differentialgleichung

(1—2%)f"(2z) = 22f"(z) + n(n+ 1) f(2) = 0. (1)

Das n-te Legendre Polynom kann also an einer Stelle z; € C\ {£1} ausgewertet werden, indem man die obige
Differentialgleichung entlang eines Geradenstiicks von zy nach z; 16st. Das Geradenstiick kann durch

z(s) = z0+ s(z1 — 20), s€]0,1]

parametrisiert werden. Wir setzen z(s) in (1) ein und schreiben die Gleichung in ein System erster Ordnung um:

d%fl(z(s)) = (21— 20) f2(2(s))

d _ 22(5) f2(2(s)) — nln + 1) f1(2(s))

Dieses System erster Ordnung 16sen wir nun fiir s € [0, 1]. Dafiir brauchen wir die Anfangswerte P,,(zo) und P/ (zo).
FEine geschickte Wahl ist zy = 0.

(a) Leiten Sie aus den Rekursionsformeln fiir die Legendre Polynome
(n+1)Puyi(2) = 2n+1)2P,(2) — nPr_1(2) (3)
bzw. fiir deren Ableitung
(22 = 1)PL(2) = n(2Pu(2) = Pos(2)) (1)
explizite Formeln fiir P, (0) und P/ (0) her.

(b) Schreiben Sie eine Funktion function val = evalleg(z,n), welche das Legendre Polynom P, an der Stelle
z € (—1,1) durch das Losen der ODE (2) fiir zp = 0 auswertet. Zum Losen der Differentialgleichung kénnen Sie
z.B. die Matlab-Funktion ode45 verwenden.

(¢) Schreiben Sie eine Funktion function val = evalLegRec(z,n) welche das Legendre Polynom P, an der Stelle
z € C mit Hilfe der Rekursion (3) auswertet. (Die Startwerte sind Py(z) = 1, Pi(z) = z.) und vergleichen Sie die
Ergebnisse der Rekursion mit den Ergebnissen aus Teil (b) fiir verschiedene z € (—1,1).

Soll ein Legendre Polynom in z € C ausgewertet werden, wird (2) ein System aus komplexwertigen ODEs. Um
die komplexe Arithmetik zu vermeiden, schreiben wir das System in ein System erster Ordnung mit vier Gleichun-
gen um, in dem wir Real- und Imaginirteil getrennt betrachten. Unsere Losung f ist also f = (fi, f2, f3, f4)T =
(Re(Pa(2)), Im(Pa(2)), Re(P,(2)), Im(P,(2)))" .

(d) Erweitern Sie die Funktion aus Teil (b), sodass die Auswertung eines Legendre Polynoms in z € C moglich ist.
Sie diirfen die Matlab Funktionen real() und imag() verwenden. Vergleichen Sie die Ergebnisse der Funktion
mit den Ergebnissen der Funktion aus Teil (c) fiir verschiedene z € C.

(e) Erstellen Sie je einen surface- oder contour-plot von log, |Ps(2)| und logy, | P7(2)| fiir —1.5 < Re(z) < 1.5) und
—1<Im(z) <1.



Aufgabe 13 (Adams-Moulton-Verfahren)
Bestimmen Sie die Koeffizienten Sy, 51, f2 € R des 2—Schritt Adams-Moulton-Verfahrens

2
Ykto = Ykt + B Y Bif (s yrers)

j=0
e durch Betrachtung des zugrunde liegenden Interpolationsverfahrens,

e mit Hilfe des linearen Gleichungssystems zur Bestimmung der Konsistenzordnung linearer Mehrschrittverfahren.
(ein lineares k-Schritt Verfahren hat Konsistenzordnung p genau dann wenn Z?:o [fa; — € §°71B;] = 0 fiir
£=0,...,p.)

Aufgabe 14 (Matlab: Adams-Bashforth)

Programmieren Sie das Adams-Bashforth-Verfahren

h
Yita —Yi+s = 55 (55f (tj13, Yj+s) — 5If (tj42,Yjr2) + 3T (tir1. yj41) — 9F (5, y5))-
Testen Sie Ihr Programm an der Anfangswertaufgabe

y'(t)=—2ty(t)*,  y(0)=1,
wobei die Startwerte y1,ys2, Y3
e mit den exakten Werten belegt werden (siehe Aufgabe 11),
e mit Hilfe des Runge-Kutta-Verfahrens aus Aufgabe 11,
e mit Hilfe des expliziten Euler-Verfahrens berechnet werden.

Bestimmen Sie jeweils mit den Schrittweiten h = 1/N, N € {10, 20,40, 80,160, 320} die Fehler ey := |yn — y(1)| sowie
die numerischen Konvergenzordnungen.

Aufgabe 15 (Differenzengleichungen)

Berechnen Sie die Losungen (y;),en, der folgenden linearen Differenzengleichungen:

(a) Yi+2 = Yj+1 T Yj =0, y1=1 (Fibonacci-Zahlen),
(b) 4yj13 — 8yjra +5yjr1 —y; =0, yo=1, y1 =2, y2=2.



