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Aufgabe 8 (Sturmsche Ketten) (34-5=8 Punkte)

Sei p(z) = 2% — 22?2 — 2+ 2,po = p und p; = p’. Dann bilden die Polynome p; mit i = 0, 1,...m, eine Sturmsche Kette,
wenn diese aus der folgenden Rekursion solange konstruiert werden

pi-1(z) = qi(x)pi(x) — pit1(2), degpit1 < degpi,
bis p,(x) = 0.
a) Berechnen Sie die Sturmsche Kette, d.h. bestimmen Sie p; fiir i = 0, ..., m.
b) Sei die Anzahl der Vorzeichenwechsel definiert in der Sturmschen Kette durch
w(z) = [{i €{0,1,..m =1} : pi(x) # 0 und pi11 (2)pi(x) < 0}
Dann ist N(a,b) := w(a) — w(b) die Anzahl der Nullstellen von pyg in (a, b]. Bestimmen Sie

w(caeg)e o (445F) wern w(oaof) w(w15E) e w(ad)

Was kann man nun iiber die Lokalisation der Nullstellen aussagen?

Aufgabe 9 (Symmetry of Orthogonal Polynomials, BTEX) (8 Punkte)

Let (p,) be a sequence of orthogonal polynomials with respect to the scalar product

(f:9)w = [ [fl@)g(@)w(x)dx
provided by a symmetric, positiv and integrable weight function w : [—a, a] — R. Show, that

pr(—2) = (—1)*pi(2)
holds for all x € [—a,a] and k € No.

Aufgabe 10 (Tschebyscheff-Polynome) (44+4+4=12 Punkte)
Die Tschebyscheff-Polynome erfiillen auf ganz R die Drei-Term Rekursion
Ti(x) = 20T (x) — Tp—2(x), k>2
mit den Startwerten To(z) = 1 und T3 (z) = . Zeigen Sie
a) Es gilt Tj(x) = cos(k arccosz) fiir € [—1,1] und k € Ny.

b) Die Nullstellen von T;, sind gegeben durch

2k —1
T = cos( 7r) , k=1,..,n.
2n

¢) Die Tschebyscheff-Polynome besitzen die globale Darstellung

Tk(x):%((m—i-\/aﬁ—l)k—i-(x— x2—1)k), VaeR.



Aufgabe 11 (Legendre-Polynome) (64+6=12 Punkte)

a) Die Legendre-Polynome erfiillen die Drei-Term Rekursion
(n+1)Pyi1(z) = 2n+ 1)zP,(x) — nPy_1(x)

mit den Startwerten Py(x) =1 und P;(x) = x. Zeigen Sie mit Hilfe der Formel von Rodrigues

1 ar

Pul®) = oy aam

(1 —z?)"
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dass (P,) ein Orthogonalsystem bildet, d.h.

/11 P (z) Py (x) dx = {S"Qﬁ Z;Z (m,n € Np).

Hinweis: Sie diirfen die Formel f_ll(l — )" dx = 35727;1(2"7;1) verwenden.
b) Zeigen Sie, dass die Legendre-Polynome fiir n € N folgende Rekursionsgleichung erfiillen

nn+1)

(1 -a*)Pi(a) = S

(Pr1(2) = Prya1()).

Mehr Informationen zur Vorlesung und den Ubungen finden Sie auf
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