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Aufgabe 7 (Monische Drei-Term Rekursion) (12 Punkte)

Monische Orthogonalpolyome (pn) haben als führenden Koeffizienten 1. Wenn zusätzlich (xpn, pj) = (pn, xpj) für
n, j ≥ 0 gilt, dann erfüllen sie die folgende Drei-Term Rekursion

pn(x) = (αn + x)pn−1(x) + γnpn−2(x), n = 1, 2, ...

mit p−1(x) := 0, p0(x) := 1 und den Koeffizienten

αn = − (xpn−1, pn−1)ω
(pn−1, pn−1)ω

, n = 1, 2, ... und γn =







− (pn−1, pn−1)ω
(pn−2, pn−2)ω

, n ≥ 2

0 , n = 1
.

Sei pn(x) =
∑n

k=0 akx
k. Dann gilt für die folgenden Terme

(pn, pn)ω =

n
∑

i=0

n
∑

j=0

aiajµi+j und (xpn, pn)ω =

n
∑

i=0

n
∑

j=0

aiajµi+j+1,

sofern die Momente µk für k = 0, ..., 2n+ 1 bekannt sind.

a) Schreiben Sie eine Funktion

Px = monic3term(n,x,name)

die zu

• n ∈ N0

• x = [x1,x2,...,xm]

• name: ein String zur Unterscheidung, welche Gewichtsfunktion verwendet wird. Also ’legendre’, ’log’,
’tscheb’, ’laguerre’ oder ’hermite’.

die Funktionswerte pk(xi) für k = 0, ..., n, i = 1, ...,m berechnet und in Px ∈ R
n+1×m zurückliefert.

b) Testen Sie die Funktion mit Hilfe des Skripts testMonic.m, welches auf der Vorlesungshomepage verfügbar ist.

Hinweis: Verwenden Sie entweder ihre eigene Routine myMoment aus Aufgabe 5 oder die gestellte Routine. Leiten Sie
die rekursive Struktur der Polynomkoeffizienten her.



Aufgabe 8 (Numerische Bestimmung von Konstanten) (8 Punkte)

Die Legendrepolynome Pn haben die Eigenschaft, dass |Pn(x)| ≤ 1 auf [-1,1]. Um später erste Approximationen an
Integrale vom Typ

∫ 1

−1

|Pn(x)| dx

zu bekommen, wollen wir nun die Ungleichung verschärfen. Das Ziel dieser Aufgabe wird es sein, eine Konstante c(n)
in Abhängigkeit von n zu bestimmen, sodass

|Pn(x)| ≤ c(n) · 1√
1− x2

.

Die Konstante hat die Gestalt

c(n) = α · nβ

mit β ∈ {0,± 1
2 ,±1}

a) Schreiben Sie ein Skript calConst.m, welches die Asymptotik bestimmt und die Konstante α berechnet.

Hinweise:

• Betrachten Sie die Funktion f(x, n) :=
√
1− x2 · |Pn(x)| .

• Bestimmen Sie jeweils näherungsweise maxx∈[−1,1] f(x, n).

• Lassen Sie n variieren, z.B. n = 2, ..., 1000.

• Plotten Sie doppelt logarithmisch die numerische Asymptotik im Vergleich zu den anderen möglichen Asym-
ptotiken für c(n).

b) Zeigen Sie, dass Ihre numerisch motivierte Abschätzung für n gerade und x = 0 asymptotisch scharf ist.

Hinweise:

• Berechnen Sie jeweils unter Ausnutzung der Rekursionsformel P2n(0).

• Betrachten Sie |P2n(0)|2 und dessen Asymptotik.

• Das Wallissche Produkt

∞
∏

k=1

(

1− 1

(2k)2

)

=
2

π
.

können Sie ohne Beweis verwenden.

Mehr Informationen zur Vorlesung und den Übungen finden Sie auf

http://www.uni-ulm.de/mawi/mawi-numerik/lehre/sommersemester-2014/numana.html


