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Auf diesem Blatt beschéftigen wir uns mit nichtlinearen Problemen. Speziell werden wir die inkompressible
Navier-Stokes-Gleichung betrachten.

Vorbereitung I (Variations- und RB-Formulierung)

Das Variationsproblem soll in der Form gegeben sein: Suche u(p) € X sodass fiir alle € D € RP

g(u(p),v; ) = 0, Y € X,

gilt, wobei L unser Ouput ist und g gegeben ist durch

1
5(],1(71), w, U) - F('U),

Wir definieren weiter die Ableitung dg der Funktion g mit

g(w,v; M) = aO(w7 U) +

dg(w7 U3 Z) - a()(’LU, ’U) + al(wv 2, U):
sowie die inf-sup und Stetigkeitskonstanten durch

dg(w, v; z) dg(w, v; 2)

B(z) ;= inf sup , v(2) := sup sup
weX yex |lwll|[v]] wexvex |lwll[v]
Mit der Holder-Ungleichung ldsst sich leicht zeigen, dass
2 3 HUHL4(Q)
|ay(w, z,0)| < pllwl[[v]lllzll,  p:=V2sup
UEX HUH

und somit v(z) < 1+ p?||z||. Wir verlangen weiter, dass g eine affine Zerlegung besitzt und dass es ein 8y > 0
gibt, sodass S(u(p)) > Bo fir alle p gilt. Seien weiter die Samples Sy := {,ul, e ,,uN} gegeben und der
reduzierte Basis Raum Wy := span{¢; = u(¢*), i = 1,..., N}. Fiir die reduzierte Basis Losung suchen wir
also un(u), sodass g(un(p),v; p) = 0 fiir alle v € Wy und sy(p) = L(un(p))-

Vorbereitung 11 (Duales Problem)

Wir formulieren das reduzierte duale Problem: Suche WX, (1) € X, sodass fiir en(p) := u(p) — un(p) gilt:

1

dg(, Uan (10); un (1) + gen(n) = ~Llp),  VpeX.

Die Samplings, sowie der RB-Raum fiir das duale Problem seien mit S Nau = = {ptdu N du’du}, bzw. mit

W]‘\i,‘éu = span{¢;(u) \I/%du( bdwy i —=1,..., N9} bezeichnet.

Aufgabe 1 (Output-Fehler) (10 Punkte)
Zeigen Sie, dass fiir ® € X folgende Gleichung erfiillt ist:

s(u) = sn () = glun (i), @; 1) + g(un (), ¥n(p) — ;).



Losung

Wir bemerken zunéchst, dass

~Lle (1)) = dg(en(p), U () un () + gen ()

= ao(en(w), U (1)) + ar(en (n), un (1) + %@v(u), U (1))
= ag(u(p) — un (1), T (1)) + a1 (u(p) — un(u), %(U(u) +un (1)), T (1)

und unter Ausnutzung der Symmetrie von a; in den ersten beiden Komponenten erhalten wir

a1 uy0) = (1) 5 (7)o (1)), 0 (1)) = () ), ™ (1)) = g o ), o ), W 1)
und dadurch erhalten wir weiter mit Hilfe der Linearitéit von g
~Len (1)) = F (N () — [ao(u (), TN (1) + San (), u (), 2 (1)
= —g(un (), ¥V (1); 1) = —gun (1), ¥V (1) + & — &; 1)
= —g(un (), ®; 1) — glun (p), Y (1) — ®; ).
Vorbereitung I1I (Residuen und Dualnormen)

Wir definieren die Dualnorm des Residuums durch

un »y U3
ex () = sup g(un (1), v; )
veX [l

und verwenden weiter die abkiirzende Schreibweise fiir die inf-sup sowie Stetigkeitskonstanten mit Sy (u) =
Blun(p)), sowie vn(p) = v(un(p)). Wir definieren weiter

— 9,2 en ()

™~ (K) = 2p 3 ()

Fiir den dualen Fehler definieren wir das duale Residuum durch R(Ji\;;,]lv (s p) := —L(p)—dg(o, U n(p); un(p))

fiir alle ¢ € X. Die Dualnorm des Residuums definieren wir mit

T pp— R?Vudl]lv(@;ﬂ)
e pex ol
Aufgabe 2 (Schiitzer fiir Primalen Fehler) (10 Punkte)

Fiir 7y (¢) < 1 existiert genau eine Losung u(u) € B(un (u), By (1)/p?), sodass

) = )] < Awl) == 2 (1 -V T= 7o)

Schlieflen Sie daraus, dass fiir 7y (1) < 1 gerade B(u(p)) > B (p)/ V2.

Losung

Mit der Definition von g lésst sich zeigen, dass folgende Gleichung erfiillt ist

1
g(w?,v; 1) — g(w, v ) = / dg(w® — ' viw! + t(w® — w')) dt
0

und wegen der Stetigkeit von a; gilt und mit der Definition von dg

|dg(w, v; 2%) — dg(w, v; 2)| = |a1 (w, 2° = 21, )| < p*[|wl[||v]l[|2* — 2*]|.



Wir definieren nun den Operator H*(w) durch
dg(H"(w),v;un () = dg(w,v;un () — g(w,v;p), Yo € X,

Da wir 7 < 1 fordern ist H* wohl definiert fiir alle w € X und dadurch ist Sy (p) > 0. Wir bemerken weiter,
dass ein Fixpunkt w* von H*, also H*(w*) = w* gerade g(w*,v; u) = 0 fiir alle v € X impliziert. Sei nun
wt € B(uy(p); ) und w? € B(uy(p); a) und mit den obigen Ungleichungen folgt mit der Koerzivitit von
dg

dg(H*(w?) — H*(w"), v;un (1))

B () [ H (w?) — H (w')|| < sup

veX [ v]]
do(w? — wl. v: _ 2 1.
= sup g(w w 7vauN(M)> g(w w 71)7/1’)
veX [ v]]
dg(w? —wh,v;un(p)) — fol dg(w? — wl, v;w! + t(w? — wh)) dt
= sup
vex [ v]]
fol dg(w? —wh v;un(p)) — dg(w? — wl,v;wt + t(w? — wh)) dt
= sup
veX ”UH
211,,,2 1 1 1 2 1
w* —w||||v U —w' —t(w* —w dt
< sup” | vl Jy llun(p) ( )
vex o]l
— pw? —w'| / s (p2) — ! = tw? —wh)| dt

= p*[lw?® —w'| /0 [ty (1) + (1 = tyun (i) — tw?® — (1 = tyw'| dt
1
< plw? — w'| /0 It Cun () = w?) || + (1 = 8) (un () — w?)| dt

1
< R2lu? - le/ ta+ (1 — ) dt
0
< 0 — wa

woraus nun

| (w?) — H" (w )II_ (u)

folgt und damit ||H*(w?) — H*(wh)|| < 1 fiir « € [0, By (1)/p?). Weiter gilt fiir w € B(un(p);a) und den
gleichen Ideen wie oben

lw? = w'|

B (I H () — une ()| < sup W) = unlpn), vsun ()

- o =) i) = g(w,v;;)}+ o, ) — gl (0, 55 )
= sup —9(w, v ) + dg(w — un (), v; un (1)) — fﬁlvc'l’g(w —un (1), v un (1) + tw — un(p))) di
—sup —g(w,vi p) + [y dg(w — un(p), v; un (1)) Ml’g(w —un(p), viun () + t(w —un(p))) dt
_ up 9w+ gl = un ()l — ()] dt

vex o]
< sup =+ o vl [t

1
< en(p) + paza

1
<en(u) +5p%a’



woraus sich

I 0) ~ a0l < 5 () + 5o

ergibt. Also bildet H* die Kugel B(uy(p) nach sich selbst ab fiir alle a € [An(u),Bn(p)p2(1 +
1 —7n(p))]. Unter Verwendung des Banachschen Fixpunktsatzes ist es nun moglich zu zeigen, dass fiir

a € [An(p), Bn(p)p~2) genau eine Losung u(p) € B(uy(u); @) existiert, welche g(u(u),v;p) = 0 fiir alle

v € X erfiillt. Damit ist der erste Teil des Beweises abgeschlossen.

Um zu schlieBen, dass aus 7y () < 1 gerade B(u(p)) > By (n)/ V2 folgt, gehen wir wie folgt vor: Wir zeigen

zunéichst, dass 8(z)7! = ||DG(2) 7| x/ x fiir 2 € X, wobei DG(2) : X — X' folgendermafien definiert sein

soll

(DG(z)v,w) := dg(v,w; z), we X.

das heifit also DG(z)v € X’ und weiter ist DG(2)~!: X' — X

DG / DG d .
H‘DG(Z)HX,X/ := sup M = sup sup w = sup sup M
veX ”UHX veX weX HUHX”’U)HX veX weX ||UHX||w||X
_ DG(z
[DG(2) 1“)(7)(/ 1= sup M
peX! ol x

Da DG(z) ein Isomporphismus ist, lisst sich zeigen, also zu jedem ¢ € X' es ein v € X gibt, sodass
DG(z)v = ¢, also

DG -1 DG —IDG
|IDG(2) || x,x» = sup IDG (=)~ ¢llx — sup |DG(z) (z)v]| x
eexr lellx vex  IDG(z)v]lx/
ol \ )
ZEE)I()' sup,e x (DG(2)v,w) - inf,e x sup,, e x (DG(2)v,w) = B(Z)
ol Teollx Tollx

Nun zeigen wir eine Hilfsbehauptung: Mittels der Neumann-Reihe zeigen wir, dass fiir A invertierbar und
B beliebig mit [|[A~!B|| < 1 die Ungleichung

A~

A+ B)! —_—
I(A+B)7 < T

erfiillt ist. Dazu sei [|[A7!1B|| < 1 und damit gilt
I(A+B) | =||[Ad - (-a)B)] | = AT - (-4 B) |
AT = (A B) | = []A7| Z
=0

LIS a1 mlfd _ 1
<A 1”;;!#‘1 Bl <147 y =gy

womit diese Behauptung bewiesen ist. Nun gilt mit der Hilfsbehauptung:

Blu(p)™ = 1DG(u(p) " lxrx = IIDG(un (1)) + DG (u(p)) — DG (un (1))~ | x7,x

. | DG (un (1))~ 5,
T 1 - [[DG(un(p) "t (DG (u(p ))_DG(UN(M)))HX’,X
B (p)~!

= T2 IDG (un (1) e x 1DG () — DGl () 0



Nun ist mit Definition von dg, sowie der Stetigkeit von aq

DG (1)) — DC(un (1)) x xr = sup sup i) = dglv, wiuy ()

veX weX o] {|w]]
d , Wy - ) - )
o sup IO ) () (). )
veX weX o] Jw]] vEX weX [[v][ Jw]]
2
P |lolll|u(p) — un (w)l||lw|
< sup sup = p?[lulp) — un ()],
veX weX o] {Jw]]
womit nun
By (p)~! 1

-1 _
b)) ™ < T G 2lule) = um GOl B () = p2lul) — ()]

folgt. Da wir die obige Hilfsbehauptung verwendet haben, miissen wir noch die Voraussetzung nachweisen,
also || DG (un (1))~ (DG(u(p)) — DG(un (1)))]| v « < 1 iiberpriifen:

DG (un (1)) (DG (u(p)) — DG (un ()))]

xx S PGun ()™ 0 x IDG (u(p) — DG (un (1)l x x-
< BN ()PP lul) — un () < 1,

da u(p) € B(un (i), By (p)/p?). Wir haben also gezeigt, dass falls By ()~ !p?||u(p) — un(p)]] < 1 gerade
Bu(p) > By (p) — p?llu(p) — un(p)|| gilt. Wegen dem ersten Teil des Beweises ist fiir 7a(p) < 3

Pllu(p) —un ()| < Bn(w) <1 - 1)

und dadurch

Bulm) > B (1) (1 - (1 - ;)) -,

woraus die Behauptung folgt.

Aufgabe 3 (Schitzer fiir Dualen Fehler) (10 Punkte)
Zeigen Sie, dass fiir 7y (p) < 1 gilt
" 254 (1) L= v1-7v(p)
12N (1) = T Rau ()| < AT () = = + ( > 10 X

Bn (1) (1 + /11— TN(M)) (1 + /11— TN(.“))

Losung

Wir bemerken zuniichst, dass e‘]i\}‘du () == ¥V (p) — \I/%du die folgende Gleichung erfiillt:

u u 1 u ]‘
dg(p, e () un (1)) = Ry (9:1) = 5aa(p,en (i), e () — gar(p,en (1), U (1)),



denn

dg(p, e un () = dg(, O (); un (1)) = dg(p, Uau (1) un (1))
= dg(ip, N (); un (1)) — Ryt (93 1) + L()
= dg(ip, U™ ()5 () + gen (1)) — R (o3 ) + L) — g, WY (1) gen(n)

= —L(p) + L(p) + RY5 (5 1) — dg(0, TN (p); %ezv(u))

= R (65 ) 5 (dglip, 0N (); () — dglip, 0N (); ()

= Ry (i) — % (ao(, U™ (1)) + ar(, ul(p); ¥V (1)) — ao(, ¥ (1)) + a1 (0, un (1); ¥ (1))
= BN (o) — 5 (ar(pen (00 (1) — W, + WNon)
= R (o5 0) — S (0 en (). i) — a1 (6 ex (1), W),

Es gilt nun weiter mit der Stetigkeit von aq

2

1 du,N p
gttt un )] < sup oo LR i)+ 5 (Ielllenledial + olllento NIl
©

2
du,N P A
< e () + - An () (llefyaull + 1) =

Weiter gilt mit der inf-sup Bedingung an dg
B ()l efhll < A
P’ du,N P’
u,
< 2 Al + €8 () + 2 An () [0
Formen wir dies ein wenig um, so erhalten wir

du,N 2

Bn(n) — SAN(L)  Bn(p) — 5 AN()

leeall <

Beachten wir nun, dass Ay (u) = 5%&")(1 — /1 —=7n(p)) und
2 2
B s
(i) — 5 v() = vt) — 22 1 - T ) = 2 14 VT )
Setzen wir dies oben ein, so erhalten wir
268 (1) 1—/1—=7n(p)
leill = 112 (1) = ¥ Fau ()| < = + ( >||‘I’Ndu|

1) (1+m> <1+m>

woraus die Behauptung folgt.

Aufgabe 4 (Schitzer fiir den Output Fehler) (10 Punkte)
Zeigen Sie, dass fiir 7y (u) < 1 gilt

ls(p1) = sv ()| < Ay au (1) = |g(un (1), O Naw (); )] + en () A (1),



Losung

Es gilt

Is(i) — s ()] = |g(un (1), UNaw (10); un (1)) — g(un (1), TN (1) — U au (10); unv (1))

u M) = N au(p); u
oy (1), W7 0) = Wigas (5w D] vy g )

N (1) — TN g ()l

< Jg(un (), Uan (1) un (1)) + €5 (1N (1) — T ()]

< g (un (1), O Naw (1) un ()] + e (1) - A% (w).

< |g(un(p), \I]%du (1);un ()] +

Damit ist der Beweis abgeschlossen.



