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Losung
(Abgabe am 07.07.2015 vor der Ubung!)

Hinweise:
Siehe Theorie-Blatt 1/2.

Aufgabe 13 (Mehrdimensionale Integration) (1045 Punkte)

(i) Seien (0,0),(1,0),(0,1) € R? die Eckpunkte des Dreiecks D. Zeigen Sie, dass Gewichte wy,...,w, existieren,
sodass die Quadraturformel

1
W / p(x,y) d(.ﬁE, y) = w1 p(07 0) + w2p(17 0) + ws p(oa 1) + W4p(%, %)
D
von allen Polynomen
pe{qg:D—=R:q(z,y) = a0+ o1,0r + o1y + 042,01'2 + o112y + a072y2 mit «; ; € R}

erfiillt wird. Dabei ist |D| der Flidcheninhalt von D. Wie lauten die Gewichte w;?

(ii) Seien a,b,c € R? die Eckpunkte eines Dreiecks T'. Zeigen Sie, dass Gewichte wy,...,w, existieren, sodass die
Quadraturformel

|T|/ z,y)d(z,y) = w1 p(a) + w2 p(b) + ws p(c) + wy p(L2EL)

von allen Polynomen
pe{q:T = R:q(z,y) = oo+ a1,0T + ap 1y + az,02> + a1,17y + ag 2y* mit a; ; € R}
erfiillt wird. Dabei ist |T'| der Flicheninhalt von T. Wie lauten die Gewichte w;?
Hinweis: Verwenden Sie das Ergebnis von (i), indem Sie T affin auf D abbilden.
Loésung
(i) Wir fordern die Exaktheit der Quadraturformel fiir die Polynome 1, z, 2, y, y?, 2y und erhalten damit
folgendes Gleichungssystem (Beachte:|D| = 1):

2/ ldr=1=w; +ws +w3 +ws
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Losen des Gleichungssystems ergibt

(ii) Wir betrachten die affine Abbildung

p:D—=T
o(r,y) = z(b—a) +y(c—a) +a,

welche das Referenzdreieck D auf das allgemeine Dreieck 1" abildet. Es gilt

o b1 — a1 C1 —ay .
det(Dy) = det <b2 oy e ag) =2|T|.

Der Transfomationssatz liefert damit
/ p(z,y) d(z,y) = / plo(e, )| det(Dy)| d(z,y) = / p(x(b — a), y(c — a))| det(Dy)| d(x,y).
T D D

Daraus ergibt sich
% /Tp(x,y) d(z,y) =2 /Dp(ac(b —a),y(c—a))d(z,y)

= 2ID|(1p(p(0,0)) + w2p(p(1,0)) + wsp(p(0, 1) + wap(e(3, 3))
jn
a+b+c

3 )

= wip(a) + w2p(b) + wap(c) + wap(

Es gilt also die Quadraturformel aus der Aufgabenstellung mit den selben Gewichten wie in Teil (i).

Aufgabe 14 (Gauss-Tschebyscheff-Quadratur) (15 Punkte)

Die Tschebyscheff-Polynome sind die Orthogonalpolynome zur Gewichtsfunktion w(x) = il auf dem Intervall
(—=1,1), d.h.

o
[H N

/1 Tn(x)Tm(x) de —
1 V1-22

3 33

n
n >
n =

EECTE

0
0.
Bestimmen Sie die Gewichte der Gauss-Tschebyscheff-Quadraturformel
1 n
f(z)
——— _dx = wi f(zk),
/4 V1—a? kz:;

die fiir alle f € Py, 1 exakt ist.
Sie diirfen dazu die Ergebnisse aus Aufgabe 7 und die Formel

!/
nz_:l 2k —1 2v—1 %n, fir v==~%
cos [ m cos [ m =
2n 2n 0, sonst

m=0

verwenden. Dabei bedeutet 3, dass der erste Summand halbiert wird.

Losung:
Da die Quadraturformel fiir alle Polynome vom Grad < 2n—1 exakt ist gilt insbesondere fiir die T'schbyscheff-Polynome

n 1

T ;
EwkTm(:ck):/ \/7(—z)2d:c 0 m7_é0 m=0,..,n—1.
1 aVli—=x m, m =0,

Mit der Definition der Tschebyscheff-Polynome und der Darstellung der Nullstellen erhalten wir dann

- ( 2k—1) 0, m#0
Zwkcos m =
Pt 2n m, m=0.

3




Multiplizieren wir die Gleichung mit cos (m 2’571
n

Summand wird halbiert), dann erhalten wir

!
"21 s (20 =1 i cos [ 2E =1 1
m w m = —T.
an ) = 2n 2

m=0

) mit v € {1,...,n} und summieren iiber m = 0,...,n — 1 (der erste

Vertauschen der Summation liefert dann

n—1' n n n—1'
2v—1 2k —1 2v—1 2k —1
COSs (m V2n ) Zwk COSs (m on ) = Zwk Z COS (m V2n )COS (m m )
m=0 k=1 k=1 m=0
N |
= Zwk §n5yk
k=1
1
=WwWy=n
2

Daraus erhalten wir schliesslich w,, = = fiir alle v = 1,...,n.



