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1 EINLEITUNG: WAS IST NUMERIK?

Wenn man z.B. in der Öffentlichkeit über Mathematik diskutiert, stellt man oft fest, dass viele

eine vollkommen falsche Interpretation des Begriffes
”
Numerik“ (oder besser

”
Numerische Ma-

thematik“) haben. Das Wort scheint eine fachliche Nähe zur Zahlentheorie anzudeuten und man

mag vermuten, dass die Numerik ein Teilgebiet der Reinen Mathematik ist. Dies ist jedoch nicht

richtig.

Numerik ist ein Teilgebiet der Angewandten Mathematik und bezeichnet allgemein die mathemati-

sche Untersuchung von Berechnungsverfahren, Algorithmen oder Methoden zur näherungsweisen

Berechnung bestimmter Größen auf dem Computer.

Zu berechnende Größen können z.B. sein:
• Die Auswertung von Funktionen wie z.B. sin(1), e2 und ähnliche, die nicht unmittelbar

angegeben werden können. Solche Berechnungen geschehen auch in jedem Taschenrechner.

Dort sind die entsprechenden Berechnungsverfahren in der Regel durch Schaltkreise oder

spezielle Microchips realisiert, also in der Hardware fest verdrahtet.

• Die Lösung von Gleichungen z.B. lineare Ax = b oder nichtlineare Gleichungen. d.h.

f(x) = 0, wobei die gesuchte Lösung x∗ ∈ R
n oft aus sehr vielen Komponenten besteht,

also n > 1.000.000 gilt! Andere Typen von Gleichungen sind z.B. Differentialgleichun-

gen etwa u′′(x) = f(x), x ∈ (0, 1), wobei die Funktion u : [0, 1] → R bei gegebenem

f : [0, 1] → R gesucht ist. Ein Beispiel hierfür ist etwa die gesuchte Auslenkung u eines

Werkstücks unter der äußeren Last f .

• Die Näherung von Größen, die nicht exakt berechnet werden können (z.B. Ableitungen

– Sensitivitäten, Integrale – Mittel- oder Erwartungswerte). Manchmal will man solche

Größen auch gar nicht exakt bestimmen, etwa, wenn die Berechnung zu lange dauern würde.

Andere Beispiele wären optimale Steuerungen oder optimale Strategien.

• Computer-gestützte Simulationen komplexer Vorgänge.

In vielen Bereichen sind Experimente sehr teuer, aufwändig, zu gefährlich oder gar nicht

möglich. Beispiele sind

– Wettervorhersage: Dies bedeutet die Simulation der turbulenten Wolkenströmungen.

– Strömungsmechanik, also etwa Aerodynamik, Flugzeug-, Automobil- oder Schiffs-

bau.

– Bauingenieurwesen, z.B. die Simulation der Statik oder der Eigenschwingung von

Brücken und anderen Bauwerken.

– Medizin: Simulation der Knochenheilung oder die Therapie von Gehirn–Tumoren.

– Wirtschaftswissenschaften: Simulation von Aktienkursen, Bewertung von komplexen

Finanz- oder Versicherungsprodukten, Bestimmung optimaler Anlage–Strategien.

Speziell beschäftigt sich die Numerik mit
• der Konstruktion

”
geeigneter“ Lösungsverfahren, die insbesondere

– schnell (
”
effizient“) sind, teilweise in oder sogar schneller als in

”
Echtzeit“,

– zuverlässig, also mit beweisbarer Abschätzung z.B. der folgenden Form

‖xnumerisch − xexakt‖ ≤ Toleranz (wobei xexakt unbekannt ist), und

– robust gegenüber Störungen wie z.B. Messfehlern, Modell–Unsicherheiten etc.

sind;

• mit der mathematischen Analyse dieser Verfahren (Konvergenz, Geschwindigkeit, Auf-

wand, Robustheit etc.) und
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• deren effizienter Realisierung (Implementierung).

In diesem Sinne liegt die Numerik an der Schnittstelle von Mathematik und Informatik.

Die Numerische Mathematik selbst hat eine Reihe von Teilgebieten bzw. Gebiete, die unmittelbar

an sie angrenzen, etwa:
• Numerische Lineare Algebra (Numerik 1),

• Numerische Analysis (Numerik 2),

• Numerische Optimierung (Numerik 3),

• Numerik von Differenzialgleichungen (Numerik 4 und Numerik von Partiellen Differenzi-

algleichungen)

• Numerical Finance

• Computational Physics, Computational Science

• CFD: Computational Fluid Dynamics

• Wissenschaftliches Rechnen

• ...

Insbesondere wird klar, dass die Numerik einen starken interdisziplinären Bezug aufweist. Dies

ist auch der Grund, warum einfḧurende Vorlesungen in Numerik Grundbestandteil des Studiums

auch in Fächern wie Physik, Informatik oder Ingenieurwissenschaften sind.

Das Vorgehen kann man (vereinfacht) so darstellen:

Reales Modell → Mathematisches Problem → Simulation

↑ ↑
Modellierung Konstruktion und

Umsetzung von

Verfahren

Wir beschreiben dieses abtraget Vorgehen an einem konkreten Beispiel.

Beispiel 1.0.1 (Bestimmung des Abraums bei der Braunkohleförderung) Wir wollen nun den

Weg vom realen Modell zur Simulation an einem Beispiel verdeutlichen. Nehmen wir an, dass wir

den Abraum bestimmen wollen, der durch die Förderung von Braunkohle entstanden ist. Würde

man die Form des entstandenen Lochs exakt kennen, so würde sich der Abraum als der Wert des

Volumenintegrals ergeben. Da man aber die Form nicht exakt kennt, fliegt z.B. ein Flugzeug über

die Braunkohle-Halde und macht Tiefenmessungen an einzelnen Punkten. Daraus ergibt sich dann

folgendes Vorgehen:

1) Reales Modell: Volumen des Abraums; mit konkreten Messungen (Experiment) in Form

von Tiefenmessungen durch Stereofotographien aus Flugzeugen, Satelliten;

2) Mathematisches Problem: Bestimme das Volumen des Lochs  Berechnung von Volu-

menintegralen; verwende dabei die Mess-Ergebnisse als Daten (Modellierung);

3) Konstruktion und Umsetzung von Verfahren: Verwende geeignete Formeln zur nähe-

rungsweisen Berechnung der 3D–Integrale;

Simulation: Programmiere das o.g. Verfahren und erzeuge so entsprechende Simulationen.

Oftmals muss man Simulationswerte im Nachhinein anhand von Messungen validieren — wenn

dies möglich ist.

Was bedeutet nun “Angewandte” Numerik? Dies wirft insbesondere die Frage auf, wie das Verhält-

nis der Numerik-Vorlesungen für Ingenieure, Naturwissenschaftler und Informatiker im Vergleich

zu denen der Mathematiker ist. Man könnte an zwei Extreme denken (die natürlich beide nicht

zutreffen):
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1. Angewandte Numerik ist genau wie Numerik für Mathematiker, nur dass man sich zusätz-

lich auf die Anwendung numerischer Verfahren konzentriert.

2. Angewandte Numerik beschränkt sich alleine auf die Anwendung numerischer Methoden

ohne jede mathematische Theorie (Kochrezepte).

Wie schon gesagt, beides ist falsch — die Wahrheit liegt irgendwo dazwischen. Die Anwendung

numerischer Verfahren steht im Vordergrund, gewiss. Um aber die Handwerkszeuge sachgemäß

einsetzen zu kı̈nnen, muss man sie –bis zu einem gewissen Grad– auch verstehen. Dies gilt spätes-

tens dann, wenn es gilt, Fehler in einem numerischen Verfahren zu finden und zu beseitigen. Dies

bedeutet, dass die Angewandte Numerik nicht so tief eindringt wie man es von Mathematikern

erwartet, es werden keine neuen Methoden entwickelt. Daher sind an vielen Stellen die mathe-

matische Theorie und auch Beweise weggelassen (oder klein geschrieben, was auf Zusatzmaterial

hindeutet). Diese kı̈nnen in der angegebenen Literatur oder im entsprechenden Skript für Mathe-

matiker nachgelesen werden.
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2 ZAHLENDARSTELLUNG, FEHLERARTEN

UND KONDITION

Auf einer endlichen Maschine kann man niemals exakt rechnen, als Beispiel nehme man die Dar-

stellung reeller Zahlen mit unendlicher Dezimaldarstellung. Dies ist auf einer endlichen Maschine

unmöglich. Wir werden noch sehen, dass viele Rechenoperationen ebenfalls nicht exakt ausgeführt

werden können. Man hat also immer Fehler. Diese gilt es zu analysieren und zu kontrollieren.

Nehmen wir an, wir wollten die Lösung x ∈ R
n eines linearen Gleichungssystems Ax = b

mit gegebener regulärer Matrix A ∈ R
n×n und gegebener rechten Seite b ∈ R

n mittels ei-

nes Computerprogramms berechnen. Wir wollen also aus den Eingabegrößen (A, b) das Resultat

f(A, b) := A−1b berechnen.

Eingabe → Algorithmus → Resultat

Bei exakter Arithmetik würden wir mit dem Gauß-Verfahren (aus der Linearen Algebra, siehe

auch Kapitel 3) ein exaktes Ergebnis erhalten. Im Allgemeinen treten jedoch sowohl Fehler in

der Eingabe als auch im Algorithmus auf, z.B. lässt sich die Zeit nur auf eine Genauigkeit von

10−14s und die Masse auf 10−8g genau bestimmen1, Zahlen nur näherungsweise im Rechner als

Gleitkommazahl (auch Fließkommazahl genannt, engl. floating point number) darstellen und z.B.

auch die Darstellung

sin (x) =

∞∑

k=0

(−1)k x2k+1

(2k + 1)!
(2.1)

nur näherungsweise auswerten. Welchen Einfluss haben nun beide Fehlerarten

• Eingabefehler (lassen sich nicht vermeiden) und

• Fehler im Algorithmus (wobei keine algorithmischen Fehler gemeint sind)

auf den Fehler im Resultat? Die Unterscheidung beider Arten von Fehlern führt uns zu den Be-

griffen

Kondition eines Problems und

Stabilität eines Algorithmus.

2.1 Zahlendarstellung

Ein erstes Beispiel soll motivieren, wieso wir uns mit der Frage, wie Zahlen im Rechner dargestellt

werden, beschäftigen sollten.

Beispiel 2.1.1 Eine einfache Überlegung zeigt, dass das Ergebnis von

4 · 138604 − 196014 + 2 · 196012

1Siehe www.ptb.de: Physikalisch-technische Bundesanstalt.
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ungerade ist, eine erste Rechnung, dass an der letzten Stelle eine 1 oder 9 stehen muss. (Dabei
könnte sich die 9 z.B. durch −1 · 10 + 1 ergeben.)

4 · 138604 − 196014 + 2 · 196012 = 4(1386 · 10)4 − (1960 · 10 + 1)4 + 2(1960 · 10 + 1)2

= 4 · 13864 104 − (19604 104 + 4 · 19603 103 + 6 · 19602 102 + 4 · 1960 10 + 1) +

+2(19602 102 + 2 · 1960 · 10 + 1)

= 104(· · · ) + 103(· · · ) + 102(· · · ) + 101(· · · ) + 100(−1 + 2).

Rechnet man auch die anderen Stellen aus (per Hand oder mit Maple) so ergibt sich

4 · 138604 − 196014 + 2 · 196012 = 1 .

MATLABMATLABMATLAB-Beispiel:

Überraschenderweise liefert Matlab

aber ein anderes Resultat.

>> myfun = @(x,y) 4*xˆ4-yˆ4+2*yˆ2;

>> myfun(13860,19601)

ans =

2

Auch die folgende Realisierung

mittels quadratischer Ergänzung

(u = 4x2 + 1, v = y2 − 1,

u − v2 = 4x4 − y4 + 2y2) liefert

ein (anderes) falsches Ergebnis.

>> x = 13860; y = 19601;

>> u = 4 * x * x * x * x + 1;

>> v = y * y - 1;

>> u - v * v

ans =

0

!
Und Vorsicht beim Umgang mit Maple! Schreibt man dort versehentlich nach einer Zahl noch

einen Punkt, so ergibt es das scheinbar überraschende folgende Ergebnis. (Man beachte dabei,

dass Maple, wenn man den Punkt hinzufügt, nicht mehr mit exakter Arithmetik rechnet, sondern

so genannte Gleitkommazahlen (Maschinenzahlen, wird später noch im Detail erklärt) verwendet,

deren Genauigkeit man einstellen kann. Die Anweisung Digits:=18 führt dazu, dass Maple

Gleitkommazahlen mit 18 Stellen verwendet.

> restart:

4 *13860ˆ4-19601ˆ4+2*19601ˆ2;

4. *13860ˆ4-19601ˆ4+2*19601ˆ2;

Digits:=15:

4. *13860ˆ4-19601ˆ4+2*19601ˆ2;

Digits:=16:

4. *13860ˆ4-19601ˆ4+2*19601ˆ2;

Digits:=17:

4. *13860ˆ4-19601ˆ4+2*19601ˆ2;

Digits:=18:

4. *13860ˆ4-19601ˆ4+2*19601ˆ2;

1

68398402.

402.

2.

2.

1.
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MATLABMATLABMATLAB-Beispiel:

Aus dem Topf der mathematischen

Mirakel ziehen wir noch folgendes

Beispiel:

>> floor(114)

ans =

114

>> floor(1.14*100)

ans =

113

Die Routine floor rundet dabei auf die nächstkleinere ganze Zahl. Die Zahl 114 auf die nächst-

kleinere ganze Zahl gerundet sollte also in beiden Fällen 114 ergeben!

Ein Rechner verwendet als einfachste Form der Zahlendarstellung Festkommazahlen. Dabei wird

eine (meistens) begrenzte Ziffernfolge gespeichert und an festgelegter Stelle das Komma ange-

nommen. Bei vielen Anwendungen reicht der darstellbare Zahlenbereich jedoch nicht aus, so dass

es naheliegend ist, bei jedem Wert die genaue Stelle des Kommas zusätzlich zu speichern. Das be-

deutet mathematisch nichts anderes als die Darstellung der Zahl x mit zwei Werten, der Mantisse

m und dem Exponenten e. Wir bekommen somit die Darstellung x = m · 10e. Diese Darstellung

ist jedoch nicht eindeutig, siehe z.B. 1014 = 1.014 · 103 = 10140 · 10−1. Legt man jedoch den

Wertebereich der Mantisse m geschickt fest, z.B. 1 ≤ m < 10, so erhält man eine eindeutige Dar-

stellung (wenn man endlich viele Stellen hat). Diesen Schritt bezeichnet man als Normalisierung

der Mantisse. Wir haben soeben stillschweigend vorausgesetzt, dass wir die Basis 10 verwenden2.

Darauf ist man jedoch nicht festgelegt. Pascal3 erkannte, dass man jede Basis b ≥ 2 verwenden

kann. Heutige Rechner verwenden meist binäre Zahlendarstellungen, d.h. zur Basis 2.

Betrachten wir nun die Zahlendarstellung noch etwas allgemeiner.

Definition 2.1.2 (b-adischer Bruch) Es sei b ≥ 2 eine natürliche Zahl, n ∈ N0, ak ∈ N0 mit

0 ≤ ak < b und an 6= 0. Eine Reihe der Gestalt

±
n∑

k=−∞
akb

k

wird als b-adischer Bruch bezeichnet, b heißt Basis. Falls die Basis festgelegt ist, kann man einen

b-adischen Bruch auch durch die Reihung der Ziffern ak angeben:

±anan−1 · · · a1a0 . a−1a−2a−3 · · · .

Bemerkungen 2.1.3 i) Für b = 10 spricht man von Dezimalbrüchen, für b = 2 von dyadi-

schen Brüchen und die Babylonier4 verwendeten ein System zur Basis b = 60, was sich

heute noch im Verhältnis von Sekunde, Minute und Stunde wieder findet.

ii) Die Basis wird auch als Grundzahl bezeichnet, weswegen man auch die Bezeichnung

g-adisch findet.

iii) Vorsicht, nicht b-adisch mit p-adisch verwechseln (p ∼ Primzahl)!
!

2Dezimalsystem: Unter dem Einfluss der Schrift
”
De Thiende“ (Leiden 1585) von Simon Stevin (1548-1620) setzte

sich im 16. Jahrhundert das Rechnen mit Dezimalbrüchen in Westeuropa durch.
3Blaise Pascal, 1623-1662.
4Sexagesimalsystem: Zählt man mit den Fingern der linken Hand wie üblich von 1 bis 5 und registriert die an der

linken Hand gezählten 5-er Gruppen durch das Drücken des Daumens der rechten Hand auf das passende Fingerglied

an der rechten Hand, so kommt man zum 5 × 12 = 60-System. Diese Zählweise wurde schon von den Vorfahren der

Sumerer im 4. Jahrtausend v. Chr. angewandt. Die Babylonier (1750 v. Chr.) verwendeten dann das Sexagesimalsystem

in dem Sinne, dass sie 60 Herzschläge zu einer Minute zusammen fassten und 60 Minuten zu einer Stunde.
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iv) Der Null kommt immer eine Sonderrolle zu. Sie wird gesondert betrachtet, um die Darstel-

lung einfacher zu halten. Ohne den Sonderfall der Null jeweils aufzuführen, schließen wir

ihn indirekt mit ein.

Die nächsten beiden Sätze besagen, dass sich jede reelle Zahl durch einen b-adischen Bruch dar-

stellen lässt und umgekehrt.

Satz 2.1.4 (Konvergenz b-adischer Bruch) Jeder b-adische Bruch konvergiert gegen eine reelle

Zahl.

Beweis. Wir beschränken uns auf den Fall eines nicht-negativen b-adischen Bruchs
n∑

k=−∞
akb

k . Wir definieren für −ℓ ≤ n die Partialsummen sℓ :=
∑n

k=−ℓ akb
k .

Es ist nun zu zeigen, dass die Folge (sℓ)−ℓ≤n eine Cauchy-Folge ist. Sei ε > 0 und L ∈ N so groß, dass b−L < ε gelte. Dann gilt für ℓ ≥ m ≥ L

|sℓ − sm| =

n∑

k=−ℓ

akb
k −

n∑

k=−m

akb
k

=

−m−1∑

k=−ℓ

akb
k ≤

−m−1∑

k=−ℓ

(b− 1)b
k

= (b− 1)b
−m−1

0∑

k=−ℓ+m+1

b
k

= (b − 1)b
−m−1

ℓ−m−1∑

k=0

b
−k

< (b− 1)b
−m−1 1

1 − b−1
= b

−m ≤ b
−L

< ε

und der Satz ist bewiesen.

Satz 2.1.5 (Reelle Zahl als b-adischer Bruch) Sei b ≥ 2 eine natürliche Zahl. Dann lässt sich

jede reelle von Null verschiedene Zahl in einen b-adischen Bruch entwickeln.

Beweis. Es genügt wieder, nur den Fall x ≥ 0 zu zeigen. Zuerst zeigen wir, dass es zu jeder Basis b ≥ 2 mindestens eine Zahl m ∈ N gibt mit x < bm . Nach dem

Archimedischen Axiom gibt es einm ∈ N mitm > (x− 1)/(b− 1) ∈ R. Mit diesemm und der Bernoullischen Ungleichung erhalten wir bm = (1+ (b− 1))m ≥
1+m(b− 1) > 1+ x− 1 = x. Sein := min{k ∈ N0 | 0 ≤ x < bk+1}. Durch vollständige Induktion konstruieren wir nun eine Folge (a−ℓ)ℓ≥−n natürlicher

Zahlen 0 ≤ a−ℓ < b, so dass für allem ≥ −n gilt x =
∑n

ℓ=−m aℓb
ℓ + ν−m mit 0 ≤ ν−m < b−m . Da lim

m→∞
ν−m = 0 gilt, folgt x =

n∑
ℓ=−∞

aℓb
ℓ

und somit die Behauptung.

Induktionsanfang −m = n: Es gilt 0 ≤ xb−n < b. Somit existiert ein an ∈ {0, 1, . . . , b − 1} und ein δ ∈ R mit 0 ≤ δ < 1, so dass xb−n = an + δ gilt.

Mit νn := δbn gewinnt man x = anb
n + νn mit 0 ≤ νn < bn .

Induktionsschritt (−m) → (−m − 1): Es gilt 0 ≤ ν−mb
m+1 < b, also gibt es ein

a−m−1 ∈ {0, 1, . . . , b − 1} und ein δ ∈ R mit 0 ≤ δ < 1, so dass ν−mb
m+1 = a−m−1 + δ gilt. Mit ν−m−1 := δb−m−1 gewinnt man

x =

n∑

ℓ=−m

aℓb
ℓ
+ ν−m =

n∑

ℓ=−m

aℓb
ℓ
+ (a−m−1 + δ)b

−m−1
=

n∑

ℓ=−m−1

aℓb
ℓ
+ ν−m−1 ,

wobei 0 ≤ ν−m−1 < b−m−1 gilt.

Bemerkung 2.1.6 Die b-adische Darstellung ist in der gewählten Form nicht eindeutig, siehe z. B.

1 = 0.9 = 0.999 . . ., falls b = 10 gewählt ist. Durch die zusätzliche Bedingung
”
ak < b − 1 für

unendlich viele k ≤ n“ erhält man eine eindeutige Darstellung. Somit wäre z.B. für b = 10 die

Darstellung 0.9 = 0.999 . . . für x = 1 nicht zugelassen.

Auf einem Rechner können wir nur eine endliche Entwicklung speichern, also werden wir den

b-adischen Bruch durch eine endliche Entwicklung approximieren.

Beispiel 2.1.7 i) Binärdarstellung (b = 2) von x = (14.625)10 = (1110.101)2

14 = 7 · 2 +0 ⇒ a0 = 0
7 = 3 · 2 +1 ⇒ a1 = 1

3 = 1 · 2 + 1 ⇒ a2 = 1
1 = 0 · 2 + 1 ⇒ a3 = 1

Im Folgenden bezeichnet ⌊·⌋ die untere Gaußklammer, d.h.

⌊x⌋ := max {j ∈ Z : j ≤ x} .

a−1 = ⌊2 ∗ 0.625⌋ = ⌊1.25⌋ = 1

a−2 = ⌊2 ∗ 0.25⌋ = ⌊0.5⌋ = 0

a−3 = ⌊2 ∗ 0.5⌋ = ⌊1⌋ = 1
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ii) Binärdarstellung von x = (0.2)10 = (0.0011)2

a−1 = ⌊2 ∗ 0.2⌋ = ⌊0.4⌋ = 0

a−2 = ⌊2 ∗ 0.4⌋ = ⌊0.8⌋ = 0

a−3 = ⌊2 ∗ 0.8⌋ = ⌊1.6⌋ = 1

a−4 = ⌊2 ∗ 0.6⌋ = ⌊1.2⌋ = 1

a−5 = ⌊2 ∗ 0.2⌋ = . . .

...

Bemerkung 2.1.8 NotizDa es unmöglich ist, reelle Zahlen als unendliche b-adische Brüche zu spei-

chern, werden reelle Zahlen auf Rechnern durch eine endliche Entwicklung approximiert.

Definition 2.1.9 (Festpunktzahl) Zu gegebener Basis b ist

F (ℓ, n) :=

{
±

n∑

k=−ℓ

akb
k = ± (an . . . a1a0 . a−1 . . . a−ℓ)b

}

die Menge der Festpunktzahlen mit (n+ 1) Vor- und ℓ Nachkommastellen.

Bemerkungen 2.1.10 i) Typischerweise werden ganze Zahlen (engl. integers) auf Computern

dargestellt mit ℓ = 0 und b = 2.

ii) In modernen Rechnern werden negative Zahlen häufig als 2-er-Komplement5 abgespeichert.

Dabei ist x das Komplement zu y, wenn in der jeweiligen Arithmetik x+y = 0 gilt. Beispiel:

Für b = 2 und n = 3 ergibt sich

|x| x −x
0 0 0 0
1 0 0 1 1 1 1
2 0 1 0 1 1 0
3 0 1 1 1 0 1
4 1 0 0 1 0 0

also darstellbarer Bereich: −4, . . . , 3

Bemerkung 2.1.11 Da im 2-er-Komplement der Wert 0 den positiven Zahlen zugeordnet wird,

5Zweierkomplement ist eine Möglichkeit, negative Zahlen im Dualsystem darzustellen. Dabei werden keine

zusätzlichen Symbole wie + und - benötigt. Da im Zweierkomplement der Wert 0 den positiven Zahlen zugerech-

net wird, umfasst der Wertebereich bei n binären Stellen allgemein den Bereich −2n−1, . . . , 0, . . . 2n−1
− 1. Zum

Beispiel bei 4 Bit von -8 bis 7. Negative Zahlen gewinnt man aus positiven Zahlen, indem sämtliche binären Stel-

len negiert werden und zu dem Ergebnis der Wert 1 addiert wird. Somit wird aus (4)10 = (0100)2 durch Invertie-

ren Not(0100) = 1011 und Addition der 1 (1011)2 + (0001)2 = (1100)2. Addiert man nun 4 und −4, so gilt

(4)10 + (−4)10 = (0100)2 + (1100)2 = (0000)2 = (0)10, wobei die vorderste Stelle verworfen wurde.
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10 Kapitel 2: Zahlendarstellung, Fehlerarten und Kondition

erhält man für 8-Bit6, 16-Bit und 32-Bit, bzw. 1-, 2- und 4-Byte7 Darstellungen die Zahlenbereiche

8-Bit, n = 7 : 0, . . . , 255 ohne Vorzeichen

bzw. − 128, . . . , 127 (8 Stellen)

16-Bit, n = 15 : 0, . . . , 65535 ohne Vorzeichen

bzw. − 32768, . . . , 32767 (16 Stellen)

32-Bit, n = 31 : 0, . . . , 4.294.967.295 ohne Vorzeichen

bzw. − 2.147.483.648, . . . , 2.147.483.647 (32 Stellen)

Bemerkung 2.1.12 Als Problem stellt sich dabei heraus, dass damit nur ein kleiner Zahlenbereich

darstellbar ist.

Die Verwendung eines Festpunktes schränkt also die auf dem Rechner darstellbaren Werte stark

ein. Gibt man stattdessen nur die Gesamtanzahl an Vor- und Nachkommastellen vor und lässt

die Position des Punktes variabel, skaliert also mit unterschiedlichen Potenzen der Basis b, so ist

die Menge der darstellbaren Zahlen wesentlich größer. Dies führt zur Definition der Gleitpunkt-

Darstellung einer reellen Zahl x.

Definition 2.1.13 (Gleitpunkt-Darstellung) Die normalisierte Gleitpunkt-Darstellung einer re-

ellen Zahl x ∈ R hat die Form x = f · bℓ, wobei

• die Mantisse f ist eine feste Zahl, die m Stellen hat und

b−1 ≤ |f | < 1, falls x 6= 0 und f = 0 falls, x = 0

genügt, d.h.

f =




± (0.d1 . . . dm)b = ±

m∑
j=1

djb
−j , d1 6= 0

0 , d1 = 0

• der Exponent ℓ ist eine ganze Zahl innerhalb fester Schranken

r ≤ ℓ ≤ R ,

welche sich in der Form

ℓ = ± (ℓn−1 · · · ℓ0)b = ±
n−1∑

j=0

ℓjb
j

darstellen lässt. Hierbei braucht nicht ℓn−1 6= 0 zu gelten.

(Für 8-stelligen binären Exponenten wird z.B. r = −128 und R = 127 gewählt.)

Die Menge der Maschinenzahlen mit Basis b, m-stelliger Mantisse und n-stelligem Exponenten

wird als M(b,m, n) bezeichnet.

6Bit ∼ (engl. binary digit, lat. digitus ∼ Finger).
7Byte ∼ Maßeinheit für eine Datenmenge von 8 Bit.
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Beispiel 2.1.14 M(2, 3, 1) besteht aus den Zahlen

x = ±(d−1 · 2−1 + d−2 · 2−2 + d−3 · 2−3) · 2±ℓ0 ,

wobei d−1 6= 0 ∨ x = d−1 = d−2 = d−3 = 0 gilt. Somit

M(2, 3, 1) =

{
0,±1

4
,± 5

16
,±3

8
,± 7

16
,±1

2
,±5

8
,±3

4
,±7

8
,±1,±5

4
,±3

2
,±7

4

}
.

0 1
4

3
8

1
2

5
8

3
4

7
8
1 5

4
3
2

7
4− 1

4
−1− 5

4− 3
2− 7

4

Abb. 2.1: Graphische Darstellung von M(2, 3, 1).

Man beachte den kleiner werdenden Abstand zur Null hin und den Abstand zwischen den be-

tragsmäßig kleinsten Zahlen und der Null.

Bemerkung 2.1.15 Die betragsmäßig kleinste und größte Zahl in M(b,m, n) bezeichnen wir mit

xmin bzw. xmax,

xmin := min {|z| ∈M (b,m, n)} , |x| < xmin ⇒ x = 0
xmax := max {|z| ∈M (b,m, n)} , |x| > xmax ⇒ overflow.

Beispiel 2.1.16

M (10, 4, 2) , x = −51.34  −0.5134 · 102
M (2, 4, 2) , x = 3.25 = (11.01)2  (0.1101)2 · 2(10)2
M (2, 4, 2) , x = 14.625 = (1110.101)2  (0.1110101)2 · 2(100)2 6∈M (2, 4, 2)

Bemerkung 2.1.17 Üblicherweise werden 8 Byte (64 Bit) Speicherplatz für eine Gleitpunktzahl

wie folgt aufgeteilt:

• 1 Bit für das Vorzeichen;

• 11 Bit für den Exponenten, d.h. die Werte sind darstellbar im Bereich -1022 . . . 1023

(1 . . . 2046 – Bias8-Wert 1023). Die Werte -1023 und 1024, bzw. 0 und 2047 = 211 − 1
als Charakteristik sind reserviert für die speziellen Zahlenwerte

”
Null“,

”
Unendlich“ und

”
NaN“;

• 52 Bit für die Mantisse. Dies sind eigentlich Werte zwischen (0 . . . 01)2 und (1 . . . 1)2, da

die Null gesondert abgespeichert wird. Ist man in der normalisierten Darstellung, so ist

die erste Null redundant und man gewinnt noch eine Stelle hinzu. Also muss auch noch

irgendwie festgehalten werden, ob eine normalisierte Darstellung vorliegt oder nicht.

Also ergibt sich b = 2, m = 52, n = 11 und damit r = −1023 und R = 1024.

Bemerkung 2.1.18 Der Standardtyp in Matlab, wenn nichts Weiteres angegeben wird, ist double.

Bemerkungen 2.1.19 i) Die Werte von b,m, ℓ hängen in der Regel vom Typ des jeweiligen

Computers ab, ebenso r,R. Der IEEE9-Standard versucht dies zu vereinheitlichen.

ii) Selbst bei der Umwandlung
”

exakter“ Eingaben in Maschinenzahlen können Fehler auftre-

ten, z.B. bei

x = 0.1 =
(
0.0001100

)
2
.

8Hier zu verstehen als ein konstanter Wert, der zu etwas hinzuaddiert bzw. subtrahiert wird. Wird auch als Offset

bezeichnet.
9IEEE∼ Institute of Electrical and Electronics Engineers.
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Tab. 2.1: Interpretation des Zahlenformats nach IEEE-754

Exponent e Mantisse Bedeutung Bezeichnung

e = 0 m = 0 ±0 Null

e = 0 m > 0 ±0,m× 21−Bias denormalisierte Zahl

0 < e < emax m ≥ 0 ±1,m× 2e−Bias normalisierte Zahl

e = emax m = 0 ±∞ Unendlich (Inf)

e = emax m > 0 keine Zahl Not a Number (NaN)

Tab. 2.2: Zahlenformat nach IEEE-754
Typ Größe Exponent Mantisse Werte des

Exponenten (e)

single 32 Bit 8 Bit 23 Bit -126 ≤ e ≤ 127

double 64 Bit 11 Bit 52 Bit -1022≤ e ≤ 1023

rel. Abstand Dezimalstellen betragsmäßig größte

zweier Zahlen kleinste Zahl Zahl

single 2−(23+1) 7-8 2−23 · 2−126 (1− 2−24)2128

double 2−(52+1) 15-16 2−52 · 2−1022 (1 − 2−53)21024

Mit Hilfe der folgenden mex-Routine digits.c lassen sich auf einem 32-Bit Rechner unter

Matlab die einzelnen Bits einer double precision-Variablen auslesen. (Kompilieren der c-Routine

auf der Kommandozeilenebene von Matlab mit mex digits.c.)

CCC-Funktion: digits.c

1 #include "mex.h"

2 bool get_bit_at(double y[], int pos)

3 {

4 unsigned long bitmask;

5 unsigned long *cy = (unsigned long *) y;

6

7 if (pos >= 0){

8 if (pos < 32){

9 bitmask = 1 << pos; // bitmask setzen

10 return (cy[0] & bitmask)!= 0;

11 } else if (pos < 64){

12 bitmask = 1 << (pos-32); // bitmask setzen

13 // unsigned long ist nur

14 // 4 Byte = 32 Bit lang

15 return (cy[1] & bitmask)!= 0;

16 }

17 }

18 mexErrMsgTxt("No valid position for Bit.");

19 }

20

21 void mexFunction( int nlhs, mxArray *plhs[],

22 int nrhs, const mxArray *prhs[] )

23 {

24 double *x,*y;

25 mwSize mrows,ncols;

26 int k;
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27 /* Check for proper number of arguments. */

28 if(nrhs!=1) {

29 mexErrMsgTxt("One input required.");

30 } else if(nlhs>1) {

31 mexErrMsgTxt("Too many output arguments");

32 }

33 /* The input must be a noncomplex scalar double.*/

34 mrows = mxGetM(prhs[0]);

35 ncols = mxGetN(prhs[0]);

36 if( !mxIsDouble(prhs[0]) || mxIsComplex(prhs[0]) ||

37 !(mrows==1 && ncols==1) ) {

38 mexErrMsgTxt("Input must be a noncomplex scalar double.");

39 }

40 /* Create matrix for the return argument. */

41 plhs[0] = mxCreateDoubleMatrix(1,64, mxREAL);

42 /* Assign pointers to each input and output. */

43 x = mxGetPr(prhs[0]);

44 y = mxGetPr(plhs[0]);

45 /* Call the digit subroutine. */

46 for (k=0; k<64; k++) y[63-k] = (double) get_bit_at(x,k);

47 }
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Versuchen Sie sich die Ergebnisse der folgenden Matlab-Ausgaben zu erklären bzw. testen Sie es

auf Ihrem eigenen Rechner.

>> A=digits(-1);A(1)

ans =

1

>> A=digits(1);A(1)

ans =

0

>> A=digits(2ˆ(1023)*(1.9999999999999998));

>> A(1),A(2:12),[A(13:29); A(30:46); A(47:63)],A(64)

ans =

0

ans =

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 0

ans =

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

ans =

1

>> A=digits(2ˆ(-971)*(2-1.9999999999999995));

>> A(1),A(2:12),[A(13:29); A(30:46); A(47:63)],A(64)

ans =

0

ans =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1

ans =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ans =

0

>> A=digits(2ˆ(-972)*(2-1.9999999999999995));

>> A(1),A(2:12),[A(13:29); A(30:46); A(47:63)],A(64)

ans =

0

ans =

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ans

1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

ans =

0

>> A=digits(realmax) % try by yourself

>> A=digits(realmin)

>> A=digits(realmin/2ˆ52)

>> A=digits(2ˆ0+2ˆ(-1)); A(13:29)

>> A=digits(2ˆ0+2ˆ(-1)+2ˆ(-2)); A(13:29)

>> A=digits(2ˆ0+2ˆ(-1)+2ˆ(-2)+2ˆ(-3)); A(13:29)

>> A=digits(2ˆ0+2ˆ(-1)+2ˆ(-2)+2ˆ(-3)+2ˆ(-17))A(13:29)1
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2.2 Rundung und Maschinengenauigkeit

Aufgabe: Approximiere x ∈ R durch fl(x) ∈M(b,m, n) (
”
float“)

fl : R→ M(b,m, n)

bzw.

fl : [−xmax, xmax]→M(b,m, n)

Dies wird durch geeignete Rundungsstrategien gewährleistet. Wir betrachten ein konkretes Bei-

spiel:

Sei x ∈ R mit |x| ∈ [xmin, xmax] und b-adischer Darstellung

x = ± bℓ
∞∑

j=1

dj b
−j ,

wobei ℓ ein n-stelliger Exponent sei. Es gelte d1 6= 0 sowie dj < b−1 für unendlich viele j ∈ N.

Für eine vorgegebene Mantissenlänge m ist die Standardrundung definiert durch

fl(x; b,m, n) = fl(x) := ±
m∑

j=1

dj b
ℓ−j +

{
0 , falls dm+1 <

b
2

bℓ−m , falls dm+1 ≥ b
2

und für die anderen Fälle gilt

|x| < xmin ⇒ fl (x) := 0

|x| > xmax ⇒ overflow.

Bemerkung 2.2.1 Man mache sich klar, dass die Rundung im Falle dm+1 = b/2 (b gerade, b/2
ungerade) rein willkürlich ist.

Beispiel 2.2.2 Betrachte M(10, 4, 2). Dann gilt für die Eingabe x = 0.21576 · 103 die Rundung

fl(x) = 0.2158 · 103 und für y = 216.53 ergibt sich fl(y) = 0.2165 · 103, entscheidend sind also

die signifikanten Stellen, nicht die Größe der Eingabe.

Definition 2.2.3 (absoluter/relativer Fehler) Es sei x ∈ R und x̃ ∈ R eine Approximation.

(i) Die Größe |x− x̃| heißt absoluter Fehler.

(ii) Die Größe
|x−x̃|
|x| heißt relativer Fehler.

Der relative Fehler ist normalerweise die interessante Größe; er ist dimensionslos, während die

Größe des absoluten Fehlers von der gewählten Maßeinheit abhängt.

Lemma 2.2.4 Die Basis b sei gerade. Es sei x = ± bℓ
∞∑
k=1

dk b
−k (0 < d1 < b) und fl(x) die

Standardrundung von x auf m Stellen. Dann gilt

|fl(x)− x| ≤ b1−m

2
· bℓ−1 =

1

2
bℓ−m

und
|fl(x)− x|
|x| ≤ b1−m

2
.
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Beweis. O.B.d.A sei x positiv. Sei n ∈ N. Für b > 1 und 0 ≤ dk ≤ b− 1 (k = n, n+ 1, . . .) gilt

∞∑

k=n

dk b
−k ≤

∞∑

k=n

(b − 1)b
−k

=
∞∑

k=n−1

b
−k −

∞∑

k=n

b
−k

= b
−(n−1)

. (2.2)

Betrachten wir zuerst die Situation des Abrundens bei der Standardrundung, was der Situationdm+1 < b/2 entspricht. Da b nach Voraussetzung gerade ist, gilt somit b/2 ∈ Z.

Somit folgt aus dm+1 < b/2, dass auch dm+1 + 1 ≤ b/2 gilt. Da 0 < d1 < b vorausgesetzt wurde (was der normierten Gleitpunktdarstellung 2.1.13 entspricht), hat

man b−1 ≤ ∑∞
k=1 dk b

−k ≤ 1 und somit bℓ−1 ≤ x ≤ bℓ . Beachtet man x− fl(x) = bℓ
∑∞

m+1 dk b
−k , so schließt man nun für dm+1 < b/2 mit (2.2)

|fl(x) − x| = b
ℓ


dm+1 b

−(m+1)
+

∞∑

k=m+2

dk b
−k


 ≤ b

ℓ
[
dm+1 b

−(m+1)
+ b

−(m+1)
]

= b
ℓ−(m+1) (

dm+1 + 1
)
≤ b

ℓ−(m+1) ·
b

2
=
b1−m

2
· bℓ−1

. (2.3)

Für das Aufrunden, d.h. für den Fall dm+1 ≥ b
2

gilt nun dm+1 b
−1 ≥ 1

2
und analog zu (2.3)

|fℓ (x) − x| = b
ℓ


b−m −

∞∑

k=m+1

dk b
−k


 ≤ b

ℓ
[
b
−m − dm+1 b

−(m+1)
]

= b
ℓ−m ∣∣ 1 − dm+1 b

−1

︸ ︷︷ ︸
≥1/2

︸ ︷︷ ︸
≤1/2

∣∣ ≤
b1−m

2
· bℓ−1

.

Damit ist die Abschätzung für den absoluten Fehler bewiesen und die Abschätzung für den relativen Fehler erhält man sofort mit bℓ−1 ≤ x.

Definition 2.2.5 Die Zahl eps := b1−m
2 heißt (relative) Maschinengenauigkeit.

Definition 2.2.6 Wir definieren M
′ := {x ∈ R : xmin ≤ |x| ≤ xmax} ∪ {0}.

Bemerkungen 2.2.7 i) Es gilt eps = inf {δ > 0 : fl (1 + δ) > 1}.

ii) In Matlab liefert die Anweisung eps die Maschinengenauigkeit, die sich aber auch durch

folgende Routine mineps.m bestimmen lässt. Unter anderen Programmiersprachen geht

dies ähnlich, man muss sich jedoch vergewissern, dass der Compiler die Anweisung

while 1 < 1 + value nicht zu while 0 < value optimiert!

iii) ∀x ∈M
′, x 6= 0 ∃ ε ∈ R mit |ε| < eps und

|fl(x)−x|
|x| = ε, d.h.

fl (x) = x (1 + ε) . (2.4)

MATLABMATLABMATLAB-Funktion: mineps.m

1 function value = mineps

2 value = 1;

3 while 1 < 1 + value

4 value = value / 2;

5 end

6 value = value * 2;

MATLABMATLABMATLAB-Beispiel:
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Die Funktion mineps liefert das

gleiche Ergebnis wie die Matlab-

Konstante eps. Ergänzend sei noch

die Matlab-Konstante realmin

wiedergegeben. Sie ist die kleins-

te positive darstellbare Maschinen-

zahl.

>> eps

ans =

2.220446049250313e-016

>> mineps

ans =

2.220446049250313e-016

>> realmin

ans =

2.225073858507201e-308

2.3 Gleitkommaarithmetik

Ein Algorithmus ist eine Folge von arithmetischen Operationen, mit denen Maschinenzahlen ver-

knüpft werden. Ein Computer rechnet also mit Maschinenzahlen durch die Realisierung (Imple-

mentierung) eines Algorithmus.

Beispiel 2.3.1 Betrachte M(10, 3, 3). Dann gilt:

0.346 · 102︸ ︷︷ ︸
∈M(10,3,3)

+0.785 · 103︸ ︷︷ ︸
∈M(10,3,3)

= 0.1131 · 103 /∈M(10, 3, 3).

Aus diesem einfachen Beispiel sieht man, dass das Ergebnis einer arithmetischen Operation auf

Maschinenzahlen keine Maschinenzahl sein muss!

Voraussetzung 2.3.2 Wir nehmen wir an, dass für die Addition ⊕ im Rechner gilt

x⊕ y = fl(x+ y) für alle x, y ∈M mit |x+ y| ∈M
′

und Entsprechendes auch für die anderen Grundrechenarten: ∇ ∈ {+,−, ∗,÷} wird durch eine

Gleitpunktoperation ©∇ ersetzt mit

x©∇y = fl(x∇y) .

Man sagt ⊕ (bzw. ©∇) ist exakt gerundet.

Folgerung 2.3.3 Für alle x, y ∈M mit x+ y ∈M
′ gilt

x⊕ y = (x+ y)(1 + ε) (2.5)

für ein geeignetes |ε| ≤ eps, und Entsprechendes auch für die anderen Grundrechenarten:

x©∇y = (x∇y)(1 + ε) mit |ε| ≤ eps. Dies folgt aus fl(x) = x(1 + ε).

Bemerkung 2.3.4 (a) Maschinenoperationen sind nicht assoziativ, wie folgendes Beispiel

in M(10, 3, 1) zeigt. Für x = 6590 = 0.659 · 104, y = 1 = 0.100 · 101 und

z = 4 = 0.400 · 101 ergibt sich bei exakter Rechnung (x+ y) + z = x+ (y + z) = 6595.

Für die Maschinenoperationen gilt hingegen auf der einen Seite

x⊕ y = 0.659 · 104 = 6590 ⇒ (x⊕ y)⊕ z = 6590,

aber

y ⊕ z = 0.500 · 10 = 5⇒ x⊕ (y ⊕ z) = 6660

Dies zeigt, dass die Reihenfolge der Verknüpfungen wesentlich ist!

Als
”

Faustregel“ (die aber auch nicht immer hilft, s.u.) kann man sagen, dass man die Sum-

mation in der Reihenfolge aufsteigender Beträge ausführen sollte, um Rundungsfehler zu

minimieren.
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(b) Ebenso gilt das Distributivgesetz nicht mehr. Als Beispiel betachte folgende Subtraktion:

0.73563 − 0.73441 = 0.00122. Bei 3-stelliger Rechnung: 0.736 − 0.734 = 0.002 =
0.2 · 10−2, d.h., der absolute Fehler ist in der Größenordnung des Rundungsfehlers, für

den relativen Fehler gilt jedoch

0.002 − 0.00122

0− 00122
= 0.64=̂64%

also sehr groß. Dieser unangenehme Effekt der Gleitpunktarithmetik heißt Auslöschung

(genaueres später).

Beispiel 2.3.5 (Auslöschung) (a) Für b = 10 und m = 2 gilt

(100 ⊕ 4)⊕ 4 = 100 6= 110 = 100 ⊕ (4⊕ 4) .

Man beachte dabei 100 ⊕ 4 = 100, da 100 + 4 auf 2 Stellen gerundet 100 ergibt, und dass

100+8 auf 2 Stellen gerundet 110 ergibt. Wir sehen also wieder den Effekt der Auslöschung.

(b) Wir betrachten die Rechnung

0.1236 + 1.234 − 1.356 = 0.0016 = 0.1600 · 10−2.

Gleitpunktrechnung mit b = 10,m = 4 liefert

(0.1236 ⊕ 1.234) ⊖ 1.356 = 1.358 ⊖ 1.356 = 0.2000 · 10−2,

d.h. schon die erste Stelle des berechneten Ergebnisses ist falsch! Der Rundungsfehler der

ersten Addition wird durch die nachfolgende Subtraktion extrem verstärkt.

Bemerkung 2.3.6 Auch wenn alle Summanden positiv sind, kann etwas schiefgehen: Sei wie im

Beispiel 2.3.5 b = 10 und m = 4. Wir wollen

N∑

n=0

an mit a0 = 1 (2.6)

berechnen. Falls 0 ≤ an < 10−4 für alle n > 0, und falls wir der Reihe nach summieren,

ist das berechnete Ergebnis 1, egal wie groß die Summe wirklich ist. Eine erste Abhilfe ist es

nach der obigen Faustregel, der Größe nach zu summieren (zuerst die kleinste Zahl). In unserem

Beispiel (2.6) hilft das allerdings nicht wirklich, das berechnete Ergebnis ist dann höchstens 2.

Besser ist jedoch folgendes Vorgehen: Man ersetzt die zwei kleinsten Zahlen durch ihre Summe

und wiederholt diesen Vorgang so lange, bis nur noch eine Zahl, nämlich die gesuchte Summe,

übrigbleibt.

Beispiel 2.3.7 (Guard Digit) Sei M = M(10, 3, 1) und betrachte ⊖. Sei weiter x = 0.215 · 109
und y = 0.125 · 10−9. Naive Realisierung von x ⊖ y = fl(x − y) erfordert schieben von y auf

den größeren Exponenten y = 0.125 · 10−18 · 109 und subtrahieren der Mantissen:

x = 0.215000000000000000000 · 109
y = 0.000000000000000000125 · 109

x− y = 0.214999999999999999875 · 109
(2.7)

Runden auf drei Stellen liefert dann x ⊖ y = 0.215 · 109. Dies erfordert einen Addierer mit

2(bn − 1) + m = 21 Stellen. In diesem Fall hätten wir das Ergebnis auch durch die Abfolge

Schieben, Runde y, Subtrahiere erhalten. Im Allgemeinen ist das aber nicht gut wie folgendes

Beispiel zeigt:
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x = 0.101 · 101
y = 0.993 · 100 −→

x = 0.101 ·101
y = 0.099 ·101

x⊖ y = 0.002 ·101
.

Für den relativen Fehler im Ergebnis gilt dann

(x⊖ y)− (x− y)

(x− y)
=

0.02 − 0.017

0.017
≈ 0.176 ≈ 35 eps ,

wobei eps = 1/2 · 10−3+1 = 0.005 sei.

Verwenden wir nun einen m+ 1-stelligen Addierer, dann erhalten wir

x = 0.1010 · 101
y = 0.0993 · 101

x− y = 0.0017 · 101
.

Das Ergebnis x⊖ y = 1.7 · 10−2 ist exakt!

Bemerkung 2.3.8 Allgemein kann man zeigen (siehe [Knuth]): Mit einer zusätzlichen Stelle (so-

genannter Schutzziffer oder Guard Digit) gilt

(x⊖ y)− (x− y)

(x− y)
≤ 2 eps .

Mit nur 2 Guard Digits erhält man sogar genau das gerundete Ergebnis der exakten Rechnung,

d.h. das gerundete Ergebnis aus (2.7) ohne einen 2(bn − 1) +m-stelligen Addierer.

Völlig unkalkulierbar sind Gleitkommaoperationen aber nicht. Es gilt z.B. folgendes Resultat:

Sind u, v Gleitkommazahlen und

u′ = (u⊕ v)⊖ v ,
u′′ = (u⊕ v)⊖ v′ ,

v′ = (u⊕ v)⊖ u ,
v′′ = (u⊕ v)⊖ u′ ,

dann folgt

u+ v = (u⊕ v) + ((u⊖ u′)⊕ (v ⊖ v′′)) .

Dies erlaubt eine Berechnung des Fehlers mittels Gleitkommaarithmetik. (Siehe [Knuth, 4.2.2,

Theorem B].)

2.4 Fehlerverstärkung bei elementaren Rechenoperationen

In einem Programm/Algorithmus werden viele Rechenoperationen druchgeführt. Es stellt sich

also die Frage, was mit Fehlern im weiteren Programmverlauf passiert. Hier beschäftigen wir uns

zunächst mit exakten Operationen, d.h. ohne weitere Rundung.

Seien also x, y die exakten Eingaben und x̃, ỹ die gestörten (realen) Eingaben, mit den relativen

Fehlern

δx :=
x̃− x

x
, δy :=

ỹ − y

y
,

d.h.

x̃ = x(1 + δx), ỹ = y(1 + δy), (2.8)

und wir nehmen an, dass |δx| , |δy| ≤ ε < 1 gilt, also, dass die Eingabefehler
”
klein“ sind.

Da ein Algorithmus aus den Grundrechenarten zusammengesetzt ist, betrachten wir die Fehler-

verstärkung bei diesen elementaren Rechenoperationen.
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Bemerkung 2.4.1 (Multiplikation) Offenbar gilt

x̃ ∗ ỹ = (x(1 + δx)) ∗ (y(1 + δy)) = (x ∗ y)(1 + δx + δy + δxδy) =: (x ∗ y)(1 + δ)

mit |δ| = |δx + δy + δxδy| ≤ ε(2 + ε), d.h. bei Vernachlässigung des quadratischen Terms ist dies

von der Ordnung 2ε. Damit ergibt sich für den relativen Fehler (falls |δx|, |δy | ≤ eps und ε < 1)

∣∣∣∣
x̃ ∗ ỹ − x ∗ y

x ∗ y

∣∣∣∣ = |δ| = 2ε+ ε · ε < 3ε ≤ 3 eps .

Also bleibt der relative Fehler im Rahmen der Maschinengenauigkeit.

Bemerkung 2.4.2 (Division) Bei der Division gilt

x̃

ỹ
=

x(1 + δx)

y(1 + δy)
.

Mit Hilfe der geometrischen Reihe ( 1
1−q =

∑∞
j=1 q

j , verwende q = −δy) gilt

1

1 + δy
= 1 +

∞∑

j=1

(−1)jδjy,

und damit folgt

1 + δx
1 + δy

= 1 + δx + (1 + δx)

∞∑

j=1

(−1)jδjy =: 1 + δ.

Für den Fehlerverstärkungsfaktor δ gilt dann unter der Annahme |δx|, |δy | ≤ ε

|δ| ≤ ε+ (1 + ε)ε

∞∑

j=0

εj

︸ ︷︷ ︸
= 1

1−ε

= ε

(
1 +

1 + ε

1− ε

)
.

Falls z.B. ε ≤ 1
2 gilt, folgt 1+ε

1−ε ≤ 3 und damit |δ| ≤ 4 ε, also zeigt die Division ein ähnliches

Verhalten wie die Multiplikation, d.h. der relative Fehler bleibt im Rahmen der Maschinengenau-

igkeit.

Bemerkung 2.4.3 (Addition) Im Fall der Addition gilt

x̃+ ỹ = x(1 + δx) + y(1 + δy) = x+ y + xδx + yδy

= (x+ y)

(
1 +

x

x+ y
δx +

y

x+ y
δy

)
=: (x+ y)(1 + δ)

mit der folgenden Abschätzung für den Fehlerverstärkungsfaktor

|δ| ≤ (|δx|+ |δy|)max

{∣∣∣∣
x

x+ y

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣

y

x+ y

∣∣∣∣
}
≤ 2εmax

{∣∣∣∣
x

x+ y

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣

y

x+ y

∣∣∣∣
}

falls |δx|, |δy| ≤ ε. Man beachte, dass der Term

max

{∣∣∣∣
x

x+ y

∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣

y

x+ y

∣∣∣∣
}

nicht gegen ε abgeschätzt werden kann. Insbesondere für x 6≈ −y kann dieser Faktor beliebig

groß werden, der Ausgabefehler ist also nicht notwendigerweise in der Größe des Eingabefehlers.
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Dies ist die Erklärung der Auslöschung und kann durch folgende Überlegung verdeutlicht werden.

Nehmen wir an, wir wollten x+ y berechnen für zwei Eingaben mit folgender Darstellung

x = 0.d1 . . . drdr+1 . . . dm ∗ be, y = −0.d1 . . . drd̃r+1 . . . d̃m ∗ be,

d.h., die ersten r Stellen von x und y sind identisch. Wir nehmen der Einfachheit halber an dj ≥
d̃j , j ≥ r + 1, dr+1 > d̃r+1. Daraus folgt

x+ y = 0.0 . . . 0d̂r+1 . . . d̂m ∗ be = 0.d̂r+1 . . . d̂m ∗ be−r

mit d̂j ≥ 0 und damit für den relativen Fehler

∣∣∣∣
x

x+ y

∣∣∣∣ =
∣∣∣∣

0.d1 . . . dm ∗ be

0.d̂r+1 . . . d̂m ∗ be−r

∣∣∣∣ ≤
b · be

b−1be−r
= br+2,

da 0.d, . . . dm ≤ b und 0.d̂r+1 . . . d̂m ∗b−1. Man verliert also mindestens r Stellen an Genauigkeit,

diese werden
”

ausgelöscht“. Intern (im Computer) werden diese Stellen zufällig aufgefüllt mit

Information, die sich in den entsprechenden Speicherzellen befindet. Egal, was dort steht, diese

Stellen sind im Prinzip immer falsch, da bezüglich x und y keine Information jenseits der m-ten

Stelle vorliegt.

2.5 Kondition eines Problems

Bislang haben wir einzelne Operationen untersucht, nun werden diese Operationen zu einem Al-

gorithmus verkettet. Ein Algorithmus wird dann verwendet, um ein mathematisches Problem zu

lösen. Wir wollen nun untersuchen, welche Probleme
”
einfach“ bzw.

”
schwer“ sind und welche

Algorithmen
”
gut“ bzw.

”
schlecht“ sind. Wir beginnen mit der Untersuchung der Problemstellun-

gen.

Beispiel 2.5.1 Diskutieren wir am Anfang zuerst folgendes geometrische Problem: die zeichneri-

sche Bestimmung des Schnittpunkts S zweier Geraden g und h in der Ebene. Schon beim Zeichnen

haben wir Schwierigkeiten, die Geraden ohne Fehler darzustellen. Die Frage, die wir näher unter-

suchen wollen, lautet, wie stark der Schnittpunkt S (Output) von den Zeichenfehlern (Fehler im

Input) abhängt.

g

g

h
h

S
S

Abb. 2.2: Schnittpunkt S zweier Geraden g und h. Links gut konditioniert, rechts schlecht kondi-

tioniert.

Wie wir der Grafik direkt entnehmen können, hängt der Fehler in der Ausgabe stark davon ab,

in welchem Winkel ∡(g, h) sich die Geraden schneiden. Stehen g und h annähernd senkrecht

aufeinander, so variiert der Schnittpunkt S etwa im gleichen Maße wie der Fehler beim Zeichnen

von g und h. In diesem Fall bezeichnet man das Problem, den Schnittpunkt S zeichnerisch zu

bestimmen, als gut konditioniert.
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Ist jedoch der Winkel ∡(g, h) sehr klein (g und h sind fast parallel), so kann man schon mit dem

Auge keinen genauen Schnittpunkt S ausmachen, und eine kleine Lageänderung von g oder h lie-

fert einen gänzlich anderen Schnittpunkt. Man spricht dann von einem schlecht konditionierten

Problem.

Kommen wir nun zu einer mathematischen Präzisierung des Konditionsbegriffs. Dazu brauchen

wir einen etwas allgemeineren Rahmen und werden später sehen, dass dieser Rahmen für die

Untersuchung sehr gut geeignet ist.

Problem 2.5.2 Seien X,Y Mengen und ϕ : X → Y . Wir betrachten das Problem:

Gegeben sei x ∈ X, gesucht y = ϕ(x).

Wir untersuchen also, wie sich Störungen in den Daten x auf das Ergebnis y auswirken. Man

beachte, dass dies nichts mit der Realisierung auf dem Computer (dem Algorithmus) zu tun hat,

sondern einzig eine Eigenschaft der Problemstellung ist.

Beispiel 2.5.3 (Noch einmal der Geradenschnittpunkt) Die beiden Geraden seien in folgender

Form gegeben

G1 = {(x1, x2) ∈ R
2 : a1,1x1 + a1,2x2 = b1}, G2 = {(x1, x2) ∈ R

2 : a2,1x1 + a2,2x2 = b2},

wobei b = (b1, b2)
T ∈ R

2 und die Koeffizienten ai,j für i, j = 1, 2 gegeben sind. Mit

A := (aij)i,j=1,2 ∈ R
2×2 ist der gesuchte Schnittpunkt x = (x1, x2)

T von G1, G2 gegeben

durch

Ax = b ,

also die Lösung eines linearen Gleichungssystems. Falls A regulär ist können wir schreiben

x = A−1b. Also sind A und b die Eingaben und x die Ausgabe, d.h. X = R
2×2, Y = R

2

und ϕ(A, b) = A−1b = x.

Beispiel 2.5.4 Betrachten wir das Beispiel 1.0.1 des Kohleaushubs. Wir gehen davon aus, dass

wir aus den Messungen bereits eine Höhenfunktion h(x) = z, h : R2 → R, gewonnen haben,

die jedem Punkt x ∈ R
2 einer Karte die Höhe zuweist. Weiterhin sei das Kohlerevier in einem

Rechteck R := [a, b]× [c, d] ⊂ R
2 enthalten. Dann lautet die Formel für den Kohleaushub

f(h) =

b∫

a

d∫

c

h(x) dx2 dx1,

also ein Doppelintegral. Damit ist klar, dass Y = R, aber für welche Eingaben ist ϕ de-

finiert? Offenbar muss die Funktion h, die hier als Eingabe fungiert, integrierbar sein, etwa

h ∈ R(R) = X, wobeiR(R) die Menge der Rieman-integrierbaren Funktionen auf R bezeichnet.

Man beachte, dass X hier (im Gegensatz zu den beiden ersten Beispielen) unendlich-dimensional

ist.

Dies motiviert den Begriff der Konditionszahlen.

Definition 2.5.5 (Konditionszahlen) Sei ϕ : R
n → R

m differenzierbar in x ∈ R
n sowie

ϕi(x) 6= 0, 1 ≤ i ≤ m. Die Zahlen

κij(x) =
|xj |
|ϕi(x)|

∣∣∣∣
∂ϕi

∂xj
(x)

∣∣∣∣, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n, (2.9)

heißen die Konditionszahlen von ϕ in x.
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Beispiel 2.5.6 1. Multiplikation: ϕ : R2 → R, ϕ(x1, x2) = x1 · x2,

κ1(x) =
|x1|
|x1x2|

∣∣∣∣
∂ϕ

∂x1
(x)

∣∣∣∣ = 1, κ2(x) = 1.

Keine Verstärkung des relativen Fehlers; die Multiplikation ist
”
gut konditioniert“.

2. Addition: ϕ : R2 → R, ϕ(x1, x2) = x1 + x2,

κ1(x) =
|x1|

|x1 + x2|

∣∣∣∣
∂ϕ

∂x1
(x)

∣∣∣∣ =
|x1|

|x1 + x2|
, κ2(x) =

|x2|
|x1 + x2|

.

Im Falle der Auslöschung, d.h. wenn |xj | ≫ |x1 + x2|, große Verstärkung des relativen

Fehlers; die Addition ist in diesem Fall
”
schlecht konditioniert“.

3. Lösen der quadratischen Gleichung x2 + 2px − q = 0 im Fall p, q > 0: Berechnung der

größeren der beiden Nullstellen (Mitternachtsformel):

ϕ(p, q) = −p+
√

p2 + q, ϕ : R2 → R, (2.10)

Eine Rechnung ergibt

κp =
p√

p2 + q
, κq =

p+
√

p2 + q

2
√

p2 + q
, (2.11)

also κp ≤ 1, κq ≤ 1; das Problem ist ebenfalls
”
gut konditioniert“. Im Fall q < 0, q ≈ −p2

hingegen wäre das Problem
”
schlecht konditioniert“.

2.6 Numerische Stabilität eines Algorithmus

Jeder Algorithmus zur Lösung von Problem 2.5.2 lässt sich auffassen als eine Abbildung

ϕ̃ : X → Y . Von einem guten Algorithmus wird man erwarten, dass er die relativen Fehler nur

unwesentlich mehr verstärkt als die Konditionszahlen κij(x) des Problems ϕ es erwarten lassen.

Für ϕ̃ : Rn → R
m sollte also eine Abschätzung der Form

∣∣∣∣
ϕ̃i(x̃)− ϕ̃i(x)

ϕ̃i(x)

∣∣∣∣ ≤ Ci1

n∑

j=1

κij(x)
|x̃j − xj |
|xj |

︸ ︷︷ ︸
≥ |ϕi(x̃)−ϕi(x)|

|ϕi(x)|
+o(‖x̃−x‖)

+Ci2 n eps (i = 1 . . . ,m), (2.12)

(oder so ähnlich) gelten mit Konstanten Ci1, Ci2 ≥ 0, welche nicht viel größer als 1 sind.

Definition 2.6.1 (Numerische Stabilität eines Algorithmus) Ein Algorithmus ϕ̃ : R
n → R

m

zur Lösung eines Problems ϕ : R
n → R

m heißt numerisch stabil (oder gut konditioniert),

falls (2.12) oder etwas Ähnliches gilt mit vernünftigen Konstanten Ci1, Ci2. Andernfalls heißt der

Algorithmus numerisch instabil (oder schlecht konditioniert).

Bemerkung 2.6.2 (Konsistenz eines Algorithmus) Aus (2.12) ist nicht ersichtlich, was das ex-

akte Datum ϕ(x) mit ϕ̃(x) zu tun hat. (Z.B. ist ϕ̃(x) = 0 ein stabiles Verfahren, aber im Allgemei-

nen nutzlos.) Für diesen Zusammenhang hat man in der Numerik den Begriff der Konsistenz. Ein

numerisches Verfahren heißt konsistent, wenn der Algorithmus (in einer noch näher zu bestim-

menden Art und Weise) tatsächlich das gegebene Problem löst und nicht ein anderes. Wir werden

dies später (in Numerik 4) noch insbesondere im Zusammenhang mit der numerischen Lösung

von gewähnlichen Differentialgleichungen untersuchen, aber man mag schon jetzt festhalten, dass

Stabilität und Konsistenz für die Konvergenz einer numerischen Näherungslösungsfolge gegen die

exakte Lösung wichtig sind.
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Bemerkung 2.6.3 (Standardfehler) Typisch für das Entstehen numerischer Instabilität ist, dass

man das Ausgangsproblem ϕ in zwei Teilschritte ϕ = ϕ(2)◦ϕ(1) zerlegt, von denen einer erheblich

schlechter konditioniert ist als das Ausgangsproblem.

Beispiel 2.6.4 (Quadratische Gleichung) Wir untersuchen zwei verschiedene Verfahren zur

Lösung von (2.10) in Beispiel 2.5.6

ϕ(p, q) = −p+
√

p2 + q löst x2 + 2px− q = 0.

Methode 2.6.5

u =
√

p2 + q, y = χ1(p, u) = −p+ u. (2.13)

Falls u ≈ p, d.h. falls p ≫ q, sind die Konditionszahlen von χ1 erheblich größer als 1

(Auslöschung).

Methode 2.6.6

u =
√

p2 + q, y = χ2(p, q, u) =
q

p+ u
. (2.14)

Die Konditionszahlen von χ2 sind kleiner als 1. (Das Verfahren beruht darauf, dass −p − u die

andere Lösung und das Produkt der beiden Lösungen gleich −q ist (Satz von Viëta).)

Es stellt sich heraus, dass Algorithmus 2.6.5 numerisch instabil, aber Algorithmus 2.6.6 numerisch

stabil ist.

Bemerkung 2.6.7 Man beachte beim Algorithmus 2.6.5 in Beispiel 2.6.4, dass die numerische

Auswertung der Funktion χ1 für sich genommen (trotz Auslöschung) nicht numerisch instabil ist!

Schlecht konditioniert ist hier das Problem, χ1(p,
√

p2 + q) zu berechnen.

Umgekehrt kann man daran sehen, dass das Zusammensetzen zweier gut konditionierter Algo-

rithmen sehr wohl einen schlecht konditionierten Algorithmus für das Gesamtproblem ergeben

kann. Diese Tatsache steht in unangenehmem, aber unvermeidlichem Kontrast zu dem Wunsch,

ein Problem in unabhängig voneinander zu bearbeitende Teilprobleme zu zerlegen.

Die bislang eingeführen Konditionszahlen erlauben die Untersuchung der Fehlerverstärkung für

jede einzelne Komponente von ϕ. Manchmal ist man ist aber nur an einem Gesamtfehler (im Sinne

eines Fehlermaßes, einer Norm) interessiert. Dann sind folgende Begriffe sinnvoll.

Definition 2.6.8 (a) Es sei x̃ ∈ X eine Approximation von x ∈ X. Als Fehler bezeichnet man

∆x := x− x̃ und zu einer gegebenen Norm ‖ · ‖X ist

‖x− x̃‖X

der absolute Fehler von x̃. Es sei x 6= 0, dann beschreibt

‖x− x̃‖X
‖x‖X

=
‖∆x‖X
‖x‖X

den relativen Fehler von x̃.

(b) Seien ‖ · ‖X , ‖ · ‖Y geeignete Normen auf X bzw. Y und

δx :=
‖∆x‖X
‖x‖X

, δy :=
‖∆y‖Y
‖y‖Y

die relativen Ein- bzw. Ausgabefehler mit ∆x := x− x̃, ∆y := y − ỹ. Dann heißt

κϕ :=
δy
δx

(2.15)
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die (relative) Kondition des Problems ϕ(x) beschrieben durch die Funktion ϕ : X → Y .

Die Größe

κϕ,abs :=
‖∆y‖Y
‖∆x‖X

(2.16)

heißt absolute Kondition von y = ϕ(x).

(c) Ein Problem heißt gut konditioniert, wenn
”

kleine“ Schranken für κϕ für δx → 0 existie-

ren. Offenbar wäre κϕ = 1 (bzw. κϕ ≈ 1) optimal.

Bemerkung 2.6.9 Relative Fehler in der ∞-Norm können durch eine Aussage über die Anzahl

korrekter Stellen von x̃ ausgedrückt werden, d.h.

‖x− x̃‖∞
‖x‖∞

≈ 10−p,

falls die betragsgrößte Komponente von x̃ näherungsweise p korrekte signifikante Stellen hat.

Angewandte Numerik 1, 21. April 2017



26 Kapitel 2: Zahlendarstellung, Fehlerarten und Kondition

Angewandte Numerik 1, 21. April 2017



3 DIREKTE LÖSUNG LINEARER

GLEICHUNGSSYSTEME

Lineare Gleichungssysteme (LGS) sind zwar ein verhältnismäßig einfaches Problem, bedürfen

aber gerade für große Dimensionen sehr guter numerischer Lösungsverfahren. Hinzu kommt, dass

LGS in extrem vielen Anwendungen vorkommen. Oft kann man das Wissen über die
”
Herkunft“

eines Gleichungssystems zu dessen schnellem Lösen nutzen.

Beispiel 3.0.1 (Schwingungsgleichung) Gegeben sei eine elastische Saite der Länge 1, die an

beiden Enden fixiert ist. Die Saite wird nun durch eine äußere Kraft f ausgelenkt (angezupft). Wir

wollen die Auslenkung u der Saite aus ihrer Ruhelage als Funktion von x ∈ [0, 1] berechnen. Die

0 1
x

Abb. 3.1: Elastische, an beiden Enden fixierte Saite.

gesuchte Auslenkung u : [0, 1]→ R ist Lösung des folgenden linearen Randwertproblems zweiter

Ordnung

− u′′(x) + λ(x)u(x) = f(x) , x ∈ (0, 1), u(0) = u(1) = 0 (3.1)

mit gegebenen f : (0, 1) → R und λ ∈ R. Genaueres zur Modellierung findet man z.B. in

[Arendt/Urban].

Wir wollen (3.1) näherungsweise mit Hilfe eines numerischen Verfahrens lösen. Dazu unterteilen

wir [0, 1] in Teilintervalle gleicher Länge. Die Anzahl der Intervalle sei N > 1, N ∈ N und h = 1
N

die Schrittweite. Dann setzt man xi := ih , i = 0, . . . , N (x0 = 0, xN = 1), die xi werden

h

10

Abb. 3.2: Unterteilung des Intervalls in Teilintervalle der Länge h > 0.

als Knoten bezeichnet. Die Schrittweite ist h := xi+1 − xi für alle i, man spricht von einem

äquidistanten Gitter. Wir wollen die Lösung an den Knoten xi approximieren und ersetzen hierzu

(wie aus der Analysis bekannt) die zweite Ableitung durch den zentralen Differenzenquotienten

u′′(xi) ≈
1

h2
(
u(xi−1)− 2u(xi) + u(xi+1)

)
=: D2

cu(xi).

Es gilt bekanntlich ‖u′′ −D2
cu‖ = O(h2), falls u ∈ C4[0, 1]. Damit erhält man für die Näherung

ui ≈ u(xi) also folgende Bedingungen (λi = λ(xi), fi = f(xi)):





1

h2
(−ui−1 + 2ui − ui+1) + λiui = fi, 1 ≤ i ≤ N − 1,

u0 = uN = 0,
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also ein lineares Gleichungssystem der Form




(2 + h2λ1) −1 0

−1 (2 + h2λ2)
. . .

. . .
. . . −1

0 −1 (2 + h2λn−1)




︸ ︷︷ ︸
=:Ah




u1
...
...

un−1




︸ ︷︷ ︸
=:uh

=




h2f1
...
...

h2fn−1




︸ ︷︷ ︸
=:fh

,

d.h. Ahuh = fh. Für N → ∞ (h → 0) konvergiert die
”
diskrete Lösung“ uh gegen die Lösung

u von (3.1). Allerdings wächst die Dimension der Matrix Ah mit kleiner werdendem h. Bei mehr-

dimensionalen Problemen führt dies leicht zu sehr großen LGS. Wir nennen diese Matrix auch

Standardmatrix.

3.1 Einführung, Cramersche Regel

Wir beginnen mit dem klassischen Verfahren zur Lösung eines linearen Gleichungssystems (LGS),

der Gaußschen1 Eliminationsmethode.

Zu lösen ist ein System von n linearen Gleichungen mit n Unbekannten x1, . . . , xn ∈ R

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

...
...

...
...

an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = bn

(3.2)

oder kurz

Ax = b, (3.3)

wobei A ∈ R
n×n eine reelle n × n-Matrix (also insbesondere eine quadratische Matrix) ist und

b, x ∈ R
n reelle (Spalten-)Vektoren sind.

Wann ist ein lineares Gleichungssystem überhaupt lösbar? Aus der Linearen Algebra (siehe z.B.

[Wille]) kennen wir das folgende Resultat, das die Lösbarkeit mit Hilfe der Determinante der

Matrix A charakterisiert.

Satz 3.1.1 (Lösbarkeit) Sei A ∈ R
n×n mit detA 6= 0 und b ∈ R

n. Dann existiert genau ein

x ∈ R
n, so dass Ax = b.

Falls detA 6= 0, so lässt sich die Lösung x = A−1b mit der Cramerschen Regel berechnen,

d.h.

xi =
1

detA

∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 . . . b1 . . . a1n
a21 . . . b2 . . . a2n

...
...

...

ann . . . bn . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

Di

D
(i = 1, . . . , n).

Dabei geht die im Zähler stehende Determinante Di dadurch aus D := detA hervor, dass man

die i-te Spalte der Matrix A durch den Vektor b der rechten Seite ersetzt.

1Carl Friedrich Gauß, 1777 - 1855. Lagrange hatte 1759 die Methode schon vorweggenommen und in China war

sie schon vor dem ersten Jahrhundert bekannt. Näheres zu Gauß, Lagrange und weiteren Mathematikern findet man im

Internet unter www-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/∼history.
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Man beachte hier die Verbindung von Existenz- und Eindeutigkeitsaussage mit dem Rechenver-

fahren, was einen ,,guten” Algorithmus ausmacht. Dieser braucht dabei nicht unbedingt optimal

zu sein!

Wenn wir die Lösung eines linearen Gleichungssystems mit Hilfe der Cramerschen Regel bestim-

men wollen, müssen wir die verschiedenen auftretenden Determinanten berechnen.

Die Determinanten von n × n-Matrizen lassen sich mittels der Leibnizschen Darstellung be-

rechnen, d.h.

detA :=
∑

π

(−1)j(π)a1i1 a2i2 · · · anin ,

wobei die Summe über alle möglichen n! Permutationen π der Zahlen 1, 2, . . . , n zu berech-

nen ist. Der Wert des Ausdrucks (−1)j(π) ergibt sich aus der Anzahl j(π) der Inversionen der

Permutation π =

(
1 2 . . . n
i1 i2 . . . in

)
.

Bemerkung 3.1.2 (Rechenoperationen) Im Folgenden werden die Verknüpfungen Multiplika-

tion, Addition, Division und Subtraktion in ihrem Rechenaufwand nicht unterschieden und un-

ter dem Begriff Gleitkommaoperation zusammengefasst (1 Gleitkommaoperation ≃ 1 FLOP2 ).

Systematische Multiplikationen mit ±1 bleiben im Allgemeinen unberücksichtigt. Anderweitige

Operationen wie z.B. Wurzelziehen werden gesondert betrachtet.

Satz 3.1.3 (Aufwand Leibnizsche Darstellung) Sei A ∈ R
n×n. Der Aufwand zur Berechnung

von detA mit der Leibnizschen Darstellung, d.h. als Summe über alle Permutationen der Menge

{1, . . . , n}, beträgt

FLOP(detA) = nn!− 1 .

Beweis. Der Aufwand zur Berechnung von detA für A ∈ R
n×n in der Leibnizschen Darstellung

(unter Vernachlässigung der Multiplikation mit (−1)j(π)) ergibt sich wie folgt:

FLOP(detA) =
”
(n!− 1) Additionen + n! Produkte mit n Faktoren ”

= n!− 1 + n!(n− 1) = nn!− 1 .

Damit ist die Aussage des Satzes bewiesen.

Alternativ lässt sich die Determinante rekursiv mit Hilfe des Laplaceschen Entwicklungssatzes

berechnen. Dieser lautet für eine quadratische Matrix A ∈ R
n×n

detA =

n∑

j=1

(−1)1+ja1j det(A1j),

wobei A1j diejenige Matrix ist, die aus A durch Streichen der ersten Zeile und der j-ten Spalte

entsteht.

Satz 3.1.4 (Aufwand Laplacescher Entwicklungssatz) Sei A ∈ R
n×n (n ≥ 2). Der Aufwand

zur Berechnung von detA mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz beträgt

FLOP(detA) =

n∑

k=0

n!

k!
− 2 < en!− 2,

wobei e = exp (1) die Eulersche Zahl bezeichnet.

2FLOP (Floating point operation) ist nicht zu verwechseln mit FLOP/s oder flops (floating point operations per

second), welches als Maßeinheit für die Geschwindigkeit von Computersystemen verwendet wird.
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Beweis. Die Ungleichung ist klar. Die Gleichung lässt sich induktiv beweisen:

Induktionsanfang (n = 2): Die Determinante der Matrix A = (aij) ∈ R
2×2 lautet

det(A) = a11a22 − a21a12, d.h. der Aufwand beträgt 2 Multiplikationen und 1 Addition, also

FLOP
(
det(R2×2)

)
= 3 =

2!

0!
+

2!

1!
+

2!

2!
− 2 .

Induktionsschritt (n → n + 1): Für n ≥ 2 gilt

FLOP
(
det(R(n+1)×(n+1))

)
=

”
n Additionen + (n + 1) Multiplikationen

+ (n+ 1) Berechnungen von det(Rn×n)“

= n+ (n+ 1) + (n+ 1) · FLOP(det(Rn×n))

IV
= 2n+ 1 + (n+ 1) ·

(
n∑

k=0

n!

k!
− 2

)

= 2n+ 1 +
n∑

k=0

(n+ 1)!

k!
− 2(n+ 1)

=
n∑

k=0

(n+ 1)!

k!
− 1 =

n+1∑

k=0

(n+ 1)!

k!
− 2,

womit der Satz bewiesen ist.

Beispiel 3.1.5 Ein einfaches Beispiel soll zeigen, dass man die Determinante überhaupt nur für

sehr kleine allgemeine Matrizen der Dimension n≪ 23 mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz

berechnen kann.

Ein Jahr hat 365 · 24 · 60 · 60 ≈ 3 · 107 Sekunden. Geht man nun von einem schnellen Rechner3

mit 3000 TFlops aus, so benötigt man zur Berechnung der Determinante einer 21× 21-Matrix mit

dem Laplaceschen Entwicklungssatz

Anzahl der Operationen

Gleitkommaoperationen pro Sekunde
[s] =

21∑
k=0

21!
k! − 2

3000 · 1012 [s] ≈ 46293 [s] ≈ 12.9 [h]

bzw. für eine 25× 25 -Matrix

25∑
k=0

25!
k! − 2

3000 · 1012 [s] ≈ 1.406 · 1010 [s] ≈ 445.7 Jahre .

Bemerkung 3.1.6 Die Steigerung der Leistungsfähigkeit moderner Computer (Moore’sches Ge-

setz) ist bei weitem geringer als das Wachstum der Problemgröße mit steigendem n. Das Hoffen

auf immer schnellere Rechner hilft nicht, um immer größere Probleme lösen zu können. Zum Ver-

gleich: Im Jahr 2008 war der Supercomputer JUGENE vom Forschungszentrum Jülich weltweit

Platz sechs und in Europa Platz eins mit 180 Flops. Für n = 21 brauchte man damals 214.3h, also

immerhin eine Beschleunigung um den Faktor 16 in 4 Jahren. Trotzdem bleibt n = 25 auch in

naher Zukunft unerreichbar.

3Der weltweit auf Platz vier rangierende und zugleich schnellste europäische Supercomputer SuperMUC am Leibniz

Rechenzentrum Garching bei München hat ca. 3100 TFlops (Stand Juni 2012). Ein aktueller PC hat eine Leistung von

ca. 300 GFlops. T = Tera = 1012, G = Giga = 109.
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Bemerkung 3.1.7 Bei der Cramerschen Regel ist zum Lösen eines linearen Gleichungssystems

Ax = b mit A ∈ R
n×n und b ∈ R

n die Berechnung von n + 1 Determinanten und n Quo-

tienten notwendig. Der Aufwand zur Lösung eines linearen Gleichungssystems lässt sich somit

zusammenfassen, wobei wir auf die Komplexität des Gauß-Verfahrens (siehe Seite 37) erst später

eingehen werden.

Cramersche Regel
Gauß-Elimination

Leibniz Laplace

n (n+ 1)! − 1
n∑

k=0

(n+1)!
k! − n− 2

4n3 + 9n2 − n

6

Tab. 3.1: Aufwand für die Lösung eines linearen Gleichungssystems mit verschiedenen direkten

Verfahren.

Bemerkung 3.1.8 NotizFür das Lösen eines LGS mit 21 Unbekannten mit der Cramerschen Regel

und dem Laplaceschen Entwicklungssatz benötigt man auf einem der schnellsten Rechner mehr

als 10 Tage, d.h. 22 ·12.9 [h] = 283.8 [h] = 11.825 [d] (22 verschiedene Determinanten im Zähler

und eine im Nenner, vgl. Beispiel 3.1.5). Ein System mit 24 Unbekannten ist mit einem heutigen

Supercomputer und der Cramerschen Regel nicht in einem Menschenleben zu lösen.

Beispiel 3.1.9 (Vergleich Rechenaufwand) Aufwand zum Lösen eines linearen Gleichungssys-

tems Ax = b via Cramerscher Regel und Gauß-Verfahren.

Für einige n sei die Anzahl der notwendigen FLOPs wiedergegeben.

Cramer/Leibniz Cramer/Laplace Gauß

n = n (n+ 1)!− 1 =
n∑

k=0

(n+1)!
k! − n− 2 = (4n3 + 9n2 − n)/6

n = 2 11 11 11
n = 3 71 59 31
n = 4 479 319 66
n = 5 3599 1949 120
n = 8 2903039 986399 436
n = 10 399167999 108505099 815

Im Folgenden werden wir nun Verfahren beschreiben, die bereits für n ≥ 3 effektiver als die Cra-

mersche Regel sind. Mit Hilfe dieser Verfahren lassen sich auch Determinanten in polynomieller

Zeit bestimmen. Daher wird die Cramersche Regel im Allgemeinen nur für n = 2, 3 verwendet.

Der Vorteil der Cramerschen Regel ist jedoch die explizite Schreibweise, d.h. sie ist eine Formel

für alle Fälle. Man spart sich bei ähnlichem Rechenaufwand (d.h. n = 2, 3) aufwendige Fallunter-

scheidungen (z.B. Pivotwahl) im Programm.

3.2 Gestaffelte Systeme

Betrachten wir zuerst besonders einfach zu lösende Spezialfälle. Am einfachsten ist sicherlich der

Fall einer diagonalen Matrix A.
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Diagonalmatrix

Man bezeichnet eine quadratische Matrix A = (aij) ∈ R
n×n als Diagonalmatrix, falls aij = 0

für i 6= j, i, j = 1, . . . , n gilt. Häufig schreibt man eine Diagonalmatrix A mit Diagonalein-

trägen a11, . . . , ann auch einfach A = diag(a11, . . . , ann). Die Anwendung der Inversen einer

Diagonalmatrix A mit Diagonalelementen aii 6= 0, i = 1, . . . , n, auf einen Vektor b lässt sich als

Pseudocode wie folgt schreiben:

Algorithmus 3.2.1: Lösen von Ax = b mit Diagonalmatrix A

Sei A ∈ R
n×n eine invertierbare Diagonalmatrix und b ∈ R

n

Input A ∈ R
n×n, b ∈ R

n

for j = 1, . . . , n

xj = bj/ajj

end

Output x = (x1, · · · , xn)T

Eine einfache Matlab Realisierung ist im Folgenden dargestellt.

MATLABMATLABMATLAB-Beispiel:

Man löse Ax = b mit

A =



1 0 0
0 2 0
0 0 4


 , b =



5
3
2


 .

>> A=diag([1,2,4]);

>> b=[5;3;2];

>> for j=1:3, x(j)=b(j)/A(j,j); end

>> x

x =

5.0000 1.5000 0.5000

Dreiecksmatrix

Der nächstschwierigere Fall ist der einer Dreiecksmatrix A. Man spricht von einer (quadrati-

schen) oberen Dreiecksmatrix A = (aij), falls aij = 0 für i > j, i, j = 1, . . . , n und von einer

unteren Dreiecksmatrix A = (aij), falls aij = 0 für i < j, i, j = 1, . . . , n, gilt. Häufig verwenden

wir auch R für eine obere Dreiecksmatrix und L für eine untere Dreiecksmatrix.

Betrachten wir nun das
”
gestaffelte“ Gleichungssystem

r11x1 + r12x2 + · · · + r1nxn = z1
r22x2 + · · · + r2nxn = z2

. . .
...

...

rnnxn = zn

(3.4)

oder in Matrix-Vektor-Schreibweise

Rx = z, (3.5)

wobei R = (rij) ∈ R
n×n gilt. Offenbar erhalten wir x durch sukzessive Auflösung des

”
gestaffel-

ten“ Gleichungssystems, beginnend mit der n-ten Zeile:
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xn := zn/rnn , falls rnn 6= 0
xn−1 := (zn−1 − rn−1,nxn)/rn−1,n−1 , falls rn−1,n−1 6= 0

...
...

...

xk := (zk −
∑n

i=k+1 rkixi)/rkk , falls rkk 6= 0
...

...
...

x1 := (z1 − r12x2 − · · · − r1nxn)/r11 , falls r11 6= 0.

(3.6)

Für die obere Dreiecksmatrix R gilt, dass

detR = r11 · r22 · · · · · rnn (3.7)

und daher

detR 6= 0⇐⇒ rii 6= 0 (i = 1, . . . , n). (3.8)

Der angegebene Algorithmus ist also wiederum genau dann anwendbar, wenn det R 6= 0 (d.h.,

wenn R regulär ist), also unter der Bedingung des Existenz- und Eindeutigkeitssatzes (Satz 3.1.1).

Analog zum obigen Vorgehen lässt sich auch ein gestaffeltes lineares Gleichungssystem der Form

Lx = z

mit einer unteren Dreiecksmatrix L ∈ R
n×n lösen. In diesem Fall beginnt man in der ersten Zeile

mit der Berechnung von x1 und arbeitet sich dann bis zur letzten Zeile zur Bestimmung von xn
vor.

Bemerkung 3.2.1 (Vorwärts-, Rückwärtssubstitution) NotizDas Lösen eines LGS mit oberer Drei-

ecksmatrix nennt man auch Rückwärtseinsetzen/-substitution (Index läuft
”

rückwärts“ von n
nach 1), bzw. mit einer unteren Dreiecksmatrix auch Vorwärtseinsetzen/-substitution (Index läuft

”
vorwärts“ von 1 nach n).

Satz 3.2.2 (Rechenaufwand Ax und A−1b – Dreiecksmatrix) Sei A ∈ R
n×n eine reguläre obe-

re oder untere Dreiecksmatrix und x, b ∈ R
n. Dann gilt Notiz

FLOP(Ax) = n2 und FLOP(A−1b) = n2 .

Bei der Berechnung von A−1b ist im Gegensatz zu Ax die Reihenfolge, in der die Zeilen ,,abgear-

beitet” werden, festgelegt.

Beweis. Es genügt den Fall einer regulären oberen Dreiecksmatrix R ∈ R
n×n zu betrachten. Für

den Rechenaufwand zur Lösung von Rx = b (oder die Anwendung von R−1 auf einen Vektor b)
ergibt sich:

i) für die i-te Zeile: je (n− i) Additionen und Multiplikationen sowie eine Division

ii) insgesamt für die Zeilen n bis 1: Betrachten wir zuerst die Summenformel

n∑

i=1

(n− i) =

n−1∑

i=1

i =
n(n− 1)

2
=

n2 − n

2
.

Mit i) erhält man insgesamt einen Aufwand von 2 n2−n
2 + n = n2 Operationen.

Der zweite Teil der Aussage bleibt Ihnen als Übungsaufgabe überlassen.
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Man beachte allerdings, dass man allgemein für die Berechnung von A−1b zunächst die Inverse

A−1 berechnen muß. Für ganz allgemeine reguläre Matrizen ist dies sehr aufwändig, weswegen

wir unter der Schreibweise A−1b stets die Lösung des LGS mit gegebener rechten Seite b verstehen

wollen und für diesen Fall schnelle Verfahren konstruieren wollen.

Aufgabe 3.2.3 Es sei A ∈ R
n×n eine obere (oder untere) Dreiecksmatrix und x ∈ R

n. Man zeige,

dass das Matrix-Vektor-Produkt Ax mit n2 Operationen berechnet werden kann.

Eine Matlab Realisierung zur Bestimmung von R−1b, bei der die Matrix R zeilenweise durchlau-

fen wird, und ein Anwendungsbeispiel sind im Folgenden dargestellt.

MATLABMATLABMATLAB-Funktion: Rinvb.m

1 function x = Rinvb(R,b)

2 % compute solution of R * x = b with upper triangular matrix R

3 n = size(R,1);

4 x = zeros(n,1);

5 for j = n:-1:1

6 for k=j+1:n

7 b(j) = b(j) - R(j,k) * x(k);

8 end

9 x(j) = b(j) / R(j,j);

10 end

MATLABMATLABMATLAB-Beispiel:

Man löse Rx = b mit

R =



4 1 1
0 3 2
0 0 1


 , b =




9
12
3


 .

>> R = [4,1,1;0,3,2;0,0,1];

>> b = [9;12;3];

>> x = Rinvb(R,b);

>> x’

ans =

1 2 3

Eine alternative Realisierung, bei der die Matrix R spaltenweise durchlaufen wird, ist mit

Rinvb2.m gegeben.
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MATLABMATLABMATLAB-Funktion: Rinvb2.m

1 function x = Rinvb2(R,b)

2 % compute solution of R * x = b with upper triangular matrix R

3 n = size(R,1);

4 x = zeros(n,1);

5 for j = n:-1:1

6 x(j) = b(j) / R(j,j);

7 for k=1:j-1

8 b(k) = b(k) - R(k,j) * x(j);

9 end

10 end

Was ist der Unterschied? Machen Sie sich dies klar!

3.3 Gaußsche Eliminationsmethode

Gäbe es nun zu einer beliebigen Matrix A eine Zerlegung

A = L ·R , (3.9)

so könnte ein beliebiges lineares Gleichungssystem Ax = b durch eine Rückwärts- und Vorwärts-

substitution mittels der beiden Schritte

i) löse Lz = b,

ii) löse Rx = z,

gelöst werden. Die folgende Gaußsche Eliminationsmethode liefert gerade eine solche Zerlegung.

Betrachten wir ein allgemeines lineares Gleichungssystem Ax = b (A ∈ R
n×n regulär, b ∈ R

n)

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a21x1 + a22x2 + · · · + a2nxn = b2

...
...

...
...

an1x1 + an2x2 + · · · + annxn = bn

(3.10)

und versuchen dies in ein gestaffeltes System umzuformen.

Durch die folgenden drei Äquivalenzoperationen

1. Vertauschung von Zeilen,

2. Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar 6= 0,

3. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen,

wird die Lösungsmenge des Gleichungssystems (3.10) nicht verändert.

Wir setzen zunächst a11 6= 0 voraus. Um (3.10) nun in ein gestaffeltes System umzuformen, muss

die erste Zeile nicht verändert werden. Die restlichen Zeilen werden so modifiziert, dass in einem

ersten Schritt die Koeffizienten vor x1 verschwinden, d.h. die Variable x1 aus den Gleichungen in
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den Zeilen 2 bis n eliminiert wird.

So entsteht ein System der Art

a11x1 + a12x2 + · · · + a1nxn = b1
a
′
22x2 + · · · + a

′
2nxn = b

′
2

...
...

...

a
′
n2x2 + · · · + a

′
nnxn = b

′
n .

(3.11)

Haben wir dies erreicht, so können wir das selbe Verfahren auf die letzten (n−1) Zeilen anwenden

und so rekursiv ein gestaffeltes System erhalten. Mit den Quotienten

li1 = ai1/a11 (i = 2, 3, . . . , n) (3.12)

sind die Elemente in (3.11) gegeben durch

a
′
ik = aik − li1a1k ,

b
′
i = bi − li1b1. (3.13)

Damit ist der erste Eliminationsschritt unter der Annahme a11 6= 0 ausführbar. Die Matrix, die

sich aus diesem ersten Eliminationsschritt ergibt, bezeichnen wir mit A(2).

Wenden wir auf diese Restmatrix die Eliminationsvorschrift erneut an, so erhalten wir eine Folge

A = A(1) → A(2) → · · · → A(n) =: R

von Matrizen der speziellen Gestalt

A(k) =




a
(1)
11 a

(1)
12 . . . a

(1)
1n

a
(2)
22 . . . a

(2)
2n

. . .

a
(k)
kk . . . a

(k)
kn

...
...

a
(k)
nk . . . a

(k)
nn




(3.14)

mit einer (n− k + 1, n− k + 1)-Restmatrix, auf die wir den Eliminationsschritt

lik := a
(k)
ik /a

(k)
kk für i = k + 1, . . . , n

a
(k+1)
ij := a

(k)
ij − lika

(k)
kj für i, j = k + 1, . . . , n

b
(k+1)
i := b

(k)
i − likb

(k)
k für i = k + 1, . . . , n

(3.15)

ausführen können, wenn das Pivotelement (Dreh- und Angelpunkt) a
(k)
kk nicht verschwindet. Da

jeder Eliminationsschritt eine lineare Operation auf den Zeilen von A ist, lässt sich der Übergang

von A(k) und b(k) zu A(k+1) und b(k+1) als Multiplikation mit einer Matrix Lk ∈ R
n×n von links

darstellen, d.h.

A(k+1) = LkA
(k), b(k+1) = Lkb

(k). (3.16)

Die Matrix

Lk =




1
. . .

1
−lk+1,k 1

...
. . .

−ln,k 1




= I −




0
...

0
lk+1,k

...

ln,k




· eTk =: I − ℓk · eTk , (3.17)
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wobei ek der k-te Einheitsvektor sei, hat die Eigenschaft, dass die Inverse L−1
k aus Lk durch einen

Vorzeichenwechsel in den Einträgen lik (i > k) entsteht und für das Produkt der L−1
k gilt

L := L−1
1 · . . . · L−1

n−1 =




1 0 . . . . . . 0

l21 1
. . .

...

l31 l32
. . .

. . .
...

...
. . .

. . . 0
ln1 . . . ln,n−1 1




. (3.18)

Zusammengefasst erhalten wir auf diese Weise das zu Ax = b äquivalente gestaffelte System

Rx = z mit der oberen Dreiecksmatrix

R = L−1A und der rechten Seite z = L−1b. (3.19)

Das Gaußsche Eliminationsverfahren schreibt sich dann wie folgt:

Sei A ∈ R
n×n und b ∈ R

n. Berechne nacheinander

i) L ·R = A (Zerlegung mit R obere und L untere Dreiecksmatrix),

ii) Lz = b (Vorwärtseinsetzen bzw. -substitution),

iii) Rx = z (Rückwärtseinsetzen bzw. -substitution).

Definition 3.3.1 (unipotente Matrix) Eine untere oder obere Dreiecksmatrix, deren Diagonal-

elemente alle gleich eins sind, heißt unipotent.

Definition 3.3.2 (Gaußsche Dreieckszerlegung, LR-Zerlegung) Die oben genannte Darstel-

lung A = L · R der Matrix A als Produkt einer unipotenten unteren Dreiecksmatrix L und einer

oberen Dreiecksmatrix R heißt Gaußsche Dreieckszerlegung oder LR-Zerlegung von A.

Satz 3.3.3 Existiert die LR-Zerlegung einer quadratischen Matrix A, so sind L und R eindeutig

bestimmt.

Beweis. Übung.

Satz 3.3.4 (Rechenaufwand Gaußsche Dreieckszerlegung, Gaußsche Elimination)

Sei A ∈ R
n×n regulär. Existiert die LR-Zerlegung, so gilt

FLOP(LR− Zerlegung) =
4n3 − 3n2 − n

6
.

Des Weiteren sei b ∈ R
n. Dann gilt für die Gaußsche Elimination

FLOP(A−1b) =
4n3 + 9n2 − n

6
,

d.h. die Lösung von Ax = b kann mit (4n3 + 9n2 − n)/6 FLOPs berechnet werden.

Bemerkung 3.3.5 NotizDie Aufwandsberechnung unterscheidet sich teilweise in der Literatur. Neu-

erdings werden + und · Operationen nicht mehr unterschieden!

Beweis von Satz 3.3.4. Für den Rechenaufwand der Gaußschen Dreieckszerlegung gilt Folgendes:
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i) für den k-ten Eliminationsschritt:

je (n − k) Divisionen zur Berechnung der ℓik und je (n − k)2 Multiplikationen und Sub-

traktionen zur Berechnung der a
(k+1)
ij , d.h. 2 (n − k)2 + (n− k) Operationen

ii) für alle n − 1 Eliminationsschritte erhalten wir durch Umindizierung und mit Summenfor-

meln aus Analysis 1

n−1∑

k=1

(
(n− k) + 2 (n− k)2

)
=

n−1∑

k=1

(
k + 2 k2

)
=

n(n− 1)

2
+

(2n− 1)n(n − 1)

3

=
2 (2n − 1)(n − 1)n + 3n(n− 1)

6
=

n(n− 1)(4n − 2 + 3)

6

=
n(n− 1)(4n + 1)

6
=

4n3 − 3n2 − n

6

iii) insgesamt benötigt man zum Lösen von Ax = b mittels Gauß-Elimination, d.h. LR-

Zerlegung und Vorwärts-, Rückwärtssubstitution, d.h. mit dem Lösen von zwei Gleichungs-

systemen (siehe Satz 3.2.2)

4n3 − 3n2 − n

6
+ 2n2 =

4n3 + 9n2 − n

6
Operationen.

Somit sind die Behauptungen des Satzes bewiesen.

Das Speicherschema für die Gauß-Elimination orientiert sich an der Darstellung von A(k). In die

erzeugten Nullen des Eliminationsschritts können die lik eingetragen werden. Da die Elemente mit

den Werten 0 oder 1 natürlich nicht eigens gespeichert werden müssen, kann die LR-Zerlegung

mit dem Speicherplatz der Matrix A bewerkstelligt werden:

A→




a
(1)
11 . . . . . . a

(1)
1n

l21 a
(2)
22 . . . a

(2)
2n

...
...

ln1 a
(2)
n2 a

(2)
nn



→ . . .→




a
(1)
11 . . . a

(1)
1n

l21 a
(2)
22 a

(2)
2n

...
. . .

...
. . .

ln1 . . . . . . ln,n−1 a
(n)
nn




=⇒ L =




1 0 . . . . . . 0

l21
. . .

...
...

. . .
...

...
. . . 0

ln1 . . . . . . ln,n−1 1




, R =




a
(1)
11 . . . . . . . . . a

(1)
1n

0
. . .

...
...

. . .
...

...
. . .

...

0 . . . . . . 0 a
(n)
nn




.

3.4 Pivot-Strategien

Bisher haben wir uns noch nicht mit der Frage beschäftigt, ob eine LR-Zerlegung immer existiert

und ob eine Vertauschung von Zeilen bei Ax = b zu einem anderen Ergebnis führt, wenn der Al-

gorithmus mit endlicher Rechengenauigkeit durchgeführt wird. (Bei exakter Arithmetik sind beide

Ergebnisse gleich, bzw. Vertauschung von Zeilen in A führt zur gleichen Lösung). Betrachten wir

hierzu zwei Beispiele:
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Beispiel 3.4.1 i) Permutation liefert LR–Zerlegung: Sei A =

(
0 1
1 0

)
. Wie wir leicht se-

hen, gilt für die Eigenwerte λ1,2 = ±1 und somit det A 6= 0. Falls eine Zerlegung existieren

würde, gäbe es a, b, c, d ∈ R mit

A =

(
1 0
a 1

)(
b c
0 d

)
=

(
b c
ab ac+ d

)
.

Ein einfacher Vergleich der Koeffizienten zeigt jedoch (zuerst nach b und dann nach a),

dass keine LR–Zerlegung existiert, obwohl nach Vertauschen der Zeilen trivialerweise eine

LR–Zerlegung sofort gegeben ist. Die Frage, die sich nun stellt, lautet: Kann man für jede

reguläre Matrix A durch Vertauschen ihrer Zeilen eine Matrix finden, für die dann eine

LR–Zerlegung existiert?

ii) Permutation liefert höhere Genauigkeit: Berechnen wir die Lösung des folgenden linea-

ren Gleichungssystems (ǫ > 0)

ǫx1 + x2 = 1 (3.20)

x1 + x2 = 2 . (3.21)

Bei exakter Arithmetik erhalten wir

1
ǫ−1

(
1 −1
−1 ǫ

)
11
2

= 1
1−ǫ

11
1− 2ǫ

d.h. x1 = 1
1−ǫ , x2 = 1−2ǫ

1−ǫ . Für 2ǫ < Rechengenauigkeit (d.h. 1 ± 2ǫ und 1 werden im

Rechner durch dieselbe Zahl dargestellt) gilt nun

x1 = 1, x2 = 1.

Für die Gauß-Elimination erhalten wir, wenn wir den Koeffizienten vor x1 in (3.21) elimi-

nieren, d.h. das 1/ǫ-fache von (3.20) subtrahieren

ǫx1 + x2 = 1(
1− 1

ǫ

)
x2 = 2− 1

ǫ .

Somit ergibt sich für 2ǫ < Rechengenauigkeit aus der letzten Gleichung x2 = 1 und damit

aus der ersten Gleichung x1 = 0. Vertauschen wir jedoch 1. und 2. Zeile (bzw. eliminieren

den Koeffizienten vor x1 in (3.20)) so erhalten wir

x1 + x2 = 2

(1− ǫ)x2 = 1− 2ǫ .

Dies liefert x1 = x2 = 1 bei 2ǫ < Rechengenauigkeit.
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MATLABMATLABMATLAB-Beispiel:

Dieses scheinbar theoretische

Ergebnis aus Beispiel 3.4.1 können

wir direkt in Matlab umsetzen.

Da die Recheneinheiten heutiger

Rechner meist 2 Stellen genauer

rechnen als unsere bisherigen

theoretischen Untersuchungen

vermuten lassen, muss hier

ǫ ≤ Maschinengenauigkeit/8
gelten.

>> e = eps/8; % eps/2 gen\"ugt nicht!

>> x(2) = (2 - 1/e) / (1 - 1/e);

>> x(1) = (1 - x(2)) / e

x =

0 1

>> x(2) = (1 - 2*e) / (1 - e);

>> x(1) = 2 - x(2)

x =

1 1

Das Vertauschen kann folglich nötig sein. Zum einen, damit eine LR-Zerlegung überhaupt exis-

tiert, zum anderen, um den
”
Rechenfehler“ bedingt durch Rundungsfehler möglichst klein zu hal-

ten. Daraus leiten sich besondere Strategien zur Wahl des Pivotelements ab.

Betrachten wir nun die Gauß-Elimination mit Spaltenpivotstrategie, welche theoretisch nur dann

nicht zielführend sein kann, falls die Matrix A singulär ist.

Algorithmus 3.4.1: Gauß-Elimination mit Spaltenpivotstrategie

a) Wähle im Eliminationsschritt A(k) → A(k+1) ein p ∈ {k, . . . , n},
so dass

|a(k)pk | ≥ |a
(k)
jk | für j = k, . . . , n .

Die Zeile p soll die Pivotzeile werden.

b) Vertausche die Zeilen p und k

A(k) → Ã(k) mit ã
(k)
ij =





a
(k)
kj falls i = p

a
(k)
pj falls i = k

a
(k)
ij sonst.

Nun gilt

|lik| =
∣∣∣∣∣
ã
(k)
ik

ã
(k)
kk

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
ã
(k)
ik

a
(k)
pk

∣∣∣∣∣∣
≤ 1.

c) Führe den nächsten Eliminationsschritt angewandt auf Ã(k)

aus,

Ã(k) → A(k+1).
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Bemerkung 3.4.2 NotizAnstelle der Spaltenpivotstrategie mit Zeilentausch kann man auch eine Zei-

lenpivotstrategie mit Spaltentausch durchführen. Beide Strategien benötigen im schlimmsten Fall

O(n2) zusätzliche Operationen. In der Praxis werden im Gegensatz zum oben genannten Algo-

rithmus die Zeile bzw. Spalte nicht umgespeichert, sondern besondere Indexvektoren verwendet

(siehe Matlabfunktion mylu.m). Die Kombination von Spalten- und Zeilenpivotstrategie führt

zur vollständigen Pivotsuche, bei der die gesamte Restmatrix nach dem betragsgrößten Eintrag

durchsucht wird. Wegen des Aufwands O(n3) wird dies jedoch so gut wie nie angewandt.

MATLABMATLABMATLAB-Funktion: mylu.m

1 function [L,R,P] = mylu(A)

2 n = size(A,1); % get leading dimension of A

3 p = 1 : n; % pivot element vector

4 for k = 1 : n-1 % consider k-th column

5 [m,mptr] = max(abs(A(p(k:end),k))); % find pivot element

6 tmp = p(k); % interchange in vector p

7 p(k) = p(k-1+mptr);

8 p(k-1+mptr) = tmp;

9

10 for j = k+1 : n % modify entries in

11 A(p(j),k) = A(p(j),k)/A(p(k),k); % compute l_jk, store in A

12 for i = k+1 : n % (n-k-1)*(n-k-1) submatrix

13 A(p(j),i) = A(p(j),i) ...

14 - A(p(j),k)*A(p(k),i);

15 end

16 end

17 end

18 L = tril(A(p,:),-1)+eye(n); % these lines could be

19 R = triu(A(p,:)); % neglected, all information

20 P = eye(n); % already in A and p

21 P(:,p) = P;

Satz 3.4.3 Es sei A ∈ R
n×n regulär. Dann existiert vor dem k-ten Eliminationsschritt des Gauß-

Algorithmus stets eine Zeilen-/Spaltenpermutation derart, dass das k-te Diagonalelement von Null

verschieden ist. Bei Zeilenpermutation, d.h. Spaltenpivotisierung, sind alle Einträge von L vom

Betrag kleiner oder gleich eins.

Beweis. Nach Voraussetzung gilt detA 6= 0. Angenommen, es sei a11 = 0. Dann existiert eine Zeilenvertauschung, so dass das erste Pivotelement a
(1)
11 von Null

verschieden und das betragsgrößte Element in der Spalte ist, d.h. 0 6= |a(1)11 | ≥ |a(1)i1 | für i = 1, . . . , n, denn andernfalls wäre die Determinante vonA in Widerspruch zur

Voraussetzung gleich Null. Die Zeilenvertauschung hat dabei nur einen Vorzeichenwechsel in der Determinante zur Folge. Die Überlegungen für den ersten Eliminationsschritt

übertragen sich sinngemäß auf die folgenden, reduzierten Systeme, bzw. ihre zugehörigen Determinanten. Diese Schlussfolgerungen gelten analog bei Zeilenpivotisierung.

Eine unmittelbare Folge aus der Beweisführung des letzten Satzes ist das folgende Lemma.

Lemma 3.4.4 Erfolgen im Verlauf des Gauß-Algorithmus total m Zeilenvertauschungen (Spal-

tenvertauschungen), so ist die Determinante von A gegeben durch

detA = (−1)m
n∏

k=1

rkk.
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Bemerkung 3.4.5 Numerisch sind Spalten- und Zeilenpivotisierungen äquivalent. Die Auswahl

hängt von der Speichermethode der Matrix A ab, d.h. man favorisiert die Spaltenpivotisierung,

wenn die Einträge der Matrix spaltenweise im Speicher abgelegt sind, z.B. bei den Programmier-

sprachen Matlab, Fortran und die Zeilenpivotisierung u.a. bei C, denn hier sind die Matrizen als

Folge von Zeilenvektoren abgelegt.

Spaltenpivotisierung, bzw. Zeilenpivotisierung.

Die genannten Pivotisierungen lassen sich formal durch die Multiplikation mit einer geeigneten

Permutationsmatrix P beschreiben. Diese ist eine quadratische Matrix, welche in jeder Zeile und

in jeder Spalte genau eine Eins und sonst Nullen enthält. Die Determinante ist detP = ±1 und

die Inverse ist durch P−1 = P T gegeben. Die Zeilenvertauschungen bei Spaltenpivotisierung

entsprechen dabei der Multiplikation P · A, analog lassen sich Spaltenpermutationen bei Zeilen-

pivotisierung durch A · P ausdrücken. Aus dem letzten Satz ergibt sich folgendes Resultat.

Satz 3.4.6 (Existenz einer Zerlegung PA = LR) Zu jeder regulären Matrix A existiert eine

Permutationsmatrix P , so dass P ·A in ein Produkt L · R zerlegbar ist, d.h.

P ·A = L ·R .

Ist nun immer eine Pivotisierung notwendig? Wir nennen im Folgenden ein Kriterium, welches

leicht zu überprüfen ist.

Definition 3.4.7 (Diagonaldominanz) Eine Matrix heißt diagonaldominant, falls gilt

|aii| ≥
n∑

k=1
k 6=i

|aik| ∀ i = 1, . . . , n .

Sie heißt strikt diagonaldominant, falls für alle i ,,>” anstatt ,,≥” gilt.

Satz 3.4.8 Es sei A ∈ R
n×n eine diagonaldominante und reguläre Matrix. Dann existiert eine

Zerlegung

A = L ·R.

Beweis. Einen Beweis dieser Aussage (in leicht abgewandelter Form) findet man z.B. bei [Schwarz]. Nach Voraussetzung ist entweder |a11| ≥ ∑n
k=2 |a1k| > 0 oder es

gilt
∑n

k=2 |a1k| = 0 und |a11| > 0; dies folgt aus der Regularität vonA. Somit ist a11 6= 0 ein zulässiges Pivotelement für den ersten Eliminationsschritt. Man muss

nun zeigen, dass sich die Eigenschaft der diagonalen Dominanz auf das reduzierte Gleichungssystem überträgt.

Zum Schluss dieses Abschnittes betrachten wir noch folgendes Beispiel zur konkreten Berechnung

der LR-Zerlegung einer Matrix A.

Beispiel 3.4.9 (Berechnung von PA = LR) Sei

A =




0 2 −1 −2
2 −2 4 −1
1 1 1 1
−2 1 −2 1


 .
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Diese Matrix ist offensichtlich nicht diagonaldominant, also wenden wir die Gauß-Elimination

mit Spaltenpivotisierung an. Hierzu sei P (i, j) diejenige Permutationsmatrix, die aus der Ein-

heitsmatrix durch Vertauschen der i-ten und j-ten Zeile entsteht. Das Vertauschen der ersten mit

der zweiten Zeile von A entspricht der Multiplikation der Matrix P1 := P (1, 2) mit A von links,

also

Ã(1) = P1A =




2 −2 4 −1
0 2 −1 −2
1 1 1 1
−2 1 −2 1


 .

Der erste Schritt der LR-Zerlegung liefert

L1 =




1
0 1
−1

2 1
1 1


 , L1P1A =




2 −2 4 −1
0 2 −1 −2
0 2 −1 3

2
0 −1 2 0


 .

Bei der nächsten Spaltenpivotisierung sind keine Zeilenvertauschungen notwendig, also P2 = I .

Es folgt

L2 =




1
1
−1 1

1
2 1


 , L2P2L1P1A =




2 −2 4 −1
0 2 −1 −2
0 0 0 7

2
0 0 3

2 −1


 .

Um nun auf eine obere Dreiecksgestalt zu kommen, müssen lediglich noch die dritte und vierte

Zeile vertauscht werden, also formal P3 = P (3, 4), L3 = I und damit

L3P3L2P2L1P1A =




2 −2 4 −1
0 2 −1 −2
0 0 3

2 −1
0 0 0 7

2


 =: R .

Aber wie sehen nun P und L aus, sodass

P ·A = L · R ?

Wir betrachten hierzu im allgemeinen Fall mit A ∈ R
n×n invertierbar für k = 1, . . . , n − 1 die

Matrizen

L̃k := Pn · . . . · Pk+1LkPk+1 · . . . · Pn ,

wobei Pn := I gesetzt wird und P1, . . . , Pn−1 analog zu Beispiel 3.4.9 gewählt werden. Dann gilt

L̃k = Pn · . . . · Pk+1LkPk+1 · . . . · Pn

(3.17)
= Pn · . . . · Pk+1(I − ℓke

T
k )Pk+1 · . . . · Pn

= I − Pn · . . . · Pk+1ℓk︸ ︷︷ ︸
=: ℓ̃k

eTk Pk+1 · . . . · Pn︸ ︷︷ ︸
= eTk

= I − ℓ̃ke
T
k .

Da die Multiplikation mit den Matrizen Pk+1, . . . , Pn von links bzw. rechts nur Zeilen- bzw.

Spaltenvertauschungen innerhalb der Zeilen bzw. Spalten k+1, . . . , n bewirkt, besitzt die Matrix

L̃k dieselbe Struktur wie Lk. Aus der Definition der L̃k folgt nun

L̃n−1 · . . . · L̃1Pn−1 · . . . · P1 = Ln−1Pn−1 · . . . · L2P2L1P1 .
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Nach Konstruktion der Lk und Pk gilt schließlich

L̃n−1 · . . . · L̃1Pn−1 · . . . · P1A = R .

Somit ergibt sich mit

L :=
(
L̃n−1 · . . . · L̃1

)−1
= L̃−1

1 · . . . · L̃−1
n−1

und

P := Pn−1 · . . . · P1

eine Zerlegung PA = LR.

Bemerkung 3.4.10 Man beachte, dass mit den obigen Überlegungen ein alternativer, konstrukti-

ver Beweis des Satzes 3.4.6 vorliegt.

Führen wir nun Beispiel 3.4.9 weiter fort:

Beispiel 3.4.11 Zu der Matrix A aus Beispiel 3.4.9 sollen die Matrizen L und P der Zerlegung

PA = LR bestimmt werden. Wir erhalten

P = P3P2P1 = P (3, 4) I P (1, 2) =




0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 1
0 0 1 0


 ,

L̃1 = P3P2L1P2P3 = P (3, 4)




1
0 1
−1

2 1
1 1


P (3, 4) =




1
0 1
1 1
−1

2 1


 ,

L̃2 = P3L2P3 = P (3, 4)




1
1
−1 1

1
2 1


P (3, 4) =




1
1
1
2 1
−1 1


 ,

L̃3 = P4L3P4 = I ,

L = L̃−1
1 L̃−1

2 L̃−1
3 =




1 0 0 0
0 1 0 0
−1 −1

2 1 0
1
2 1 0 1




und somit

PA =




2 −2 4 −1
0 2 −1 −2
−2 1 −2 1
1 1 1 1


 =




1 0 0 0
0 1 0 0
−1 −1

2 1 0
1
2 1 0 1







2 −2 4 −1
0 2 −1 −2
0 0 3

2 −1
0 0 0 7

2


 = LR .

3.5 Nachiteration

Die oben diskutierten Pivotstrategien schließen offenbar nicht aus, dass die so berechnete Lösung

x immer noch ,,ziemlich ungenau” ist. Wie kann man nun x ohne großen Aufwand verbessern?
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Häufig lässt sich dies durch eine Nachiteration mit Hilfe einer expliziten Auswertung des Resi-

duums r := b−Ax̃ erreichen. Dabei bezeichne x̃ die durch ein numerisches Verfahren berechnete

Näherung an x. Ausgehend von x̃ soll die exakte Lösung mittels des Korrekturansatzes

x = x̃+ s

ermittelt werden. Der Korrekturvektor ist so zu bestimmen, dass die Gleichungen erfüllt sind, d.h.

Ax− b = A(x̃+ s)− b = Ax̃+As− b = 0.

Der Korrekturvektor s ergibt sich somit als Lösung von

As = b−Ax̃ = r. (3.22)

Bei der numerischen Lösung dieser Korrekturgleichung erhalten wir im Allgemeinen eine wieder-

um fehlerhafte Korrektur s̃ 6= s. Trotzdem erwarten wir, dass die Näherungslösung

x̃+ s̃

”
besser“ ist als x̃.

Das Gleichungssystem (3.22) unterscheidet sich nur in der rechten Seite von dem ursprünglichen

Problem Ax = b, sodass die Berechnung des Korrekturvektors s relativ wenig Aufwand erfordert,

da beispielweise bei Anwendung einer Nachiteration in Kombination mit der Gauß-Elimination

schon die LR-Zerlegung der Koeffizientenmatrix A bekannt ist.

Bemerkung 3.5.1 In der Praxis genügen bei Spalten- oder Zeilenpivotisierung meist wenige

Nachiterationen, um eine Lösung auf eine dem Problem angepasste Genauigkeit zu erhalten.

3.6 Cholesky-Verfahren

Wir wollen nun die Gauß-Elimination auf die eingeschränkte Klasse von Gleichungssystemen mit

symmetrisch positiv definiten Matrizen anwenden. Es wird sich herausstellen, dass die Dreiecks-

zerlegung in diesem Fall stark vereinfacht werden kann und dass dieser vereinfachte Algorithmus

für große Matrizen nur den halben Aufwand an Operationen benötigt. Wir erinnern hier nochmals

an die folgende Definition:

Definition 3.6.1 Eine symmetrische Matrix A ∈ Rn×n heißt positiv definit, wenn xTAx > 0 für

alle x ∈ R
n mit x 6= 0 ist.

Bemerkung 3.6.2 Die Bedingung in Definition 3.6.1 macht auch für nicht-symmetrische Matri-

zen Sinn. Deshalb fordert man oft zusätzlich zur positiven Definitheit die Symmetrie und nennt

solche Matrizen symmetrisch positiv definit, abgekürzt s.p.d.

Positiv definite Matrizen haben folgende Eigenschaften.

Satz 3.6.3 (Eigenschaften s.p.d. Matrizen) Für jede s.p.d. Matrix A ∈ R
n×n gilt:

i) A ist invertierbar,

ii) aii > 0 für i = 1, . . . , n ,

iii) max
i,j=1,...,n

|aij | = max
i=1,...,n

aii ,

iv) Bei der Gauß-Elimination ohne Pivotsuche ist jede Restmatrix wiederum positiv definit.
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Beweis. WäreA nicht invertierbar, gäbe es einen Eigenwert λ = 0, da detA = 0 nach Annahme. Dies steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung, dassA positiv definit

ist, da es ansonsten einen Eigenvektor x 6= 0 zu λ = 0 mitAx = λx gäbe und somit dann auch xTAx = 0 gälte. Somit ist i) bewiesen. Setzt man für x einen kanonischen

Einheitsvektor ei ein, so folgt gerade aii = eTi Aei > 0 und daher gilt die Aussage ii). Behauptung iii) sei als Hausübung überlassen. Um die verbleibende Behauptung iv)

zu beweisen, schreiben wirA = A(1) in der Form

A(1) =




a11 zT

z B(1)




,

wobei z = (a12, . . . , a1n)T sei. Nach einem Eliminationsschritt ergibt sich

A(2) = L1A
(1) =




a11 zT

0

.

.

. B(2)

0




mit L1 =




1
−l21 1

.

.

.

.
.
.

−ln1 1



.

Multipliziert man nunA(2) von rechts mitLT
1 , so wird auch zT in der ersten Zeile eliminiert und die TeilmatrixB(2) bleibt unverändert, d.h.

L1A
(1)
L

T
1 =




a11 0 · · · 0
0

.

.

. B(2)

0



.

Damit ist bewiesen, dass die RestmatrixB(2) symmetrisch ist. Können wir nun noch zeigen, dass B(2) auch wiederum positiv definit ist, so können wir unsere Argumentation

sukzessive fortsetzen. Es sei y ∈ R
n−1 mit y 6= 0. DaL1 regulär ist, gilt xT :=

(
0 | yT

)
L1 6= 0. Nach Voraussetzung istA positiv definit, also gilt

0 < x
T
Ax =

(
0 | yT

)
L1AL

T
1

(
0
y

)
=
(
0 | yT

) ( a11 0

0 B(2)

)(
0
y

)
= y

T
B

(2)
y .

Somit haben wir gezeigt, dass auchB(2) wieder positiv definit ist.

Mit Hilfe des letzten Satzes über die LR-Zerlegung können wir jetzt die rationale Cholesky-

Zerlegung für symmetrische, positiv definite Matrizen herleiten.

Satz 3.6.4 (rationale Cholesky-Zerlegung) Für jede symmetrisch positiv definite Matrix A exis-

tiert eine eindeutig bestimmte Zerlegung der Form

A = L̄DL̄T ,

wobei L̄ eine unipotente untere Dreiecksmatrix und D eine positive Diagonalmatrix ist.

Beweis. Wir setzen die Konstruktion im Beweis von Satz 3.6.3(iv) für k = 2, . . . , n − 1 fort und erhalten so unmittelbar L̄ als Produkt derL−1
1 , . . . , L−1

n−1
undD als

Diagonalmatrix der Pivotelemente.

Bemerkung 3.6.5 Man beachte die Eigenschaften der Lk bei der tatsächlichen Berechnung von

L, d.h. das Produkt L−1
1 · . . . · L−1

n−1 ist nicht wirklich durch Multiplikation auszurechnen (vgl.

(3.18)).

Definition und Bemerkung 3.6.6 (Cholesky-Zerlegung) Da alle Einträge der Diagonalmatrix

D positiv sind, existiert D1/2 = diag(±
√
di) und daher die Cholesky-Zerlegung

A = LLT ,

wobei L die untere Dreiecksmatrix L := L̄D1/2 mit L̄ und D aus der rationalen Cholesky-

Zerlegung ist.

Bemerkung 3.6.7 Die Cholesky-Zerlegung ist nicht eindeutig, da D1/2 nur bis auf Vorzeichen der

Elemente in der Diagonalen eindeutig bestimmt ist und somit auch L = LD1/2 nicht eindeutig

ist.
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Zur Herleitung des Algorithmus zur Berechnung einer Cholesky-Zerlegung betrachten wir folgen-

de Gleichung




a11 a12 · · · a1n

a21
...

...
...

an1 · · · · · · ann




!
=




l11
l21 l22
...

. . .

ln1 ln2 · · · lnn







l11 l21 · · · ln1
l22 ln2

. . .
...

lnn


 =




l211 l11l21 l11l31 · · · l11ln1
l11l21 l221 + l222 l21l31 + l22l32 · · · l21ln1 + l22ln2
l11l31 l21l31 + l22l32 l231 + l232 + l233 · · · l31ln1 + l32ln2 + l33ln3
...

...
...

...

l11ln1 l21ln1 + l22ln2 l31ln1 + l32ln2 + l33ln3 · · ·
n∑

k=1

l2nk




d.h.

für i = k gilt akk =
k∑

j=1

l2kj und

für i 6= k gilt aik =
k∑

j=1

lij · lkj (k + 1 ≤ i ≤ n)

und werten diese in einer geschickten Reihenfolge aus.

Cholesky-Verfahren zur Berechnung von L mit A = LLT

Spaltenweise berechnet man für k = 1, 2, . . . , n

lkk =
(
akk −

k−1∑

j=1

l2kj

)1/2

lik =
1

lkk

(
aik −

k−1∑

j=1

lij · lkj
)

(k + 1 ≤ i ≤ n).
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Bemerkungen 3.6.8 i) Aus der Cholesky-Zerlegung A = L · LT ergibt sich für 1 ≤ k ≤ n
die Abschätzung

k∑

j=1

l2kj ≤ max
1≤j≤n

|ajj|.

Folglich sind alle Elemente der Matrix L betragsweise durch max
1≤j≤n

√
|ajj| beschränkt. Die

Elemente können damit nicht allzu stark anwachsen, was sich günstig auf die Stabilität des

Verfahrens auswirkt.

ii) Da A symmetrisch ist, wird nur Information oberhalb und einschließlich der Hauptdiago-

nalen benötigt. Wenn man die Diagonalelemente lkk separat in einem Vektor der Länge n
speichert, und die Elemente ljk, k < j unterhalb der Diagonale, so kann man die Informa-

tion der Matrix A bewahren.

iii) Bei der algorithmischen Durchführung der Cholesky-Zerlegung liefert das Verfahren auch

die Information, ob die Matrix positiv definit ist. Man mache sich dies als Übungaufgabe

klar!

Satz 3.6.9 (Rechenaufwand Cholesky-Zerlegung) Sei A ∈ R
n×n positiv definit. Dann gilt

FLOP(Cholesky-Zerl. von A) =
2n3 + 3n2 − 5n

6
+ nWurzelberechnung =

1

3
n3 +O(n2) .

Beweis. Untersuchen wir nun die Komplexität der Cholesky-Zerlegung zuerst für einen k-ten Zerlegungsschritt und betimmen dann den Gesamtaufwand.

i) Für den k-ten Zerlegungsschritt, d.h. die Berechnung der Elemente lik für festen Spaltenindex, sind jeweils (k − 1) Multiplikationen, (k − 1) Subtraktionen und

eine Wurzelberechnung zur Berechnung des Diagonalelements nötig. Für jedes Nebendiagonalelement werden (k−1) Multiplikationen, (k−1) Subtraktionen und

eine Division benötigt, d.h. bei (n− k) Elementen unterhalb des k-ten Diagonalelements sind dies in der Summe

(
2(k − 1) + (n − k)(2k − 1)

)
FLOP und 1 Wurzelberechnung

=
(
−2k

2
+ (3 + 2n)k − (n + 2)

)
FLOP und 1 Wurzelberechnung.

ii) Insgesamt ergibt sich dann für die Summe über alle Zerlegungschritte

nWurzelberechnungen +
n∑

k=1

(
−2k

2
+ (3 + 2n)k − (n+ 2)

)

= nWurzelberechnungen +
(
− 2

(2n + 1)(n + 1)n

6
+ (3 + 2n)

(n + 1)n

2
− (n + 2)n

)

= nWurzelberechnungen +
−(4n3 + 6n2 + 2n) + (6n3 + 15n2 + 9n) − (6n2 + 12n)

6

= nWurzelberechnungen +
2n3 + 3n2 − 5n

6
.

Da eine einzelne Wurzelberechnung an Aufwand ein konstantes Vielfaches einer Gleitkommaoperation benötigt, kann man den Term nWurzelberechnungen +(3n2 − 5n)/6

zu O(n2) Operationen zusammenfassen.

Bemerkung 3.6.10 Für große n ist der Aufwand des Cholesky-Verfahrens im Vergleich zum

Gauß-Algorithmus ungefähr halb so groß.Notiz

3.7 Bandgleichungen

Eine weitere Klasse spezieller Matrizen, welche beim Lösen linearer Gleichungssysteme eine be-

sondere Rolle spielen, sind Bandmatrizen. Man spricht von einer Bandmatrix A, falls alle von Null

verschiedenen Elemente aik in der Diagonale und in einigen dazu benachbarten Nebendiagonalen

stehen. Für die Anwendungen sind insbesondere die symmetrischen, positiv definiten Bandmatri-

zen wichtig.
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Definition 3.7.1 Unter der Bandbreite m einer symmetrischen Matrix A ∈ R
n×n versteht man

die kleinste natürliche Zahl m < n, so dass gilt

aik = 0 für alle i und k mit |i− k| > m.

Bemerkung 3.7.2 Die Bandbreite m gibt somit die Anzahl der Nebendiagonalen unterhalb bzw.

oberhalb der Diagonalen an, welche die im Allgemeinen von Null verschiedenen Matrixelemente

enthalten.

Bemerkung 3.7.3 In verallgemeinerter Form spricht man auch von unterer und oberer Bandbrei-

te, welche sich auf suggestive Weise definieren.

Satz 3.7.4 Die untere Dreiecksmatrix L der Cholesky-Zerlegung A = LLT einer symmetrischen,

positiv definiten Bandmatrix mit der Bandbreite m besitzt dieselbe Bandstruktur, denn es gilt lik =
0 für alle i, k mit i− k > m.

x x x x
x x x x
x x x x

x x x x

x x x
x x

x

x  x  x
x  x  x  x

        x  x  x  x
            x  x  x  x
                x  x  x  x
                    x  x  x  x

x  x

    x  x  x  x

                        x  x  x  x                     x x x x

x x x x

x x x x

x

=⇒

Abb. 3.3: Reduktion und Speicherung einer symmetrischen, positiv definiten Bandmatrix.

Analog zur Herleitung des Cholesky-Verfahrens auf Seite 46 erhalten wir die Rechenvorschrift

des Cholesky-Verfahrens für Bandmatrizen, wobei nun die Koeffizienten zeilenweise bestimmt

werden. Für n = 5 und m = 2 sieht die Situation wie folgt aus:




l11 0 0 0 0
l21 l22 0 0 0
l31 l32 l33 0 0
0 l42 l43 l44 0
0 0 l53 l54 l55







l11 l21 l31 0 0
0 l22 l32 l42 0
0 0 l33 l43 l53
0 0 0 l44 l54
0 0 0 0 l55




=




l211 sym.

l21l11 l221 + l222
l31l11 l31l21 + l32l22 l231 + l232 + l233

l42l22 l42l32 + l43l33 l242 + l243 + l244
l53l33 l53l43 + l54l44 l253 + l254 + l255




.

Cholesky-Verfahren zur Berechnung von L mit A = LLT , wobei A ∈ R
n×n

mit Bandbreite 0 ≤ m < n.

Zeilenweise berechnet man für k = 1, 2, . . . , n

lki =
1

lii

(
aki −

i−1∑

j=max{1,k−m}
lkj · lij

)
(max{1, k −m} ≤ i ≤ k − 1)

lkk =
(
akk −

k−1∑

j=max{1,k−m}
l2kj

)1/2
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Satz 3.7.5 Es sei A ∈ R
n×n eine positiv definite Bandmatrix mit Bandbreite 1 ≤ m ≤ n. Dann

beträgt der Aufwand zur Berechnung der Cholesky-Zerlegung von A

FLOP(Cholesky-Zerl. von A) = n(m2 + 2m)− 4m3 + 9m2 + 5m

6
+ n Wurzelberechnungen .

Beweis. Wendet man die Cholesky-Zerlegung auf eine positiv definite Bandmatrix A an, so ist die resultierende untere Dreiecksmatrix L mit A = LLT wieder eine

Bandmatrix mit der gleichen Bandbreite, wieA sie hat.

i) Gehen wir davon aus, dass die Matrix L zeilenweise berechnet wird und betrachten zuerst den Aufwand für die ersten m Zeilen. Hier kann man das Ergebnis aus

Satz 3.6.9 verwenden. Es sind hierfür somit

mWurzelberechnungen +
2m3 + 3m2 − 5m

6

Operationen notwendig.

ii) In den verbleibenden n −m Zeilen, in denen jeweilsm + 1 Koeffizienten zu bestimmen sind, ergibt sich Folgendes:

Um den j-ten von Null verschiedenen Nebendiagonaleintrag von L in der k-ten Zeile

m + 1 ≤ k ≤ n zu berechnen, sind jeweils j − 1 Multiplikationen, j − 1 Subtraktionen und eine Division notwendig. Zur Berechnung des Diagonalele-

ments werdenmMultiplikationen,m Subtraktionen und eine Wurzelberechnung benötigt. Beim Nebendiagonalelementen sind dies in der Summe

1 Wurzelberechnung + 2m +

m∑

j=1

(2j − 1) = 1
√

· +m+ 2

m∑

j=1

j

= 1
√

· +m +m(m + 1) = 1
√

· +m(m + 2) .

iii) Der gesamte Aufwand beträgt also

nWurzelberechnungen +
2m3 + 3m2 − 5m

6
+ (n −m)m(m + 2)

= nWurzelberechnungen + n(m
2
+ 2m) −

4m3 + 9m2 + 5m

6
.

Bemerkung 3.7.6 Ist für eine Klasse von positiv definiten Bandmatrizen aus Rn×n für beliebiges

n die Bandbreite beschränkt, so wächst der Aufwand zur Berechnung der Cholesky-Zerlegung

asymptotisch nur linear in n.

Aufgabe 3.7.7 Man leite mit Hilfe des Cholesky-Verfahrens für symmetrische Bandmatrizen eine

Rekursionsformel für s.p.d. Tridiagonalmatrizen her und gebe den Aufwand an.

3.8 Fehlerabschätzung mittels Kondition

Wir wollen nun zwei wichtige Fragestellungen untersuchen, welche bei dem numerischen

Lösen von linearen Gleichungssystemen (LGS) auftreten. Zum einen betrachten wir eine Nähe-

rungslösung x̃ zu der Lösung x von Ax = b. Welche Rückschlüsse kann man von der Größe des

Residuums r := b − Ax̃ auf den Fehler e = x − x̃ ziehen? Des Weiteren rechnet man im All-

gemeinen mit endlicher Genauigkeit auf einem Rechner. Welche Einflüsse haben dabei Störungen

der Ausgangsdaten auf die Lösung x?

Zu einer Matrix A ∈ R
n×n und einem Vektor x ∈ R

n sei ‖A‖ eine beliebige Matrixnorm4 und

‖x‖ eine dazu verträgliche Vektornorm (d.h. ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖). Nach Definition des Fehlers e
und Residuums r gilt

Ae = Ax−Ax̃ = b−Ax̃ = r.

Daraus folgt

‖e‖ = ‖A−1r‖ ≤ ‖A−1‖ ‖r‖.
Mit

‖b‖ = ‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖
4Vgl. hierzu Anhang B.
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folgt für den relativen Fehler die Abschätzung

‖e‖
‖x‖ ≤

‖A−1‖ ‖r‖
‖b‖ · 1

‖A‖
= ‖A−1‖ ‖A‖ · ‖r‖‖b‖ . (3.23)

Dies motiviert den Begriff der Konditionszahl.

Definition 3.8.1 (Konditionszahl) Man bezeichnet

κ(A) = ‖A‖ ‖A−1‖ (3.24)

als die Konditionszahl der Matrix A bezüglich der verwendeten Matrixnorm.

Beispiel 3.8.2 Man betrachte das LGS Ax = b mit

A =




1 1
2

1
3

1
4

1
5

1
2

1
3

1
4

1
5

1
6

1
3

1
4

1
5

1
6

1
7

1
4

1
5

1
6

1
7

1
8

1
5

1
6

1
7

1
8

1
9




b := (bj), bj :=

5∑

k=1

1

k + j − 1
(1 ≤ j ≤ 5) .

Für die Matrixnormen und die Konditionszahlen erhält man in den Fällen p = 1, 2,∞

‖A‖1 = 2.283 , ‖A−1‖1 = 413280 , κ1(A) = 943656 ,
‖A‖2 ≈ 1.5670507 , ‖A−1‖2 ≈ 304142.84 , κ2(A) ≈ 476607.25 ,
‖A‖∞ = 2.283 , ‖A−1‖∞ = 413280 , κ∞(A) = κ1(A) .

Sei die exakte Lösung x = (1, . . . , 1)T . Ist nun x̃ = (1− ε)x, dann gilt

‖e‖
‖x‖ =

‖εx‖
‖x‖ = |ε|

und

r = b−Ax̃ = Ax−Ax̃ = A(x− (1− ε)x) = εAx = εb,

d.h.
‖r‖
‖b‖ = |ε| .

Obwohl die Konditionzahl sehr groß ist, verhält sich bei dieser Störung
‖e‖
‖x‖ wie

‖r‖
‖b‖ . Obige

Abschätzung ist offensichtlich eine
”
worst case“ Abschätzug. Betrachten wir nun

!

x̃ = (0.993826, 1.116692, 0.493836, 1.767191, 0.623754)T . (3.25)

A habe die Eigenwerte 0 ≤ λ1 < · · · < λ5 mit den zugehörigen Eigenvektoren ϕ1, . . . , ϕ5,

‖ϕj‖2 = 1. Man beachte, dass x̃ in (3.25) so gewählt ist, dass x̃− x ≈ ϕ1 gilt und

x ≈ −0.004ϕ1 − 0.042ϕ2 + 0.244ϕ3 + 0.972ϕ4 + 1.998ϕ5 ,

d.h. x von ϕ5 dominiert wird. Dann erhalten wir

‖e‖1‖b‖1
‖x‖1‖r‖1

≈ 0.41 κ1(A),
‖e‖2‖b‖2
‖x‖2‖r‖2

≈ 0.89 κ2(A),
‖e‖∞‖b‖∞
‖x‖∞‖r‖∞

≈ 0.74 κ∞(A)

und schätzen dann in der richtigen Größenordung ab!
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Untersuchen wir nun, welchen Einfluss kleine Störungen in den Ausgangsdaten A, b auf die

Lösung x des linearen Gleichungssystems haben können, d.h. wir sind interessiert an der Emp-

findlichkeit der Lösung x auf Störungen in den Koeffizienten. Die genaue Frage lautet:

Wie groß kann die Änderung δx der Lösung x von Ax = b sein, falls die Matrix um δA und

b durch δb gestört sind? Dabei seien δA und δb kleine Störungen, so dass A + δA immer noch

regulär ist. Es sei x+ δx die Lösung zu

(A+ δA)(x + δx) = (b+ δb).

Mit etwas Mathematik erhält man folgendes Resultat:

Satz 3.8.3 Es sei A ∈ R
n×n regulär und x ∈ R

n die exakte Lösung von Ax = b. Die rechte

Seite b sei um δb gestört und für die Störung von A gelte κ(A) ‖δA‖/‖A‖ = ‖A−1‖ ‖δA‖ <
1 und A + δA ist immer noch regulär. Dann gilt für die Lösung x̃ des gestörten Systems mit

Koeffizientenmatrix A+ δA und rechter Seite b+ δb

‖x− x̃‖
‖x‖ ≤ κ(A)

1− κ(A)‖δA‖
‖A‖

(‖δb‖
‖b‖ +

‖δA‖
‖A‖

)
. (3.26)

Bemerkung 3.8.4 Die Konditionszahl κ(A) der Koeffizientenmatrix A ist folglich die entschei-

dende Größe, welche die Empfindlichkeit der Lösung bzgl. der Störungen δA und δb beschreibt.

Es bleibt folgendes Lemma zu beweisen:

Lemma 3.8.5 (Neumann-Reihe) Sei A ∈ R
n×n, ‖ · ‖ eine submultiplikative Matrixnorm und

‖A‖ < 1. Dann ist (I −A) regulär und

(I −A)−1 =

∞∑

k=0

Ak (Neumann-Reihe) (3.27)

mit

‖(I −A)−1‖ ≤ 1

1− ‖A‖ . (3.28)

Beweis. Mit ‖A‖ < 1, der Submultiplikativität und der Summenformel für die geometrische Reihe erhält man

m∑

k=0

‖Ak‖ ≤
m∑

k=0

‖A‖k ≤
∞∑

k=0

‖A‖k =
1

1 − ‖A‖
< ∞ (m ∈ N) . (3.29)

Der Raum R
n×n ist isomorph zu R

n2
(siehe Anhang B.2). In [Analysis II, Beispiel 8.4.6] wurde gezeigt, dass R

n2
vollständig ist bezüglich irgendeiner Norm auf Rn2

.

Somit ist Rn×n vollständig bezüglich ‖ · ‖ und aus der absoluten Konvergenz folgt die Konvergenz von
∑∞

k=0 A
k . Ebenso folgt aus ‖Ak‖ ≤ ‖A‖k → 0 für k → ∞

die Konvergenz von lim
k→∞

A
k

= 0. Weiter gilt die Gleichung (
”
Teleskopsumme “)




m∑

k=0

A
k


 (I − A) = I − A

m+1
(m ∈ N) . (3.30)

Der Grenzübergang von (3.30) führt zur Gleichung 


∞∑

k=0

A
k


 (I − A) = I. (3.31)

Das bedeutet, I − A ist regulär und (I − A)−1 =
∑∞

k=0 A
k . Mit der Summenformel für die geometrische Reihe erhält man schließlich

‖(I − A)
−1‖ ≤ lim

N→∞

N∑

k=0

‖Ak‖ ≤ lim
N→∞

N∑

k=0

‖A‖k =
1

1 − ‖A‖
, (3.32)

womit der Satz bewiesen ist.
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Zum Ende des Kapitels wollen wir nun den praktischen Nutzen der Abschätzung (3.26) in einer

Faustregel festhalten.

Bei einer d-stelligen dezimalen Gleitkommarechnung können die relativen Fehler der Ausgangs-

größen für beliebige, kompatible Normen von der Größenordnung

‖δA‖
‖A‖ ≈ 5 · 10−d ‖δb‖

‖b‖ ≈ 5 · 10−d

sein. Ist die Konditionszahl κ(A) ≈ 10α mit 5 · 10α−d ≪ 1, so ergibt die Abschätzung (3.26)

‖δx‖
‖x‖ ≤ 10α−d+1.

Das heißt, dass ‖δx‖ maximal in der Größenordnung der (d − α − 1)-ten Dezimalstelle von ‖x‖
liegen kann und dies motiviert folgende Daumenregel:

Bemerkung 3.8.6 (Daumenregel zur Genauigkeit) NotizWird Ax = b mit d-stelliger dezimaler

Gleitkommarechnung gelöst, und beträgt die Konditionszahl κ(A) ≈ 10α, so sind, bezogen auf

die betragsgrößte Komponente, nur (d− α− 1) Dezimalstellen sicher.

MATLABMATLABMATLAB-Beispiel:

Es ist bekannt, dass die Gauß-Elemination selbst mit Spaltenpivotstrategie zu überraschend

ungenauen Ergebnissen beim Lösen von linearen Gleichungssystemen führen kann, obwohl die

Matrix gut konditioniert ist.

Betrachten wir hierzu die von Wil-

kinson angegebene pathologische

Matrix

A =




1 1

−1 . . .
...

...
. . .

. . .
...

−1 · · · −1 1




.

>> A=toeplitz([1,-ones(1,59)], ...

[1,zeros(1,59)]);

>> A(:,60)=1;

>> cond(A)

ans =

26.8035 % rel. gut konditioniert

>> randn(’state’, 3383)

>> x=randn(60,1);

>> b=A*x;

>> x1=A\b;

>> norm(x-x1)/norm(x)

ans =

0.3402 % großer rel. Fehler

Bemerkung 3.8.7 Das Beispiel lässt vermuten, dass das Gauß-Verfahren über die ganze Menge

der invertierbaren Matrizen betrachtet nicht stabil ist. Für die in der Praxis auftretenden Matrizen,

ist das Gauß-Verfahren mit Spaltenpivotierung jedoch
”

in der Regel“ stabil. Für eine weitere Sta-

bilitätsanalyse des Gauß-Verfahrens sei auf [Deuflhard/Hohmann], die grundlegenden Artikel von

Wilkinson [Wilkinson65, Wilkinson69] sowie auf die Übersichtsartikel [Higham, Discroll/Maki]

verwiesen.
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4 LINEARE AUSGLEICHSPROBLEME

Beispiel 4.0.1 Bestimmung eines unbekannten Widerstands x aus Messungen für die Stromstärke

t und die Spannung b. Angenommen, es liegen m Messungen (bi, ti), i = 1, . . . ,m, mit m ≫ 1,

b x

t

Abb. 4.1: Widerstandsbestimmung aus Messungen für Spannung und Stromstärke.

für Spannung und Stromstärke vor. Das Ohm’sche Gesetz aus der Physik besagt: b = tx, also

bi = tix , i = 1, . . . ,m. (4.1)

Da die Messdaten in der Regel (Mess-)Fehler beinhalten, kann man (4.1) nicht exakt für alle i
erfüllen. Gesucht ist jetzt also ein Widerstand x, der

”
möglichst gut“ zu den Messdaten passt.

Motivation: Gesucht ist eine Gerade g(x) = αx + b, deren y-Werte den kleinsten Quadratsum-

menabstand zu den vorgegebenen Daten (xi, f(xi)), i = 1, . . . , n haben, die sogenannte Aus-

gleichsgerade. Die geometrische Veranschaulichung dazu ist in der nachfolgenden Abbildung

dargestellt.

9

1

2

3

4

5

6

1 2 3 4

7

5 6 7 8

Abb. 4.2: Die Ausgleichsgerade, die die Quadratsumme der Abstände minimiert

4.1 Die Methode der kleinsten Quadrate

Gemäß obiger Motivation gilt es zu gegebenen Punktepaaren (x1, f1), (x2, f2), . . . , (xn, fn) die

in der Geradengleichung g(x) = mx+ b freien Parameter m und b so zu bestimmen, dass gilt

F (m, b) :=

n∑

i=1

(
g(xi)− fi

)2 → min,
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oder in alternativer Formulierung

min
(b,m)∈R2

∥∥∥A
(
b

m

)
− d
∥∥∥
2

2
,

wobei wir nachfolgende Definitionen verwenden

A =




1 x1
...

...

1 xn


 , d =




f1
...

fn


 .

Hierzu bilden wir alle partiellen Ableitungen bzgl. m und b, woraus sich dann die kritischen Punkte

der Funktion F (m, b) wie folgt berechnen

∇F (m, b) =
( ∂

∂b
F,

∂

∂m
F
)
=
−→
0 .

Im vorliegenden Fall erhalten wir damit

∂

∂b
F (m, b) = 2

n∑

i=1

(mxi + b− fi) · 1 !
= 0,

∂

∂m
F (m, b) = 2

n∑

i=1

(mxi + b− fi) · xi !
= 0.

Diese beiden Bestimmungsgleichungen können auch wie folgt geschrieben werden

1T
(
A

(
b

m

)
− d
)

= 0,

xT
(
A

(
b

m

)
− d
)

= 0,

wobei 1 = (1, . . . , 1)T ∈ R
n und x = (x1, . . . , xn) ∈ R

n seien.

Es gilt also

∇F (m, b) = 0 ⇒ 1T
(
A

(
b

m

)
− d
)
= 0,

xT
(
A

(
b

m

)
− d
)
= 0.

Zusammengefasst folgt für potentielle Minimalstellen




1 x1
...

...

1 xn




T

(
A

(
b

m

)
− d
)
=

(
0
0

)
⇔ ATA

(
b

m

)
= ATd

Bemerkung 4.1.1 Falls in einem linearen Gleichungssystem die Anzahl der Gleichungen die der

Unbekannten übersteigen sollte (wie es im vorliegenden Fall bei Ax = d ist), so nennen wir

das System überbestimmt und können es in der Regel nicht exakt lösen. Deshalb betrachten wir

sinnvollerweise das Ausgleichsproblem der Gaußschen Normalengleichung

ATAx = AT d (4.2)

und erhalten dafür genau dann eine eindeutige Lösung, falls A vollen Rang besitzt.
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Bemerkung 4.1.2 Als einführendes Beispiel haben wir uns auf die Betrachtung von linear un-

abhängigen Basisvektoren des P1 in der Darstellung von g beschränkt, d.h. 1, x. Als Nächstes

werden wir zu allgemeineren Funktionen in der Funktionsvorschrift von g übergehen, wie etwa

g(x) = a exp(x) + b exp(−x) + c log(x).

Damit erhalten wir folgendes Minimierungsproblem bei bekannten Daten (xi, fi) (i = 1, . . . , n)

n∑

i=1

(
g(xi)− fi

)2 → min,

welches wir völlig analog zu obigem Verfahren als Normalengleichung in der Form

ATA




a
b
c


 = AT d, mit A =




ex1 e−x1 log x1
...

...
...

exn e−xn log xn


 und d =




f1
...

fn




interpretieren können. Je komplexer also die Funktionsvorschrift von g, desto aufwendiger wird

auch das Lösen der Gaußschen Normalengleichung (4.2). Im Folgenden werden wir ein Verfahren

bereitstellen, das eine numerisch stabile und effiziente Lösung des Ausgleichsproblems garantiert.

4.2 Die QR-Zerlegung

Definition 4.2.1 Eine quadratische Matrix Q ∈ R
n×n heißt orthogonal, falls gilt:

QQT = QTQ = I.

Weiterhin bezeichne ‖x‖ die vom Euklidschen Skalarprodukt im R
n induzierte Norm, vgl. An-

hang B. Darüber hinaus halten wir noch fest, dass orthogonale Abbildungen stets längen- und

winkeltreu sind, dass also gilt

‖Qx‖2 = (Qx)TQx = xTQTQx = xTx = ‖x‖2, d.h. ‖Qx‖ = ‖x‖.

Motivation: Zur Lösung des Minimierungsproblems minx∈Rn ‖Ax− b‖2 setzen wir voraus, dass

zu A ∈ R
m×n (rg A = n < m) stets eine Zerlegung A = QR existiert, wobei Q ∈ R

m×m

orthogonal ist und R ∈ R
m×n folgende Gestalt besitzt

R =




∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗

0




=




R̂

0




,

R̂ stellt dabei eine reguläre obere Dreiecksmatrix dar. Damit können wir unser bisheriges Mini-

mierungsproblem wie folgt modifizieren (beachte die Faktorisierung A = QR):

min
x∈Rn

‖Ax− b‖2 = min
x∈Rn

‖QT (Ax− b)‖2 = min
x∈Rn

‖Rx−QT b‖2.

Hierbei weisen wir vor allen Dingen nochmals auf die Gestalt von R hin:

Rx =




∗ ∗ ∗
∗ ∗
∗

0


 · x =




b1

b2


 = QT b

Dieser Faktorisierungsansatz führt uns nun zu folgenden Fragen:
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• Zu welchen Matrizen A ∈ R
m×n existiert eine derartige QR-Zerlegung?

• Wie bestimmen wir eine solche Zerlegung möglichst effizient?

Satz 4.2.2 Zu jeder Matrix A ∈ R
m×n mit Maximalrang n < m existiert eine orthogonale Matrix

Q ∈ R
m×m derart, dass

A = QR mit R =

(
R̂

0

)
, R̂ ∈ R

n×n

gilt, wobei R̂ eine reguläre obere Dreiecksmatrix darstellt.

Beweis. Der Kern des Beweises liegt in der Verwendung von orthogonalen Drehmatrizen der Form

p
−
te

S
p
a
lt
e

←−
−−
−−
−−

q
−
te

S
p
a
lt
e

←−
−−
−−
−−

U(p, q;ϕ) :=




1 0
1

. . .

cosϕ sinϕ
. . .

− sinϕ cosϕ
. . .

1
0 1




p−te Zeile←−−−−−−

q−te Zeile←−−−−−−

(4.3)

Die Orthogonalität von U(p, q;ϕ) ergibt sich unmittelbar, denn es gilt UT (p, q;ϕ)·U(p, q;ϕ) = I .

Das Produkt Ã := UT (p, q;ϕ) ·A liefert dagegen für j = 1, . . . , n

p
−
te

S
p
a
lt
e

←−
−−
−−
−−

q
−
te

S
p
a
lt
e

←−
−−
−−
−−




1 0
. . .

cosϕ − sinϕ
. . .

sinϕ cosϕ
. . .

0 1




·A =




a11 · · · a1n
...

...

ap−1,1 · · · ap−1,n

ap1 cosϕ− aq1 sinϕ · · · apn cosϕ− aqn sinϕ
ap+1,1 · · · ap+1,n

...
...

aq−1,1 · · · aq−1,n

ap1 sinϕ+ aq1 cosϕ · · · apn sinϕ+ aqn cosϕ
aq+1,1 · · · aq+1,n

...
...

am1 · · · amn




Demzufolge werden die Zeilen p und q von A durch Linearkombinationen der cos- und sin-Terme

ersetzt.

Die sukzessive Multiplikation der Matrix A von links mit Rotationsmatrizen UT (p, q;ϕ) (ϕ dabei

so gewählt, dass ãq,p = 0) mit den Rotationsindexpaaren

(1, 2), (1, 3), . . . , (1,m), (2, 3), (2, 4), . . . , (2,m), (3, 4), . . . , (n,m)
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eliminiert dann die Matrixelemente a2,1, a3,1, . . . , am,n. Sukzessive werden dabei unterhalb des

Diagonalelements Nullen erzeugt. Nach k := 1
2n(2m−n− 1) Transformationsschritten gilt dann

A = QR mit

UT
k · . . . · UT

2 UT
1 A = QTA = R oder A = QR.

Da die orthogonale Matrix Q regulär ist, ist der Rang von A und der Rang von R gleich n und

folglich ist die Rechtecksdreiecksmatrix R̂ regulär, da A nach Voraussetzung Maximalrang hat.

Der soeben erbrachte Existenzbeweis ist rein konstruktiv und liefert damit eine erste Möglichkeit

eine Zerlegung QR zu bestimmen. Wir unterscheiden die folgenden beiden Vorgehensweisen:

• Givens1-Rotation,

• Householder2-Spiegelung.

4.3 Givens-Rotationen

Es bezeichne im Folgenden stets c := cosϕ und s := sinϕ. Die Grundidee der Givens-Rotation

besteht darin, durch die Multiplikation mit einer geeigneten orthogonalen (Dreh-)Matrix einen

Vektor x ∈ R
n so zu drehen, dass möglichst viele seiner Komponenten verschwinden.

Im Falle (a, b) ∈ R
2 werden wir also c, s ∈ R so bestimmen, dass gilt

(
c s
−s c

)(
a
b

)
=

(
r
0

)
.

Setzen wir zuerst a, b 6= 0 voraus. Wir erhalten damit folgende Gleichung

as = bc (4.4)

und mit s2 + c2 = 1 gilt

r2 = (ac+ bs)2 = a2c2 + abcs+ abcs+ b2s2
(4.4)
= a2c2 + a2s2 + b2c2 + b2s2 = a2 + b2 .

Weiter ergibt sich für a 6= 0

ac+ bs = r ⇒ c =
1

a
(r − bs) ⇒ as− b

a
(r − bs) = 0

⇔ a2s− br + b2s = 0

⇔ br = (a2 + b2)s

⇔ s =
br

a2 + b2
(r2=a2+b2)

=
b

r
.

Und damit erhalten wir dann auch für b 6= 0

bc = as ⇒ c =
a

b
s = −a

r
.

Offen ist noch die Wahl des Vorzeichens des Vorzeichens r = ±
√
a2 + b2. Setzen wir

r := sign(a)
√
a2 + b2, so folgt c > 0, falls a 6= 0, und für a = 0 setzen wir c = 0 und s = −1.

Somit sind auch s und c für die anderen Spezialfälle b = 0 und a = b = 0 wohldefiniert. Damit

1Givens, W.
2Householder, A.
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gilt (obwohl der Winkel bisher gar nicht explizit genannt wurde) ϕ ∈ (−π
2 ,

π
2

]
und somit lässt sich

cosϕ eindeutig aus sinϕ mit cosϕ =
√

1− sin2 ϕ bestimmen.

Seien p und q zwei Zeilenindizes von A. Zur Eliminierung des Matrixelements aq,j gehen wir

daher wie folgt vor:

Falls ap,j 6= 0 : cosϕ =
|ap,j|√

a2p,j + a2q,j

,

sinϕ =
− sign(ap,j) aq,j√

a2p,j + a2q,j

,

ap,j = 0 : cosϕ = 0, sinϕ = 1.

Da sich cosϕ aus sinϕ bestimmen lässt, ermöglicht das Verfahren eine effiziente Speicherung,

denn es genügt sinϕ an den entsprechenden freiwerdenden Stellen in A abzulegen:

A =




a
(0)
1,1 · · · a

(0)
1,n

...
...

a
(0)
m,1 · · · a

(0)
m,n



 




a
(1)
1,1 · · · · · · a

(1)
1,n

sinϕ2,1 a
(1)
2,2 . . . a

(1)
2,n

a
(0)
3,1 a

(0)
3,2 · · · a

(0)
3,n

a
(0)
4,1 a

(0)
4,2 · · · a

(0)
4,n

...
...

a
(0)
m,1 · · · · · · a

(0)
m,n




 




a
(2)
1,1 · · · · · · a

(2)
1,n

sinϕ2,1 a
(1)
2,2 · · · a

(1)
2,n

sinϕ3,1 a
(2)
3,2 · · · a

(2)
3,n

a
(0)
4,1 a

(0)
4,2 · · · a

(0)
4,n

...
...

a
(0)
m,1 · · · · · · a

(0)
m,n




 




a
(3)
1,1 · · · · · · a

(3)
1,n

sinϕ2,1 a
(1)
2,2 · · · a

(1)
2,n

sinϕ3,1 a
(2)
3,2 · · · a

(2)
3,n

sinϕ4,1 a
(3)
4,2 · · · a

(3)
4,n

...
...

a
(0)
m,1 · · · · · · a

(0)
m,n




 




a
(m−1)
1,1 · · · · · · a

(m−1)
1,n

sinϕ2,1 a
(1)
2,2 · · · a

(1)
2,n

sinϕ3,1 a
(2)
3,2 · · · a

(2)
3,n

sinϕ4,1 a
(3)
4,2 · · · a

(3)
4,n

...
...

sinϕm,1 a
(m−1)
m,2 · · · a

(m−1)
m,n




 




. . . R̂
. . .

”
Q“

. . .


 .

Die QR–Zerlegung liefert also QR in kompakter Form, gespeichert in A.

Der Aufwand dieser Vorgehensweise liegt bei ungefähr O(n3) Operationen.

Bemerkung 4.3.1 Die Multiplikation eines gegebenen Vektors x ∈ R
n mit der Drehmatrix

U(p, q;ϕ) ist äquivalent zur Drehung von x um einen Winkel ϕ entgegen dem Uhrzeigersinn in

der Koordinatenebene. Vergleiche hierzu die nachfolgende Abbildung, die diesen geometrischen

Sachverhalt verdeutlicht:
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x

y

ϕ

Abb. 4.3: Drehung um einen Winkel ϕ in der Ebene

MATLABMATLABMATLAB-Funktion: GivensRotMat.m

1 function rot = GivensRotMat(ap,aq)

2 if ap == 0

3 s = 1; c = 0;

4 else

5 dist2 = sqrt(apˆ2+aqˆ2);

6 c = abs(ap)/dist2;

7 s = -sign(ap)*aq/dist2;

8 end

9 rot = [c,s;-s,c];

MATLABMATLABMATLAB-Funktion: Givens.m

1 function [Q,A] = Givens(A)

2 Q = eye(size(A,1));

3 for j=1:size(A,2)

4 for i=j+1:size(A,1)

5 rot = GivensRotMat(A(j,j),A(i,j));

6 A([j,i],j:end) = rot’ * A([j,i],j:end);

7 Q(:,[j,i]) = Q(:,[j,i]) * rot;

8 end

9 A(j+1:end,j) = 0;

10 end
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MATLABMATLABMATLAB-Beispiel:

Alternativ zu der Matlab-Funktion

qr können wir auch die Routine

Givens verwenden, die eine QR-

Zerlegung, wie oben diskutiert, be-

rechnet.

>> A = [1,2;3,4;5,6];

> [Q,R] = Givens(A);

>> Q*R

ans =

1.0000 2.0000

3.0000 4.0000

5.0000 6.0000

4.4 Householder–Spiegelungen

Definition 4.4.1 Sei ω ∈ R
n. Die n× n- Matrix

P := I − 2
ωωT

ωTω
(4.5)

wird als Householder-Transformation und ω als Householder-Vektor bezeichnet.

Satz 4.4.2 Eine Householder-Transformation P = I − 2(ωωT )/(ωTω) ist symmetrisch und or-

thogonal, d.h. P−1 = P T .

Beweis. Da ωωT symmetrisch ist
(
(ωωT )T = ωωT ), folgt

P
T

=

(
I − 2

ωωT

ωTω

)T

= I − 2
ωωT

ωTω
= P .

Des Weiteren ergibt sich

P P
T

=

(
I − 2

ωωT

ωTω

)(
I − 2

ωωT

ωTω

)
= I − 2

ωωT

ωTω
− 2

ωωT

ωTω
+ 4

ωωTωωT

(ωTω)2

und mit ωωTωωT = (ωTω) (ωωT ) somit die Behauptung.

Betrachten wir nun folgende Frage: Sei x ∈ R
n. Wie müsste ein ω ∈ R

n aussehen, so dass

Px = αe1 gelte (α ∈ R, e1 erster kanonischer Einheitsvektor)?

Mit Px = x− 2ωωT

ωTω
x = x− λω

!
= αe1 folgt ω ∈ span{x− αe1}.

Wir setzen nun ω = x− αe1 in Px = αe1 ein und erhalten

Px = x− 2
ωTx

ωTω
ω =

(
1− 2(x− αe1)

Tx

‖x− αe1‖2
)
x+ α

2(x− αe1)
Tx

‖x− αe1‖2
e1 = αe1 .

Damit in der letzten Gleichung der Faktor vor x verschwindet, muss

1 =
2(x− αe1)

Tx

‖x− αe1‖2
⇔ (x− αe1)

T (x− αe1) = 2xTx− 2αx1 ⇔ α = ±
√
xTx

gelten.

Wie ist nun das Vorzeichen zu wählen, α = ±
√
xTx ? Die Wahl α = ‖x‖2 hat die schöne Ei-

genschaft, dass Px ein positives Vielfaches von e1 ist. Aber das Rezept ist gefährlich, wenn x
annähernd ein positives Vielfaches von e1 ist, da Auslöschungen auftreten können. Berechnet man

ω1 mittels ω1 = x1 − ‖x‖2 treten für x1 ≤ 0 keine Auslöschungen auf und mit der Umformung

ω1 = x1 − ‖x‖2 =
x21 − ‖x‖22
x1 + ‖x‖2

=
−(x22 + . . .+ x2n)

x1 + ‖x‖2
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treten auch für x1 > 0 keine Auslöschungen auf. Man beachte außerdem, dass (ω2, . . . ωn) =
(x2, . . . , xn).
Normiert man den Vektor ω so, dass ω1 = 1 gilt, d.h.

ω :=
x− αe1
x1 − α

mit α2 = ‖x‖2 (ωT e1 = 1),

dann folgt

ωTω =
(x− αe1)

T (x− αe1)

(x1 − α)2
=
‖x‖2 − 2αxT e1 + α2

(x1 − α)2
=

2α(α − x1)

(x1 − α)2
=

2α

α− x1
.

Des Weiteren bleibt festzuhalten, dass bei der Speicherung der Matrix P = I − 2(ωωT )/(ωTω),
P ∈ R

n×n, auch nur der Vektor (ω2, . . . , ωn)
T zu berücksichtigen ist, der sich auf den n − 1

freigewordenen Einträgen speichern lässt.

Algorithmus 4.4.1: Berechnung Householder-Vektor:

Zu gegebenem x ∈ R
n berechnet die Funktion ein ω ∈ R

n mit ω(1) = 1
und β ∈ R, so dass P = In − βωωT orthogonal ist und Px = ‖x‖2e1.

function: [ω, β] = housevector(x)

n = length(x)

σ = x(2 : n)T x(2 : n)

ω =

[
1

x(2 : n)

]

if σ = 0

β = 0

else

µ =
√

x(1)2 + σ

if x(1) ≤ 0

ω(1) = x(1)− µ

else

ω(1) = −σ/(x(1) + µ)

end

β = 2ω(1)2/(σ + ω(1)2)

ω = ω/ω(1)

end
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MATLABMATLABMATLAB-Funktion: HouseholderVektor.m

1 function [v,beta] = HouseholderVector(x)

2 n = length(x);

3 if n>1

4 sigma = x(2:end)’*x(2:end);

5 if sigma==0

6 beta = 0;

7 else

8 mu = sqrt(x(1)ˆ2+sigma);

9 if x(1)<=0

10 tmp = x(1) - mu;

11 else

12 tmp = -sigma / (x(1) + mu);

13 end

14 beta = 2*tmpˆ2/(sigma + tmpˆ2);

15 x(2:end) = x(2:end)/tmp;

16 end

17 v = [1;x(2:end)];

18 else

19 beta = 0;

20 v = 1;

21 end

Wir haben gerade konstruktiv gezeigt, dass sich mit Hilfe der Householder-Transformation eine

Matrix A ∈ R
m×n in eine Matrix der folgenden Form transformieren können:

H1A =




∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗




.

Gehen wir nun davon aus, dass wir nach einigen Schritten die Ausgangsmatrix A auf folgende

Gestalt gebracht haben:

H2H1A =




∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ⊞ ∗ ∗
0 0 ⊞ ∗ ∗
0 0 ⊞ ∗ ∗
0 0 ⊞ ∗ ∗




.

Im nächsten Schritt soll nun die nächste Subspalte unterhalb der Diagonalen eliminiert werden. Es

ist also eine Householder-Matrix zu bestimmen, so dass

H̃3




⊞

⊞

⊞

⊞


 =




∗
0
0
0



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gilt. Definiert man H3 als Blockdiagonalmatrix

H3 :=

(
I 0

0 H̃3

)

so erhalten wir

H3H2H1A =




∗ ∗ ∗ ∗ ∗
0 ∗ ∗ ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗
0 0 0 ∗ ∗




.

Mit dieser Vorgehensweise erhalten wir folgende Faktorisierung:

R = Hn−1Hn−2 · . . . ·H1A ⇔ A = (H1 · . . . ·Hn−1)R  Q = H1 · . . . ·Hn−1.

Stellen wir nun dar, wie A überschrieben wird. Es sei

ω(j) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j − 1

, 1, ω
(j)
j+1, . . . , ω

(j)
m )T

der j-te Householder-Vektor, dann erhält man nach Durchführung der QR-Zerlegung

A =




r11 r12 r13 r14 r15

ω
(1)
2 r22 r23 r24 r25

ω
(1)
3 ω

(2)
3 r33 r34 r35

ω
(1)
4 ω

(2)
4 ω

(3)
4 r44 r45

ω
(1)
5 ω

(2)
5 ω

(3)
5 ω

(4)
5 r55

ω
(1)
6 ω

(2)
6 ω

(3)
6 ω

(4)
6 ω

(5)
6




.

Algorithmus 4.4.2: Berechnung Householder-QR:

Gegeben sei A ∈ R
m×n mit m ≥ n. Der folgende Algorithmus bestimmt

die Householder-Matrizen H1, . . . ,Hn, so dass mit Q = H1 · · ·Hn

die Matrix R = QTA eine obere Dreiecksmatrix ist.

Der obere Dreiecksteil von A wird mit R überschrieben und

unterhalb der Diagonalen werden die nichttrivialen Komponenten

der Householder-Vektoren gespeichert.

function: A = housematrix(A)

for j = 1 : n

[ω, β] = housevector(A(j : m, j))

A(j : m, j : n) = (Im−j+1 − βωωT )A(j : m, j : n)

if j < m

A(j + 1 : m, j) = ω(2 : m− j + 1)

end

end
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x

y

ω

Abb. 4.4: Spiegelung an der zu ω orthogonalen Ebene

Bemerkung 4.4.3 Analog zur Givens–Rotation führen wir auch an dieser Stelle kurz die geome-

trische Anschauung der Householder–Spiegelung an. Für einen gegebenen Vektor x ∈ R
n ist der

Vektor y = Px die Spiegelung von x an der Ebene span{ω}⊥. Hierzu nachfolgende Abbildung:

Aufgabe 4.4.4 Man zeige, dass die QR-Zerlegung mittels Givens-Rotation ≈ 50% mehr Rech-

nenoperationen benötigt als mittels Householder-Transformation.

MATLABMATLABMATLAB-Funktion: Householder.m

1 function [A,R] = Householder(A)

2 for j = 1:size(A,2)

3 [v,beta(j)] = HouseholderVector(A(j:end,j));

4 A(j:end,j:end) = A(j:end,j:end)- v * (beta(j) * v’*A(j:end,j:end)

);

5 if j<size(A,1)

6 A(j+1:end,j) = v(2:end);

7 end

8 end

9 if nargout == 2

10 R = A;

11 A = eye(size(A,1));

12 for j = size(R,2):-1:1

13 v = [1;R(j+1:end,j)];

14 A(j:end,j:end) = A(j:end,j:end) - v*(beta(j)*v’*A(j:end,j:end))

;

15 end

16 R = triu(R);

17 end

MATLABMATLABMATLAB-Funktion: HouseholderMult.m

1 function y = prod_rx(A,x)

2 % extract R from A and multiply with x

3 y = triu(A) * x;

4

5 function y = prod_qx(A,x)

6 y = x;

7 for j = size(A,2)-1:-1:1
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8 v = [1;A(j+1:end,j)];

9 beta = 2/(v’*v);

10 y(j:end) = y(j:end) - v*(beta*v’*y(j:end));

11 end

12

13 function y = prod_qtx(A,x)

14 y = x;

15 for j = 1:size(A,2)-1

16 v = [1;A(j+1:end,j)];

17 beta = 2/(v’*v);

18 y(j:end) = y(j:end) - v*(beta*v’*y(j:end));

19 end

MATLABMATLABMATLAB-Beispiel:

Mit der Funktion Householder

wird zum einen die Matrix A kom-

pakt überschrieben, d.h. der Rück-

gabewert benötigt nur den Spei-

cherplatz der ursprünglichen Ma-

trix; zum anderen kann man sich

auch Q und R mit A = QR aus-

geben lassen. Die Berechnung von

Rx, Qx und QTx, wenn die kom-

pakte Form vorliegt, ist in den Rou-

tinen prod_qx, etc. realisiert.

>> A = rand(3);

>> x = rand(3,1);

>> [Q,R] = Householder(A);

>> A-Q*R

ans =

1.0e-015 *
-0.1110 0 -0.1110

-0.0035 -0.1110 0

-0.1110 0 0.2220

>> C = Householder(A);

>> Q’*x - prod_qtx(C,x)

ans =

1.0e-015 *
0.2220

0.0555

0.5551

4.5 Die Singulärwertzerlegung

Die Singulärwertzerlegung (engl. Singular Value Decomposition, SVD) ist eine weitere Möglich-

keit, ein lineares Ausgleichsproblem zu lösen. Sie hat aber auch zahlreiche andere Anwendungen

z.B. in der Statistik (u.a. bei der Hauptkomponentenanalyse, Hauptachsentransformation).

Satz 4.5.1 Zu jedem A ∈ R
m×n existieren orthogonale Matrizen U ∈ R

m×m, V ∈ R
n×n und

eine Diagonalmatrix

Σ := diag (σ1, . . . , σp) ∈ R
m×n , p = min{m,n}

mit σ1 ≥ σ2 ≥ . . . ≥ σp ≥ 0, (den Singulärwerten), so dass

A = UΣV T . (4.6)

Beweis: Es genügt zu zeigen, dass

U
T
AV =

(
σ 0
0 B

)
mit σ ≥ 0 , B ∈ R

(m−1)×(m−1)
,
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der Rest folgt dann induktiv. Sei σ = ‖A‖2 = sup
‖x‖2=1

‖Ax‖2. DaB1(0) = {x ∈ R
n : ‖x‖2 = 1} kompakt ist, existiert ein v ∈ B1(0) mit

‖Av‖2 = ‖A‖2‖v‖2 = σ.

Also erfüllt u := 1
σ
Av die GleichungenAv = σu, ‖u‖2 = 1

σ
‖Av‖2 = 1.

Ergänze nun u und v zu Orthogonalbasen

{u = U
1
, U

2
, . . . , U

m} , {v = V
1
, . . . , V

n}

des Rm bzw. Rn. Daraus folgt, dass U = (U1, . . . , Um), V = (V 1, . . . , V n) orthogonal sind und

A1 : = U
T
AV = (U

T
AV

1
, . . . , U

T
AV

n
)

= (σe
1
, U

T
AV

2
, . . . , U

T
AV

n
) =

(
σ wT

0 B

)
, w ∈ R

n−1
.

Nun gilt ∥∥∥∥A1

(
σ

w

)∥∥∥∥
2

2
=

∥∥∥∥
(

σ2 + wTw
Bw

)∥∥∥∥
2

2

≥ (σ
2
+ ‖w‖22)

2
=

∥∥∥∥
(
σ

w

)∥∥∥∥
2

2
,

also ‖A1‖22 ≥ σ2 + ‖w‖22 .

Daraus folgt σ2 = ‖A‖22 = ‖UTAV ‖22 = ‖A1‖22 ≥ σ2 + ‖w‖22 ≥ σ2 > 0, was nur gelten kann, wennw = 0. �

Bemerkung 4.5.2 (a) Mit A = UΣV T folgt AT = V ΣTUT , also

ATA = V ΣTUTUΣV T = V Σ2V T

mit Σ2 = diag (σ2
1 , . . . , σ

2
n), also der Diagonalisierung von ATA.

(b) Der SVD–Algorithmus ist etwas kompliziert. Er besteht

• aus einer Bi-Diagonalisierung von A z.B. mit Givens und

• einem symmetrischen QR für ATA.

Details findet man z.B. in [Golub/Loan, 427-433].

Die Lösung des linearen Ausgleichsproblems mittels der SVD erfolgt nun über die sogenannte

Pseudo–Inverse.

Definition 4.5.3 Angenommen A ∈ R
m×n habe Rang r und die SVD A = UΣV T , dann heißt

die Matrix

A+ = V Σ+UT (4.7)

mit Σ+ := diag ( 1
σ1
, . . . , 1

σr
, 0, . . . , 0) Pseudo–Inverse (oder Moore–Penrose–Inverse).

Lemma 4.5.4 Es gilt A+ = (ATA)−1AT .

Beweis. Nach Bemerkung 4.5.2 (a) gilt

(A
T
A)

−1
= (VΣ

2
V

T
)
−1

= VΣ
−2
V

T
= V (Σ

T
Σ)

−1
V

T
,

also

(A
T
A)

−1
A

T
= V (Σ

T
Σ)

−1
V

T
V ΣU

T
= V (Σ

T
Σ)

−1
U

T

sowie ΣT Σ = diag (σ2
1 , . . . , σ

2
r) und damit (ΣT Σ)−1Σ = Σ+ .

Lemma 4.5.5 Die Pseudo–Inverse A+ von A besitzt folgende Eigenschaften

(a) (A+A)T = A+A, (AA+)T = AA+,

(b) A+AA+ = A+,

(c) AA+A = A,

(d) Falls A vollen Rang hat, gilt A+A = Id.
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Bemerkung 4.5.6 Sowohl die Eigenschaft in Lemma 4.5.4 als auch diejenigen in Lemma 4.5.5

(gemeinsam) können als äquivalente Definition von A+ verwendet werden.

Satz 4.5.7 Sei A ∈ R
m×n, m ≥ n, b ∈ R

m, dann ist x = A+b diejenige Lösung von

‖Ax− b‖2 −→ Min!

mit der kleinsten euklidischen Norm.

Beweis. Für x = A+b gilt nach Lemma 4.5.4

x = A
+
b = (A

T
A)

−1
A

T
b,

alsoATAx = AT b, also erfülltx die Normalengleichungen und löst damit das lineare Ausgleichsproblem. Seien nun x1, x2 ∈ R
n zwei Lösungen, dann giltATA(x1 −

x2) = 0, also

0 = (x1 − x2)
T
A

T
A(x1 − x2) = ‖A(x1 − x2)‖22,

d.h.A(x1 − x2) bzw. x1 − x2 ∈ Ker (A). Damit hat also jede Lösung x̃ die Form

x̃ = x+ y mit x = A
+
b, y ∈ Ker (A).

Sei nun y ∈ Ker (A), dann gilt wegen Lemma 4.5.5 (b)

y
T
A

+
b = y

T
A

+
AA

+
b = ((A

+
A)

T
y)

T
A

+
b = (A

+
Ay)

T
A

+
b = 0,

da y ∈ Ker (A) und wegen Lemma 4.5.5 (a). Also gilt

x = A
+
b ⊥ Ker (A).

Damit folgt nun für jede Lösung x̃ = x+ y

‖x̃‖22 = ‖x+ y‖22 = ‖x‖22 + 2(x, y)2 + ‖y‖22 = ‖x‖22 + ‖y‖22,

da (x, y)2 = xT y = 0 und der obige Ausdruck wird minimal genau dann, wenn y = 0.

Bemerkung 4.5.8 Nun sei p := Rang (A) ≤ min{m,n}. Dann liefert die QR–Zerlegung nach

p Schritten

QA =

[
R S

0 0

]
(4.8)

mit R ∈ R
p×p und S ∈ R

p×(n−p). Damit kann man also die QR–Zerlegung auch zur numerischen

Rangbestimmung verwenden.

Lemma 4.5.9 (a) x ∈ R
n ist genau dann Lösung des linearen Ausgleichsproblems, falls

x = (x1, x2)
T mit x1 ∈ R

p, x2 ∈ R
n−p und

x1 = R−1b1 −R−1Sx2,

wobei (b1, b2)
T = Qb, b1 ∈ R

p, b2 ∈ R
m−p. Hier wird nichts über den Rang vorausgesetzt.

(b) Sei p < n (der sogenannte Rang-defekte Fall),

V := R−1S ∈ R
p×(n−p), u := R−1b1 ∈ R

p.

Dann ist die Lösung x des linearen Ausgleichsproblems mit der kleinsten Norm ‖x‖2 gege-

ben durch x = (x1, x2) ∈ R
p × R

n−p mit

(Id+ V TV )x2 = V Tu, x1 = u− V x2.

Beweis. (a) Es gilt

‖b − Ax‖22 = ‖Qb−QAx‖22 = ‖Rx1 + Sx2 − b1‖22 + ‖b2‖22,

also die BedingungRx1 = b1 − Sx2.
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(b) Nach (a) gilt x1 = R−1(b1 − Sx2) = u− V x2 und damit

‖x‖22 = ‖x1‖22 + ‖x2‖22 = ‖u− V x2‖22 + ‖x2‖22
= ‖u‖22 − 2〈u, V x2〉 + 〈V x2, V x2〉 + ‖x2‖22.

Weiter gilt −2(u, V x2) + 〈V x2, V x2) = 〈x2, V T V x2 − 2V T u〉, also

‖x‖22 = ‖u‖22 + 〈x2, V T
V x2 − 2V

T
u〉 + ‖x2‖22

= ‖u‖22 + 〈x2, (Id + V
T
V )x2 − 2V

T
u〉 =: ϕ(x2).

Letztere Funktion gilt es zu minimieren. Es gilt

ϕ
′
(x2) = −2V

T
u + 2(Id + V

T
V )x2

ϕ
′′
(x2) = 2(Id + V

T
V ) > 0,

da diese Matrix s.p.d. ist. Also ist ϕ(x2) genau dann minimal, wenn

(Id + V
T
V )x2 = V

T
u,

also die Behauptung.

Damit kann man die Pseudo–Inverse auch ohne SVD direkt aus QR bestimmen.

Algorithmus 4.5.1: Pseudo–Inverse über QR

Sei A ∈ R
m×n, b ∈ R

m. Bestimme x = A+b gemäß:

1.) Bestimme die QR-Zerlegung von A gemäß (4.8) und berechne p,R
und S sowie Q.

2.) Berechne V ∈ R
p×(n−p) aus RV = S, löse also n − p gestaffelte

Gleichungssysteme der Dimension p.

3.) Bestimme die Cholesky-Zerlegung Id+ V TV = LLT.

4.) Setze Qb =: (b1, b2)
T mit b1 ∈ R

p, b2 ∈ R
m−p.

5.) Bestimme u aus dem gestaffelten System Ru = b1.

6.) Berechne x2 ∈ R
n−p aus zwei gestaffelten Systemen LLTx2 = V Tu.

7.) Setze x1 = u− V x2.

Ausgabe: x = (x1, x2)
T = A+b.
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5 NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

Nachdem wir uns in der Vorlesung Numerik I mit dem Lösen linearer Gleichungssysteme

beschäftigt haben, wenden wir uns nun nichtlinearen Gleichungen (in einer oder mehreren Va-

riablen) zu. Diese Gleichungen treten häufig als Teilaufgabe bei der Behandlung komplexerer

Probleme auf.

f pos

f pos

f pos

g pos

g pos

g pos

g neg

g neg

g
=
0

g
=
0

g =
0

Nullstellen

Abb. 5.1: Lösung von zwei Gleichungen in zwei Unbekannten. Die durchgezogenen Linien sind

Niveaulinien zu f(x, y) = 0, die gestrichelten Linien zu g(x, y) = 0. Die gesuchten Lösungen

sind die Schnittpunkte der völlig unabhängigen Nulllinien. Die Anzahl der Nullstellen ist im All-

gemeinen a-priori nicht bekannt.

Ist ein System von n nichtlinearen Gleichungen in n Unbekannten gegeben, d.h. mit einer stetigen,

nichtlinearen Funktion

f̃ : Rn → R
n,

so können wir das gegebene Problem f̃(x) = b in eine Nullstellenaufgabe transformieren, so

dass Lösungen x ∈ R
n der Gleichung

f(x) := f̃(x)− b = 0 (5.1)

zu bestimmen sind. Noch allgemeiner: f : Ω→W mit Mengen Ω,W . Wir beschränken uns aber

in dieser Vorlesung auf den Fall W = R
n. Für n = 1 spricht man von einer skalaren Gleichung,

für n > 1 von einem System. Mehrere Modellbeispiele, bei denen nichtlineare Gleichungen auf-

treten, wollen wir hier vorstellen.

Beispiel 5.0.1 Wir beginnen mit einigen einfachen Beispielen, die aber bereits einen Eindruck

von der Vielfalt nichtlinearer Gleichungssysteme vermitteln.

(a) Löse f(x) = 0 für f(x) = x2 − 2px+ q mitp, q ∈ R. Bekanntermaßen gibt es 2 Lösungen

x1,2 = p±
√

p2 − q. Falls p2−q < 0 gibt es keine reelle Lösung. An diesem ganz einfachen

Beispiel sieht man bereits, dass Existenz und Eindeutigkeit im nichtlinearen Fall nicht trivial

sind.

(b) Es müssen aber nicht immer Zahlen (oder Vektoren) die gesuchten LL̈osungen sein. Als

Beispiel betrachte man nichtlineare Differentialgleichungen, z.B. die Transportgleichung
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(
”
Burgers–Gleichung“):

d

dt
u(t, x) + u(t, x)

d

dx
u(t, x) = 0, (ut + uux = 0)

wobei u(t, x) die Geschwindigkeit eines Teilchens zur Zeit t am Ort x ist. Die Unbekann-

te ist also eine Funktion, man sucht also in einem unendlich-dimensionalen Raum (den

Raum aller in t und x stetig differenzierteren Funktionen). Anwendungen sind z.B. Simula-

tionen des Straßenverkehrs oder Informationsausbreitung im Internet.

(c) Numerische Transformation von Wahrscheinlichkeits–Verteilungsfunktionen und die Be-

rechnung von Quantilen. Aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung kennen Sie Tabellen von

Quantilen z.B. der Standardnormalverteilung. Diese können nicht exakt berechnet werden,

sondern ergeben sich als Lösung eines nichtlinearen Problems.

(d) Fast alle
”
realen“ Phänomene sind nichtlinear — werden oft zur Vereinfachung linearisiert.

Wie man schon an obigem Beispiel sieht, hat man hier keine
”
handlichen“ Kriterien für Existenz

und Eindeutigkeit. Dies hat natürlich auch Konsequenzen für die numerischen Lösungsverfahren.

Im Folgenden zeigen wir weitere Beispiele.

Beispiel 5.0.2 (Zinssatz bei einem Kredit) Wie hoch darf der Zinssatz sein, wenn man einen

Kredit über 10.000 Euro in 10 Jahren abzahlen möchte und man höchstens 400 Euro monatlich

aufbringen kann? Oder allgemeiner eine Kreditsumme K0 in n Jahren mit monatlichen Raten R
getilgt habe möchte?

Der Einfachheit halber rechnen wir den jährlichen Zinssatz p in einen monatlichen Zinssatz m um,

d.h. verzinst man monatlich mit einem Prozentsatz m oder jährlich mit p, so erhält man am Ende

des Jahres jeweils das Gleiche. Die Beziehung zwischen p und m ist also (1 +m)12 = 1 + p.

Für den Restbetrag Ki des Kredits nach i ∈ N Monaten gilt:

Ki = Ki−1(1 +m)−R

Ki+1 = Ki(1 +m)−R = [Ki−1(1 +m)−R] (1 +m)−R

= Ki−1(1 +m)2 −R [(1 +m) + 1]

...

Kn = K0(1 +m)n −R
[
(1 +m)n−1 + . . .+ (1 +m) + 1

]

= K0(1 +m)n −R [(1 +m)n − 1] /m

= (K0 −R/m)(1 +m)n +R/m

Zu gegebener Kreditsumme K0, monatlichem Zinssatz m und Tilgungsdauer (n Monate) berech-

net sich die Rate R, um den Kredit vollständig zu tilgen, indem wir Kn = 0 setzen, d.h.

R = K0 m (1 +m)n/ [(1 +m)n − 1] .

Auch die Tilgungsdauer lässt sich analytisch darstellen

n =
log (R/(R −mK0))

log(1 +m)
.

(Wie ist hier das Ergebnis zu interpretieren, falls n nicht ganzzahlig ist?) Wie gewinnt man jedoch

m zu gegebenen K0 > 0, n ∈ N, K0 > R > K0/n aus der Gleichung

(mK0 −R)(1 +m)n +R = 0?

Es ist offensichtlich, dass 0 < m < 1 gilt und f(m) := (mK0 − R)(1 + m)n + R nur eine

Nullstelle in (0, 1) hat. Aber wie kann man diese einfach, schnell und numerisch stabil bestimmen?
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Abb. 5.2: Der Graph von f(m) := (mK0 − R)(1 + m)n + R (links, y-Achse linear skaliert,

x ∈ [0, 0.02]) bzw. |f(m)| (rechts, logarithmisch-skaliert, x ∈ [0, 0.1]) für K0 = 10000, R = 250
und n = 48. Die Funktion f hat eine Nullstelle bei 0 und bei ≈ 0.008.

Beispiel 5.0.3 (Nullstellen von Orthogonalpolynomen) Die Legendre-Polynome Pn ∈ Pn

(n = 0, 1, 2, . . .) erfüllen die Drei-Term-Rekursion

P0(x) = 1, P1(x) = x, (n + 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x)− nPn−1(x), n ∈ N .

Die ersten Legendre-Polynome lauten

P0 = 1 P3 =
1

2
(5x3 − 3x)

P1 = x P4 =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3)

P2 =
1

2
(3x2 − 1) P5 =

1

8
(63x5 − 70x3 + 15x) .

Die Nullstellen der Legendre-Polynome liegen in (−1, 1) und die Nullstellen von Pn trennen

die Nullstellen von Pn+1 (n ∈ N). Mit Hilfe dieser Eigenschaft lassen sich sukzessive Inter-

valle finden, in denen Nullstellen liegen, z.B. P1 hat die Nullstelle ξ
(1)
1 = 0 und somit liegen

die Nullstellen ξ
(2)
1 , ξ

(2)
2 von P2 in (−1, 0) und (0, 1), die Nullstellen ξ

(3)
1 , ξ

(3)
2 , ξ

(3)
3 von P3 in

(−1, ξ(2)1 ), (ξ
(2)
1 , ξ

(2)
2 ) und (ξ

(2)
2 , 1). Diese Eigenschaft der Legendre-Polynome gilt auch für wei-

tere Orthogonalpolynome. Die Berechnung der Nullstellen ist u.a. wichtig im Zusammenhang mit

Gauß-Quadraturformeln.

Beispiel 5.0.4 (Extremalstellen von skalaren Funktionen) Die mehrdimensionale Erweiterung

der Rosenbrock1-Funktion

f(x) =

n−1∑

i=1

[
(1− xi)

2 + 100(xi+1 − x2i )
2
]

(x ∈ R
n)

hat für n ≥ 4 mindestens ein lokales Minimum in der Umgebung von (x1, x2, . . . , xn) =
(−1, 1, . . . , 1) neben dem globalen Minimum (x1, . . . , xn) = (1, . . . , 1). Diese Extremalstellen

erfüllen notwendigerweise die Gleichung ∇f = 0. Wie kann man nun für n ≥ 4 ein solches

1Howard Harry Rosenbrock, 16. Dez. 1920 - 21 Okt. 2010
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lokales Minimum bestimmen? Dies bedeutet, ein x ∈ R
n \ {(1, . . . , 1)} ist zu bestimmen mit

g(x) = (g1(x), . . . , gn(x))
T = 0

g1(x) :=
∂f

∂x1
= −2(1− x1)− 400x1(x2 − x21),

gi(x) :=
∂f

∂xi
= −2(1− xi)− 400xi(xi+1 − x2i ) + 200(xi − x2i−1) (i = 2, . . . , n− 1) ,

gn(x) :=
∂f

∂xn
= 200(xn − x2n−1) .

Betrachten wir dazu zunächst die Situation in einer Raumdimension.

5.1 Bisektionsmethode

Herleitung des Algorithmus: Diese Methode, motiviert durch Überlegungen aus der reellen ein-

dimensionalen Analysis (siehe Intervallschachtelung), löst (5.1) dadurch, dass sie die Lösung

durch systematisch kleiner werdende Intervalle einschließt. Man geht von der Annahme aus, es

sei ein Intervall I := [a, b] bekannt mit f(a) · f(b) < 0.

Aus Stetigkeitsgründen existiert eine Lösung x∗ im Inneren von I mit f(x∗) = 0.

Durch den Mittelpunkt m = 1
2(a + b) des Intervalls I wird der Funktionswert f(m) bestimmt.

Ist f(m) 6= 0 entscheidet nun das Vorzeichen, in welchem der Teilintervalle [a,m], [m, b] die

gesuchte Lösung x∗ liegt. Wir erhalten damit folgenden Algorithmus:

MATLABMATLABMATLAB-Funktion: BisektionsMethode.m

1 function Nullstelle = BisektionsMethode(a,b,func,epsilon)

2 % Initialisierung

3 temp=[]

4 fa = func(a); fb = func(b);

5 while abs(a-b) > epsilon

6 m = (a+b)/2;

7 fm = func(m);

8 if fm == 0

9 Nullstelle = m;

10 return

11 elseif fa*fm < 0

12 b = m;

13 fb = fm;

14 else

15 a = m;

16 fa = fm;

17 end

18 temp = [temp;m];

19 end

20 % Lösung

21 Nullstelle = m;

MATLABMATLABMATLAB-Beispiel:
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Testen wir nun die Bisektionsme-

thode anhand von Bsp. 5.0.2. Wie

hoch darf der Zinssatz sein, wenn

man einen Kredit über 10.000$ in

48 Monaten zurückzahlen möchte,

aber nur 250$ monatlich aufbringen

kann?

>> n = 48;

>> K0 = 10000;

>> R = 250;

>> f = @(m) (m*K0-R)*(1+m)ˆn+R;

>> m = Bisektionsmethode(eps,1,f,1e-7)

m =

0.00770145654678

>> p = 100 * ((1+m)ˆ12-1)

p =

9.64343564476941

Nach der Umrechnung in den jährlichen Zinssatz sehen wir, dass wir uns den Kredit nur erlauben

könnten, wenn der Zinssatz niedriger als 9.65% ist.

Definition 5.1.1 (Konvergenzgeschwindigkeit) Sei (xk) eine reellwertige konvergente Folge mit

xk ∈ R
n (k ∈ N) und Grenzwert x ∈ R

n. Man bezeichnet (xk) als linear konvergent, wenn es

ein 0 < ρ < 1 gibt mit

‖x− xk+1‖ ≤ ρ‖x− xk‖ (k = 0, 1, . . .) .

Die Zahl ρ wird Konvergenzfaktor (oder auch Kontraktionsrate) genannt. Gibt es eine gegen

Null konvergente Folge (ρk) mit

‖x− xk+1‖ ≤ ρk‖x− xk‖ (k = 0, 1, . . .) ,

so heißt (xk) superlinear konvergent. Gibt es ein ρ > 0 und ein 1 < q ∈ R mit

‖x− xk+1‖ ≤ ρ‖x− xk‖q (k = 0, 1, . . .) ,

so heißt (xk) konvergent mit Konvergenzordnung q. Für q = 2 spricht man auch von quadrati-

scher Konvergenz.

Bemerkung 5.1.2 (Konvergenz des Bisektionsverfahrens) Betrachten wir den Mittelpunkt xk
des Intervalls nach der k-ten Intervallhalbierung als Näherung an x∗, so gilt die a-priori Fehler-

abschätzung

|xk − x∗| ≤ b− a

2k+1
(k = 0, 1, 2, . . .).

Da die Fehlerschranke wie eine geometrische Folge abnimmt, liest man manchmal, dass die
”

Kon-

vergenzordnung“ 1 sei (also lineare Konvergenz vorliege). Nach Definition 5.1.1 ist das Bisekti-

onsverfahren nicht linear konvergent, da auf der rechten Seite der Abschätzung nicht |xk−1 − x∗|
steht, man also keine monotone Reduktion des Fehlers hat. Es gibt Beispiele, bei denen der Fehler

springt, vgl. [QSS1, §6.2].

5.2 Regula-Falsi1

Herleitung des Algorithmus Wiederum gehen wir davon aus, dass ein Intervall I := [a, b] mit

f(a) · f(b) < 0 bekannt sei. Anstatt nun I durch Hinzufügen eines Mittelpunkts in zwei Interval-

le zu zerlegen, wählen wir eine zusätzliche Stelle ξ, die Nullstelle der Geraden durch (a, f(a))
und (b, f(b)). Mit den beiden Intervallen [a, ξ], [ξ, b] verfahren wir nun analog zur Methode der

Intervallhalbierung, wobei gilt:

ξ =
af(b)− bf(a)

f(b)− f(a)
. (5.2)

Als Algorithmus ergibt sich somit:

1lat.:
”
Regel des falschen Ansatzes“
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y = f(x)

b= x(0)

a = x(1)

x (2) x

y

Abb. 5.3: Die geometrische Interpretation der Regula-Falsi-Methode.

MATLABMATLABMATLAB-Funktion: RegulaFalsi.m

1 function Nullstelle = RegulaFalsi(a,b,func,epsilon)

2 fa = func(a); fb = func(b); % Initialisierung

3 m = (a*fb-b*fa)/(fb-fa); fm = func(m);

4 while abs(fm) > epsilon

5 if fa*fm < 0

6 b = m;

7 fb = fm;

8 else

9 a = m;

10 fa = fm;

11 end

12 m = (a*fb-b*fa)/(fb-fa);

13 fm = func(m);

14 end

15 Nullstelle = m; % Lösung

Satz 5.2.1 Es sei x∗ einzige Nullstelle von f in I := [a, b], f ∈ C3(I) und f ′(x∗) · f ′′(x∗) 6= 0 .

Dann beträgt die Konvergenzordnung der Regula-Falsi-Methode p = 1.

Beweis. Es bezeichne (xk) die sich aus aus dem Regula-Falsi-Algorithmus ergebende Folge von
”
Mittelpunkten“, d.h. xk ∈ (ak, bk) (k ∈ N). Es seien

ε
a
k := ak − x

∗
, ε

b
k := bk − x

∗
.

Aus (5.2) und der Voraussetzung f(x∗) = 0 folgt

εk := xk − x
∗

=
(ak − x∗)f(bk) − (bk − x∗)f(ak)

f(bk) − f(ak)

=
εakf(x

∗ + εbk) − εbkf(x
∗ + εak)

f(x∗ + εb
k
) − f(x∗ + εa

k
)

.
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Da f ∈C3(I) nach Voraussetzung gilt, liefert die Taylor2-Entwicklung:

εk =
εak{εbkf

′(x∗) + 1
2
(εbk)2f ′′(x∗) + . . .} − εbk{εakf

′(x∗) + 1
2
(εak)

2f ′′(x∗) + . . .}
{εb

k
f ′(x∗) + 1

2
(εb

k
)2f ′′(x∗) + . . .} − {εa

k
f ′(x∗) + 1

2
(εa

k
)2f ′′(x∗) + . . .}

=
1
2
εakε

b
k(εbk − εak)f ′′(x∗) + . . .

(εb
k

− εa
k
){f ′(x∗) + 1

2
(εb

k
+ εa

k
)f ′′(x∗) + . . .}

=
1
2
εakε

b
kf

′′(x∗) + . . .

f ′(x∗) + . . .

Nach der Herleitung des Algorithmus gilt ak < x∗ < bk . Demzufolge besitzen εak und εbk entgegengesetztes Vorzeichen und es gilt weiter εbk − εak > 0. Für hinreichend

kleine |εak| und |εbk| folgt damit

εk ≈
f ′′(x∗)

2f ′(x∗)
ε
a
kε

b
k . (5.3)

Mit f ′′(x∗) 6= 0 gilt aber weiterhin, dass f in einer hinreichend kleinen Umgebung von x∗ konvex oder konkav ist, und folglich bleibt ein Intervallende fest und wird im

Verfahren nur umbenannt. Deshalb ist εk nur direkt proportional zu einem der beiden vorhergehenden εak oder εbk . Die asymptotische FehlerkonstanteC ist für eine konkave

Funktion gegeben durch

C =

∣∣∣∣∣
f ′′(x∗)

2f ′(x∗)
ε
a
k

∣∣∣∣∣ , ε
a
k = ε

a
k−1 = . . . = ε

a
1 = x1 − x

∗
,

und damit konvergiert die Folge (xk) linear. Analoges gilt für konvexe Funktionen mit εbk anstatt εak .

MATLABMATLABMATLAB-Beispiel:

Testen wir nun das Regula-Falsi-

Verfahren anhand Bsp. 5.0.2 K0 =
10000, n = 48 und R = 250.

>> n = 48;

>> K0 = 10000;

>> R = 250;

>> f = @(m) (m*K0-R)*(1+m)ˆn+R;

>> m = RegulaFalsi(1e-5,0.1,f,1e-7)

m =

0.00770147244890

Bei einem genaueren Vergleich mit dem Bisektionsverfahren stellt man bei diesem Beispiel eine

langsamere Konvergenz des Regula-Falsi-Verfahrens fest.

5.3 Die Sekantenmethode

Als Modifikation des Regula-Falsi-Verfahrens verzichtet man bei der Sekantenmethode darauf,

die Lösung durch zwei Näherungswerte einzuschließen.

Zu zwei vorgegebenen Näherungswerten x0 und x1, welche die Lösung nicht notwendigerwei-

se einzuschließen brauchen, bestimmt man x2 als Nullstelle der Sekante zu (x0, f(x0)) und

(x1, f(x1)). Ungeachtet der Vorzeichen bestimmt man aus x1, x2 eine nächste Näherung x3.

Die Iterationsvorschrift der Sekantenmethode ergibt sich damit zu

xk+1 = xk − f(xk)
xk − xk−1

f(xk)− f(xk−1)
(k = 1, 2, . . .) . (5.4)

Dieses zweistufige Iterationsverfahren setzt natürlich f(xk) 6= f(xk−1) voraus und gehört nicht

zur Klasse der oben betrachteten Iterationsverfahren.

Satz 5.3.1 Falls f ′(x∗) · f ′′(x∗) 6= 0 gilt, ist die Konvergenzordnung der Sekantenmethode

p = 1
2(1 +

√
5).

2Taylor, Brook (1685-1731)
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y = f(x)

x(0)x(1)

x(2) x(3)

y

x

Abb. 5.4: Die geometrische Interpretation der Sekantenmethode.

Beweis. Wir betrachten die Sekantenmethode als Modifikation des Regula-Falsi-Verfahrens. Für hinreichend kleine Fehler |εk−1| und |εk| bleibt (5.3) für die Sekantenme-

thode gültig, bzw. geht über in

εk+1 ≈
f ′′(x∗)

2f ′(x∗)
εkεk−1 . (5.5)

Es besteht jedoch der Unterschied, dass bei Erhöhung von k sich beide Werte εk−1 und εk ändern. Mit der Konstanten C := |f ′′(x∗)/(2f ′(x∗))| gilt für hinreichend

großes k
|εk+1| ≈ C|εk| · |εk−1|.

Nach unserer Definition der Konvergenzordnung versuchen wir nun diese Differenzengleichung mit dem Ansatz

|εk| = ρ|εk−1|p, ρ > 0, p ≥ 1

zu lösen. Einsetzen ergibt
(
|εk+1| =

)
ρ|εk|p = ρ · ρp|εk−1|p

2 !
= C · ρ|εk−1|p+1 (

= C|εk| · |εk−1|
)
.

Diese letzte Gleichung kann aber für alle (hinreichend großen) k nur dann gelten, falls

ρ
p

= C und p
2

= p + 1

erfüllt sind. Die positive Lösung p = 1
2
(1 +

√
5) der quadratischen Gleichung ist deshalb die Konvergenzordnung der Sekantenmethode. Die asymptotische Fehlerkonstante

ist ρ = C1/p = C0.618 .

MATLABMATLABMATLAB-Funktion: SekantenMethode.m

1 function x1 = SekantenMethode(x0,x1,func,epsilon)

2 % Initialisierung

3 fx0 = func(x0); fx1 = func(x1);

4 while abs(fx1) > epsilon && abs(fx0-fx1) > epsilon

5 tmp = x1;

6 x1 = x1 - fx1 *(x1-x0)/(fx1-fx0);

7 x0 = tmp;

8 fx0 = fx1;

9 fx1 = func(x1);

10 end

MATLABMATLABMATLAB-Beispiel:

Angewandte Numerik 1, 21. April 2017



Abschnitt 5.4: Das Verfahren von Newton 79

*
x

f

x0x1x2x

Abb. 5.5: Die geometrische Interpretation des Newton-Verfahrens.

Testen wir nun abschließend die Se-

kantenmethode an Bsp. 5.0.2 mit

K0 = 10000, n = 48 und R = 250.

>> n = 48;

>> K0 = 10000;

>> R = 250;

>> f = @(m) (m*K0-R)*(1+m)ˆn+R;

>> m = SekantenMethode(1e-2,0.1,f,1e-7)

m =

0.00770147248822

Im Vergleich zu den oben gemachten Tests ist hier das Startintervall kleiner zu wählen.

5.4 Das Verfahren von Newton

Herleitung des Algorithmus Ist die gegebene Funktion f(x) der zu lösenden Gleichung f(x) = 0
stetig differenzierbar, so wird im Verfahren von Newton3 die Funktion f(x) im Näherungswert

xk linearisiert und der iterierte Wert xk+1 als Nullstelle der Tangente in xk definiert (vgl. Abbil-

dung 5.5).

Aus der Tangentengleichung

y(x) = f(xk) + (x− xk)f
′(xk)

ergibt sich die Iterationsvorschrift

xk+1 = xk −
f(xk)

f ′(xk)
. (5.6)

Bemerkung 5.4.1 Die Methode von Newton gehört zur Klasse der Fixpunktiterationen mit der

Funktion

φ(x) = x− f(x)

f ′(x)
mit φ(x∗) = x∗.

Satz 5.4.2 Es sei I := [a, b] ein echtes Intervall mit a < x∗ < b und f ∈ C3(I) mit f ′(x∗) 6= 0,

d.h. x∗ ist eine einfache Nullstelle von f(x).

3Newton, Isaac (1642-1727)
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Dann existiert ein Intervall Iδ = [x∗ − δ, x∗ + δ] mit δ > 0, für welches φ : Iδ → Iδ eine

Kontraktion darstellt. Ferner ist für jeden Startwert x0 ∈ Iδ die Konvergenz der Folge (xk) des

Newton-Verfahrens mindestens von quadratischer Ordnung.

Beweis. Für die erste Ableitung von φ erhalten wir

φ
′
(x) = 1 −

f ′(x)2 − f(x)f ′′(x)

f ′(x)2
=
f(x)f ′′(x)

f ′(x)2
.

Da f(x∗) = 0, f ′(x∗) 6= 0 und f ∈ C2(I) vorausgesetzt sind, gilt auch φ′(x∗) = 0. Aus Stetigkeitsgründen existiert dann ein δ > 0 derart, dass

|φ′
(x)| < 1 für alle x ∈ [x

∗ − δ, x
∗
+ δ] =: Iδ

gilt. Somit ist φ eine Kontraktion in Iδ . Weiterhin sind für Iδ die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes erfüllt und damit ist die Konvergenz von (xk) gezeigt.

Zum Beweis der Konvergenzordnung definieren wir ek+1 := xk+1 − x∗ . Eine Taylorentwicklung von φ um x∗ und φ′(x∗) = 0 liefert

ek+1 = xk+1 − x
∗

= φ(xk) − φ(x
∗
)

= φ(x
∗
+ ek) − φ(x

∗
)

= φ(x
∗
) + ekφ

′
(x

∗
) +

(ek)2

2
φ
′′
(x

∗
+ θkek) − φ(x

∗
) mit θk ∈ (0, 1)

=
1

2
(ek)

2
φ
′′
(x

∗
+ θkek).

Damit gilt also

|xk+1 − x∗|
|xk − x∗|2

≤
1

2
sup

0<θk<1
|φ′′

(x
∗
+ θkek)| =: Mk .

Da aber auch

φ
′′
(x) =

f ′(x)2f ′′(x) + f(x)f ′(x)f(3)(x) − 2f(x)f ′′(x)2

f ′(x)3

gilt und f ∈ C3(I) vorausgesetzt wurde, existiert einC ∈ R mitMk ≤ C (für k = 0, 1, 2, . . .) und somit ist das Newton-Verfahren quadratisch konvergent.

MATLABMATLABMATLAB-Funktion: NewtonSimple.m

1 function [x,nit] = NewtonSimple(x,f,Df,tol,maxit,param)

2 nit = 0;

3 fx = f(x,param);

4 while norm(fx) > tol && nit <= maxit

5 nit = nit+1;

6 x = x-Df(x,param)\fx;

7 fx = f(x,param);

8 end

9 nit

Beispiel 5.4.3 Vergleichen wir nun die Bisektionsmethode, das Sekantenverfahren und das

Newton-Verfahren angewandt auf das Problem aus Bsp. 5.0.2 mit K0 = 10000, n = 48 und

R = 250 sowie Anfangsbedingungen a = eps, b = 1 für die Bisektionsmethode, x0 = 1/2,

x1 = 1 für das Sekantenverfahren und x0 = 0.1 für das Newton-Verfahren, so erhalten wir die in

Abb. 5.4 dargestellte Konvergenz.

Bemerkung 5.4.4 (Merkregel) Das Newton-Verfahren konvergiert lokal quadratisch.

MATLABMATLABMATLAB-Funktion: rosenbrock.m
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Abb. 5.6: Konvergenz von Bisektions-, Sekanten- und Newton-Verfahren angewandt auf f(m) =
(m ·K0 −R) · (1 +m)n +R aus Bsp. 5.0.2 mit K0 = 10000, n = 48 und R = 250.

1 function value = rosenbrock(x,param)

2 n = size(x,1);

3 value(2:n,1) = 200 * (x(2:end)-x(1:end-1).ˆ2);

4 value(1:n-1,1) = value(1:n-1,1) - 2 *(1-x(1:end-1)) ...

5 - 400*x(1:end-1).*(x(2:end)-x(1:end-1).ˆ2);

MATLABMATLABMATLAB-Funktion: D rosenbrock.m

1 function D = D_rosenbrock(x,param)

2 n = size(x,1);

3 d0(2:n,1) = 200;

4 d0(1:n-1) = d0(1:n-1) + 2 + 1200*x(1:n-1).ˆ2-400*x(2:n);

5 dm1 = -400*x;

6 dp1 = -400*x([1,1:n-1]);

7 D = spdiags([dm1,d0,dp1],[-1 0 1],n,n);
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MATLABMATLABMATLAB-Beispiel:

Man kann z.B. neben dem glo-

balen Minimum (x1, . . . , xn) =
(1, . . . , 1) mit dem Newton-

Verfahren ein weiteres lokales

Minimum in der Umgebung von

(x1, x2, . . . , xn) = (−1, 1, . . . , 1)
von f in Bsp. 5.0.4 finden.

>> n = 6;

>> x0 = [-1;ones(n-1,1)];

>> [x,nit] = NewtonSimple(x0,@rosenbrock,

@D_rosenbrock,1e-10,100,[])

x =

-0.98657497957099

0.98339822883618

0.97210667005309

0.94743743682644

0.89865118485173

0.80757395203542

nit =

5

5.5 Effizienz

Was nutzt eine hohe Konvergenzordnung, wenn man diese mit vielen Operationen
”
erkauft“? Ein

solches Verfahren wäre ineffizient. Die
”
teuersten“ Operationen sind i.d.R. bei der Auswertung

der Funktion f versteckt. Dies könnte ja z.B. die Lösung einer partiellen Differentialgleichung

bedeuten. Daher verwendet man die Anzahl der Funktionsauswertungen als Synonym für den

Aufwand bzw. die Anzahl der Operationen.

Definition 5.5.1 Sei m die Anzahl von Funktionsauswertungen pro Iterationsschritt. Damit defi-

niert man den Effizienzindex

ind := p
1
m (5.7)

Beispiel 5.5.2 Wir fassen p und m für die oben vorgestellten Verfahren zusammen.

Verfahren p m ind

Fixpunktiteration 1 1 1

Newton 2 2∗
√
2

Sekanten 1+
√
5

2 1 ≈ 1.6(>
√
2)!

Regula Falsi 1 1 1

Unter der Annahme, dass die Auswertung von f in etwa so aufwendig ist wie die von f ′.

Bemerkung 5.5.3 Bislang haben wir — außer Differenzierbarkeit bei Newton — keine Eigen-

schaften von f vorausgesetzt. Für speziellere Funktionen kann man durch Ausnutzung der zusätz-

lichen Informationen effizientere Verfahren konstruieren. Eine Klasse
”

spezieller“ Funktionen

sind Polynome.

5.6 Fixpunkt–Iteration

Idee: Wie schon bei klassischen Iterationsverfahren zur Lösung linearer Gleichungssysteme be-

steht die einfache Idee darin, das Nullstellen–Problem f(x) = 0, in ein Fixpunkt–Problem um-
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zuschreiben. Wir werden schnell sehen, dass diese Idee auch für Systeme von nichtlinearen Glei-

chungen verwendet werden kann. Die Fixpunkt–Funktion lautet dann

Φ(x) := x− f(x). (5.8)

Offensichtlich gilt f(x∗) = 0 genau dann, wenn x∗ = Φ(x∗), also wenn x∗ Fixpunkt von Φ ist.

Nun sind auch andere Definitionen für Φ denkbar, so dass wir eine ganze Klasse von Verfahren

erhalten.

Die Konvergenz von Fixpunkt–Iterationen wird durch den Banach’schen Fixpunktsatz geklärt.

Wir formulieren und beweisen diesen hier in einem etwas allgemeineren Rahmen als er aus der

Analysis bekannt sein dürfte.

Satz 5.6.1 (Banach’scher Fixpunktsatz)

X sei ein linear normierter Raum mit Norm ‖ · ‖, E ⊆ X sei eine vollständige Teilmenge von X.

Die Abbildung Φ : X → X erfülle folgende Bedingungen:

(i) Selbstabbildung: Φ(E) ⊆ E, also Φ : E → E.

(ii) Kontraktion: Es gelte ‖Φ(x)− Φ(y)‖ ≤ L‖x − y‖ ∀x, y ∈ E (Lipschitz–Stetigkeit) mit

einer Konstanten L < 1.

Dann gilt:

(a) Es existiert genau ein Fixpunkt x∗ von Φ in E.

(b) Die Iteration

xn+1 := Φ(xn), n = 0, 1, 2, . . . (5.9)

konvergiert für jedes x0 ∈ E gegen den Fixpunkt x∗.

(c) A-priori-Fehlerabschätzung:

‖xn − x∗‖ ≤ Ln

1− L
‖x1 − x0‖. (5.10)

(d) A-posteriori-Fehlerabschätzung:

‖xn − x∗‖ ≤ Ln

1− L
‖xn − xn−1‖. (5.11)

Beweis:

1) Zeige, dass {xn}∞n=0 eine Cauchy–Folge ist: Mit einer Teleskopsumme und der Dreiecks–

Ungleichung gilt

‖xn+m − xn‖ = ‖xn+m − xn+m−1 + xn+m−1 −+ . . .− xn+1 + xn+1 − xn‖
≤ ‖xn+m − xn+m−1‖+ . . . + ‖xn+1 − xn‖

sowie aufgrund der Kontraktivität:

‖xn+1 − xn‖ = ‖Φ(xn)− Φ(xn−1)‖
≤ L‖xn − xn−1‖ ≤ . . . ≤ Ln‖x1 − x0‖, (5.12)
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also wegen L < 1 und der (endlichen) geometrischen Reihe

‖xn+m − xn‖ ≤ (Ln+m−1 + . . . + Ln)‖x1 − x0‖

= Ln1− Ln

1− L
‖x1 − x0‖

≤ Ln

1− L
‖x1 − x0‖ n→∞−→ 0.

Also ist {xn}∞n=0 eine Cauchy–Folge. Da E vollständig ist, existiert ein Grenzwert x∗, d.h.

‖xn − x∗‖ n→∞−→ 0.

2) Zeige, dass x∗ ein Fixpunkt ist: Mit der Dreiecks–Ungleichung gilt

‖x∗ − Φ(x∗)‖ = ‖x∗ − xn + xn − Φ(x∗)‖
≤ ‖x∗ − xn‖+ ‖Φ(xn−1)− Φ(x∗)‖
≤ ‖x∗ − xn‖︸ ︷︷ ︸

n→∞−→ 0

+L ‖xn−1 − x∗‖︸ ︷︷ ︸
n→∞−→ 0

n→∞−→ 0,

also x∗ = Φ(x∗), da n ∈ N beliebig war.

3) Eindeutigkeit: Seien x∗ und x∗∗ zwei Fixpunkte, d.h.

x∗ = Φ(x∗) und x∗∗ = Φ(x∗∗),

Dann gilt für x∗ 6= x∗∗

‖Φ(x∗)− Φ(x∗∗)‖ ≤ L‖x∗ − x∗∗‖
= L‖Φ(x∗)− Φ(x∗∗)‖
< ‖Φ(x∗)− Φ(x∗∗)‖,

da L < 1. Dies ist ein Widerspruch zu x∗ 6= x∗∗, also folgt x∗ = x∗∗.

4) Fehlerabschätzung: Für jedes m > 0 gilt wie in 1)

‖xn − x∗‖ ≤ ‖xn − xn+1‖+ ‖xn+1 − xn+2‖+ . . .+ ‖xn+m − x∗‖
= ‖Φ(xn−1)− Φ(xn)‖+ ‖Φ(xn)− Φ(xn+1)‖

+ . . .+ ‖Φ(xn+m−1)− Φ(x∗)‖
≤ (L+ L2 + . . .+ Lm)‖xn−1 − xn‖+ L‖xn+m−1 − x∗‖

= L

(
1− Lm

1− L︸ ︷︷ ︸
m→∞−→ 1

1−L

‖xn−1 − xn‖+ ‖xn+m−1 − x∗‖︸ ︷︷ ︸
m→∞−→ 0

)

also (d) und mit (5.12) folgt dann (c). �

Bemerkung 5.6.2 (a) Für X = R, ‖ · ‖ ≡ | · | (Betrag) und E = [a, b] oder E = R erhält man

den Satz für skalare Gleichungen.

(b) Der Satz sagt auch aus, wie viele Iterationen man machen muss, um eine gewünschte Ge-

nauigkeit zu erzielen.

Ziel: ‖xn − x∗‖ ≤ ε mit einer Toleranz ε > 0. Wegen (c) ist dies erfüllt, falls
Ln

1−L‖x1 − x0‖ ≤ ε, also wegen L < 1

L−n ≥ ‖x1 − x0‖
ε(1 − L)

,
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und damit

n ≥ log

(‖x1 − x0‖
ε(1− L)

)/
log(L−1). (5.13)

(c) Man beachte, dass der Satz insbesondere auch für unendlich-dimensionale Räume, wie z.B.

Funktionenräume gilt.

Folgerung 5.6.3 Sei Φ ∈ C1(R) mit Φ : [a, b]→ [a, b] mit

max
x∈[a,b]

|Φ′(x)| =: L < 1, (5.14)

dann besitzt Φ genau einen Fixpunkt und Satz 5.6.1 gilt für ‖ · ‖ ≡ | · |.

Beweis: Mit dem Mittelwertsatz gilt

|Φ(x)− Φ(y)| = |Φ′(ξ)(x− y)| ≤ |x− y| max
ξ∈(a,b)

|Φ′(ξ)| = L|x− y|,

also ist Φ eine Kontraktion. �

Folgerung 5.6.4 Sei Ω ⊆ R
n abgeschlossen und konvex, Φ : Ω → R

n stetig differenzierbar mit

Φ : Ω→ Ω. Falls für eine beliebige Vektornorm ‖ · ‖ auf Rn und die zugehörige Matrixnorm

max
x∈Ω
‖Φ′(x)‖ = L < 1 (5.15)

gilt (Φ′ ist die Jacobi–Matrix von Φ), dann gelten die Aussagen von Satz 5.6.1.

Beispiel 5.6.5 Betrachte das System

6x = cos x+ 2y, 8y = xy2 + sin y (5.16)

auf Ω = [0, 1] × [0, 1]. Gesucht sind also x, y ∈ [0, 1] mit (5.16). Definiere also Φ : R2 → R
2

durch

Φ(x, y) :=

(
1
6 cos x+ 1

3y
1
8xy

2 + 1
8 sin y

)
.

Für diese Funktion untersuchen wir die Voraussetzungen des Banach’schen Fixpunktsatzes.

• Wegen 0 ≤ cos x ≤ 1, 0 ≤ sinx ≤ 1 ∀x, y ∈ [0, 1] (1 < π
2 ) gilt also

0 ≤ 1
6 cos x+ 1

3y ≤ 1
6 + 1

3 = 1
2 < 1

0 ≤ 1
8xy

2 + 1
8 sin y ≤ 1

8 + 1
8 = 1

4 < 1

Also gilt Φ : Ω→ Ω, Φ ist also eine Selbstabbildung.

• Wähle ‖ · ‖∞ (die induzierte Matrixnorm ist die Zeilensummennorm). Wegen

Φ′(x, y) =

(
−1

6 sinx
1
3

1
8y

2 1
4 +

1
8 cos y

)

gilt

‖Φ′‖∞ = max

{
1

6
| sinx|+ 1

3︸ ︷︷ ︸
≤ 1

2

,
1

8
y2 +

1

4
xy +

1

8
cos y

︸ ︷︷ ︸
≤ 1

2

}
≤ 1

2
=: L.
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• Wähle z.B. (x0, y0) = (0, 0). Angenommen, wir wollten die Lösung bis auf einen Fehler

von ε = 0.1 bestimmen: (x1, y1) = Φ(x0, y0) = (16 , 0)

(x2, y2) = Φ(x1, y1) = Φ

(
1

6
, 0

)

=

(
1

6
cos

(
1

6

)
, 0

)
.
= (0.164, 0).

Mit der Abschätzung (5.13) gilt mit ε = 0.1, L = 1
2 und ‖(x1, y1)− (x0, y0)‖∞ = 1

6

n ≥ log

( 1
6

1
10 · 12︸ ︷︷ ︸

= 20
6
= 10

3

)
/ log(2) =

log 10− log 3

log 2

.
= 1, 74,

also reichen obige 2 Schritte aus, um die gewünschte Genauigkeit zu erzielen.

Beispiel 5.6.6 Die Eigenschaften von Φ (vor allem die Größe der Konstanten L) beeinflussen die

Iteration maßgebich. Daher ist u.U. eine Umformung sinnvoll. Beispiel

f(x) := 2x− tan x Φ1(x) :=
1
2 tanx

Φ2(x) := arctan(2x)

Beachte: Φ1 ist weder Selbstabbildung auf Ω = [0, π2 ] noch Kontraktion! Man untersuche dies für

Φ2.

Für Fixpunkt-Iterationen kann man ein einfach zu handhabendes Kriterium herleiten, um die Kon-

vergenzordnung zu bestimmen.

Lemma 5.6.7 Sei Φ : R → R (p + 1)-mal stetig differenzierbar in einer Umgebung von x∗ =
Φ(x∗) und es gelte

Φ(j)(x∗) = 0, j = 1, . . . , p − 1, Φ(p)(x∗) 6= 0,

dann konvergiert xk+1 := Φ(xk) lokal genau von der Ordnung p.

Bemerkung 5.6.8
”

Lokal“ heißt wiederum für alle Startwerte x0 ∈ R, die nahe genug bei x∗

liegen!

Beweis: Für p = 1 folgt die Behauptung aus Satz 5.6.1 (Banach’scher Fixpunktsatz).

Sei also p > 1: Wir entwickeln Φ(x) um x∗ und erhalten mit einem ξk ∈ (xk, x
∗)

xk+1 = Φ(xk)

= Φ(x
∗
)

︸ ︷︷ ︸
=x∗

+

p∑

j=1

(xk − x∗)j

j!
Φ

(j)
(x

∗
)

︸ ︷︷ ︸
=0, j=1,...,p−1

+
(xk − x∗)p+1

(p + 1)!
Φ

(p+1)
(ξk)

also mit der Dreiecksungleichung

|xk+1 − x∗|
|xk − x∗|p

≤
1

p!
|Φ(p)

(x
∗
)| +

|xk − x∗|
(p + 1)!

|Φ(p+1)
(ξk)|

︸ ︷︷ ︸
k→∞
−→ 0

,

somit folgt die Behauptung. �
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5.7 Newton–Verfahren für Systeme

Wir wollen nun das Nullstellenproblem f(x) = 0 für Funktionen

f : Rn → R
n(n > 1), f ∈ C2(Rn) (5.17)

lösen. Man beachte, dass hier

f ′(x) =

(
∂

∂xj
fi(x)

)n

i,j=1

∈ R
n×n (5.18)

eine Matrix ist, also macht
f(x)

f ′(x)

keinen Sinn! Mit dem Satz von Taylor gilt

f(x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk) +O(‖x− xk‖22). (5.19)

Wie in Abschnitt 5.4 bestimmt man also anstelle der Nullstelle von f die Nullstelle xk+1 des

Taylorpolynoms ersten Grades

T (x) = f(xk) + f ′(xk)(x− xk). (5.20)

Falls die Matrix f ′ in xk regulär (invertierbar) ist, folgt xk+1 = xk − (f ′(xk))−1f(xk). For-

mal müssten wir also die inverse Matrix (f ′(xk))−1 berechnen, was natürlich numerisch völlig

unbrauchbar ist. Man kann dies aber leicht umgehen.

Algorithmus 5.7.1 (Newton–Iteration)

Sei x0 ∈ R
n ein “geeigneter” Starwert. Für k = 0, 1, 2, . . .:

1.) Bestimme sk ∈ R
n durch

f ′(xk)sk = −f(xk) (5.21)

2.) Newton–Korrektur: xk+1 = xk + sk

Bemerkung 5.7.1 In 1.) hat man also ein lineares Gleichungssystem zu lösen! Je nach Größe von

n macht man dies iterativ oder mittels LR/QR.

Es stellt sich natürlich die Frage, ob man die lokal quadratische Konvergenz des Newton-

Verfahrens für skalier Gleichungen auch bei Systemen erhält. Die Antwort ist “ja”, falls folgende

Voraussetzung erfüllt ist.

Voraussetzung 5.7.2 Sei Ω ⊂ R
n offen und konvex, f : Ω → R

n, f ∈ C1(Ω), f ′(x) regulär für

alle x ∈ Ω und es gelte

‖(f ′(x))−1‖ ≤ β ∀x ∈ Ω, (5.22)

Weiterhin sei f ′ auf Ω Lipschitz-stetig mit Konstante γ, d.h.,

‖f ′(x)− f ′(y)‖ ≤ γ‖x− y‖ ∀x, y ∈ Ω (5.23)

und es existiere x∗ ∈ Ω mit f(x∗) = 0.
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Lemma 5.7.3 Unter Voraussetzung 5.7.2 gilt

‖f(x)− f(y)− f ′(y)(x− y)‖ ≤ γ

2
‖x− y‖2 ∀x, y ∈ Ω. (5.24)

Beweis: Sei ϕ(t) := f(y + t(x− y)), t ∈ [0, 1]. Dann gilt ϕ ∈ C1([0, 1]) ∀x, y ∈ Ω und mit der Kettenregel gilt

ϕ
′
(t) = f

′
(y + t(x− y))(x− y).

Dann gilt

‖ϕ′
(t) − ϕ

′
(0)‖ = ‖[f ′(y + t(x− y)) − f

′
(y)](x− y)‖

≤ ‖f ′(y + t(x− y)) − f
′
(y)‖ · ‖(x− y)‖

(5.23)
≤ γ · t‖x− y‖2.

Auf der anderen Seite gilt:

f(x) − f(y) − f
′
(y)(x− y) = ϕ(1) − ϕ(0) − ϕ

′
(0) =

1∫

0

(ϕ
′
(t) − ϕ

′
(0)) dt,

also

‖f(x) − f(y) − f
′
(y)(x− y)‖ ≤

1∫

0

‖ϕ′
(t) − ϕ

′
(0)‖ dt

≤ γ‖x− y‖2
1∫

0

t dt

︸ ︷︷ ︸
=1/2

=
γ

2
‖x− y‖2

und damit die Behauptung. �

Satz 5.7.4 Zusätzlich zu Voraussetzung 5.7.2 sei x0 ∈ Ω ein Starwert mit

‖x∗ − x0‖ < ω (5.25)

und

1

2
(βγω) < 1. (5.26)

Dann bleibt die durch das Newton–Verfahren definierte Folge {xk}∞k=0 innerhalb der Kugel

Kω(x
∗) = {x ∈ R

n : ‖x∗ − x‖ < ω}

und konvergiert (mindestens) quadratisch gegen x∗.

Beweis: Zunächst gilt:

x
k+1 − x

∗
= x

k − x
∗ − (f

′
(x

k
))

−1
(f(x

k
) −

=0
︷ ︸︸ ︷
f(x

∗
))

= (f
′
(x

k
))

−1{f(xk) − f(x
∗
) − f

′
(x

k
)(x

k − x
∗
)}.

Mit Lemma 5.7.3 folgt dann

‖xk+1 − x
∗‖ ≤ ‖(f ′(xk))−1‖

︸ ︷︷ ︸
(5.22)

≤ β

‖f(xk) − f(x
∗
) − f

′
(x

k
)(x

k − x
∗
)‖

︸ ︷︷ ︸
(5.24)

≤
γ
2
‖xk−x∗‖2

=
βγ

2
‖xk − x

∗‖2,

Wir erhalten also quadratische Konvergenz.

Zeige noch {xk}∞k=0 ⊂ Kω : für k = 0 ist dies gerade (5.25). Weiter induktiv:

‖xk+1 − x
∗‖ ≤

βγ

2
‖xk − x

∗‖2
(I.A.)
<

βγ

2
ω
2 (5.26)

< ω.

�
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Bemerkung 5.7.5 (a) Falls f ∈ C2(Ω), dann gilt (5.23) — wir haben also etwas weniger

Regularität gefordert.

(b) Die Konstanten β, γ sind durch das Problem gegeben. Dabei bedeutet (5.26), dass man gute

Startwerte benötigt. Dies sichert dann die lokale quadratische Konvergenz.

(c) Unter obigen Voraussetzungen kann man zeigen, dass x∗ die einzige Nullstelle in K2/βγ(x
∗)

ist.

Bemerkung 5.7.6 (Konvergenztest) Als Näherung an den Fehler ‖x− x(k)‖ verwenden wir den

Term ‖J−1(x(k))f(x(k))‖ (= ‖J−1(x(k))(f(x) − f(x(k)))‖). Da man erwartet, dass der Fehler

monoton fällt, d.h. ‖x − x(k+1)‖ ≤ ‖x − x(k)‖ gilt, testet man dieses für jedes k durch den

natürlichen Monotonietest, d.h.

‖J−1(x(k))f(x(k+1))‖ ≤ θ ‖J−1(x(k))f(x(k))‖ sei erfüllt für ein θ < 1. (5.27)

Im Newton-Verfahren berechnen wir zu x(k),

J(x(k))s(k) = −f(x(k)) und x(k+1) = x(k) + s(k).

Somit ist der Ausdruck J−1(x(k))f(x(k)) auf der rechten Seite in (5.27) gleich dem Negativen der

Newton-Korrektur s(k), die sowieso berechnet werden muss. Zusätzlich muss nur s(k), definiert

durch

J(x(k))s(k) = f(x(k+1)) ,

bestimmt werden. Theoretische Untersuchungen und numerische Experimente liefern θ = 1/2 als

eine gute Wahl. Falls der natürliche Monotonietest, d.h.

‖s(k)‖ ≤ 1

2
‖s(k)‖

für ein k verletzt ist, so ist das Newton-Verfahren abzubrechen und es bleibt nichts Anderes übrig,

als einen (hoffentlich) besseren Startwert zu finden.

Bemerkung 5.7.7 (Dämpfung des Newtonverfahrens) Eine Möglichkeit die Konvergenz des

Newton-Verfahrens zu retten, ist häufig eine Dämpfung in der Form

x(k+1) = x(k) − λks
(k), für λk ∈ (0, 1] .

Für eine einfache Dämpfungsstrategie können wir den Dämpfungsparameter λk derart wählen, so

dass der natürliche Monotonietest für θ = 1− λk/2 erfüllt ist, d.h.

‖F ′(x(k))−1F (x(k) + λks
(k))‖ ≤

(
1− λk

2

)
‖F ′(x(k))−1F (x(k))‖ .

Dabei wählen wir λk aus einer endlichen Folge {1, 12 , 14 , . . . , λmin} und brechen ggf. das Verfahren

ab, falls λk < λmin notwendig wäre. War λk erfolgreich, so zeigt die Praxis, dass es effizienter

ist, mit λk+1 = min{1, 2λk} fortzufahren anstatt wieder mit λk+1 = 1 anzufangen. War der

Monotonietest mit λk verletzt, so testet man erneut mit λk/2.

MATLABMATLABMATLAB-Funktion: Newton.m

1 function [u,nit] = newton(u,F,DF,tol,maxit,param)
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2 Fu = F(u,param);

3 DFu = DF(u,param);

4 s = -DFu\Fu;

5 lam = 1;

6 tmp = max(tol,tol*norm(s));

7 nit = 0;

8 while norm(s) > tmp && nit <= maxit

9 nit = nit + 1;

10 u_old = u;

11 lam = min(1,2*lam);

12 for k=1:30

13 u = u_old + lam * s; % Daempfung mit Parameter lam

14 Fu = F(u,param);

15 if norm(DFu\Fu) <= (1-lam/2) * norm(s)

16 break % Abbruch der for-Schleife, falls

17 end % Konvergenztest erfuellt

18 lam = lam/2; % lam noch zu groß --> halbieren

19 end

20 DFu = DF(u,param);

21 s = -DFu\Fu;

22 end

Beispiel 5.7.8 (Extremalstellen der Rosenbrock-Funktion) Es gilt für

f(x) =

n−1∑

i=1

[
(1− xi)

2 + 100(xi+1 − x2i )
2
]

(x ∈ R
n)

aus Beispiel 5.0.4, dass die Jacobi-Matrix A := A(x) := Jf (x) folgende Einträge enthält

a11 = 2 + 1200x21 − 400x2
ajj = 202 + 1200x2j − 400xj+1 (j = 2, . . . , n− 1)

ann = 200
aj,j+1 = aj+1,j = −400xj (j = 1, . . . , n − 1)

ajk = 0 (|j − k| ≥ 2) .

5.8 Hinweise zur Durchführung in der Praxis

Wir betrachten nun einige Aspekte für die Realisierung des Newton-Verfahrens für Systeme

Bemerkung 5.8.1 Das vereinfachte Newton–Verfahren

• (5.21) bedeutet Aufstellung und Lösung eines linearen Gleichungssystems in jedem Schritt.

• Idee: Ersetze f ′(xk) durch f ′(x0), berechne und speichere einmal QR- oder LR–Zerlegung.

Dadurch geht die quadratische Konvergenz i.A. verloren.

• Man kann die Jacobi–Matrix auch alle paar Schritte aufdatieren (vgl. Deuflhard/Hohmann).

Bemerkung 5.8.2 Auswertung der Jacobi–Matrix

• Oftmals kann man f ′(xk) nicht exakt berechnen (oder nur mit riesigem Aufwand)

• Auswege:
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– automatische Differenziation (AD), auch algorithmische Differenziation

genannt.

– numerische Differenziation: Ersetze Ableitungen durch Differenzenquotienten.

Bemerkung 5.8.3 Wahl des Startwertes

• Konvergenz oder Divergenz kann sensibel von x0 abhängen!

• Man kann z.B. einige Schritte mit einem anderen Verfahren machen um in den Konvergenz-

radius zu gelangen.

Einen Ausweg bedeutet das Gedämpfte Newton–Verfahren:

xk+1 = xk + λsk, 0 < λ ≤ 1. (5.28)

Hierzu muss ein geeigneter Dämpfungsparameter λ ∈ (0, 1] bestimmt werden!

k

s

λ

k

s

Algorithmus 5.8.1 (Gedämpftes Newton–Verfahren)

Gegeben: f = (f1, . . . , fn)
T : Rn → R

n, x0 ∈ R
n Startwert

Gesucht: x∗ ∈ R
n mit f(x∗) = 0

Für k = 0, 1, 2, . . .

1.) Bestimme sk ∈ R
n durch f ′(xk)sk = −f(xk). Setze λ := 1

2.) Dämfungsschritt: Setze x := xk + λsk und prüfe

‖f ′(xk)−1f(x)‖ ≤
(
1− λk

2

)
‖sk‖ (5.29)

Falls (5.29) gilt, gehe zu 3.) sonst λ := λ
2 (falls λ < λmin ABBRUCH)

3.) Neuer Iterationsschritt

Falls k > kmax oder ‖f(xk+1)‖ ≤ tol STOP, sonst k := k + 1 und gehe zu 1.)
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6 INTERPOLATION

Häufig sind in der Praxis z.B. durch Marktanalysen, technische Messungen von einer Funktion nur

einzelne Punkte bekannt, aber keine analytische Beschreibung der Funktion, um sie an beliebigen

Stellen auswerten zu können. Könnte man die diskreten Daten durch eine (eventuell glatte) Kur-

ve verbinden, so wäre es möglich, die unbekannte Funktion an den dazwischenliegenden Stellen

zu schätzen. In anderen Fällen will man eine schwierig berechenbare Funktion näherungsweise

durch eine einfachere darstellen. Eine Interpolationsfunktion kann diese Anforderung der Ein-

fachheit erfüllen.

Interpolationsaufgabe: Eine gegebene Funktion f : I → R sei geeignet zu approximieren unter

der Vorgabe, dass f an diskreten (d.h. endlich vielen) Stützstellen die gegebenen Funktionswerte

annehmen soll.

Die Interpolation ist somit eine Art der Approximation. Die Approximationsgüte hängt vom An-

satz ab. Um sie zu schätzen, werden Zusatzinformationen (Co-observations) über die Funktion f
benötigt. Diese ergeben sich auch bei Unkenntnis von f häufig in natürlicher Weise: Beschränkt-

heit, Stetigkeit oder Differenzierbarkeit lassen sich häufig voraussetzen.

Bei anderen Approximationsverfahren wie z. B. der Ausgleichungsrechnung wird nicht gefordert,

dass die Daten exakt wiedergegeben werden; das unterscheidet diese Verfahren von der Interpola-

tion.

Bemerkung 6.0.1 i) Ist man am gesamten Verlauf von f interessiert, so sollte man eine Inter-

poliernde If konstruieren, die sich
”

möglichst wenig“ von f unterscheidet.

ii) Diese Interpolierende If sollte eine leicht berechenbare Funktion sein - hierfür eignen sich

Polynome, trigonometrische Funktionen, Exponentialfunktionen sowie rationale Funk-

tionen.

6.1 Das allgemeine Interpolationsproblem

Manchmal möchte man nicht nur Daten (also Funktionswerte) interpolieren, sondern z.B. auch

Steigungen, Krümmungen oder Richtungsableitungen. Dazu ist folgende allgemeine Problemfor-

mulierung hilfreich.

Definition 6.1.1 (Lineares Funktional) Sei F ein linearer Raum (z.B. ein Funktionenraum

(C[a, b], C∞(Ω), L2(Ω), . . .). Eine Abbildung µ : F → R heißt lineares Funktional, falls

µ(α1f1 + α2f2) = α1µ(f1) + α2µ(f2), α1, α2 ∈ R, f1, f2 ∈ F , (6.1)

d.h. falls µ reellwertig und linear ist.

Beispiel 6.1.2 Folgende Funktionen sind lineare Funktionale:

(a) F = C[a, b], x0 ∈ [a, b], µ(f) := f(x0), Funktionswerte, Punktauswertungen.

(b) F = C1[a, b], x0 ∈ [a, b], µ(f) := f ′(x0), Steigungen, Ableitungen.
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(c) F = R[a, b],

µ(f) :=

b∫

a

f(x) dx,

Integrale.

(d) Mittelwerte, Mediane und andere statistische Größen.

Dann lautet das allgemeine Interpolationsproblem: Sei F ein Funktionenraum und Gn ein

(n + 1)-dimensionaler Teilraum von F . Weiter seien lineare Funktionale µ0, . . . , µn auf Gn ge-

geben.

{
Zu f ∈ F finde gn ∈ Gn mit

µj(gn) = µj(f), j = 0, . . . , n.
(6.2)

Man kann nun die Frage der Existenz und Eindeutigkeit beweisen:

Lemma 6.1.3 (Existenz und Eindeutigkeit der Lösung der allgemeinen Interpolationsaufgabe)

Die allgemeine Interpolationsaufgabe (6.2) hat genau dann für jedes f ∈ F eine eindeutige

Lösung gn, wenn

det[(µi(ϕj))
n
i,j=0] 6= 0

für eine (und damit jede) Basis {ϕ0, . . . , ϕn} von Gn gilt.

Beweis. Sei gn ∈ Gn , dann existieren eindeutig bestimmte Koeffizienten {α0, . . . , αn} mit gn =
n∑

j=0
αjϕj , also bedeutet (6.2) µi(gn) =

n∑
j=0

αjµi(ϕj ) =

(Gα)i = µi(f) = bi mitG = (µi(ϕj))
n
i,j=0 , α = (αj)

n
j=0 , b = (bj )

n
j=0 , d.h. Gα = b.

Bemerkung 6.1.4 Je nach Wahl von gn ∈ Gn erhält man unterschiedliche Instanzen der Interpo-

lation:

• Ist Gn = Pn redet man von Polynominterpolation.

• G2n :=
{
F (x) := P (x)

Q(x) , P,Q ∈ Pn, Q 6= 0
}

ergibt die rationale Interpolation.

• Ist Gn = Sk(T ) so spricht man von Spline-Interpolation (Vgl. Kapitel 4).

6.2 Polynominterpolation

Nach dem aus der Analysis bekannten Approximationssatz von Weierstraßist es möglich, je-

de stetige Funktion beliebig gut durch Polynome zu approximieren. In diesem Abschnitt sei

Gn = Pn, d.h. der Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner gleich n.

Wenn man nun in der allgemeinen Interpolationsaufgabe (6.2) nur Funktionswerte fi interpoliert,

spricht man von Lagrange-Interpolation. Werden Funktionswerte und Ableitungen interpoliert,

spricht man von Hermite-Interpolation. Beide Interpolationsaufgaben werden im Folgenden be-

handelt.
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6.2.1 Lagrange-Interpolation

Gegeben seien (n + 1) diskrete, paarweise verschiedene Stützstellen (auch Knoten genannt)

x0, . . . , xn und dazugehörige beliebige Stützwerte f0, . . . , fn.

Gesucht ist nun ein Polynom P ∈ Pn vom Grad grad p ≤ n, d.h.

P (x) = anx
n + . . . + a1x+ a0, mit aν ∈ R, ν = 0, . . . , n,

welches die Interpolationsbedingungen

P (xi) = fi, i = 0, . . . , n (6.3)

erfüllt.

Sei ϕj ≡ xj, j = 0, . . . , n die monomiale Basis des Pn. Für (6.3) erhalten wir µi(f) := f(xi) al-

so µi(ϕj) = xji . Also ist die Matrix (µi(ϕj))
n
i,j=0 die Vandermonde-Matrix, die bekanntermaßen

invertierbar ist, falls die xi paarweise disjunkt sind.

Um eines solches Polynoms P (x) auch explizit zu konstruieren, werden wir zunächst die soge-

nannte Lagrange-Darstellung von Polynomen einführen. Mit dieser Darstellung kann man beson-

ders schön zeigen, dass man immer ein Polynom konstruieren kann, welches die Interpolations-

aufgabe erfüllt.

6.2.1.1 Lagrange-Darstellung

Zur Konstruktion der Lagrange-Darstellung von Polynomen benötigen wir die folgende Definiti-

on:

Definition 6.2.1 (Lagrange-Polynome) Die Polynome

L
(n)
i (x) :=

n∏

j=0
j 6=i

(x− xj)

(xi − xj)
∈ Pn, i = 0, 1, . . . , n. (6.4)

zu den (n + 1) diskreten, paarweise verschiedenen Knoten x0, . . . , xn werden Lagrange-

Basispolynome genannt.

Bemerkung 6.2.2 (Basis-Darstellung) Als endlich dimensionalen Vektorraum kann man die

Elemente des Vektorraums Pn der Polynome vom Grad kleiner oder gleich n, d.h., die Po-

lynome, eindeutig als Linearkombination endlicher, linear unabhängiger Teilmengen—einer

Basis–darstellen. Wie man sich leicht überlegt, ist die Menge der Lagrange-Polynome

{L(n)
i , i = 0, . . . , n} eine Basis des Pn (Übungsaufgabe).

Bemerkung 6.2.3 (Eigenschaft der Lagrange-Polynome) Per Konstruktion erfüllen die

Lagrange-Polynome die Knotenbedingung

L
(n)
i (xk) = δik =

{
1 für i = k,
0 für i 6= k.

(6.5)

Hieraus folgt, das L
(n)
i , i = 0, . . . , n linear unabhängig sind.

Definition 6.2.4 (Lagrange-Darstellung) Das Polynom

P (x) :=

n∑

i=0

fiL
(n)
i (x) (6.6)

wird Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms zu den Stützstellen

(x0, f0), . . . , (xn, fn) genannt.
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Wie angekündigt, liefert die Lagrange-Darstellung einen konstruktiven Beweis für die Existenz

und Eindeutigkeit eines Polynoms P (x), das die Interpolationsbedingung (6.3) erfüllt.

Satz 6.2.5 (Existenz und Eindeutigkeit der Lagrange-Interpolation) Zu beliebigen (n + 1)
Paaren (xi, fi) , i = 0, . . . , n, mit paarweise verschiedenen Stützstellen x0, . . . , xn existiert genau

ein Interpolationspolynom P ∈ Pn, das (6.3) erfüllt.

Beweis. (Existenz:) Die Existenz des Interpolationspolynoms P (x) zeigen wir auf konstruktive Art. Zu diesem Zweck betrachten wir zu den gegebenen Stützstellen die

(n+1) Lagrange-PolynomeL
(n)
i , i = 0, . . . , n, aus (6.4). Diese Polynome sind vom echten Gradn und besitzen offensichtlich die Eigenschaft (6.5). Demzufolge besitzt

das Polynom

P (x) :=
n∑

i=0

fiL
(n)
i (x)

wegen (6.5) die geforderten Interpolationseigenschaften:

P (xk) =
n∑

i=0

fiL
(n)
i

(xk) =
n∑

i=0

fiδik = fk, k = 0, 1, . . . , n.

Ferner ist als Linearkombination von Polynomen vom Grad n der Grad von P kleiner oder gleich n.

(Eindeutigkeit:) Die Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms ergibt sich wie folgt: Es seien P undQ zwei Polynome jeweils vom Grad höchstens gleich n, P,Q ∈ Pn
mit

P (xk) = Q(xk) = fk (k = 0, 1, . . . , n). (6.7)

Aus dieser Eigenschaft (6.7) folgt, dassD(x) := P (x)−Q(x) ein Polynom vom Grad kleiner oder gleichn definiert mit den (n+1) paarweise verschiedenen Nullstellen

x0, . . . , xn . Nach dem Fundamentalsatz der Algebra muss nun aberD(x) ≡ 0 gelten, also P (x) = Q(x) sein.

Bemerkung 6.2.6 (Vor- und Nachteile der Lagrange-Darstellung) Die Lagrange-Darstellung

(6.6) ist für praktische Zwecke meist zu rechenaufwendig, sie eignet sich jedoch hervorragend

für theoretische Fragestellungen. Insbesondere, müssen die Lagrange-Polynome bei Hinzunahme

einer weiteren Stützstelle (xn+1, fn+1) komplett neu berechnet werden.

Im Laufe dieses Abschnitts werden wir eine weitere Basis Darstellung kennenlernen, welche sich

besser zur numerischen Berechnung eignet, als die Lagrange-Darstellung, dies ist die so genannte

Newton-Darstelleung. Zunächst aber zur kanonischen Basis Darstellung.

6.2.1.2 Monomiale Basis Darstellung

Eine alternative Basis zur Darstellung des Interpolationspolynoms mit Lagrange-Polynomen bildet

die sogenannte monomiale Basis {1, . . . , xn} von Pn, d.h. wir schreiben P in folgender Koeffizi-

entendarstellung

P (x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n.

Bemerkung 6.2.7 (Vandermonde-Matrix) Die Interpolationsbedingungen P (xi) = fi,
i = 0, . . . , n lassen sich wie bereits bemerkt als folgendes lineares Gleichungssystem auffassen:




1 x0 x20 . . . xn0
1 x1 x21 . . . xn1
...

...
...

...

1 xn x2n . . . xnn







a0
a1
...

an


 =




f0
f1
...

fn


 .

In Numerik 1 haben wir diese Vandermonde-Matrix schon kennengelernt und an dortiger Stelle

auch eine zum Gauß-Algorithmus alternative Möglichkeit angegeben um das dazugehörige li-

neare Gleichungssystem zu lösen (Aufwand für dieses spezielle Verfahren 5n2/2 + O(n)). Das

Problem der schlechten Kondition hatten wir auch angesprochen.

Bemerkung 6.2.8 (Nachteil monomiale Basis Darstellung)Notiz Die Darstellung in monomialer

Basis ist numerisch instabil und sollte daher für große n im Allgemeinen nicht verwendet wer-

den.
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6.2.2 Hermite-Interpolation

Um die Hermite-Interpolation einzuführen, bei der neben den Funktionswerten f(xi) auch die

Ableitungen gegeben sind, benötigen wir noch einige Notationen. Zunächst sei angemerkt, dass

generell Ableitungen verschiedener Ordnung an unterschiedlichen Knoten gegeben sein können.

Notation: Wir definieren die Folge von Stützstellen △ := {xj}j=0,...,n mit

a = x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn = b,

wobei Stützstellen auch mehrfach auftreten können. Sind an einer Stelle xi einerseits der Funkti-

onswert f(xi) und andererseits die Ableitungen f ′(xi), . . . , f (k)(xi) gegeben, so soll xi in obiger

Folge (k + 1)-mal auftreten.

Gleiche Knoten nummerieren wir hierbei mit der Vielfachheit

di := max{j ∈ N | xi = xi−j}

von links nach rechts durch; z.B.

xi x0 = x1 < x2 = x3 = x4 < x5 < x6
di 0 1 0 1 2 0 0

Führen wir nun mit diesen Abkürzungen nachfolgende lineare Abbildung

µi : C
n[a, b]→ R, µi(f) := f (di)(xi), i = 0, . . . , n

ein, so lautet die Aufgabe der Hermite-Interpolation: Gegeben µi (i = 0, . . . , n). Finde P ∈ Pn

mit

µi(P ) = µi(f), i = 0, . . . , n. (6.8)

Die Lösung P = P (f |x0, . . . , xn) ∈ Pn von (6.8) heißt Hermite-Interpolierende.

Satz 6.2.9 (Existenz und Eindeutigkeit der Hermite-Interpolation) Zu jeder Funktion f ∈
Cn[a, b] und jeder monotonen Folge

a = x0 ≤ x1 ≤ . . . ≤ xn = b

von (i.Allg. nicht paarweise verschiedenen) Knoten gibt es genau ein Polynom P ∈ Pn, sodass

gilt:

µi(P ) = µi(f), i = 0, . . . , n.

Beweis. Die Abbildung

µ : Pn → R
n+1

, P 7→ (µ0(P ), . . . , µn(P ))

ist offensichtlich eine lineare Abbildung zwischen den (n + 1)-dimensionalen reellen Vektorräumen Pn und R
n+1, sodass aus der Injektivität der Abbildung bereits die

Surjektivität folgen würde und damit der Satz bewiesen wäre. Somit reicht es die Injektivität der linearen Abbildung zu zeigen.

Daµ(P ) = 0 gilt, folgt, dass pmindestens (n+1)-Nullstellen inklusive Vielfachheiten besitzt, somit aber das Nullpolynom ist. Da fernerdim Pn = dimR
n+1 = n+1,

folgt daraus auch wieder die Existenz.

Bemerkung 6.2.10 (Eigenschaften der Hermite-Interpolation) Stimmen alle Knoten überein,

d.h. x0 = x1 = · · · = xn, dann entspricht das Interpolationspolynom der abgebrochenen Taylor-

Reihe um x = x0:

P (f |x0, . . . , xn)(x) :=
n∑

j=0

(x− x0)
j

j!
f (j)(x0).

Die Hermite-Interpolation und insbesondere deren effiziente Berechnung sind Thema des nun

folgenden Abschnitts. Die dort vorgestellten Schemata zur effizienten numerischen Auswertung

sind, wie wir an einem Beispiel sehen werden, allerdings natürlich auch im Fall der Lagrange-

Interpolation anwendbar.
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6.2.3 Auswertung von Polynomen

In diesem Abschnitt werden wir uns unter anderem mit der effizienten Auswertung des so ge-

mannten Interpolationspolynoms beschäftigen:

Definition 6.2.11 (Interpolationspolynom) Das nach Satz 6.2.5 eindeutig bestimmte Polynom

P ∈ Pn heißt Interpolationspolynom von f zu den paarweise verschiedenen Stützstellen

x0, . . . , xn und wird mit

P = P (f |x0, . . . , xn)

bezeichnet.

Zur Berechnung kommen je nach Fragestellung zwei unterschiedliche Ansätze zum Einsatz:

• Schema von Aitken1 und Neville2,

• Schema der dividierten Differenzen.

Ist man nur an der Auswertung des Interpolationspolynoms P an einer Stelle x (oder ganz weni-

gen) interessiert und will das Interpolationspolynom selber nicht explizit ausrechnen so verwendet

man das Schema von Aitken und Neville.

Will man hingegen das Interpolationspolynom an mehreren Stellen auswerten, so wendet man

das Schema der dividierten Differenzen an. Hierbei berechnet man die Koeffezienten an =
[x0, . . . , xn]f des so genannten Newtonschen-Interpolationspolynoms (die dividierten Differen-

zen) und wendet ein dem Horner-Schema ähnliches Schema an.

Das Newtonsche-Interpolationspolynom ist hierbei eine Darstellung des Interpolationspolynoms

bezüglich der so genannten Newton-Basis. Aus dem Blickwinkel der Darstellung des Interpolati-

onspolynoms bzgl. der Newton-Basis entspricht das Schema von Aitken und Neville der Berech-

nung des Wertes des Interpolationspolynoms an einer gesuchten Stelle ohne die Koeffizienten an
explizit zu berechnen.

6.2.3.1 Schema von Aitken und Neville

Hier betrachen wir den Fall, dass man nur an der Auswertung des Interpolationspolynoms P an

einer Stelle x interessiert ist. Dazu muss man nicht erst P bestimmen, sondern kann P (x) durch

rekursive Berechnung effektiver (d.h vor allem effektiver bezüglich des Aufwands) bestimmen.

Motiviert wird dies im Folgenden durch das Lemma von Aitken.

Lemma 6.2.12 (von Aitken) Für das Interpolationspolynom P = P (f |x0, . . . , xn) gilt die Re-

kursionsformel

P (f |x0, . . . , xn)(x) =
(x0 − x)P (f |x1, . . . , xn)(x)− (xn − x)P (f |x0, . . . , xn−1)(x)

x0 − xn
. (6.9)

Hierbei gilt also insbesondere P (f |xk) = f(xk).

Beweis. Sei φ(x) definiert als der Term auf der rechten Seite von (6.9). Dann ist φ ∈ Pn und es gilt:

φ(xi) =
(x0 − xi)f(xi) − (xn − xi)f(xi)

x0 − xn
= f(xi), i = 1, . . . , n− 1.

Ebenso leicht folgt φ(x0) = f(x0) sowie φ(xn) = f(xn) und daher obige Behauptung.

1Aitken, Alexander Craig (1895-1967)
2Neville, Eric Harold (1889-1961)
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Herleitung des Algorithmus: Wir definieren fi := f(xi) für i = 0, . . . , n. Man beachte hierbei

P (f |xi) = fi, i = 0, . . . , n.

Für festes x vereinfachen wir die Notation weiterhin durch

Pi,k := P (f |xi−k, . . . , xi)(x), i ≥ k.

Die Rekursion (6.9) schreibt sich nun

Pn,n =
(x0 − x)Pn,n−1 − (xn − x)Pn−1,n−1

x0 − xn
,

oder allgemeiner für Pi,k, i ≥ k:

Pi,k =

= (xi−k−xi+xi−x)︷ ︸︸ ︷
(xi−k − x) Pi,k−1 − (xi − x)Pi−1,k−1

xi−k − xi

= Pi,k−1 +
xi − x

xi−k − xi
(Pi,k−1 − Pi−1,k−1) .

Daraus gewinnen wir den folgenden Algorithmus:

Algorithmus 6.2.1 (Aitken-Neville-Verfahren) Gegeben seien Stützstellen x0, x1, . . . , xn und

Stützwerte f0, f1, . . . , fn.

1) Setze Pi,0 = fi, für i=0,. . . , n.

2) Berechne Pi,k = Pi,k−1 +
x−xi

xi−xi−k
(Pi,k−1 − Pi−1,k−1), i ≥ k.

Zur praktischen Berechnung eignet sich das Schema von Neville: Nach diesem lässt sich

Pn,n = P (f |x0, . . . , xn)(x), d.h. das Interpolationspolynom an einer festen Stelle x, ausgehend

von den Daten (f0 . . . , fn) wie folgt berechnen:

f0 = P0,0

ց
f1 = P1,0 → P1,1
...

...
...

...
...

ց
...

...
... → Pn−2,n−2

ց ց
fn−1 = Pn−1,0 → . . . → Pn−1,n−2 → Pn−1,n−1

ց ց ց ց
fn = Pn,0 → Pn,1 . . . → Pn,n−2 → Pn,n−1 → Pn,n

MATLABMATLABMATLAB-Funktion: AitkenNeville.m

1 function value = AitkenNeville(x,fx,x0)

2 % evaluate the Interpolation polynomial given
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3 % by (x,fx) at the point x0

4 for k = 2:length(fx)

5 for j = length(fx):-1:k

6 fx(j) = fx(j) + (x0-x(j))/(x(j)-x(j-k+1)) * (fx(j)-fx(j-1));

7 end

8 end

9 value = fx(end);

MATLABMATLABMATLAB-Beispiel:

Testen wir das Aitken-Neville-

Verfahren anhand zweier Beispiele.

Zum einen werten wir das Interpo-

lationspolynom zu f(x) = x2 und

3 Stützstellen an der Stelle 2 aus.

>> x = linspace(0,1,5);

>> AitkenNeville(x,x.ˆ2,2)

ans =

4

Zum anderen werten wir das

Interpolationspolynom zu

f(x) = sin(x) und 5 äquidi-

stanten Stützstellen in [0, 1] an der

Stelle π/3 aus. Man beachte, dass

sin(x) =
√
3/2 gilt.

>> x = linspace(0,1,5);

>> sqrt(3)/2 - AitkenNeville(x,sin(x),pi/3)

ans =

4.387286117690792e-005

Bemerkung 6.2.13 Im Gegensatz zur Lagrange-Darstellung lässt sich bei der Berechnung des

Interpolationspolynoms an einer festen Stelle mit dem Schema von Aitken-Neville zu (n + 1)-
Paaren ohne Probleme eine weiteres Paar (xn+1, fn+1) hinzu nehmen. Und dies somit zu einer

Berechnung des Interpolationspolynoms an einer festen Stelle zu (n+ 2) Paaren ausweiten.

6.2.3.2 Newton-Darstellung und dividierte Differenzen

Wir hatten bereits zwei Basis-Darstellungen für Pn kennengelernt. Allerdings eigenen sich sowohl

die Lagrange-Darstellung als auch die monomiale Basis Darstellung nicht so gut zur numerischen

Berechnung des kompletten Polynoms (also nicht nur der Auswertung an wenigen Stellen). Vor

diesem Hintergrund führen wir die Newtonschen Basispolynome ein, eine Darstellung bzgl. die-

ser ist für numerische Zwecke besser geeignet.

Das Ziel ist eine Aufdatierungsstrategie bezüglich des Polynomgrades zur Berechnung des kom-

pletten Polynoms. Mit einer Aufdatierungsstrategie kann man dann auch ohne Probleme ein wei-

teres Paar (xn+1, fn+1) hinzunehmen.

Motivation: Zu

gegebenen (n + 1) Paaren wollen wir das Interpolationspolynom P (f |x0, . . . , xn) ∈ Pn somit

als eine additive Zerlegung

P (f |x0, . . . , xn)(x)︸ ︷︷ ︸
∈Pn

= P (f |x0, . . . , xn−1)(x)︸ ︷︷ ︸
∈Pn−1

+Qn(x)︸ ︷︷ ︸
∈Pn
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darstellen, mit einem Polynom Qn vom Grad n, welches von den Stützstellen xi und einem unbe-

kannten Koeffizienten abhängt. Da für

Qn(xi) = P (f |x0, . . . , xn)(xi)− P (f |x0, . . . , xn−1)(xi) = 0

gilt, muss

Qn(x) = an(x− x0) · · · (x− xn−1)

gelten. Für xn setzt man ein und löst nach an auf

an =
f(xn)− P (f |x0, . . . , xn−1)(xn)

(xn − x0) · · · (xn − xn−1)

Offenbar ist an der führende Koeffizient von P (f |x0, . . . , xn), d.h. der Koeffizient vor xn.

Wir definieren nun die bereits erwähnte Newton-Basis:

Definition 6.2.14 (Newton-Basis) Es seien x0, . . . xn−1 ∈ R und

ω0 := 1, ωi(x) :=
i−1∏

j=0

(x− xj), ωi ∈ Pi.

Wir bezeichnen {ω0, . . . , ωn} als Newton-Basis des Polynomraums Pn mit Basiselementen ωi.

Bemerkung 6.2.15 Man beachte, dass bei der Definition der Newton-Basis weder eine Ordnung

der Punkte xk noch
”

paarweise verschieden“ vorgeschrieben wurde. Je nach Nummerierung,

erhält man somit eine andere Newton-Basis. Dies ist bei der Stabilität der folgenden Verfahren

zu berücksichtigen.

Um nun das Verfahren der dividierten Differenzen herzuleiten, mit dem sich sowohl die Lagrange-

als auch die Hermite-Interpolationsaufgabe effizient lösen lässt, verwenden wir die Darstellung

des Interpolationspolynoms in der Newton-Basis, d.h. das Newton-Interpolationspolynom

P (x) = c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)(x− x1) + · · ·+ cn

n−1∏

j=0

(x− xj)

=
n∑

i=0

aiωi(x),

wobei sich die unbekannten Koeffizienten c0, . . . , cn prinzipiell aus den Interpolationsbedingun-

gen

P (x0) = c0 = f(x0)
P (x1) = c0 + c1(x− x0) = f(x1)
P (x2) = c0 + c1(x2 − x0) + c2(x2 − x1)(x2 − x0) = f(x2)

...
...

sukzessive berechnen lassen (dieses LGS hat Linksdreiecksgestalt!):

P (x0) = c0 =⇒ c0 = f(x0),

P (x1) = c0 + c1(x1 − x0) =⇒ c1 =
f(x1)− f(x0)

x1 − x0

Die Koeffizienten ck, k = 0, . . . , n nennt man dividierte Differenzen.
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Definition 6.2.16 (n-te dividierte Differenz) Der führende Koeffizient an des Interpolationspo-

lynoms

P (f |x0, . . . , xn)(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · ·+ a1x+ a0

von f zu den Knoten x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn heißt n-te dividierte Differenz von f an x0, . . . , xn
und wird mit

[x0, . . . , xn]f := an

bezeichnet.

Bemerkung 6.2.17 Beim Vergleich des Newton-Interpolationspolynoms mit dem Interpolations-

polynom bzgl. der monomialen Basis

P (x) =

n∑

j=0

ci

j−1∏

i=0

(x− xi) =

n∑

j=0

ajx
j

sieht man durch Ausmultiplizieren, dass für die Koeffizienten der höchsten x−Potenz an = cn
gilt. Damit folgt an = cn = [x0, . . . , xn]f

Satz 6.2.18 (Newton’sche Interpolationsformel) Für jede Funktion f ∈ Cn(R) und Knoten

x0 ≤ · · · ≤ xn ∈ R ist

P (x) =

n∑

i=0

[x0, . . . , xi]f · ωi(x)

das Interpolationspolynom P (f |x0, . . . , xn) von f an x0, . . . , xn also P (f |x0, . . . , xn) = P (x).
Gilt darüber hinaus f ∈ Cn+1(R), so folgt:

f(x) = P (x) + [x0, . . . , xn, x]f · ωn+1(x) . (6.10)

Beweis. Wir zeigen die erste Behauptung durch Induktion nach n ∈ N. Für n = 0 ist die Aussage trivialerweise erfüllt. Sei also im Folgenden n > 0 und

Pn−1 := P (f |x0, . . . , xn−1) =

n−1∑

i=0

[x0, . . . , xi]f · ωi

das Interpolationspolynom von f an den Stützstellen x0, . . . , xn−1. Damit erhalten wir für

Pn = P (f |x0, . . . , xn), aufgrund der Definition der dividierten Differenz bzw. von Pn, dass

Pn(x) = [x0, . . . , xn]f · xn + an−1x
n−1

+ . . . + a0

= [x0, . . . , xn]f · ωn(x) +Qn−1(x)

mit einem PolynomQn−1 ∈ Pn−1 gilt. Nun erfüllt aber wegen ωn(xi) = 0, i = 0, . . . , n − 1

Qn−1 = Pn − [x0, . . . , xn]f · ωn

offensichtlich die Interpolationsaufgabe für x0, . . . , xn−1 , sodass wir erhalten:

Qn−1 = Pn−1 =

n−1∑

i=0

[x0, . . . , xi]f · ωi.

Dies beweist aber gerade die Aussage des Satzes. Insbesondere folgt nun, dass

Pn + [x0, . . . , xn, x]f · ωn+1

die Funktion f an den Knoten x0, . . . , xn und x interpoliert und damit (6.10).

Aus den Eigenschaften der Hermite-Interpolation lassen sich sofort folgende Aussagen über die

dividierten Differenzen zu f ableiten:

Lemma 6.2.19 (Eigenschaften der dividierten Differenzen) i) (Rekursive Berechnung

der dividierten Differenzen) Für xi 6= xk gilt die Rekursionsformel

[x0, . . . , xn]f =
[x0, . . . , x̂i, . . . , xn]f − [x0, . . . , x̂k, . . . , xn]f

xk − xi
,

wobei ̂ anzeigt, dass die entsprechende Stützstelle weggelassen wird (’seinen Hut nehmen

muss’)
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ii) (Darstellung über abgebrochene Taylor-Reihe)Für zusammenfallende Knoten x0 = . . . =
xn gilt

[x0, . . . , xn]f =
f (n)(x0)

n!

Beweis. Für das Hermite-Interpolationspolynom gilt mit xi 6= xk :

P (f |x0, . . . , xn) =
(xi − x)

[x0,...,x̂i,...,xn]f xn−1+Pn−2
︷ ︸︸ ︷
P (f |x0, . . . , x̂k, . . . , xn) −(xk − x)P (f |x0, . . . , x̂k, . . . , xn)

xi − xk
, (6.11)

was sich durch Überprüfen der Interpolationseigenschaft zeigen lässt mittels Einsetzen der Definitionen. Aus der Eindeutigkeit des führenden Koeffizienten folgt aus (6.11)
unmittelbar Behauptung i). Stimmen dagegen alle Knoten x0, . . . , xn überein, so ist das Interpolationspolynom

P (f |x0, . . . , xn)(x) =
n∑

j=0

(x− x0)
j

j!
f
(j)

(x0) =: P (x),

wie man durch Einsetzen in µi (vgl. (6.8) oben) leicht einsieht. Daraus folgt, dass der führende Koeffizient f(n)(x0)/n! ist. Somit gilt auch ii).

Bemerkung 6.2.20 Aussage i) in Lemma 6.2.19 erklärt die Bezeichnung dividierte Differenzen.

Die Auswertung der Rekursionsformel (6.11) erfolgt am zweckmäßigsten im Schema der divi-

dierten Differenzen unter Verwendung der Startwerte [xi]f = f(xi) für paarweise verschiedene

Knoten.

x0 [x0]f
x1 [x1]f [x0, x1]f
x2 [x2]f [x1, x2]f [x0, x1, x2]f
x3 [x3]f [x2, x3]f [x1, x2, x3]f [x0, x1, x2, x3]f
x4 [x4]f [x3, x4]f [x2, x3, x4]f [x1, x2, x3, x4]f [x0, . . . , x4]f

Die gesuchten Koeffizienten ak des Newton-Interpolationspolynoms findet man im obigen Sche-

ma der dividierten Differenzen in der oberen Diagonalen.

Nachfolgend werden wir das Schema der dividierten Differenzen anhand zweier Beispiele illus-

trieren. Zum einen für die klassische Lagrange-Interpolation bei der Knoten und Funktionswerte

gegeben sind und zum anderen für die Hermite-Interpolation.

Beispiel 6.2.21 (Lagrange-Interpolation via dem Schema der dividierten Differenzen) Wenn

wir das Schema auf gegebene Daten (xi, fi), i = 0, . . . , 3 anwenden, so erhalten wir

x0 = 0 : f0 = 1
ց

x1 = 3/2 : f1 = 2 → 2/3
ց ց

x2 = 5/2 : f2 = 2 → 0 → −4/15
ց ց ց

x3 = 9/2 : f3 = 1 → −1/2 → −1/6 → 1/45

und das Newtonsche Interpolationspolynom lautet demnach

P (x) = 1 +
2

3
(x− 0)− 4

15
(x− 0)(x − 3

2
) +

1

45
(x− 0)(x− 3

2
)(x− 5

2
)

MATLABMATLABMATLAB-Funktionen: NewtonInterpolation.m und EvalNewtonPoly.m
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1 function fx = NewtonInterpolation(x,fx)

2 for k = 2:length(fx)

3 for j = length(fx):-1:k

4 fx(j) = (fx(j) - fx(j-1))/(x(j)-x(j-k+1));

5 end

6 end

1 function value = HornerNewton(a,x0,x)

2 % evaluate Newton polynom

3 % p(x0) = a(1) + a(2)*(x0-x(1)) + a(3)*(x0-x(1))*(x0-x(2)) + ...

4 % = a(1) + ( (x0-x(1)) * ( a(2) + (x0-x(2)) * ( a(3) ....

5 value = a(end);

6 for k=length(a)-1:-1:1

7 value = a(k) + value.*(x0-x(k));

8 end

MATLABMATLABMATLAB-Beispiel:

Testen wir das Differenzen-

Verfahren nochmals an den beiden

Beispielen aus Bsp. 6.2.3.1. Zum

einen werten wir das Interpolati-

onspolynom zu f(x) = x2 und 3
Stützstellen an der Stelle 2 aus.

>> x=linspace(0,2,3);

>> a = NewtonInterpolation(x,x.ˆ2)

a =

0 1 1

>> HornerNewton(a,2,x)

ans =

4

Zum anderen werten das Interpo-

lationspolynom zu f(x) = sin(x)
und 5 äquidistanten Stützstellen in

[0, 1] an der Stelle π/3 aus.

>> x=linspace(0,1,5);

>> a = NewtonInterpolation(x,sin(x));

>> sqrt(3)/2-HornerNewton(a,pi/3,x)

ans =

4.387286117690792e-005

Beispiel 6.2.22 (Hermite-Interpolation via dem Schema der dividierten Differenzen)

Betrachten wir nun noch abschließend das Schema für die nichttriviale Hermite-Interpolations-

aufgabe (d.h. auch Ableitungen werden interpoliert). Unter Beachtung von Lemma 6.2.19, insbe-

sondere (6.11) ergibt sich:

x0 : [x0]f
ց

x0 : [x0]f → [x0, x0]f = f ′(x0)
ց ց

x0 : [x0]f → [x0, x0]f = f ′(x0) → [x0, x0, x0]f = f ′′

2 (x0)
ց ց ց

x1 : [x1]f → [x0, x1]f → [x0, x0, x1]f → [x0, x0, x0, x1]f

Das resultierende Polynom P (x) mit

P (x) = f(x0) + (x− x0)
(
f ′(x0) + (x− x0)

(
f ′′(x0) + (x− x0)[x0, x0, x0x1]f

))

erfüllt dann die Interpolationsaufgaben

P (x0) = f(x0), P
′(x0) = f ′(x0), P

′′(x0) = f ′′(x0) und P (x1) = f(x1).
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Für den speziellen Fall, dass an allen Knoten x0, . . . , xn sowohl f als auch f ′ interpoliert werden

sollen, erhält man die folgende Darstellung des Interpolationspolynoms P (x).

Satz 6.2.23 (Darstellung des Interpolationspolynoms) Es sei ω(x) = (x − x0) · · · · · (x − xn)

und L
(n)
k (x) seien die Lagrange-Polynome zu den Knoten x0, . . . , xn. Dann hat

P (x) =
n∑

k=1

f(xk)

(
1− ω′′(xk)

ω′(xk)
(x− xk)

)
L
(n)
k 2(x) +

n∑

k=1

f ′(xk)(x− xk)L
2
k(x)

die Interpolationseigenschaften

P (xk) = f(xk) und P ′(xk) = f ′(xk), k = 0, . . . , n.

Beweis. Es sei xℓ einer der Knoten x0, . . . , xn, dann folgt sofort aus der Interpolationseigenschaft der Lagrange-Polynome P (xℓ) = f(xℓ), da

ω
′
(x) =

n∑

i=0

n∏

k=0
k 6=i

(x− xk) und somit ω
′
(xℓ) =

n∏

k=0
k 6=ℓ

(xℓ − xk) 6= 0

gilt. Für die Ableitung von P ergibt sich

P
′
(x) =

n∑

k=1

f(xk)

[(
1 −

ω′′(xk)

ω′(xk)
(x− xk)

)
2(L

(n)
k

(x))
′ −

ω′′(xk)

ω′(xk)
L

(n)
k

(x)

]
L

(n)
k

(x)

+
n∑

k=1

f
′
(xk)

[
(x− xk)2(L

(n)
k

(x))
′
+ L

(n)
k

(x)
]
L

(n)
k

(x),

sodass wir nun Folgendes erhalten:

P
′
(xℓ) = f(xℓ)

(
2(L

(n)
ℓ

(xℓ))
′ −

ω′′(xℓ)

ω′(xℓ)

)
+ f

′
(xℓ).

Nutzt man aus, dassL
(n)
ℓ

(x) =
ω(x)

(x−xℓ)ω
′(xℓ)

gilt (siehe Hausübung), so folgt aus

ω(x) = L
(n)
ℓ

(x)(x− xℓ)ω
′
(xℓ)

nach zweimaligem Differenzieren

ω
′′
(x) = (L

(n)
ℓ

(x))
′′
(x− xℓ)ω

′
(xℓ) + 2L

′
ℓ(x)ω

′
(xℓ).

Damit gilt an der Stelle xℓ
ω′′(xℓ)

ω′(xℓ)
= 2(L

(n)
ℓ

(xℓ))
′′

Einsetzen in die Ableitung von P schließt den Beweis ab.

6.2.4 Interpolationsgüte

Geht man davon aus, dass die Stützwerte fi als Funktionswerte einer Funktion f : [a, b] → R an

den Stützstellen xi ∈ [a, b] gegeben sind, so stellt sich die Frage nach der Güte der Interpolation,

d.h. wie gut approximiert das Interpolationspolynom die Funktion auf [a, b].

6.2.4.1 Interpolationsfehler

Bei der nun folgenden Darstellung des Approximationsfehlers

ε(x) := f(x)− P (x)

erweisen sich die im vorherigen Abschnitt hergeleiten Eigenschaften der dividierten Differenzen

als hilfreich:

Satz 6.2.24 (Interpolationsfehler) Es sei f ∈ Cn[a, b] und f (n+1)(x) existiere für alle x ∈
(a, b); weiterhin gelte a ≤ x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn ≤ b. Dann gilt:

f(x)− P (f |x0, . . . , xn)(x) =
(x− x0) · · · · · (x− xn)

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ), (6.12)

wobei min{x, x0, . . . , xn} < ξ < max{x, x0, . . . , xn} ist.
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Beweis. Nach Konstruktion von P (f |x0, . . . , xn) gilt:

P (f |x0, . . . , xn)(xk) = f(xk), k = 0, 1, . . . , n.

Es sei nun x fest und dabei ungleich x0, x1, . . . , xn. Ferner sei

K(x) :=
f(x) − P (f |x0, . . . , xn)(x)

(x− x0) · · · · · (x− xn)
. (6.13)

Nun betrachten wir die Funktion

W (t) := f(t) − P (f |x0, . . . , xn)(t) − (t− x0) · · · · · (t− xn)K(x). (6.14)

Die Funktion W (t) verschwindet also an den Stellen t = x0, . . . , t = xn und durch (6.13) auch an der Stelle t = x. Nach dem verallgemeinerten Satz von Rolle3

verschwindet die FunktionW (n+1)(t) an einer Stelle ξ mit min{x, x0, . . . , xn} < ξ < max{x, x0, . . . , xn}. Das (n + 1)-fache Differenzieren von (6.14)
nach t liefert

W
(n+1)

(t) = f
(n+1)

(t) − (n+ 1)!K(x),

sodass gilt:

0 = W
(n+1)

(ξ) = f
(n+1)

(ξ) − (n+ 1)!K(x).

Damit erhalten wir aber unmittelbar

K(x) =
1

(n+ 1)!
f
(n+1)

(ξ). (6.15)

Nach Einsetzen von (6.15) in (6.14) erhalten wir die Behauptung für t = x, da x Nullstelle vonW ist.

Bemerkung 6.2.25 (Darstellung des Interpolationsfehlers) Im Beweis zum Approximations-

fehler (vgl. Satz, 6.2.24 (6.12)) haben wir gezeigt

f(x)−P (f |x0, . . . , xn)(x) =
ωn+1(x)

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ), min{x0, . . . , xn, x} < ξ < max{x0, . . . , xn, x}.

Und mit dem Satz über die Newton-Darstellung gilt:

f(x)− P (f |x0, . . . , xn)(x) = [x0, . . . , xn, x]f · ωn+1(x).

Somit folgern wir: Für alle Knoten x0 ≤ · · · ≤ xn existiert ein ξ ∈ [x0, xn], sodass gilt:

[x0, . . . , xn]f =
f (n)(ξ)

n!
(6.16)

6.2.4.2 Tschebyscheff-Interpolation

Wie das folgende Beispiel zeigen wird, hat die Verteilung der Stützstellen x0, . . . , xn über das

Interpolationsintervall entscheidenden Einfluss auf die Güte der Approximation. Ein klassisches

Beispiel hierfür stammt von Runge4:

Die Interpolationspolynome P (f |x1, . . . , xn) zur Funktion f(x) = 1
1+x2 im Intervall I := [−5, 5]

bei äquidistanten Stützstellen xk = −5 + 10
n k zeigen bei wachsendem n einen zunehmenden

Interpolationsfehler.

MATLABMATLABMATLAB-Beispiel:

Das Interpolationspolynom zu

12 äquidistanten Stützstellen und

Stützwerten zur Funktion

f(x) =
1

1 + x2

ist in Abb. 6.2.4.2 dargestellt.

n = 12;

f = @(x) 1./(x.ˆ2+1);

x = linspace(-5,5,n);

fx = f(x);

s = linspace(x(1),x(end),10*n);

for j=1:length(s)

ps(j) = AitkenNeville(x,fx,s(j));

end

plot(x,fx,’*’,s,ps,’r-’,s,f(s),’k’)
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Wie wir im weiteren zeigen werden, kann man bei geschickter, nichtäquidistanter Wahl der Stütz-

stellen dagegen eine Konvergenz erhalten. Genauer gesagt, wählen wir x1, . . . , xn als die Nullstel-

len der von [−1, 1] auf I transformierten Tschebyscheff-Polynome und erhalten dadurch punkt-

weise Konvergenz für n → ∞. Man beachte, dass dieses Phänomen nicht von Rundungsfehlern

abhängt.

Bei der Berechnung des Approximations- bzw. des Interpolationsfehlers haben wir gesehen, dass

f(x)− P (f |x0, . . . , xn)(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn+1(x), x ∈ [a, b]

für ein ξ = ξ(x) ∈ (a, b) gilt. Wir suchen nun Knoten x0, . . . , xn ∈ [a, b], die das Minimax-

Problem

max
x∈[a,b]

|ωn+1(x)| = max
x∈[a,b]

|(x− x0) · . . . · (x− xn)| = min

lösen. Anders formuliert, es gilt das normierte Polynom ωn+1 ∈ Pn+1 mit den reellen Nullstellen

x0, . . . , xn zu bestimmen, für das

max
x∈[a,b]

|ωn+1(x)| = min
x0,...,xn

gilt. Im Folgenden werden wir sehen, dass gerade die Tschebyscheff-Polynome Tn diese obige

Minimax-Aufgabe lösen (sie lösen sie bis auf einen skalaren Faktor und eine affine Transformati-

on). Somit sind die Nullstellen der Tschebyscheff-Polynome (bis auf eine affine Transformation)

gerade die gesuchten Stützstellen x0, . . . xn.

Zunächst reduzieren wir das Problem auf das Intervall [−1, 1] mit Hilfe der Umkehrabbildung

folgender Abbildung

y : [a, b]→ [−1, 1], x 7→ y = y(x) =
2x− a− b

b− a
,

3Rolle, Michel (1652-1719)
4Runge, Carl (1856-1927)
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d.h. die Umkehrabbildung lautet:

x : [−1, 1]→ [a, b], y 7→ x = x(y) =
b+ a

2
+

b− a

2
y.

Ist jetzt P ∈ Pn mit grad P = n und führendem Koeffizienten an = 1 die Lösung des Minimax-

problems

max
y∈[−1,1]

|P (x)| = min,

so stellt P̂ (x) := P (y(x)) die Lösung des ursprünglichen Problems mit führendem Koeffizienten

2n/(b − a)n dar. Für y ∈ [−1, 1] definieren wir die Tschebyscheff-Polynome durch (vgl. hierzu

auch Kapitel 7):

Tn(y) = cos(n arccos(y)), y ∈ [−1, 1] (6.17)

und allgemein für y ∈ R durch die Drei-Term-Rekursion

T0(y) = 1, T1(y) = y, Tk(y) = 2yTk−1(y)− Tk−2(y), k ≥ 2. (6.18)

Wir benötigen im Folgenden die Eigenschaften der Tschebyscheff Polynome, die wir in Kapitel 7

detailliert diskutierten werden und hier der Einfachheit halber bereits schon mal wiedergeben:

Bemerkung 6.2.26 (Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome) (i) Der führende Koeffi-

zient von Tn ist an = 2n−1, n ≥ 1

(ii) |Tn(y)| ≤ 1 für y ∈ [−1, 1].

(iii) Die Nullstellen von Tn(y) sind

yk := cos

(
2k + 1

2n
π

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

(iv) |Tn(y)| nimmt seinen maximalen Wert im Intervall [−1, 1] an den (n + 1) Extremalstellen

yk = cos(kπn ) für k = 0, . . . , n an, d.h.

|Tn(y)| = 1 ⇔ y = yk = cos

(
kπ

n

)
mit k = 0, . . . , n.

Satz 6.2.27 (Minimal-Eigenschaft der Tschebyscheff-Polynome) Jedes Polynom P ∈ Pn mit

führendem Koeffizienten an 6= 0 nimmt im Intervall [−1, 1] einen Wert vom Betrag ≥ |an|/2n−1

an. Insbesondere sind die Tschebyscheff-Polynome Tn(y) minimal bezüglich der Maximumsnorm

‖f‖∞ = maxy∈[−1,1] |f(y)| unter den Polynomen vom Grad n mit führendem Koeffizienten 2n−1.

Beweis. (Annahme:) SeiP ∈ Pn ein Polynom mit führendem Koeffizienten an = 2n−1 und |P (y)| < 1 für y ∈ [−1, 1]. Dann ist Tn −Pn ein Polynom vom Grad

kleiner oder gleich (n− 1) (beide besitzen an als führenden Koeffizienten). An den Tschebyscheff-Abszissen yk := cos( kπ
n

) gilt:

Tn(y2k) = 1, Pn(y2k) < 1 ⇒ Pn(y2k) − Tn(y2k) < 0,

Tn(y2k+1) = −1, Pn(y2k+1) > −1 ⇒ Pn(y2k+1) − Tn(y2k+1) > 0,

d.h. die Differenz

Tn − Pn ist an den (n+ 1)-Tschebyscheff-Abszissen abwechselnd positiv und negativ, damit besitzt die Differenz mindestens n Nullstellen in [−1, 1] im Widerspruch zu

0 6= Tn − Pn ∈ Pn+1 . Demnach muss es für jedes Polynom P ∈ Pn mit führendem Koeffizienten an = 2n−1 ein y ∈ [−1, 1] geben derart, dass |Pn(y)| ≥ 1

erfüllt. Für ein beliebiges P ∈ Pn mit an 6= 0 folgt die Behauptung daraus, dass P̃n := 2n−1

an
Pn ein Polynom mit ãn = 2n−1 ist.
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7 NUMERISCHE INTEGRATION UND

DIFFERENZIATION

Die Numerische Integration oder Quadraturtheorie behandelt die Prinzipien und Algorithmen zur

numerischen Berechnung von Integralen gegebener Funktionen. Hierbei beschränken wir uns vor-

erst auf die Berechnung des Riemann-Integrals1

I(f) :=

∫ b

a
f(x) dx.

Dabei stellt f eine (von Computern ausführbare) Vorschrift dar, die es gestattet zu jedem x ∈ [a, b]
den entsprechenden Funktionswert f zu ermitteln (in den meisten Anwendungen ist f eine stück-

weise stetige oder stückweise glatte Funktion).

Aufgabe: Gegeben sei f : [a, b]→ R, mit z.B. f ∈ C[a, b]. Approximiere den Ausdruck

I(f) :=

b∫

a

f(x)dx,

mit der Vorstellung, dass I(f) nicht, bzw. nicht
”
leicht“ exakt bestimmt werden kann. Dazu kon-

struiert man Näherungsformeln (
”
Quadraturformeln“)

În : C[a, b]→ R, f → În(f)

die das Integral möglichst gut approximieren und dessen Eigenschaften erhalten, so dass der Qua-

draturfehler

En(f) := I(f)− În(f)

klein wird. Hierzu wird der Integrand durch eine Approximation, welche man z.B. durch Polyno-

minterpolation erhält, ersetzt und diese integriert.

Bevor wir diese Idee der Konstruktion von În vertiefen, Fragen wir uns zunächst, welche Kondi-

tion das Problem der Integralberechnung besitzt? Mit

‖f‖1 :=
b∫

a

|f(t)|dt = I(|f |),

der so genannten L1-Norm gilt

Lemma 7.0.1 (Kondition der Integration) Die absolute und relative Kondition der Integralbe-

rechnung bzgl. ‖ · ‖1 lauten:

κabs = 1, κrel =
I(|f |)
|I(f)| . (7.1)

Beweis. Sei δf ∈ L1([a, b]) eine Störung, dann gilt
∣∣∣∣∣∣

b∫

a

(f + δf)dx−
b∫

a

f dx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

δf dx

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

|δf |dx = ‖δf‖1

und hier gilt Gleichheit genau dann, wenn δf ≥ 0.

1Riemann, Georg Friedrich Bernhard (1826-1866)
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D.h. in absoluter Betrachtung ist die Integration ein gutartiges Problem. Relativ betrachtet birgt

die Integration z.B. von stark oszillierenden Integranten Schwierigkeiten.

7.1 Quadraturformeln

Die Grundidee der Quadratur besteht aus dem Folgenden:

• Unterteile [a, b] in m Teilintervalle [tk, tk+1], k = 0, 1, . . . ,m− 1, z.B. äquidistant

tk = a+ kH, k = 0, . . . ,m, H =
b− a

m
.

• Approximiere den Integranden f auf jedem Teilintervall [tk, tk+1] durch eine
”
einfach“ zu

integrierende Funktion gk (z.B. ein Polynom vom Grad kleiner gleich n bzgl. (n+1) Stütz-

stellen in dem Intervall [tk, tk+1]) und verwende die Approximation

I(f) =
m−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

f(y) dy ≈
m−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

gk(y) dy.

Für gk verwenden wir zunächst die Polynominterpolation.

Wir beginnen in diesem Abschnitt mit einfachen Beispielen, bei denen wir jeweils zunächst nur ein

Teilintervall betrachten auf welchem wir den Integranden mit einer
”
einfachen“ Funktion appro-

ximieren, dieser Ansatz wird dann jeweils für m ≥ 1 Teilintervalle
”
zusammengesetzt“. Dadurch

erhält man sog. zusammengesetzte oder summierte Regeln.

Insgesamt betrachten wir drei Beispiele; In den ersten zwei Beispielen verwenden wir auf je-

dem Teilintervall konstante Funktionen zur Approximation, d.h. konstante Interpolationspolyno-

me nullten Grades bzgl. einer Stützstelle und im dritten Beispiel auf jedem Teilintervall lineare

Funktionen, d.h. Interpolationspolynome ersten Grades bzgl. zweier Stützstellen.

Im Anschluss konstruieren dann so genannte interpolatorische Quadraturformeln und motivieren

damit die allgemeine Definition von Quadraturformeln. Weiterhin werden wichtige Eigenschaften

von Quadraturformeln behandelt.

7.1.1 Einfache Beispiele

Beginnen wir mit den sicherlich einfachsten Quadraturformeln. Allgemein ersetzen wir zunächst

den Integranten f auf dem Intervall [a, b] durch eine konstante Funktion.

f
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����������
����������
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a b

g

b
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Abb. 7.1: Links: Linke Rechteckregel, rechts: Mittelpunktregel

Angewandte Numerik 1, 21. April 2017



Abschnitt 7.1: Quadraturformeln 111

Beispiel 7.1.1 (Linke Rechteckregel) Zunächst wählen wir als konstante Funktion g den Funk-

tionswert am linken Rand, d.h. x0 = a, g(y) = f(x0). Zur Veranschaulichung siehe Abbildung

7.1. Die resultierende Quadraturformel

RL(f) := Î(f) = (b− a)f(a)

wird linke Rechtecksregel genannt. Natürlich könnte man auch analog den rechten Rand wählen.

Nun zerlegen wir das Integrationsintervall [a, b] in m ≥ 1 Teilintervalle Ik = [tk, tk+1],
tk = a + kH, k = 0, 1, . . . ,m − 1 und Breite H = (b − a)/m. Auf jedem Teilintervall wähle

als konstante Funktion gk den Funktionswert am linken Rand des Teilintervalls gk(y) := f(tk),
y ∈ [tk, tk+1]. Wir erhalten die Quadraturformel

RL
m(f) := H

m−1∑

k=0

f(tk),

diese wird zusammengesetzte linke Rechtecksregel genannt.

Nun zur Analyse: Sei f hinreichend glatt. Wegen

f(y) = f(tk) + (y − tk)f
′(ξ)

mit einem ξ ∈ (tk, tk+1) (Taylor-Restglied) folgt

∫ tk+1

tk

f(y) dy = Hf(tk) +

∫ tk+1

tk

f ′(ξ)(y − tk) dy

= Hf(tk) +
f ′(ξ)
2

(tk+1 − tk)
2 =

∫ tk+1

tk

g(y) dy +O(H2).

Damit gilt

|I(f)−RL
m(f)| =

∣∣∣∣∣

∫ b

a
f(x) dx−H

m−1∑

k=0

f(tk)

∣∣∣∣∣

≤
m−1∑

k=0

∣∣∣∣
∫ tk+1

tk

f(x) dx−Hf(tk)

∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

=O(H2)

m= b−a
H= O(H).

Beispiel 7.1.2 (Mittelpunktregel) Wir setzen

C(r)M :=
{
f : [a, b]→ R

∣∣∣ f (r) stetig und sup
a ≤ x ≤ b

|f (r)(x)| ≤M
}

für r ∈ N und M > 0, und betrachten Grafik 7.2: Sei nun x0 ∈ (a, b), dann gilt für f ∈ C1[a, b]:

∫ b

a
|f − P (f |x0)| dx ≤ sup

a ≤ x ≤ b

|f ′(x)|
1!

∫ b

a
|x− x0| dx. (7.2)
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y

a b

y = f(x)

x0x0

Abb. 7.2: Graph einer Funktion f .

Weiterhin ergibt sich mit h := b− a:

J(x0) :=

∫ b

a
|x− x0| dx = −

∫ x0

a
(x− x0) dx+

∫ b

x0

(x− x0) dx

=
(x− x0)

2

2

∣∣∣∣
b

x=x0

− (x− x0)
2

2

∣∣∣∣
x0

x=a

=
(b− x0)

2

2
+

(a− x0)
2

2

= x20 − x0(a+ b) +
a2 + b2

2
.

Wir wollen die Stützstelle x0 nun so wählen, dass J(x0) bzw. der rechte Teil der Ungleichung

(7.2) minimal wird. Mit

J ′(x0) = 2x0 − (a+ b)
!
= 0

ergibt sich als einziger kritischer Punkt x0 = a+b
2 , welcher J minimiert, da J ′′(x0) = 2 > 0. Wir

erhalten die Mittelpunktregel (zur Veranschaulichung siehe Abbildung 7.1)

M(f) := Î0(f) := (b− a) · f
(
a+ b

2

)
. (7.3)

bei der als konstante Funktion g(y) = f((a+ b)/2) genommen wird.

Mit obiger Herleitung haben wir auch gezeigt, dass für M := supa≤x≤b |f ′(x)| gilt:

sup
f∈C(1)

M

∣∣∣∣
∫ b

a
f(x)− Î0(f)

∣∣∣∣ ≤
M

1!
· J
(a+ b

2

)

= M ·
((a+ b)2

4
− (a+ b)2

2
+

a2 + b2

2

)

= M · (b− a)2

4
,

also die rechte Seite ein Maß für die von (7.3) in C(1)M garantierte Genauigkeit ist.

Nun zerlegen wir das Integrationsintervall [a, b] wieder in m ≥ 1 Teilintervalle Ik = [tk, tk+1],
tk = a+Hk, k = 0, . . . ,m. Auf jedem Teilintervall setze

gk(y) := f

(
tk + tk+1

2

)
, y ∈ [tk, tk+1].
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Mit xk := 1
2 (tk + tk+1) liefert Taylorentwicklung um xk für f ∈ C3(tk, tk+1)

f(y) = f(xk) + (y − xk)f
′(xk) +

1

2
(y − xk)

2f ′′(xk) +O(H3),

und damit ∫ tk

tk+1

f(y) dy =

∫ xk

tk

f(y) dy +

∫ tk+1

xk

f(y) dy

=
H

2
f(xk) +

∫ xk

tk

(y − xk)f
′(xk) dy +O(H3)

+
H

2
f(xk) +

∫ tk+1

xk

(y − xk)f
′(xk) dy +O(H3)

= Hf(xk) +O(H3),

denn ∫ xk

tk

(y − xk) dy =

∫ 0

−H
2

z dz = −
∫ −H

2

0
z dz = −

∫ tk+1

xk

(y − xk) dy.

Mit Quadraturknoten xk = a+ (2k + 1)H/2, k = 0, . . . ,m− 1 erhalten die summierte Mittel-

punktregel

MH(f) := Î0,m(f) := H
m−1∑

k=0

f

(
tk + tk+1

2

)
= H

m−1∑

k=0

f(xk),

mit dem Fehler

|I(f)−MH(f)| = O(H2) für f ∈ C3(tk, tk+1).

Nun ersetzten wir den Integranten durch eine lineare Funktion bzw. durch lineare Funktionen auf

Teilintervallen.

Beispiel 7.1.3 (Trapezregel) Wählen wir g als lineare Interpolation (Lagrange Interpolationspo-

lynom vom Grad 1) von f bzgl. der Knoten x0 = a und x1 = b so erhalten wir die so genannte

Trapezregel:

Î1(f) :=
b− a

2
(f(a) + f(b)) .

Um die zusammengesetzte Trapezregel zu erhalten, zerlegen wir [a, b] wie im Fall eines Knotens

(d.h. n = 0) in m ≥ 1 Teilintervalle Ik = [tk, tk+1], tk = a + Hk, k = 0, . . . ,m der Breite

H = b − a/m und wähle gk als lineare Interpolation von f bzgl. der Stützstellen tk, tk+1 mit

Quadraturknoten tk, d.h.

gk(y) =
tk+1 − y

H
f(tk) +

y − tk
H

f(tk+1), y ∈ [tk, tk+1]

Das führt zu
tk+1∫

tk

gk(y)dy =
H

2
(f(tk+1) + f(tk)).

Dies setzt man zusammen auf [a, b] = [t0, tm]:

Î1,m(f) :=
H

2

m−1∑

k=0

(f(tk+1) + f(tk))

Da jeder Term bis auf den ersten und letzten doppelt gezählt wird erhalten wir die sogenannte

Trapezsumme

TH(f) := Î1,m(f) := H

{
1

2
f(a) + f(t1) + . . .+ f(tm−1) +

1

2
f(b)

}
. (7.4)
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7.1.2 Konstruktion und Definition von Quadraturformeln

In obigen Beispielen haben wir stets den Integranden f durch eine Approximation f̂ ersetzt, d.h.

f ≈ f̂ und dann f̂ exakt integriert. Wir haben also als Quadratur În

În(f) = I(f̂)

gewählt. Um höhere Genauigkeit zu erzielen, reichen konstante bzw. lineare Funktionen, wie bei

der Mittelpunkts- bzw. der Trapetzregel, offenbar nicht aus.

Die Kernidee der Mittelpunkts- bzw. der Trapezformel liegt eigentlich darin, die Funktion f durch

eine Interpolierende P (f |x0, . . . , xn) bzgl. der Stützstellen xi (die - wie bei der Mittelpunkts-

regel - von den tj verschieden seien können) zu ersetzen, sodass sich für diese die Quadratur

einfach ausführen läßt. Es liegt somit nahe, als Approximation f̂ das Interpolationspolynom an f
bezüglich der Knoten zu wählen, d.h.

f̂(x) = P (f |x0, . . . , xn)(x).

Wir verwenden dann I
(
P (f |x0, . . . , xn)

)
als Approximation zu I(f) =

∫ b
a f(x)dx, setzen also:

În(f) = I
(
P (f |x0, . . . , xn)

)
.

Konstruktion interpolatorischer Quadraturformeln: Die Idee bei der Konstruktion von Qua-

draturformeln ist es (n+1) Stützstellen zu wählen und, wie bereits erwähnt, das Integral über das

Interpolationspolynom zu diesen Knoten als Näherung an das Integral von f zu verwenden.

Da ein besimmtes Integral über ein beliebiges Intervall [a, b] - ohne Beschränkung der Allgemein-

heit - mittels Variablentransformation auf das Intervall [0, 1] transformiert werden kann, betrachten

wir zunächst [a, b] = [0, 1].
Die auf [0, 1] transformierten Stützstellen nennen wir τi.
Die (n + 1) Stützstellen τ0, . . . , τn ∈ [0, 1] seien der Einfachheit halber äquidistant, d.h. τi = ih
für i = 0, . . . , n mit h = 1/n. Mit der Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms

P (y) =

n∑

i=0

f(τi)L
(n)
i (τ), L

(n)
i (y) =

n∏

j=0
j 6=i

(y − τj)

(τi − τj)

folgt dann

În(f) =

∫ 1

0
P (τ) dτ =

∫ 1

0

(
n∑

i=0

f(τi)L
(n)
i (τ)

)
dτ =

n∑

i=0

f(τi)

(∫ 1

0
L
(n)
i (τ) dτ

)

︸ ︷︷ ︸
=:λi

=
n∑

i=0

f(τi)λi

Dies nennt man eine Quadraturformel mit Gewichten λi und Knoten (Stützstellen) τi.

Um eine allgemeine Quadraturformel für beliebige Intervalle [a, b] zu bekommen, wird das Inter-

vall [a, b] nun auf [0, 1] transformiert. Mit x = a + τ(b − a) und dx = dτ(b − a) = (b − a)dτ
erhalten wir

I(f) =

∫ b

a
f(x) dx = (b− a)

∫ 1

0
f(a+ τ(b− a))︸ ︷︷ ︸

:=f̃(τ)

dτ.

Damit erhält man die Quadraturformel

În(f) = (b− a)

n∑

i=0

f(a+ τi(b− a)) · λi
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mit λi :=
∫ 1
0 L

(n)
i (τ) dτ und τi = ih für h = 1/n. Man beachte, die Gewichte λi sind unabhängig

von den Integrationsgrenzen a, b und vom aktuellen Integranten und müssen für gegebene Stütz-

stellen also nur einmal berechnet werden.

Wir fassen dies zusammen und definieren allgemein das lineare Funktional În als Quadraturfor-

mel:

Definition 7.1.4 (Quadraturformel) Unter einer Quadraturformel Î zur Approximation des be-

stimmten Integrals

I(f) =

∫ b

a
f(x) dx

versteht man

În(f) = (b− a)

n∑

i=0

λif(xi) (7.5)

mit den Knoten x0, . . . , xn und den Gewichten λ0, . . . , λn ∈ R, wobei

n∑

i=0

λi = 1 (7.6)

gilt.

Bemerkung 7.1.5 1. Eine Eigenschaft wie (7.6) wird
”

Partition der Eins“genannt.

2. Sind die Gewichte nicht negativ, dann stellt (7.6) eine Konvexkombination der Funktions-

werte f(x0), . . . , f(xn) dar.

3. Für die konstante Funktion f(x) ≡ c = const, x ∈ [a, b] folgt aus (7.6)

În(f) = (b− a)

n∑

i=0

λi

︸ ︷︷ ︸
=1

c = c(b− a) = I(f),

d.h., konstante Funktionen werden exakt integriert. Dies ist der Grund für die Forderung

(7.6).

Definition 7.1.6 (Interpolatorische Quadraturformel) Sei I ein Integral und In eine Quadra-

turformel dazu. Man nennt die Quadraturformel interpolatorisch, wenn gilt

λi =
1

(b− a)
I(L

(n)
i ), i = 0, . . . , n.

Bemerkung 7.1.7 Mit anderen Worten, im Rahmen der Herleitung der Quadraturformeln haben

wir interpolatorische Quadraturformeln verwendet. Im Laufe dieses Kapitels werden wir noch

andere Quadraturformeln kennen lernen, dies sind die so genannten Gauß-Quadraturformeln

(vgl. Abschnitt 7.3).
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7.1.3 Exaktheitsgrad und Quadraturfehler

Aus der Konstruktion der interpolatorischen Quadraturformeln ergeben sich sofort Konsequenzen:

• derartige Quadraturformeln sind für alle f ∈ Pn exakt,

• aufgrund der Eindeutigkeit der Polynom-Interpolation ist diese Quadraturformel die einzige

exakte bzgl. der Knoten x0, . . . , xn.

Dies fassen wir in den folgenden Lemma zusammen:

Lemma 7.1.8 (Eindeutige exakte interpolatorische Quadraturformel) Zu (n + 1) paarweise

verschiedenen Knoten x0, . . . , xn gibt es genau eine Quadraturformel

În(f) = (b− a)

n∑

i=0

λif(xi), (7.7)

die für alle P ∈ Pn vom Grad kleiner oder gleich n exakt ist.

Beweis. Wie bei der Konstruktion verwenden wird die Lagrange-PolynomeL
(n)
i setzen diese in die Quadraturformel ein und erhalten:

I
( n∑

i=0

f(xi)L
(n)
i (x)

)
=

n∑

0=1

f(xi)I
(
L

(n)
i (x)

)
= (b − a)

n∑

i=0

λif(xi). (7.8)

Dadurch erhalten wir die Gewichte

λi =
1

(b − a)

∫
b

a
L

(n)
i (x)dx

auf eindeutige Weise zurück.

Nun untersuchen wir allgemein den Fehler von Quadraturformeln. Dazu definieren wir

Definition 7.1.9 (Quadraturfehler, Exaktheitsgrad, Fehlerordnung) Sei I ein Integral, În eine

Quadraturformel zu (n+ 1) Knoten.

1. Dann heißt En(f) := I(f)− În(f) Quadraturfehler.

2. Die größte Zahl r ∈ N für die gilt

En(f) = I(f)− În(f) = 0, ∀f ∈ Pr

wird Exaktheitsgrad der Quadraturformel genannt.

3. Zu gegebenem Exaktheitsgrad r wird r + 1 Ordnung oder Fehlerordnung der Quadra-

turformel În genannt.

Bemerkung 7.1.10 (Exaktheitsgrad interpolatorischer Quadraturformeln) Nach Lemma

7.1.8 hat jede interpolatorische Quadraturformel, die (n + 1) Stützstellen verwendet, mindestens

den Exaktheitsgrad n.

Bemerkung 7.1.11 (Test der Ordnung einer Quadraturformel) Der Quadraturfehler ist offen-

bar linear. Daher kann die Ordnung einer Quadraturformel În leicht über die Monome getestet

werden: Gilt En(x
j) = 0, j = 0, . . . , r − 1 und En(x

r) 6= 0, so hat În die Ordnung r.

Hat der Integrand f
”
schöne“ Eigenschaften, d.h. ist er z.B. n + 1-mal stetig differenzierbar, so

kann man den Interpolationsfehler mit Satz 6.2.24 abschätzen. Integration über den Interpolati-

onsfehler liefert eine Fehlerschranke für den Integrationsfehler.
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Lemma 7.1.12 (Fehlerschranken interpolatorischer Quadraturformeln) Es gilt für

În(f) :=

b∫

a

P (f |x0, . . . , xn)(x)dx

die Fehlerabschätzung

|En(f)| ≤ (b− a)


max

y∈[a,b]

n∏

j=0

|y − xj|


 ‖f

(n+1)‖∞
(n + 1)!

(7.9)

≤ (b− a)n+2

(n+ 1)!
‖f (n+1)‖∞

für f ∈ Cn+1[a, b].

Beweis. Lagrange–Darstellung für P (f |x0, . . . , xn) einsetzen und Fehlerdarstellung der Polynominterpolation anwenden.

Bemerkung 7.1.13 (Fehlerschranken) Die Fehlerschranken aus Lemma 7.1.12 sind i.A. nicht

optimal. D.h., die Schranken sind in der Regel zu groß. Schärfere Schranken können von Hand

bewiesen werden (mittels Anwendung der Mittelwertsätze aus der Analysis).

7.1.4 Konvergenz einer Quadraturformel

Das Ziel ist es, mit möglichst geringem Aufwand ein Integral möglichst genau zu approximie-

ren. Als Maß für die Genauigkeit haben wir im letzten Abschnitt den Quadraturfehler eingeführt.

Man kann sich zusätzlich noch fragen, ob, bzw. unter welchen Bedingungen Quadraturformeln,

für wachsende Anzahl von Stützstellen gegen das exakte Integral konvergieren.

Wir betrachten dazu in diesem Abschnitt nun Folgen von Quadraturformeln (În)n∈N und untersu-

chen, wann diese gegen das zu approximierende Integral konvergieren. Zunächst definieren wir:

Definition 7.1.14 (Konvergenz einer Quadraturformel) Sei (În)n∈N eine Folge von Quadratur-

formeln. Gilt

În(f)
n →∞−−−−→

∫ b

a
f(x)dx für jedes f ∈ C[a, b], (7.10)

so spricht man von der Konvergenz der Quadraturformeln (În)n∈N.

Die folgenden zwei Sätze liefern nun Bedingungen unter denen Folgen von Quadraturformeln

(În)n∈N konvergieren. Insbesondere sind dies Bedingungen an die Gewichte.

Satz 7.1.15 (Szegó) Sei a ≤ x
(n)
0 < · · · < x

(n)
n ≤ b, und seien λ

(n)
k ∈ R, k = 0, . . . , n.

Dann sind die für n ∈ N gemäß

În :
(
C[a, b], ‖ · ‖∞

)
→
(
R, | · |

)
, f 7→ În(f) := (b− a)

n∑

i=0

λ
(n)
i f

(
x
(n)
i

)

definierten Quadraturformeln În genau dann konvergent, wenn die beiden folgenden Bedingungen

erfüllt sind:

(i)

sup
n∈N

n∑

k=0

∣∣λ(n)
k

∣∣ <∞
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(ii)
I(P ) = lim

n→∞
În(P ), ∀P ∈ P = P(a, b).

wobei P(a, b) die Menge der Polynome auf dem Intervall (a, b) bezeichnet.

Beweis. Der Beweis dieses Satzes erfordert grundlegende Kenntnisse der Funktionalanalysis und wird deshalb an dieser Stelle ausgespart. Man findet ihn nichtsdestoweniger

beispielsweise in [Heuser, Seite 159].

Satz 7.1.16 (Steklov) Unter den Voraussetzungen des Satzes von Szegó gelte

λ
(n)
k ≥ 0, n ∈ N, 0 ≤ k ≤ n (7.11)

für die Gewichte λ
(n)
k der Quadraturformel În. Dann konvergieren die Quadraturformeln (În)n∈N

genau dann, wenn sie für alle P ∈ Pn konvergieren.

Beweis. Nach dem Satz von Szegó ist der Beweis erbracht, wenn dort unter der Voraussetzung von (7.11) (i) aus (ii) folgt. Es gelte also (ii) im Satz von Szegó. Für f ≡ 1
gilt mit (ii)

b − a = I(f) = lim
n→∞

În(f) = lim
n→∞

n∑

k=0

λ
(n)
k

,

was wegen (7.11) die Aussage (i) impliziert.

7.2 Klassische interpolatorische Quadraturformeln

Wir haben Quadraturformeln über Lagrange-Interpolation zu äquidistanten Knoten konstruiert,

d.h. durch Polynominterpolation. Damit haben wir die allgemeine Definition der Quadraturfor-

meln motiviert. Im Fall, dass die Gewichte der Quadraturformel den Integralen über die Lagrange-

Polynome entsprechen haben wir von interpolatorischen Quadraturformeln gesprochen.

Im Spezialfall, dass diese Quadraturformeln durch Polynominterpolation an gleichverteilten Kno-

ten, d.h. äquidistanter Stützstellen - so wie wir sie auch konstruiert haben - , entstehen, spricht

man von Newton-Cotes2-Formeln. In diesem Abschnitt schauen wir uns diesen Spezialfall noch

mal etwas genauer an und fassen einige Eigenschaften zusammen. Wir werden sehen, dass die

einführenden Beispiele zu diesen klassischen Quadraturformeln gehören.

Außerdem werden wir sehen, dass die Sätze aus dem vorherigen Abschnitt Grenzen für die nu-

merische Stabilität dieses Ansatzes liefern. Dies führt uns auf die zusammengesetzten Newton-

Cotes-Formeln.

7.2.1 Newton-Cotes-Formeln

Definition 7.2.1 (Newton-Cotes-Formeln) Bei äquidistanter Knotenwahl a ≤ x0 < x1 · · · <
xn ≤ b heißen die resultierenden Integrationsformeln

În(f) = (b− a)

n∑

i=1

λif(xi)

Newton-Cotes-Formeln.

Die Newton-Cotes-Formeln heißen abgeschlossen, wenn x0 = a und xn = b, d.h.

xi = a+ ih, h =
b− a

n
, i = 0, . . . , n.

Die Newton-Cotes-Formeln heißen offen, wenn x0 < a und xn < b, wobei meist

xi = a+
(
i+

1

2

)
h mit h =

b− a

n+ 1
, i = 0, . . . , n (7.12)

gewählt wird.

2Cotes, Roger (1682-1716)
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Bemerkung 7.2.2 Es ist klar, dass die Mittelpunkts- und die Trapezregel, welche wir bereits ken-

nen gelernt haben, Newton-Cotes-Formeln sind. Man erhält sie mit n = 0, n = 1. Hierbei ist die

Mittelpunktsregel offen und die Trapezregel abgeschlossen.

Der Ausdruck für die abgeschlossenen Newton-Cotes-Gewichte λi vereinfacht sich durch die

Substitution s := (x−a)
h zu

λi =
1

b− a

∫ b

a

n∏

j=0
j 6=i

(x− xj)

(xi − xj)
dx =

1

n

∫ n

0

n∏

j=0
j 6=i

(s− j)

(i− j)
ds :=

1

n
αi

und für die offenen Newton-Cotes-Formeln erhält man unter der Wahl (7.12) der xi:

λi =
1

b− a

∫ b

a

n∏

j=0
j 6=i

(x− xj)

(xi − xj)
dx =

1

n+ 1

∫ n+ 1
2

− 1
2

n∏

j=0
j 6=i

(s− j)

(i− j)
ds :=

1

n
αi

Bemerkung 7.2.3 (Praktische Berechnung via a priori Tabellierung der Gewichte) Die

Newton-Cotes-Formeln besitzen den Vorteil, dass die Gewichte zwar von n und h abhängen nicht

aber von a, b. In der Praxis berechnet man daher nicht zunächst f̂ = P (f | . . .) und dann In(f̂),
sondern sucht direkt die Form (7.5) der Quadraturformel, d.h., man berechnet die Gewichte. Diese

können a priori tabelliert werden.

Bemerkung 7.2.4 (Offene Newton-Cotes-Formeln) Die offenen Newton-Cotes-Formeln kann

man vor allem dann verwenden, wenn die Auswertung des Integranden f an den Integrationsgren-

zen schwierig ist, z.B. wenn f am Rand eine Singularität hat. Allerdings haben sie eine deutlich

schlechtere Ordnung als die ebenfalls offenen Gauß-Quadraturen und finden daher in der Praxis

kaum Anwendung.

Im folgenden Beispiel tabellieren wir daher die Gewichte der wichtigsten geschlossenen Newton-

Cotes-Formeln. Da die Stützstellen und Gewichte von dem Polynomgrad n abhängen, den wir

wählen, schreiben wir hier, wie auch schon zuvor, x
(n)
j und λ

(n)
j .

Beispiel 7.2.5 (Geschlossene Newton-Cotes-Formeln) Wählen wir (n + 1) äquidistante Stütz-

stellen auf [a, b], d.h.

x
(n)
i := a+ τ

(n)
i (b− a), i = 0, . . . , n,

wobei τ
(n)
i = i/n, die Stützstellen auf [0, 1] sind. Bezeichne α

(n)
i = λ

(n)
i n die Gewichte auf [0, 1].

Dann gilt mit h = (b− a)/n

În(f) := (b− a)

n∑

i=0

λ
(n)
i f(a+ τ

(n)
i (b− a)) = h

n∑

i=0

α
(n)
i f(a+ τ

(n)
i (b− a)). (7.13)

lauten die Eckdaten der wichtigsten geschlossenen Newton-Cotes-Formeln

n τ
(n)
i λ

(n)
i Restglied Name

1 0, 1 1
2 ,

1
2

1
12h

3f ′′(ξ) Trapezregel

2 0, 12 , 1
1
6 ,

2
3 ,

1
6

1
902

−5h5f (4)(ξ) Simpson–Regel, Keplersche Fassregel

3 0, 13 ,
2
3 , 1

1
8 ,

3
8 ,

3
8 ,

1
8

3
803

−5h5f (4)(ξ) Newtonsche 3/8-Regel

4 0, 14 ,
1
2 ,

3
4 , 1

7
90 ,

32
90 ,

12
90 ,

32
90 ,

7
90

8
9454

−7h7f (6)(ξ) Milne–Regel
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Als Beispiel betrachte die Simpson-Regel, in obiger Form lautet diese

Î2(f) = b− a

(
1

6
f(a) +

2

3
f

(
a+ b

2

)
+

1

6
f(b)

)
.

Bemerkung 7.2.6 In obigem Zugang entspricht die Anzahl der Stützstellen dem Exaktheitsgrad

des Interpolationspolynoms und damit der Quadraturformel. Dies wiederum entspricht der Genau-

igkeit der Quadraturformel. Vielleicht kann man ja mit weniger Stützstelle dieselbe Genauigkeit

erreiche, oder — anders ausgedrückt — mit geschickt gewählten Stützstellen eine höhere Genau-

igkeit erreichen. Mit dieser Frage wollen wir uns nun beschäftigen.

Bemerkung 7.2.7 (Grenzen der Newton-Cotes-Formeln) Bei den Newton-Cotes-Formeln tre-

ten durchaus negative Gewichte auf, d.h. der Satz 7.1.16 von Steklov kann dann nicht angewandt

werden. Jedoch hilft auch der Satz 7.1.15 von Szegó nicht weiter, da - wie G. Polya zeigte - eine

Funktion existiert, für die die Newton-Cotes-Formeln nicht konvergieren.

Für abgeschlossene Newton-Cotes-Formeln taucht bei n = 8, für offene Newton-Cotes-Formeln

bei n = 6 das erste Mal ein negatives Gewicht auf. Man sollte die jeweiligen Newton-Cotes-

Formeln nicht für n größer als diese jeweiligen Werte verwenden!

Die Gewichte der Newton-Cotes-Formeln sind rational und können mit Maple berechnet werden.

Die folgenden Zeilen Maple-Code berechnen die Gewichte der abgeschlossenen Newton-Cotes-

Formeln für n = 8 und die der offenen Newton-Cotes-Formeln für n = 6:

MAPLEMAPLEMAPLE-Beispiel:

> n : = 8 :

> z a e h l e r := ( x , i ) −> quo ( p r o d u c t ( ( x−k ) , k = 0 . . n ) , ( x−i ) , x ) :

> seq ( i n t ( z a e h l e r ( x ,m) / subs ( x=m, z a e h l e r ( x ,m) ) , x = 0 . . n ) / n ,m= 0 . . n ) ;

989 2944 −464 5248 −454 5248 −464 2944 989

−−−−, −−−−−, −−−−−,−−−−−, −−−−, −−−−−, −−−−−, −−−−−, −−−−−
28350 14175 14175 14175 2835 14175 14175 14175 28350

> n : = 6 :

> z a e h l e r := ( x , i ) −> quo ( p r o d u c t ( ( x−k ) , k = 0 . . n ) , ( x−i ) , x ) :

> seq ( i n t ( z a e h l e r ( x ,m) / subs ( x=m, z a e h l e r ( x ,m) ) ,

x = −1/2 . . n + 1 / 2 ) / ( n +1) ,m= 0 . . n ) ;

4949 49 6223 −6257 6223 49 4949

−−−−−, −−−−, −−−−−, −−−−−, −−−−−, −−−−, −−−−−
27648 7680 15360 34560 15360 7680 27648

Wie man sieht, enthalten beide Quadratur-Formeln negative Gewichte.

7.2.2 Zusammengesetzte Newton-Cotes-Formeln

Wir haben gesehen, dass bei den geschlossenen Newton-Cotes-Formeln ab n = 7 und für die

offenen Newton-Cotes-Formeln ab n = 5 negative Gewichte auftreten. I.A. können wir keine
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Konvergenz În(f)→ I(f) für n→∞ erwarten.

Einen Ausweg bieten die sogenannten zusammengesetzten oder summierten Quadraturfomeln.

Als Spezialfall zusammengesetzter Newton-Cotes-Formeln haben wir in den einführenden Bei-

spielen bereits die summierte Mittelpunktsregel und die Trapezsumme kennen gelernt.

Allgemein ist die Idee zusammengesetzter Quadratur, dass man das Integrationsintervall [a, b] in

m Teilintervalle zerlegt und die Quadraturformel În(f) auf die Teilintervalle der Länge H =
(b− a)/m anwendet.

În,m(f) =
m−1∑

k=0

În|[tk ,tk+1](f) =
m−1∑

k=0

n∑

i=1

λ
(n,k)
i f(x

(n,k)
i )

Sei nun n fest und man betrachte eine Folge von zusammengesetzte Newton-Cotes-Formeln

(Îm(f))m∈N:

Beispiel 7.2.8 (Anwendung des Satzes von Szegó auf die summierte Mittelpunktsregel)

Wir wenden den Satz von Szegó auf die summierte Mittelpunktsregel an. Betrachte hierzu eine

Folge von Knoten

x
(1,m)
k := a+

2k + 1

2
· b− a

m+ 1
, k = 0, . . . ,m,

mit den Gewichten

λ
(m)
k =

b− a

m+ 1
.

Es gilt:
∑

k

∣∣λ(m)
k

∣∣ = b − a, demnach ist (i) in Satz 7.1.15 erfüllt. Weiterhin gilt (ii) auf-

grund der Stetigkeit (damit der Riemann-Integrierbarkeit) der Polynome auf [a, b] und der Feh-

lerabschätzung für die summierte Mittelpunktsregel.

Lemma 7.2.9 (Fehlerschätzung der Trapezsumme) Es gilt

|E1(f)| = |I(f)− TH(f)| = O(H2) für f ∈ C2([a, b]) (7.14)

Bemerkung 7.2.10 (Ineffizenz bei hoher gewünschter Genauigkeit) Angenommen, man

möchte mit der Trapezsumme (7.4) die Genauigkeit von 10−6 erreichen. Die Fehlerschätzung

(7.14) besagt dann

|I(f)− TH(f)| = O(H2) ≤ 10−6,

also muss H2 in der Größenordung von 10−6 sein, demnach muss H ∼ 10−3 gelten und bei

äquidistanter Schrittweite folgt dann für die Anzahl der Knoten

m =

[
b− a

H

]
∼ 103.

Dies wäre viel zu ineffizient, wir brauchen Alternativen!

7.3 Gauß-Quadratur

Wir haben gesehen, dass bei interpolatorische Quadraturen zu (n + 1) Stützstellen die Gewich-

te so gewählt werden können, dass diese mindestens den Exaktheitsgrad n haben. Bisher waren

dabei die Stützstellen vorgegeben. Es stellt sich nun die Frage, ob wir Quadraturen mit höcherer

Ordnung erreichen, wenn wir sowohl die Gewichte als auch Stützstellen frei wählen.
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Wir verfolgen also das Ziel, Qudraturformeln zu konstruieren, die exakt sind von möglichst hoher

Ordnung, d.h.

În(P ) = I(P )

für alle P ∈ PN mit N maximal (natürlich hängt N von n ab!).

Bevor wir uns allerdings mit der Konstruktion solcher Quadraturformel beschäftigen, d.h. wie mit

der Wahl der Stützstellen und Gewichte, überlegen wir uns was N maximal konkret bedeutet.

Hierzu halten wir zunächst das folgende fest:

Satz 7.3.1 (Obere Grenze für die Ordnung von Quadraturformeln) Sind a ≤ x
(n)
0 < · · · <

x
(n)
n ≤ b und ist În eine Quadraturformel bzgl. x

(n)
i , i = 0, . . . , n, so gilt für ihre Ordnung k:

k ≤ 2n+ 2.

Beweis. Die Anwendung der Quadraturformel in der Form

În(f) = (b − a)
n∑

k=0

λ
(n)
k

f
(
x
(n)
k

)

auf das Polynom

P (x) =

n∏

k=0

(
x− x

(n)
k

)2
, x ∈ [a, b]

vom Grad 2n + 2 liefert die Aussage
∫

b

a
P (x)
︸ ︷︷ ︸
> 0

dx− (b− a)
n∑

k=0

λ
(n)
k

P
(
x
(n)
k

)

︸ ︷︷ ︸
= 0

> 0,

also I(P ) > 0, În(P ) = 0, speziell I(P ) 6= Î(P ) und damit die Behauptung.

Der vorstehende Satz besagt, dass für (n + 1) Stützstellen Polynome vom Grad N kleiner gleich

2n + 1 exakt integriert werden. Man kann sich leicht überlegen, dass dieser maximale Exakt-

heitsgrad auch erreicht wird:

Sei die Anzahl n der Teilintervalle vorgegeben. Die Quadraturformeln haben die Gestalt

În(f) = (b− a)

n∑

i=0

λ
(n)
i f(x

(n)
i ) dx

Versucht man sowohl die n + 1 Stützstellen als auch die n + 1 Gewichte so zu wählen, dass die

Fehlerordnung möglichst groß wird, so hat man 2n + 2 Unbekannte:

λ
(n)
0 , . . . , λ(n)

n , x
(n)
0 , . . . , x(n)n ,

Wenn man zur Bestimmung dieser Unbekannten den folgenden monomialen Ansatz wählt

(b− a)

n∑

i=0

λ
(n)
i (x

(n)
i )j =

∫ b

a
xj dx =

1

j + 1
(bj+1 − aj+1), j = 0, . . . , 2n + 1,

so ist dies ein nichtlineares Gleichungssystem mit 2n+2 Gleichungen und 2n+2 Unbekannten.

Hat dieses Gleichungssystem eine Lösung, so integriert die resultierende Quadraturformel Poly-

nome bis zum Grad 2n + 1 exakt. Mit zunehmendem n wird dieses Gleichungssystem allerdings

immer unübersichtlicher. Und insbesondere gehen, wie bereits erwähnt, die Knoten nichtlinear

ein.

Die Frage ist nur, wie man die Knoten und Gewichte systematischer wählen kann? Daher verfolgt

man einen etwas allgemeineren Ansatz: Hierzu betrachten wir das gewichtete Integral

I(f) =

∫ b

a
f(x)ω(x) dx
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mit einer integrablen Gewichtsfunktion ω : [a, b] → R. Wir nennen ω positiv, falls ω(x) > 0 für

alle x ∈ (a, b).

Bevor wir uns aber mit der numerischen Integration eines solchen Integrals genauer beschäfti-

gen, stellen wir noch einige mathematische Konstrukte zur Verfügung: Dies sind im Wesentlichen

orthogonale Polynome und ihre Eigenschaften.

7.3.1 Orthogonale Polynome

In diesem Abschnitt werden orthogonale Polynome bzgl. gewichtetet L2-Skalarprodukte definiert

und ihre Eigenschaften betrachtet. Zunächst wiederholen wir die Definition eines Skalarprodukts:

Definition 7.3.2 (Skalarprodukt) Es sei V ein reeller Vektorraum. Ein Skalarprodukt (oder in-

neres Produkt) auf V ist eine symmetrische positiv definite Bilinearform (·, ·) : V × V → R, d.h.

für x, y, z ∈ V und α, β ∈ R gelten die folgenden Bedingungen:

i.) positive Definitheit

(x, x) ≥ 0, und (x, x) = 0 genau dann, wenn x = 0,

ii.) Symmetrie

(x, y) = (y, x) ,

iii.) Bilinearität

(αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z) .

Man beachte, dass V hier nicht endlich-dimensional zu sein braucht! Für Skalarprodukte gilt die

Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

Satz 7.3.3 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Es sei V ein reeller Vektorraum, (·, ·) : V ×V → R

ein Skalarprodukt auf V. Dann gilt

(x, y) ≤
√

(x, x)
√

(y, y) .

Beweis. Der Fall y = 0 ist trivial. Es bleibt also der Fall y 6= 0 und damit (y, y) 6= 0. Für jedes α ∈ R gilt

0 ≤ (x− αy, x− αy) = (x, x) − 2α(x, y) + α
2
(y, y) .

Wählt man nun speziell α := (x, y)/(y, y), so ergibt sich

0 ≤ (x, x) −
(x, y)2

(y, y)
,

also

(x, y)
2 ≤ (x, x)(y, y) .

Nun liefert Ziehen der Quadratwurzel die Behauptung.

Mit Hilfe einer positiven, stetigen Gewichtsfunktion können wir nun das gewichtete

L2-Skalarprodukt einführen und definieren im Anschluss die Orthogonalität bzgl. dieses.

Satz 7.3.4 (Gewichtetes Skalarprodukt) Es sei ω ∈ C(a, b), ω(x) > 0 für x ∈ (a, b) eine

positive Gewichtsfunktion. Dann ist

(f, g) := (f, g)ω :=

b∫

a

ω(x)f(x)g(x) dx

für f, g ∈ C[a, b] ein Skalarprodukt.
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Beweis. Die Aussage ergibt sich unmittelbar aus der Verifizierung der bekannten Skalarproduktei-

genschaften aus der Linearen Algebra (Additivität, Homogenität, Symmetrie, positive Definitheit)

und wird deshalb an dieser Stelle ausgespart.

Definition 7.3.5 (Orthogonalität) Wir bezeichnen zwei Funktionen f, g ∈ C[a, b] bzgl. des Ska-

larprodukts (·, ·)ω als orthogonal, falls gilt:

(f, g)ω = 0.

Bemerkung 7.3.6 (Norm und Momente zum gewichteten Skalarprodukt) Im Folgenden set-

zen wir voraus, dass die durch das Skalarprodukt induzierte Norm

‖ Q ‖:=‖ Q ‖ω:=
√

(Q,Q)ω

für alle Polynome Q ∈ Pn, n ∈ N wohldefiniert und endlich ist. Somit existieren auch die Mo-

mente

mn :=

∫ b

a
ω(x)xn dx,

da mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt:

|mn| = |(1, xn)ω| ≤ ‖1‖ω‖xn‖ω <∞.

Beispiele 7.3.7 (Gewichtsfunktionen) Einige Beispiele von Gewichtsfunktionen seien hier ge-

nannt, die ungewöhnlich genug sind, um numerische Techniken zu erfordern, aber in praktischen

Anwendungen verwendet werden.

• ω(x) = xα log(1/x) auf [0, 1] mit α > 0.

Die Momente mn = (n+α+1)−2 sind alle endlich und die zugehörigen Orthogonalpolyno-

me werden verwendet, um Quadraturformeln zu konstruieren für Integrale über [0, 1], deren

Integranden zwei Singularitäten bei Null haben, eine logarithmische und eine algebraische

(falls α 6= 0, 1, 2, . . .).

• ω(x) = e−x und ω(x) = e−x2
auf [0, c], mit 0 < c <∞.

Dies sind Laguerre bzw. Hermite-Gewichte auf einem endlichen Intervall. Die Momente

mn lassen sich durch die unvollständige Gamma-Funktion γ(α, x) =
∫ x
0 tα−1e − t dt aus-

drücken, nämlich mn = γ(n + 1, c) bzw. mn = 1
2γ(

1
2 (n − 1), c2). Beide Varianten finden

Anwendung bei der Gauss-Quadratur von Integralen in der molekularen Quantenmechanik.

Definition 7.3.8 (Orthogonalpolynome) Es sei (Pn)n∈N0 eine Folge paarweise orthogonaler Po-

lynome Pn ∈ Pn, d.h.

(Pi, Pj)ω = δij(Pi, Pi)ω ≥ 0 (7.15)

und exakt vom Grad n, dann heißen die Pn Orthogonalpolynome über [a, b] bzgl. der Gewichts-

funktion ω.

Aufgabe 7.3.9 Man zeige, dass ein Polynom Pn(x) = xn+. . . ∈ Pn genau dann ein orthogonales

Polynom n-ten Grades ist, wenn

∫
P 2
n(x)ω(x) dx = min

{∫
Q2

n(x)ω(x) dx : Qn(x) = xn + . . .

}

gilt.
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Bemerkung 7.3.10 1. Da die P0, . . . , Pn eine Basis des Pn darstellen, folgt sofort

(Pn, Q)ω = (Pn,

n−1∑

i=0

αiPi)ω = 0 für alle Q ∈ Pn−1 . (7.16)

2. Die Definition der Orthogonalpolynome über (7.15) ist keineswegs eindeutig. Eine mögli-

che Standardisierung ist z.B.

Pn(x) = xn + ãn−1x
n−1 + . . . ,

d.h. der führende Koeffizient ist Eins.

Definition 7.3.11 (Monisches Polynom) Ist der führende Koeffizient eines Polynoms Eins, so be-

zeichnet man dieses als monisch (oder auch normiert).

Der folgende Satz liefert nun das bzgl. jedes positiven gewichteten L2-Skalarprodukts eindeutig

bestimmte orthogonale momische Polynome existieren. Weiterhin lassen sich diese numerisch

durch eine Rekursionsvorschrift berechnen.

Satz 7.3.12 (Existenz und Eindeutigkeit monischer Orthogonalpolynome) Zu jedem positiv

gewichteten Skalarprodukt (·, ·)ω (also ω(x) > 0) gibt es eindeutig bestimmte monische Orthogo-

nalpolynome Pn ∈ Pn (d.h. mit führendem Koeffizienten Eins). Gilt zusätzlich (xPn, Pj)ω =
(Pn, x Pj)ω für j, n ≥ 0, dann erfüllen die Orthogonalpolynome die folgende Drei-Term-

Rekursion:

Pn(x) = (αn + x)Pn−1(x) + γnPn−2(x), n = 1, 2, . . . (7.17)

mit P−1 := 0, P0 := 1 und

αn = −(xPn−1, Pn−1)ω
(Pn−1, Pn−1)ω

, γn = −(Pn−1, Pn−1)ω
(Pn−2, Pn−2)ω

. (7.18)

Beweis. Man sieht unmittelbar, dass P0 ≡ 1 ∈ P0 gilt, den Rest der Behauptung zeigen wir induktiv. Seien also P0, . . . , Pn−1 bereits bekannte paarweise orthogonale

Polynome mit Pj ∈ Pj vom Grad j und führendem Koeffizienten gleich Eins. Aus diesen konstruieren wir nun Pn . Soll Pn ∈ Pn ebenso normiert sein, dann folgt

zwangsläufig, dass

Pn(x) − xPn−1(x) ist vom Grade ≤ n − 1

und P0, . . . , Pn−1, xPn−1 bilden eine Basis von Pn . Da jedoch P0, . . . , Pn−1 eine Orthogonalbasis von Pn−1 bzgl. (·, ·)ω bilden, gilt

Pn − xPn−1 =

n−1∑

j=0

γjPj mit γj :=
(Pn − xPn−1, Pj)ω

(Pj , Pj)ω
.

(Man setze die linke Gleichung in (·, Pℓ)ω für ℓ = 0, . . . , n − 1 ein.) Außerdem folgt aus der Orthogonalität von Pn zu P0, . . . , Pn−1, dass nach Voraussetzung

γj = −
(xPn−1, Pj)ω

(Pj , Pj)ω
= −

(Pn−1, xPj)ω

(Pj, Pj)ω
.

Da xPj ∈ Pj+1 , gilt somit γj = 0 für j + 1 < n− 1, d.h.

γ0 = · · · = γn−3 = 0 bzw. es folgt Pn − xPn−1 = γn−2Pn−2 + γn−1Pn−1 .

Beachtet man xPn−2 = Pn−1 + αn−2Pn−2 + . . . + α0P0 , so folgt

γn−2 = −
(Pn−1, xPn−2)ω

(Pn−2, Pn−2)ω
= −

(Pn−1, Pn−1)ω

(Pn−2, Pn−2)ω

und damit

γn = −
(xPn, Pn)ω

(Pn, Pn)ω
.

Die Eindeutigkeit folgt induktiv mit Koeffizienten-Vergleich. SeiQn ∈ Pn eine weitere Folge orthogonaler Polynome. Wegen Q0 = P0 = 1 ist der Induktionsanfang klar.

Weiter gilt

Qn =
n∑

j=0

αjPj mit αj =
(Qn, Pj)ω

(Pj , Pj)ω
.

Aufgrund der Tatsache, dass der jeweilige führende Koeffizient eins ist, folgt αn = 1. Aus der Induktions-Voraussetzung ergibt sich α0 = · · · = αn−1 = 0, also

Qn = Pn .
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Bemerkung 7.3.13 Die Abbildung

(f, g) := −
∫ 1

−1

∫ 1

−1
f(x)g(y) log |x− y| dx dy

ist zwar ein Skalarprodukt auf der Menge der stetigen Funktionen, aber die zugehörigen Ortho-

gonalpolynome erfüllen keine Drei-Term-Rekursion. Symmetrieüberlegungen zeigen sofort, dass

für 0 < j + k ungerade

(xj , xk) = 0

gilt. Mit Hilfe von Maple verifiziert man leicht durch mehrfaches Anwenden der Anweisungen

j:=0;

k:=1;

-int(int(xˆj*yˆk*log((x-y)ˆ2)/2,x=-1..1),y=-1..1);

zu verschiedenen j, k ≥ 0, dass gilt

(xj , xk) =

{
0 , falls 0 ≤ k + j ungerade,

6= 0 , falls 0 ≤ k + j gerade.

Wir definieren P0 = 1, P1 = x und normieren weitere Pk so, dass der führende Koeffizient 1 ist.

Damit das Orthogonalpolynom P2 = x2 + ax + b ∈ P2 orthogonal zu x ist, muss a = 0 gelten

und aus (P2, P0) = 0 folgt b = −(x2, 1)/(1, 1). Man beachte, dass hier

16/9 − 4/3 log(2) = (x2, 1) 6= (x, x) = 1

gilt und somit die Formel der Drei-Term-Rekursion (7.17) nicht gilt.

Generell sind verschiedene Formen der Normierung der Orthogonalpolynome möglich. Wir führen

die allgemeine Darstellung der Orthogonalpolynome in der Form

Pn(x) = knx
n + k′nx

n−1 + . . . , n = 0, 1, 2 . . . . (7.19)

ein. Zusätzlich definieren wir

hn(Pn) := hn :=

∫ b

a
ω(x)P 2

n(x)dx = ‖Pn‖2ω . (7.20)

Bemerkung 7.3.14 (Normierung der Orthogonalpolynome) Bezüglich der allgemeinen Dar-

stellung (7.19) und (7.20) sind Polynome orthonormal, wenn hn(Pn) = 1 und monisch, falls

kn = 1 gilt .

Übertragen wir nun die Drei-Term-Rekursion aus Satz 7.3.12 für Orthogonalpolynome mit führen-

dem Koeffizienten Eins auf die allgemeinere Form (7.19), so erhalten wir folgendes Resultat.

Hierbei kann man die Koeffizienten der Rekursionsformel aus den Leittermen der monischen Po-

lynomen ablesen.

Satz 7.3.15 (Existenz und Eindeutigkeit allgemeiner orthogonaler Polynome) Zu jedem Ska-

larprodukt (·, ·)ω gibt es eindeutig bestimmte Orthogonalpolynome Pn ∈ Pn mit führendem Koef-

fizienten kn. Diese Polynome erfüllen die folgende Drei-Term-Rekursion:

Pn(x) = (an + bnx)Pn−1 + cnPn−2, n = 1, 2, . . . , (7.21)

mit P−1 = 0, P0 = k0. Die Koeffizienten ergeben sich wie folgt:

bn =
kn
kn−1

, an = bn

(
k′n
kn
− k′n−1

kn−1

)
, n = 1, 2, . . . ,

c1 = bel. <∞, cn = −knkn−2hn−1

k2n−1hn−2
, n = 2, 3, . . . . (7.22)
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Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 7.3.12 mit der Darstellung (7.19). Sei Pn(x) = knx
n + k′nx

n−1 + . . . , n = 0, 1, 2 . . ., dann hat P̄n(x) := Pn(x)/kn
führenden Koeffizienten Eins und Satz 7.3.12 liefert

Pn(x) = kn P̄n(x) = kn(αn + x)P̄n−1(x) + knγnP̄n−2(x), n = 1, 2, . . . (7.23)

mit P̄−1 := 0, P̄0 := P0/k0 = 1 und

αn = −
(xP̄n−1, P̄n−1)ω

(P̄n−1, P̄n−1)ω

sowie

γn = −
(P̄n−1, P̄n−1)ω

(P̄n−2, P̄n−2)ω
= −

1/k2n−1 (Pn−1, Pn−1)ω

1/k2n−2 (Pn−2, Pn−2)ω
= −

k2n−2

k2n−1

hn−1

hn−2

. (7.24)

Man beachte

xP̄n−1 = x

(
x
n−1

+
k′n−1

kn−1

x
n−2

+ . . .

)
= P̄n +

(
k′n−1

kn−1

−
k′n

kn

)
P̄n−1 +Q(x) mitQ ∈ Pn−2 ,

d.h.

αn = −
(xP̄n−1, P̄n−1)ω

(P̄n−1, P̄n−1)ω
=
k′n

kn
−
k′n−1

kn−1

. (7.25)

Somit ergibt sich mit (7.24)

knγnP̄n−2(x) = −kn
k2n−2

k2
n−1

hn−1

hn−2

1

kn−2

Pn−2(x) = −
knkn−2

k2
n−1

hn−1

hn−2

Pn−2(x)

bzw.

kn x P̄n−1(x) =
kn

kn−1

xPn−1(x)

und mit (7.25)

knαnp̄n−1(x) =
kn

kn−1

(
k′n

kn
−
k′n−1

kn−1

)
Pn−1(x) .

Die letzten drei Gleichungen mit (7.3.1) liefern dann die Behauptung.

Beispiel 7.3.16 (Historisch wichtige Polynome) In der nachfolgenden Tabelle werden einige,

v.a. historisch wichtige Polynomterme Pn, ihre Gewichte und Standardisierungen sowie weite-

re zentrale Eigenschaften aufgelistet.

Wichtige Beispiele von Orthogonalpolynomen

Pn(x) Name a b ω(x) Standard. hn en g(x)

Pn(x) Legendre −1 1 1 Pn(1) = 1 2
2n+1 (−2)nn! 1− x2

Tn(x) Tscheby. −1 1 1/
√
1− x2 Tn(1) = 1

(
π/2, n 6=0
π, n=0

)
(−2)nn! 1− x2

Ln(x) Laguerre3 0 ∞ e−x kn = (−1)n/n! 1 1/n! x

Hn(x) Hermite −∞ ∞ e−x2
kn = 2n

√
π 2n n! (−1)n 1

P
(α,β)
n (x) Jacobi −1 1 (1− x)α· P

(α,β)
n (1) = (n+α

n ) (−2)nn! 1− x2

α, β > −1 ·(1 + x)β

Für die Jacobi-Polynome gilt

hn(P
(α,β)
n ) =

2α−β+1

2n + α+ β + 1

Γ(n+ α+ 1)Γ(n + β + 1)

n! Γ(n+ α+ β + 1)
.

Bemerkung 7.3.17 (Eigenschaften der Jacobi-Polynome) Weiterhin gelten für die Jacobi-

Polynome folgende Eigenschaften:

(i) P
(0,0)
n (x) = Pn(x)

(ii) P
(−1/2,−1/2)
n (x) =

(n−1/2
n

)
Tn(x) =

1
4n

(2n
n

)
Tn(x)

(iii) (1− x2)
(
P

(α,β)
n

)′′
+
(
β − α− (α+ β + 2)x

)(
P

(α,β)
n

)′
+ n(n+ α+ β + 1)P

(α,β)
n = 0

3Laguerre, Edmond Nicolas (1834-1886).
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Bemerkung 7.3.18 (Spezialfall der Summenformel von Christoffel-Darboux) Es gilt

n∑

i=0

P 2
i (x)

hi
=

kn
kn+1hn

· lim
y→x

Pn+1(x)Pn(y)− Pn(x)Pn+1(y)

x− y

=
kn

kn+1hn
· lim
y→x

(
Pn+1(x)− Pn+1(y)

)
Pn(y)− Pn+1(y)

(
Pn(x)− Pn(y)

)

x− y

=
kn

kn+1hn

(
P ′
n+1(x)Pn(x)− P ′

n(x)Pn+1(x)

)
.

Damit gilt insbesondere für Nullstellen x∗ von Pn+1

P ′
n+1(x

∗)Pn(x
∗) =

kn+1hn
kn

n∑

i=0

P 2
i (x

∗)
hi

. (7.26)

Wir haben bereits in Abschnitt 6.2.4.2 gesehen, dass der Interpolationsfehler minimierert werden

kann, wenn man als Stützstellen die Nullstellen der Tschebyscheff-Polynome, d.h. die Nullstellen

spezieller Orthogonalpolynome, wählt. Die Nullstellen von Orthogonalpolynomen werden auch

der Schlüssel für die Gauß-Quadratur sein.

Satz 7.3.19 (Einfachheit der Nullstellen von Orthogonalpolynomen) Es sei ω ∈ C(a, b),
ω(x) > 0, x ∈ (a, b) eine positive Gewichtsfunktion, (·, ·)ω das zugehörige Skalarprodukt. Dann

hat ein Orthogonalpolynom Pk(x) von echtem Grad k genau k einfache Nullstellen in (a, b).

Beweis. Es seien x0, . . . , xℓ die ℓ + 1 ≤ k verschiedenen Nullstellen a < xi < b, an denen Pk

sein Vorzeichen wechselt. Das Polynom

Q(x) := (x− x0) · · · · · (x− xℓ)

wechselt dann an den gleichen Stellen sein Vorzeichen, sodass die Funktion ω(x)Pk(x)Q(x) ihr

Vorzeichen in (a, b) nicht ändert (ω(x) ist eine positive Gewichtsfunktion) und daher gilt

(Q,Pk)ω =

∫ b

a
ω(x)Q(x)Pk(x) dx 6= 0.

Da jedoch Pk auf allen Polynomen aus Pk−1 senkrecht und Q ∈ Pℓ, ℓ < k, steht, folgt unmittelbar:

grad Q = ℓ+ 1 ≥ k und damit die Behauptung.

Mit der numerischen Berechnung dieser Nullstellen werden wir uns in Abschnitt 7.3.4 im Rahmen

der Gauß-Quadratur genauer beschäftigen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts über Orthogonalpolynom betrachten wir nun noch drei Beispiele

für Orthogonalpolynom genauer.

7.3.1.1 Tschebyscheff-Polynome

Die Tschebyscheff-Polynome Tn, welche wir bereits kennengelernt haben, sind orthogonal

bezüglich des Skalarprodukts

(f, g)ω :=

∫ 1

−1

f(y)g(y)√
1− y2

dy

und werden standardisiert durch Tn(1) = 1. Durch Einsetzen dieser Eigenschaft in die Formeln

von Satz 7.3.12 gewinnt man für y ∈ R die Drei-Term-Rekursion (6.18), d.h.,

T0(y) = 1, T1(y) = x, Tk(y) = 2yTk−1(y)− Tk−2(y), k ≥ 2.

Die Tschebyscheff-Polynome besitzen weiterhin die folgenden Eigenschaften:
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(i) Sie haben stets ganzzahlige Koeffizienten.

(ii) Der höchste Koeffizient von Tn ist an = 2n−1.

(iii) Tn ist stets eine gerade Funktion, falls n gerade, und eine ungerade, falls n ungerade ist.

(iv) Tn(1) = 1, Tn(−1) = (−1)n.

(v) |Tn(y)| ≤ 1 für y ∈ [−1, 1].

(vi) Die Nullstellen von Tn(y) sind

yk := cos

(
2k + 1

2n
π

)
, k = 0, 1, . . . , n − 1.

(vii)

Tk(y) =





cos(k · arccos(y)), |y| ≤ 1 ,

cosh(k · Arccosh(y)), y > 1 ,

(−1)k cosh(k ·Arccosh(−y)), y < −1 .

(viii) Die Tschebyscheff-Polynome besitzen die globale Darstellung

Tk(y) =
1

2
((y +

√
y2 − 1)k + (y −

√
y2 − 1)k), wobei y ∈ R.

(ix) |Tn(y)| nimmt seinen maximalen Wert im Intervall [−1, 1] an den sogenannten

Tschebyscheff-Abszissen yk = − cos(kπn ) für k = 0, . . . , n an, d.h.

|Tn(y)| = 1 ⇔ y = yk = − cos

(
kπ

n

)
mit k = 0, . . . , n. (7.27)

Abschließend möchten wir für n = 0, . . . , 5 die Tn explizit angeben und diese, sowie T6, T7 und

T8 auch anhand der Grafik 7.3 veranschaulichen:

T0(y) = 1, T3(y) = 4y3 − 3y,

T1(y) = y, T4(y) = 8y4 − 8y2 + 1,

T2(y) = 2y2 − 1, T5(y) = 16y5 − 20y3 + 5y.

7.3.1.2 Legendre-Polynome

Die Legendre-Polynome Pn ∈ Pn, n = 0, 1, 2, . . . sind orthogonal bezüglich des L2-Skalar-

produkts auf [−1, 1], d.h.

(f, g)ω :=

∫ 1

−1
f(y)g(y) dy,

und sind durch Pn(1) = 1 standardisiert.

Die Legendre-Polynome besitzen folgende Eigenschaften:

(i) Sie erfüllen die Drei-Term-Rekursion

P0(y) = 1, P1(y) = x, nPn(y) = (2n− 1)yPn−1(y)− (n− 1)Pn−2(y), n ≥ 2

(ii) Pn(1) = 1, Pn(−1) = (−1)n, n = 0, 1, 2, . . .
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Abb. 7.3: Tschebyscheff-Polynome Tn, n = 0, . . . , 8.

(iii) ∫ 1

−1
P 2
n(y) dy =

2

2n+ 1
, n = 0, 1, 2, . . . (7.28)

(iv) Für Ableitung und Stammfunktion gilt

P ′
n(y) =

n(n+ 1)

2n + 1

Pn+1(y)− Pn−1(y)

y2 − 1
, n ≥ 1 (7.29)

bzw. ∫ y

−1
Pn(ξ) dξ =

1

2n+ 1

(
Pn+1(y)− Pn−1(y)

)
, n ≥ 1 . (7.30)

Im Folgenden sind P0, . . . , P5 explizit angegeben und in Grafik 7.4 zusammen mit P6, P7 und P8

aufgezeichnet:

P0(y) = 1, P3(y) =
1

2
(5y3 − 3y),

P1(y) = y, P4(y) =
1

8
(35y4 − 30y2 + 3),

P2(y) =
1

2
(3y2 − 1), P5(y) =

1

8
(63y5 − 70y3 + 15y).

7.3.1.3 Jacobi-Polynome

Die Jacobi-Polynome P
(α,β)
n sind orthogonal bezüglich des durch die positive Gewichtsfunktion

w(y) = (1− y)α(1+ y)β, α > −1, β > −1 auf dem Intervall (−1, 1) induzierten Skalarprodukts

(f, g)ω :=

∫ 1

−1
(1− y)α(1 + y)βf(y)g(y) dy.

Somit sind Legendre- und Tschebyscheff-Polynome spezielle Jacobi-Polynome (vgl. hierzu

auch Bemerkung 7.3.17), für die wir im Folgenden eine Aussage über die Verteilung der Null-

stellen wiedergeben:
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Abb. 7.4: Legendre-Polynome Pn, n = 0, . . . , 8.

Satz 7.3.20 ([Sz]) Seien |α|, |β| ≤ 1/2 und xk = cos θk die Nullstellen von P
(α,β)
n (x) in abstei-

gender Folge, d.h.

1 > x0 > x1 > . . . > xn−1 > −1; 0 < θ0 < θ1 < . . . < θn−1 < π .

Dann gilt

k + 1 + (α+ β − 1)/2

n+ (α+ β + 1)/2
π < θk <

k + 1

n+ (α+ β + 1)/2
π, k = 0, 1, 2, . . .

und im Falle α = β gilt

θk ≥
k + 1 + α/2− 1/4

n+ α+ 1/2
π, k = 0, 1, 2, . . . , [(n− 1)/2],

wobei die Gleichheit für α = β = −1/2 oder α = β = 1/2 gilt.

Beweis. Wir verzichten an dieser Stelle auf die Wiedergabe eines Beweises dieser Aussage und

verweisen auf [Sz].

7.3.2 Konstruktion von Gauß-Quadraturen

Nun zurück zur Gauß-Quadratur, d.h. zur Konstruktion einer Quadraturformel mit maximaler Feh-

lerordnung 2n+ 2 zu n+ 1 Stützstellen. Im Beweis des Satzes 7.3.1 haben wir gesehen, dass das

Polynom

P (x) =

n∏

i=0

(x− x
(n)
i )2 =

n∏

i=0

(x− x
(n)
i )(x− x

(n)
i ) ∈ P2n+2
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durch eine Quadraturformel În mit den Knoten x
(n)
i nicht exakt integriert wird. Die Frage stellt

sich, was man über die Knoten sagen kann, wenn man weiß , dass În maximalen Exaktheitsgrad

2n+ 1 hat?

Lemma 7.3.21 (Charakterisierung via Orthogonalität) Ist În der Form

În(f) = (b− a)

n∑

k=0

λ
(n)
k f(x

(n)
k )

exakt vom Grad 2n+ 1, dann gilt für die Polynome

Pk+1(x) :=

k∏

i=0

(x− x
(k)
i ) ∈ Pk+1, k = 0, . . . , n (7.31)

(die Stützstellen x
(k)
i sind also die Nullstellen von Pk+1) die Beziehung

(Pj , Pn+1)ω =

∫ b

a
Pj(x)Pn+1(x)ω(x) dx = 0 für alle j = 0, . . . , n.

Beweis. Wegen Pk ∈ Pk gilt PjPn+1 ∈ P2n+1 für alle 0 ≤ j ≤ n, also

b∫

a

Pj(x)Pn+1(x)ω(x)dx = I(PjPn+1) = În(PjPn+1)

= (b− a)
n∑

i=0

λ
(n)
i Pj(x

(n)
i )Pn+1(x

(n)
i )︸ ︷︷ ︸

=0

= 0.

Bemerkung 7.3.22 Nullstellen von orthogonalen Polynomen scheinen eine gute Wahl für die ge-

suchten optimalen Knoten zu sein!

Damit sind auch die Gewichte bestimmt: falls În exakt von der Ordnung n ist, muss dies insbe-

sondere für die Lagrange-Polynome L
(n)
i bzgl. x

(n)
k gelten.

0 = I(L
(n)
i )− În(L

(n)
i )

=

b∫

a

L
(n)
i (x)ω(x) dx − (b− a)

n∑

j=0

λ
(n)
j L

(n)
i (x

(n)
j )

︸ ︷︷ ︸
=δij

=

b∫

a

L
(n)
i (x)ω(x) dx − (b− a)λ

(n)
i ,

also

λ
(n)
i =

1

(b− a)

b∫

a

L
(n)
i (x)ω(x) dx. (7.32)

Damit gilt (erstaunlicherweise):

Satz 7.3.23 Seien x
(n)
k , k = 0, . . . , n die Nullstellen von Pn+1, dann gilt für În mit den Gewichten

(7.32) folgende Aussage: În ist exakt auf Pn genau dann, wenn În exakt auf P2n+1 ist.
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Beweis.
”
⇐“ ist trivial. Sei also umgekehrt În exakt auf Pn und P ∈ P2n+1. Mit dem Euklidischen

Algorithmus folgt, dass Polynome Q,R ∈ Pn existieren mit

P = QPn+1 +R. (7.33)

Die orthogonalen Polynome (Pk)k≤n bilden eine Basis für Pn (aufgrund der linearen Unabhängig-

keit), also folgt

(Q,Pn+1)ω = 0

für alle Q ∈ Pn und damit (wegen R ∈ Pn)

I(P ) = I(QPn+1) + I(R) = (Q,Pn+1)ω︸ ︷︷ ︸
=0

+I(R) = În(R)

und andererseits

În(R) = (b− a)

n∑

i=0

λ
(n)
i R(x

(n)
i ) = (b− a)

n∑

i=0

λ
(n)
i



Q(x

(n)
i )Pn+1(x

(n)
i )︸ ︷︷ ︸

=0

+R(x
(n)
i )





= În(P ),

also În(P ) = I(P ) für alle P ∈ P2n+1.

Wir fassen dies Überlegungen in dem folgenden Satz zusammen:

Satz 7.3.24 (Gauß-Christoffel-Quadratur) Es sei ω ∈ C(a, b) eine positive Gewichtsfunktion

auf (a, b) und (Pk)k∈N0 eine Folge von Orthogonalpolynomen bzgl. des Skalarprodukts (·, ·)ω .

Des Weiteren sei n ∈ N und x0 < · · · < xn die Nullstellen von Pn+1(x). Dann existieren (von n
abhängige) eindeutig bestimmte Gewichte λ0, · · · , λn ∈ R+, so dass gilt:

∫ b

a
ω(x)P (x) dx = λ0 P (x0) + . . . + λn P (xn) für alle P ∈ P2n+1 . (7.34)

Beweis. Es sei Pn+1 das bis auf Vielfachheit eindeutig bestimmte Orthogonalpolynom bzgl. (·, ·)ω vom echten Grad n + 1. Dann existiert zu jedem P ∈ P2n+1 die

eindeutige Darstellung P = QPn+1 +R mitQ,R ∈ Pn . Das Ausnutzen der Orthogonalität von (Pn+1, x
k)ω = 0 für k = 0, . . . , n liefert

∫
b

a
ω(x)P (x) dx =

∫
b

a
ω(x)Q(x)Pn+1(x) dx+

∫
b

a
ω(x)R(x) dx =

∫
b

a
ω(x)R(x) dx. (7.35)

SeienL
(n)
0 (x), . . . , L

(n)
n (x) ∈ Pn die Lagrange-Polynome zu x0, . . . , xn. Man beachte die Eigenschaft Lk(xj) = δjk , wobei δjk das Kronecker-Symbol ist. Es

gilt dann folgende Darstellung

ψ(x) =
n∑

i=0

ψ(xi)L
(n)
i (x)

und somit für (7.35)
∫

b

a
ω(x)P (x) dx =

∫
b

a
ω(x)

(
n∑

i=0

R(xi)L
(n)
i (x)

)
dx =

n∑

i=0

R(xi)

∫
b

a
ω(x)L

(n)
i (x) dx.

Dies ist aber genau die Darstellung (7.34) mit λi =
∫ b
a ω(x)L

(n)
i (x)dx, da an den Nullstellen von Pn+1 gilt P (xi) = Q(xi)Pn(xi) +R(xi) = R(xi).

Beweisen wir nun die Eindeutigkeit der λi . Dazu seien λ0, . . . , λn und λ̃0, . . . , λ̃n zwei verschiedene Wahlen der Koeffizienten in (7.34). Durch Differenzbildung

erhalten wir also

0 =
n∑

0=1

R(xi)(λi − λ̃i),

setzen wir nacheinanderR(x) = L
(n)
k

(x), k = 0, . . . , n, so folgt sofort λk = λ̃k für alle

k ∈ {0, 1 . . . , n}.

Zuletzt müssen wir noch die Positivität der λi nachweisen. Setzen wir dazu P (x) = (L
(n)
k

(x))2 , dann folgt mit λ(x) > 0, x ∈ (a, b) und (7.34)

0 <

∫ b

a
ω(x)

(
Lk)

(n)
(x)
)2

dx =

n∑

0=1

λi

(
L

(n)
k

(xi)
)2

= λk

und damit die Behauptung.
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Bemerkung 7.3.25 (Gauß-Christoffel-Quadratur) (a) Für ω = 1 spricht man von Gauß -

Quadratur, allgmein von Gauß-Christoffel-Quadratur.

(b) Nachteile sind einerseits, dass die Berechnung der Gewichte und Knoten vom Integrati-

onsintervall abhängt, und andererseits, dass diese für jedes n neu berechnet werden müssen.

Eine nachträgliche Erhöhung der Genauigkeit durch Aufdatierung ist so noch nicht möglich,

es muss alles neu berechnet werden!

(c) Die Berechnung der Gewichte und Knoten für beliebige ω wird mit der Drei-Term-

Rekursion gemacht. Dies behandeln wir im nächsten Abschnitt genauer.

(d) Integrale auf mehrdimensionalen Gebieten (
”

Kubatur“)

[a1, b1]× · · · × [ad, bd]

kann man mit Tensorprodukt-Quadratur-Formeln

În1(x1) · · · · · Înd(xd)
berechnen. Die Komplexität steigt jedoch stark mit der Raumdimension d (

”
Fluch der Di-

mensionen“). Mögliche Auswege sind Monte-Carlo, Quasi-Monte-Carlo, Dünngitter (siehe

Numerical Finance).

Nun zur Darstellung des Fehlers. Analog zu den interpolatorischen Quadraturformeln kann man

vom Exaktheitsgrad auf den Approximationsfehler schließen.

Satz 7.3.26 (Integrationsfehler der Gauß-Quadratur) Für f ∈ C2n+2 gilt

En(f) = I(f)− În(f) =
f2n+2(ξ)

(2n + 2)!
‖Pn+1‖2ω (7.36)

mit einem ξ ∈ (a, b).

Beweis. Betrachte den Hermite-InterpolantenP ∈ P2n+1 an f zu den jeweils doppelten Knoten x
(n)
k

, k = 0, . . . , n. Dann folgt

f(x) − P (f |x(n)
0 , x

(n)
0 , . . . , x

(n)
n , x

(n)
n )(x) = (x− x

(n)
0 )

2
. . . (x− x

(n)
n )

2

︸ ︷︷ ︸
=Pn+1(x)2

f2n+2(ξ)

(2n+ 2)!
,

also

I(f) = I(P )
︸ ︷︷ ︸

=În(P )

+
f2n+2(ξ)

(2n+ 2)!
I(P

2
n+1) = (b − a)

n∑

i=0

λ
(n)
i P (x

(n)
i )

︸ ︷︷ ︸
=f(x

(n)
i

)

︸ ︷︷ ︸
=În(f)

+
f2n+2(ξ)

(2n + 2)!
(Pn+1, Pn+1)ω
︸ ︷︷ ︸

=‖Pn+1‖
2
ω

.

7.3.3 Gauß-Lobatto-Integration

Mit den n Nulstellen yk, k = 0, . . . , n − 1, der Tschebyscheff-Polynome Tn haben wir eine

Quadraturformel vom Exaktheitsgrad 2n + 1 erreicht und haben gesehen, dass dies optimal ist,

also der maximal erreichbare Exaktheitsgrad. Allerdings liegen alle yk ∈ (−1, 1), also im Inneren

des Intervalls. Manchmal ist es aber notwendig (oder zumindest hilfreich), auch die Endpunkte

des Intervalls als Knoten zu verwenden. Man kann analog diejenigen Knoten bestimmen, die unter

Einbeziehung von±1 die maximale Ordnung garantieren – diese maximale Ordnung ist dann 2n−
1, man verliert also genau 2 Ordnungen durch die beiden Randpunkte. Diese optimalen Knoten

sind die Nullstellen von T ′
n, also die Tshcebyscheff-Abszissen aus (7.27). Der so entstehende

Interpolant heißt Gauß-Lobatto-Interpolant PGL
n , für den die Fehlerabschätzung

‖f − PGL
n f‖∞ ≤ C(f)n−s falls f (k) ∈ L2(−1, 1)∀k = 0, . . . , s,

gilt. Ebenso definiert man die Gauß-Lobatto-Quadratur IGL
n mit

|I(f)− IGL
n f | ≤ C(f)n−s falls f (k) ∈ L2(−1, 1)∀k = 0, . . . , s.
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Tab. 7.1: Momente für einige Standardfälle von Orthogonalpolynomen

Name a b ω(x) mk :=
∫ b
a ω(x)xk dx

Legendre −1 1 1 mk =

{
2/(k + 1) falls k gerade

0 falls k ungerade

Tscheby. −1 1 1√
1−x2

mk =

{
π · 1·3·5·...·k−1

2·4·6·...·k falls k gerade

0 falls k ungerade

Laguerre 0 ∞ e−x mk = k!

Hermite −∞ ∞ e−x2
mk =

{
Γ(k+1

2 ) falls k gerade

0 falls k ungerade

Jacobi

α = β > −1 −1 1 (1− x)α(1 + x)β mk =

{ √
π 1·3·5·...·k−1

2k/2
Γ(α+1)

Γ(α+(k+3)/2) falls k gerade

0 falls k ungerade

”
log“ 0 1 − log(x) mk = 1/(k + 1)2

7.3.4 Berechnung der Knoten und Gewichte

Aus der Summenformel von Christoffel-Darboux ergibt sich die folgende Darstellung der Ge-

wichte λk zu den Knoten xk, k = 0, 1, . . . , n.

Satz 7.3.27 (Darstellung der Gewichte) Für die Gewichte λk, k = 0, 1, . . . , n in Satz 7.3.24

gelten die Darstellungen

λk =
kn+1 hn

P ′
n+1(xk)Pn(xk) kn

=

(
n∑

i=0

P 2
i (xk)

hi

)−1

, k = 0, 1, . . . , n ,

wobei xk die Nullstellen von Pn+1 seien.

Beweis. Es sei xk , k ∈ {0, 1, . . . , n}, eine Nullstelle von Pn+1 . Dann gilt

lim
x→xk

Pn+1(x)

x− xk
= lim

x→xk

Pn+1(x) − Pn+1(xk)

x− xk
= P

′
n+1(xk) .

Wir definieren

Q(x) =

{
Pn+1(x)Pn(x)/(x− xk) falls x ∈ R \ {xk}
P ′
n+1(xk)Pn(xk) falls x = xk

.

DaQ ∈ P2n , gilt
∫

b

a
ω(x)Q(x) dx =

n∑

j=0

λj Q(xj) = λk Q(xk) = λk P
′
n+1(xk)Pn(xk) . (7.37)

Nutzen wir die Darstellung Pn+1(x) =
kn+1
kn

(x− xk)Pn(x) + (x− xk)R(x) mit einemR ∈ Pn−1 , so ergibt sich

∫
b

a
ω(x)Q(x) dx =

∫
b

a
ω(x)

(
kn+1

kn
Pn(x) + R(x)

)
Pn(x) dx

=
kn+1

kn

∫
b

a
ω(x)P

2
n(x) dx =

kn+1 hn

kn
. (7.38)

Aus (7.37) und (7.38) erhalten wir die erste und daraus mit (7.26) die zweite Darstellung .

Bemerkung 7.3.28 Umfangreiche Tabellen von Stützstellen und Gewichten zu verschiedenen

Gewichtsfunktionen findet man z.B. in [AS] und [St].
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Bemerkung 7.3.29 (Gauß-Qadratur in höheren Dimensionen) In höheren Dimensionen hat

man eine solche Theorie der Orthogonalpolynome nicht, aus der man Quadraturformeln gewin-

nen könnte. Hier bleibt einem häufig nichts anderes übrig, als diese näherungsweise als Lösung

nichtlinearer Gleichungen zu bestimmen.

7.4 Numerische Differenziation

Gegeben sei wiederum eine Funktion f : [a, b]→ R mit f ∈ C1[a, b]. Wir suchen eine Näherung

der Ableitung f ′(x), x ∈ (a, b). Die einfachste Methode sind klassische finite Differenzen unter

Ausnutzung der Definition der Ableitung

f ′(x) = lim
h→0+

f(x+ h)− f(x)

h
.

Führt man also Stützstellen xk = a + kh, h := b−a
n , k = 0, . . . , n, ein, so erhält man die

Approximation

uFD
i :=

1

h
(f(xi+1)− f(xi)).

Ähnlich wie bei Quadraturformeln zeigt man mit dem Satz von Taylor die Abschätzung

|f ′(xi)− uFD
i | ≤

h

2
‖f ′′‖∞, falls f ∈ C2(a, b)

mit der Supremunms-Norm ‖f‖∞ := supx∈(a,b) |f(x)|. Alternativ kann man den zentralen Dif-

ferenzenquotienten

uZD
i :=

1

2h
(f(xi+1)− f(xi−1), 1 ≤ i ≤ n− 1,

betrachten. Man zeigt leicht

|f ′(xi)− uZD
i | ≤

h2

6
‖f ′′′‖∞, falls f ∈ C3(a, b).

Bemerkung 7.4.1 (Merkregel)Notiz Mehr Regularität (Glattheit) kann zu besserer Approximation

führen.

Ähnlich kann man höhere Ableitungen approximieren, z.B.

uZD2
i :=

1

h2
(
f(xi+1)− 2f(xi) + f(xi−1)

)

mit

|f ′′(xi)− uZD2
i | ≤ h2

12
‖f ′′′′‖∞, falls f ∈ C4(a, b).

Eine besonders effiziente Ableitungsapproximation beruht auf der Gauß-Lobatto-Interpolation aus

§7.3.3. Die so-genannte pseudo-spektrale Ableitung ist definiert als

Dnf := (PGL
n f)′ ∈ Pn−1

und es gilt die Abschätzung

‖f ′ −Dnf‖ω ≤ C(f)n1−m, falls f (k) ∈ L2(−1, 1), ∀k = 0, . . . ,m.
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Die Approximationsrate ist also exponentiell (wenn f genüzend glatt ist), daher der Namensbe-

standteil “spektral”. Außerden erhält man gleichzeitig die Approximation der Ableitung nicht nur

an einem Punkt, sondern auf einem Gitter: Mit den Tschebyscheff-Abszissen ȳk aus (7.27) gilt

(Dnf)(ȳk) =
n∑

j=0

f(ȳj) ℓ̄
′
j(ȳk), k = 0, . . . , n,

mit den Lagrange-Basispolynomen ℓ̄j zu den Knoten ȳk, k = 0, . . . , n. Da man die Werte ℓ̄′j(ȳk)
einmalig vorab berechnen kann, kann man (Dnf)(ȳk) für alle k = 0, . . . , n nur mit den Werten

f(ȳj) und einer Matrix-Vektor-Multiplikation berechnen. Dies hat vielfältige Anwendungen.
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ALANDAU-SYMBOLE

Landau-Symbole beschreiben das asymptotische Verhalten von Funktionen. Genauer vergleichen

sie das gesuchte asymptotische Verhalten einer Funktion f mit dem bekannten asymptotischen

Verhalten einer Referenzfunktion g.

A.1 Definition

Ist x0 ∈ R oder x0 = ∞ und sind f und g in einer Umgebung von x0 definierte reellwertige

Funktionen, wobei g(x) > 0 vorausgesetzt wird, dann haben die Symbole O(·) und o(·) die

folgenden Bedeutungen:

Definition A.1.1 (a) f(x) = O(g(x)) für x → x0 bedeutet, dass
f(x)
g(x) für x → x0 beschränkt

ist.

(b) f(x) = o(g(x)) für x→ x0 bedeutet, dass limx→x0

f(x)
g(x) = 0.

Wenn x0 aus dem Zusammenhang bekannt ist, schreibt man häufig nur f(x) = O(g(x)) bzw.

f(x) = o(g(x)) Die gleichen Symbole werden sinngemäß auch für das Wachstum von Folgen für

n→∞ verwendet.

A.2 Beispiele

Beispiel A.2.1 (Landau-Symbole) 1. f(x) = O(1) bedeutet, dass f beschränkt ist, z.B.

sin(x) = O(1).

2. f(x) = O(x) bedeutet, dass f für x → ∞ höchstens linear wächst. Beispiel:√
1 + x2 = O(x), log(x) = O(x).

3. f(x) = o(x) bedeutet, dass f für x → ∞ langsamer als jede lineare Funktion wächst.

Beispiele:
√
x = o(x), log(x) = o(x).

4.

n∑

k=1

k =
1

2
n(n+ 1) = O(n2).

In der Numerik werden Landau-Symbole häufig verwendet, um den Aufwand eines Algorithmus

abzuschätzen.

Beispiel A.2.2 Die Berechnung eines Skalarprodukts zweier Vektoren x, y ∈ R
n erfordert n Pro-

dukte und n− 1 Additionen:

xT y =
n∑

i=1

xi yi.

Zählt man jede Addition und jedes Produkt als gleich aufwändige Gleitpunktoperationen, ergeben

sich 2n − 1 Operationen. Diese genaue Zahl ist aber weniger interessant als die Tatsache, dass

der Gesamtaufwand linear mit der Dimension steigt: verdoppelt man die Länge der Vektoren,

verdoppelt sich (ungefähr!) der Aufwand. Man sagt: das Skalarprodukt besitzt die Komplexität

O(n).
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Beispiel A.2.3 Bei der Multiplikation zweier Matrizen A,B ∈ R
n×n sind n2 Elementen des

Produkts zu bestimmen. Jedes Element wird mit Hilfe eines Skalarprodukts berechnet. Insgesamt

benötigt man also n2(2n− 1) = O(n3) Gleitpunktoperationen.
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B NORMEN

Normen erfüllen den gleichen Zweck auf Vektorräumen, den Beträge auf der reellen Achse

erfüllen. Genauer gesagt, Rn mit einer Norm auf Rn liefert einen metrischen Raum. Daraus erge-

ben sich bekannte Begriffe wie Umgebung, offene Menge, Konvergenz und Stetigkeit für Vektoren

und vektorwertige Funktionen.

Wir beginnen mit der Vereinbarung einer Notation.

Notation B.0.1 Für x = (x1, . . . , xn)
T ∈ R

n definieren wir |x| ∈ R
n durch

|x| = (|x1|, . . . , |xn|)T .

Für eine Matrix A ∈ R
m×n definieren wir die Matrix |A| ∈ R

m×n durch

|A|ij = |aij |, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ n.

Definition B.0.2 (Vektornorm) Eine Vektornorm auf Rn ist eine Funktion ‖ · ‖ : Rn → R mit

den Eigenschaften

‖x‖ ≥ 0 x ∈ R
n , ‖x‖ = 0 ⇔ x = 0,

‖x+ y‖ ≤ ‖x‖+ ‖y‖ x, y ∈ R
n, (B.1)

‖αx‖ = |α| ‖x‖ α ∈ R, x ∈ R
n.

Eine nützliche Klasse von Vektornormen sind die p-Normen (p ∈ N), definiert durch

‖x‖p =

(
n∑

k=0

|xk|p
) 1

p

. (B.2)

Von diesen sind besonders die 1, 2 und∞ interessant:

‖x‖1 =|x1|+ . . .+ |xn|,
‖x‖2 =(|x1|2 + . . .+ |xn|2)

1
2 = (xTx)

1
2 , (B.3)

‖x‖∞= max
1≤j≤n

|xj |.

Ein Einheitsvektor bzgl. der Norm ‖ · ‖ ist ein Vektor x der Ln̈age 1, d.h. mit ‖x‖ = 1.

B.1 Vektornorm-Eigenschaften

Ein klassisches Ergebnis bzgl. p-Normen ist die Hölder-Ungleichung

|xT y| ≤ ‖x‖p ‖y‖q mit
1

p
+

1

q
= 1. (B.4)

Spezialfall der Hölder-Ungleichung ist die Cauchy-Schwarz-Ungleichung (CSU)

|xT y| ≤ ‖x‖2 ‖y‖2. (B.5)

Alle Normen auf Rn sind äquivalent, d.h. es seien ‖·‖α und ‖·‖β Normen auf Rn, dann existieren

positive Konstanten c1, c2, so dass

c1 ‖x‖α ≤ ‖x‖β ≤ c2 ‖x‖α (x ∈ R
n). (B.6)
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Zum Beispiel sei x ∈ R
n, dann gilt

‖x‖2 ≤ ‖x‖1 ≤
√
n ‖x‖2,

‖x‖∞≤ ‖x‖2 ≤
√
n ‖x‖∞, (B.7)

‖x‖∞≤ ‖x‖1 ≤ n ‖x‖∞.

Aufgabe B.1.1 Man beweise die Aussagen (B.4)–(B.7).

B.2 Matrixnormen

Da Rm×n isomorph (d.h. es existiert eine bijektive Abb. mit ϕ(λA+µB) = λϕ(A) +µϕ(B)) zu

Rm·n ist, sollte die Definition einer Matrixnorm äquivalent sein zur Definition einer Vektornorm.

Definition B.2.1 (Matrixnorm) Es sei ‖ · ‖ : Rm×n → R. Dann ist ‖ · ‖ eine Matrixnorm, wenn

folgende Eigenschaften gelten:

‖A‖ ≥ 0 A ∈ R
m×n , ‖A‖ = 0⇔ A = 0)

‖A+B‖ ≤ ‖A‖+ ‖B‖ A,B ∈ R
m×n (B.8)

‖αA‖ = |α| ‖A‖ α ∈ R, A ∈ R
m×n.

Bemerkung B.2.2 Die mit am häufigsten verwendeten Normen in der Numerischen Linearen Al-

gebra sind die Frobenius–Norm

‖A‖F :=

√√√√
m∑

i=1

n∑

j=1

|aij|2 (B.9)

und die p–Normen

‖A‖p := sup
x 6=0

‖Ax‖p
‖x‖p

. (B.10)

Man beachte folgende äquivalente Definition

‖A‖p = sup
x 6=0

∥∥∥∥A
x

‖x‖

∥∥∥∥
p

= sup
‖x‖p=1

‖Ax‖p . (B.11)

Bemerkung B.2.3 (Submultiplikativität) Die Frobenius-Norm und die p-Normen erfüllen

zusätzlich auch noch die Eigenschaft der Submultiplikativität, d.h.

‖A ·B‖ ≤ ‖A‖ ‖B‖. (B.12)

Bemerkung B.2.4 Es sei y ein Vektor mit ‖y‖p = 1, dann gilt

‖A ·B‖p = max
x 6=0

‖ABx‖p
‖x‖p

= max
x 6=0

‖ABx‖p ‖Bx‖p
‖Bx‖p ‖x‖p

≤ max
x 6=0

‖ABx‖p
‖Bx‖p

·max
x 6=0

‖Bx‖p
‖x‖p

= max
y 6=0

‖Ay‖p
‖y‖p

·max
x 6=0

‖Bx‖p
‖x‖p

= ‖A‖p ‖B‖p .
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Bemerkungen B.2.5 i) Nicht alle Matrix-Normen erfüllen diese Eigenschaft, z.B. gilt für

‖A‖A := max |aij | und A = B =

(
1 1
1 1

)
die Ungleichung

‖A ·B‖A = 2 > ‖A‖A ‖B‖A = 1 .

ii) Für die p-Normen haben wir die wichtige Eigenschaft, dass für alle A ∈ R
m×n und x ∈ R

n

‖Ax‖p ≤ ‖A‖p ‖x‖p. (B.13)

Die Frobenius und p-Normen (speziell p = 1, 2,∞) erfüllen gewisse Ungleichungen, welche in

der Analysis von Matrixberechungen verwendet werden. Es sei A ∈ R
m×n, dann gilt

‖A‖2 ≤ ‖A‖F ≤
√
n ‖A‖2, (B.14)

max
i,j
|aij | ≤ ‖A‖2 ≤

√
mn max

i,j
|aij |, (B.15)

1√
n
‖A‖∞ ≤ ‖A‖2 ≤

√
m ‖A‖∞, (B.16)

1√
m
‖A‖1 ≤ ‖A‖2 ≤

√
n ‖A‖1. (B.17)

Des Weiteren gilt für A ∈ R
m×n

‖A‖∞ = max
‖x‖∞=1

‖Ax‖∞ = max
‖x‖∞=1

{
max

1≤j≤m

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

ajkxk

∣∣∣∣∣

}

= max
1≤j≤m

{
max

‖x‖∞=1

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

ajkxk

∣∣∣∣∣

}
= max

1≤j≤m

n∑

k=1

|ajk|.

Aufgrund dieser Gleichung bezeichnet man ‖·‖∞ auch als Zeilensummennorm. Diese ist mittels

der letzten Gleichung auch leicht zu bestimmen, d.h.

‖A‖∞ = max
1≤j≤m

n∑

k=1

|ajk| . (B.18)

Analog gilt für die 1-Norm:

‖A‖1 = max
‖x‖1=1

‖Ax‖1 = max
‖x‖1=1

m∑

j=1

∣∣∣∣∣

n∑

k=1

ajkxk

∣∣∣∣∣ = max
‖x‖1=1

m∑

j=1

n∑

k=1

|ajk| |xk| sign(ajkxk)

= max
‖x‖1=1

n∑

k=1

|xk|
m∑

j=1

|ajk| sign(ajkxk) = max
‖x‖1=1

n∑

k=1

|xk|
m∑

j=1

|ajk| = max
1≤k≤m

n∑

j=1

|ajk| .

Also gilt:

‖A‖1 = max
1≤k≤n

m∑

j=1

|ajk| . (B.19)

Diese Norm bezeichnet man auch als Spaltensummennorm.

Bemerkung B.2.6 Einfache Eselbrücke: 1 -Spaltensummen, ∞ -Zeilensummen.

Auch für die 2-Norm (die sogenannte Euklidische Norm)lässt sich eine äquivalente Formulierung

finden.
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Satz B.2.7 Es sei A ∈ R
m×n. Dann existiert ein Vektor z ∈ R

n mit ‖z‖2 = 1, so dass

ATAz = µ2z , wobei µ = ‖A‖2 .

Bemerkung B.2.8 Der Satz impliziert, dass ‖A‖22 eine Nullstelle des Polynoms

p(z) = det(ATA − λI) ist. Genauer betrachtet, ist die 2-Norm von A die Wurzel des größten

Eigenwerts von ATA.

Beweis. Es sei z ∈ R
n mit ‖z‖2 = 1 und ‖Az‖2 = ‖A‖2. Da z die Funktion

g(x) =
1

2

‖Ax‖22
‖x‖22

=
1

2

xTATAx

xTx
(B.20)

maximiert, folgt daraus, dass er ∇g(z) = 0 erfüllt, wobei ∇g der Gradient von g ist(
∇ :=

(
∂

∂x1
, ∂
∂x2

, . . . , ∂
∂xn

))T
. Die partiellen Ableitungen von g lauten für i = 1, . . . , n

∂g(z)

∂xi
=


xTx

n∑

j=1

(ATA)ijxj − (xTATAx)xi


 /(xTx)2. (B.21)

In Vektornotation bedeutet dies für z, da ∇g(z) = 0 und ‖z‖2 = 1, dass ATAz = (zTATAz)z.

Setzt man nun µ = ‖A‖2 so ergibt sich daraus die Behauptung.

Lemma B.2.9 Es sei A ∈ R
m×n. Dann gilt

‖A‖2 ≤
√
‖A‖1 ‖A‖∞ . (B.22)

Beweis. Es sei z ∈ R
n mit ATAz = µ2z und µ = ‖A‖2, d.h. es sei z 6= 0 ein Vektor, für den das

Maximum von
‖Ax‖2
‖x‖2

angenommen wird. Dann gilt

µ2‖z‖1 = ‖ATAz‖1 ≤ ‖AT ‖1 ‖Az‖1 ≤ ‖A‖∞ ‖A‖1 ‖z‖1 . (B.23)

Kondensation von ‖z‖1 und Wurzelziehen liefert das gewünschte Ergebnis.

Definition B.2.10 (verträgliche Vektornorm) Eine Matrixnorm ‖A‖ heißt kompatibel oder

verträglich mit der Vektornorm ‖x‖, falls folgende Ungleichung erfüllt ist

‖Ax‖ ≤ ‖A‖ ‖x‖ , x ∈ R
n, A ∈ R

m×n . (B.24)

Kombinationen von verträglichen Normen sind etwa

‖A‖G, ‖A‖∞ sind verträglich mit ‖x‖∞;

‖A‖G, ‖A‖1 sind verträglich mit ‖x‖1;

‖A‖G, ‖A‖F , ‖A‖2 sind verträglich mit ‖x‖2, wobei

‖A‖G := n max
i,j
|aij | (A ∈ R

m×n) .

Aufgabe B.2.11 Man verifiziere selbständig an einigen Beispielen die Verträglichkeit von o.g.

Normenpaaren.

Abschließend erhalten wir am Ende des Kapitels.

Satz B.2.12 Die Matrix-p-Normen sind unter allen mit der Vektornorm ‖x‖p verträglichen Ma-

trixnormen die kleinsten.
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C EINFÜHRUNG IN MATLAB

C.1 Grundlegende MATLAB-Befehle

Ruft man das Programm MATLAB mit dem Befehl matlab auf, so erscheinen auf dem Moni-

tor einige Fenster. Auf den Linux-Rechnern des KIZ müssen Sie vorher die notwendigen Pfade

ergänzen. Geben Sie dazu in einem Konsole-Fenster den Befehl option matlab ein.

Von diesen ist das Befehl-Fenster der primäre Ort um Befehle einzugeben und Fehler oder Er-

gebnisse abzulesen! Das Prompt-Zeichen≫ ist im Befehl-Fenster dargestellt und dort findet man

üblicherweise einen blinkenden Cursor. Der blinkende Cursor und der MATLAB-Prompt zeigen

einem, dass MATLAB eine Eingabe erwartet.

C.1.1 Einfache mathematische Operationen

Genauso wie mit einem simplen Taschenrechner kann man auch mit MATLAB einfache mathe-

matische Operationen ausführen, z.B. ergibt die Eingabe

≫ 3 + 4

die Ausgabe

ans =

7

Man beachte, dass MATLAB im Allgemeinen keine Zwischenräume benötigt, um Befehle eindeu-

tig zu verstehen. Alternativ zu dem obigen Beispiel können in MATLAB auch Variablen verwendet

werden. ≫ a = 3

a =

3

≫ b = 4

b =

4

≫ c = a + b

c =

7

MATLAB besitzt folgende einfache arithmetische Operationen

Operation Symbol Beispiel

Addition, a+ b + 5 + 3

Subtraktion, a− b − 23−12

Multiplikation, a · b * 13.3 * 63.13

Division, a÷ b / or \ 17/4 = 4\17
Potenz, ab ̂ 3̂4

Die Reihenfolge, in der eine Folge von Operationen abgearbeitet wird, Notizlässt sich wie folgt be-

schreiben. Ausdrücke werden von links nach rechts ausgeführt, wobei die Potenzierung die höchs-

te Priorität besitzt gefolgt von Punktoperation, sprich Multiplikation und Division. Die geringste

Priorität haben Addition und Subtraktion. Mit Hilfe von Klammern kann diese Vorgehensweise

geändert werden, wobei innere Klammern vor äußeren Klammern berechnet werden.
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C.1.2 Variablen

Wie in anderen Programmiersprachen hat auch MATLAB Regeln für Variablennamen. Eine Va-

riable repräsentiert ein Datenelement, dessen Wert während der Programmausführung – gegebe-

nenfalls mehrfach – geändert werden kann. Variablen werden anhand ihrer
”
Namen“ identifiziert.

Namen bestehen aus ein bis neunzehn Buchstaben, Ziffern oder Unterstrichen, wobei das erste

Zeichen ein Buchstabe sein muss.
!

Man beachte, dass MATLAB Groß- und Kleinschreibung un-

terscheidet. (Windows ist im Gegensatz zu Linux nicht so restriktiv, da Sie jedoch Programme

austauschen wollen, sollten Windows-Benutzer besondere Aufmerksamkeit walten lassen.)

Einer Variablen ist Speicherplatz zugeordnet. Wenn man eine Variable verwendet, dann meint man

damit entweder den zugeordneten Speicherplatz oder den Wert, der dort augenblicklich abgespei-

chert ist. Einen Überblick über alle Variablen erhält man mit dem Befehl who oder whos, wobei

letzterer die Angabe des benutzten Speicherplatzes beinhaltet.

Zusätzlich zu selbstdefinierten Variablen gibt es in MATLAB verschiedene spezielle Variablen.

Diese lauten

spezielle Variablen Wert

ans standard Variablenname benutzt für Ergebnisse

pi 3.1415 . . .
eps Maschinengenauigkeit

flops Zähler für die Anzahl der Fließkommaoperationen

inf steht für Unendlich (eng. infinity). z.B. 1/0
NaN eng. Not a Number, z.B. 0/0
i (und) j i = j =

√
−1

In MATLAB kann der Speicherplatz, der durch Variablen belegt ist, durch den Befehl clear

wieder freigegeben werden, z.B.

≫ clear a b c

C.1.3 Kommentare und Punktion

Der Text, der nach einem Prozentzeichen % folgt, wird in MATLAB als Kommentar verstanden

≫ dummy = 4 % Wert von dummy

dummy =

4

Mehrere Befehle können in eine Zeile geschrieben werden, wenn sie durch Kommata oder Se-

mikola getrennt werden. Kommata veranlassen MATLAB, die Ergebnisse anzuzeigen. Bei einem

Semikolon wird die Ausgabe unterdrückt. Durch eine Sequenz von drei Punkten kann man einen

Befehl in der folgenden Zeile fortsetzen.

C.1.4 Spezielle Funktionen

Eine unvollständige Liste von Funktionen, die MATLAB bereitstellt, ist im folgenden dargestellt.

Die meisten Funktionen sind so definiert, wie man sie üblicherweise benutzt.

≫ y = cos(pi)

y =

-1

MATLABNotiz bezieht sich im Zusammenhang mit Winkelfunktionen auf das Bogenmaß.
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Funktion Bedeutung

abs(x) Absolutbetrag

cos(x) Kosinus

exp(x) Exponentialfunktion: ex

fix(x) rundet auf die nächste, vom Betrag her kleinere ganze Zahl

floor(x) rundet auf die nächste, kleinere ganze Zahl

gcd(x,y) größter gemeinsamer Teiler von x und y

lcm(x,y) kleinstes gemeinsames Vielfaches von x und y

log(x) natürlicher Logarithmus

rem(x,y) Modulo (eng. remainder of division), z.B. rem(5,2)=1

sign(x) Signum Funktion, z.B.

sign(2.3) = 1, sign(0) = 0, sign(-.3) = -1

sin(x) Sinus

sqrt(x) Quadratwurzel

tan(x) Tangens

C.1.5 Skript-Dateien

Für einfache Probleme ist es schnell und effizient, die Befehle am MATLAB-Prompt einzugeben.

Für größere und umfangreichere Aufgabenstellungen bietet MATLAB die Möglichkeit, sogenann-

te Skript-Dateien zu verwenden, in denen die Befehle in Form einer Textdatei aufgeschrieben sind

und die man am Prompt übergibt. MATLAB öffnet dann diese Dateien und führt die Befehle so

aus, als hätte man sie am Prompt eingegeben. Die Datei nennt man Skript-Datei oder M-Datei, wo-

bei der Ausdruck M-Datei daher rührt, dass diese Dateien das Suffix .m haben, z.B. newton.m.

Um eine M-Datei zu erstellen, ruft man einen Editor auf und speichert die Datei in dem Verzeich-

nis, von dem aus man MATLAB gestartet hat oder starten wird. Die Datei, z.B. newton.m, wird

in MATLAB dann durch Eingabe von newton am Prompt aufgerufen.

Für die Benutzung von Skript-Dateien hat MATLAB unter anderem folgende hilfreichen Befehle

M-Datei-Funktionen

disp(ans) zeigt den Wert der Variablen ans, ohne ihren Namen auszugeben

input erwartet vom Benutzer eine Eingabe

keyboard übergibt zeitweise die Kontrolle an die Tastatur

pause hält das Programm an, bis eine Taste betätigt wird

Die folgende Skript-Datei beispiel1.m

% beispiel1.m

% Beispiel fuer eine Skript-Datei

tmp = input(’ Geben Sie bitte eine Zahl an >’ );

3 * tmp;

führt zu der Ausgabe

≫ beispiel1

Geben Sie bitte eine Zahl an > 6

ans =

18
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C.1.6 Dateiverwaltung

MATLAB unterstützt eine Vielzahl von Dateiverwaltungsbefehlen, welche es einem ermöglichen

Dateien zu listen, Skript-Dateien anzusehen oder zu löschen und Verzeichnisse zu wechseln.

Datei-Managment-Funktionen

cd path wechselt in das Verzeichnis path

delete beispiel löscht die Datei beispiel.m

ls zeigt alle Dateien im aktuellen Verzeichnis an

pwd zeigt den aktuellen Verzeichnispfad an

type beispiel zeigt den Inhalt der Datei beispiel.m im Befehl-Fenster

what zeigt alle M-Dateien und MAT-Dateien im aktuellen Verzeichnis an

C.1.7 Hilfe

Online-Hilfe: Da sich nicht jeder Benutzer alle MATLAB-Befehle merken kann oder auch von

einigen auch nur die Syntax unklar ist, bietet MATLAB die Möglichkeit der Online-Hilfe. Dabei

gibt es prinzipiell mehrere Möglichkeiten. Ist einem ein Befehl bekannt und man sucht Informa-

tionen über die Syntax, so gibt es den Befehl help.

≫ help sqrt

SQRT Square root.

SQRT(X) is the square root of the elements of X. Complex

results are produced if X is not positive.

See also SQRTM.

Als Beispiel haben wir uns hier die Hilfe zu dem Befehl sqrt ausgeben lassen.

Die andere Möglichkeit der von MATLAB gelieferten Hilfe ist durch den Befehl lookfor ge-

geben. Hier durchsucht das Programm alle ersten Zeilen der MATLAB Hilfe-Kennwörter und

Skript-Dateien die im MATLAB Suchpfad zu finden sind. Das Bemerkenswerte dabei ist, dass

dieser Begriff kein Befehl zu sein braucht.

≫ lookfor cholesky

CHOL Cholesky factorization

≫ CHOL Cholesky factorization.

CHOL(X) uses only the diagonal and upper triangle of X.

The lower triangular is assumed to be the (complex conjugate)

transpose of the upper. If X is positive definite, then

R = CHOL(X) produces an upper triangular R so that R’*R =X.

If X is not positive definite, an error message is printed.

With two output arguments, [R,p] = CHOL(X) never produces an

error message. If X is positive definite, then p is 0 and R

is the same as above. But if X is not positive definite, then

p is a positive integer and R is an upper triangular matrix of

order q = p-1 so that R’*R = X(1:q,1:q).

≫ lookfor factorization

CHOL Cholesky factorization.

QRDELETE Delete a column from the QR factorization.

QRINSERT Insert a column in the QR factorization.

SYMBFACT Symbolic factorization analysis.
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Eine weitere Möglichkeit, sich Hilfe zu verschaffen, besteht darin, das Helpdesk aufzurufen. Wenn

Sie helpdesk am Prompt eingeben, öffnet sich die folgende Hilfsumgebung Notiz

0 50 100 150 200

0

50

100

150

200

nz = 849

C.2 Mathematik mit Matrizen

C.2.1 Matrixkonstruktion und Adressierung

einfache Matrix Konstruktionen

x=[1 4 2*pi 4] erstelle einen Zeilenvektor x mit genannten Einträgen

x=anfang:ende erstelle einen Zeilenvektor x beginnend mit anfang,

Inkrement 1 und endend mit ende
x=anfang:inkrement:ende Ähnliches wie oben mit dem Inkrement inkrement
x=linspace(anfang,ende,n) erzeugt einen Zeilenvektor der Dimension n mit

x(i) = (n−i)·anfang+(i−1)·ende
n−1

Im Folgenden sind einige charakteristische Beispiele aufgeführt.

≫ B = [1 2 3 4; 5 6 7 8]

B =

1 2 3 4

5 6 7 8

Der Operator ′ liefert für reelle Matrizen die Transponierte.

≫ C = B’

C =

1 5

2 6

3 7

4 8
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Der Doppelpunkt : in der zweiten Komponente spricht alle vorhandenen Spalten an, d.h. er ist ein

zu 1:4 äquivalenter Ausdruck.

≫ C = B(1,:)

C =

1 2 3 4

≫C = B(:,3)’

C =

3 7

Es lassen sich auch einzelne Komponenten neu definieren.

≫A = [1 2 3; 4 5 6; 7 8 9]

A =

1 2 3

4 5 6

7 8 9

≫ A(1,3) = 9

A =

1 2 9

4 5 6

7 8 9

Ist ein Eintrag noch nicht definiert, so verwendet MATLAB die minimale Erweiterung dieser

Matrix und setzt undefinierte Einträge zu Null.

≫ A(2,5) = 4

A =

1 2 9 0 0

4 5 6 0 4

7 8 9 0 0

Im Folgenden werden die Vektoren (3,2,1) und (2,1,3,1,5,2,4) dazu verwendet, die

Matrix C zu indizieren, d.h. C hat die Struktur

A(3,2) A(3,1) A(3,3) A(3,1) A(3,5) A(3,2) A(3,4)

A(2,2) A(2,1) A(2,3) A(2,1) A(2,5) A(2,2) A(2,4)

A(1,2) A(1,1) A(1,3) A(1,1) A(1,5) A(1,2) A(1,4)

In MATLAB erhält man nun

≫ C=A(3:-1:1,[2 1 3 1 5 2 4])

C =

8 7 9 7 0 8 0

5 4 6 4 4 5 0

2 1 9 1 0 2 0

Ein weiteres Beispiel für Indizierung ist

≫ C=C(1:2,2:3)

C =

7 9

4 6

Im nächsten Beispiel wird ein Spaltenvektor dadurch konstruiert, dass alle Elemente aus der Ma-

trix C hintereinander gehängt werden. Dabei wird spaltenweise vorgegangen.
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≫ b=C(:)’

b =

7 4 9 6

Das Löschen einer ganzen Zeile oder Spalte kann durch das Umdefinieren in eine 0 × 0-Matrix

geschehen, z.B.

≫ C(2,:)=[ ]

C =

7 9

C.2.2 Skalar-Matrix-Operationen

In MATLAB sind Skalar-Matrix-Operationen in dem Sinne definiert, dass Addition, Subtraktion,

Division und Multiplikation mit einem Skalar elementweise durchgeführt werden. Es folgen zwei

erklärende Beispiele.

≫ B - 1

ans =

0 1 2 3

4 5 6 7

≫ 9 + 3 * B

ans =

12 15 18 21

24 27 30 33

C.2.3 Matrix-Matrix-Operationen

Die Operationen zwischen Matrizen sind nicht so kanonisch zu definieren wie die zwischen
!

Skalar und Matrix, insbesondere sind Operationen zwischen Matrizen unterschiedlicher Dimensi-

on schwer zu definieren. Des Weiteren sind die Operationen ∗ und .∗, bzw. / und ./ sowie \ und

.\ zu unterscheiden. In nachfolgender Tabelle sind die Matrixoperationen beschrieben.

komponentenweise Matrixoperationen

Beispieldaten a = [a1, a2, . . . , an], b = [b1, b2, . . . , bn], c ein Skalar

komp. Addition a+ c = [a1 + c a2 + c . . . an = c]
komp. Multiplikation a ∗ c = [a1 · c a2 · c . . . an · c]
Matrix–Addition a+ b = [a1 + b1 a2 + b2 . . . an + bn]
komp. Matrix-Multiplikationen a. ∗ b = [a1 · b1 a2 · b2 . . . an · bn]
komp. Matrix-Div. von rechts a./b = [a1/b1 a2/b2 . . . an/bn]
komp. Matrix-Div. von links a.\b = [b1/a1 b2/a2 . . . bn/an]
komp. Matrix-Potenz a.̂ c = [ac1 a

c
2 . . . a

c
n]

c.̂ a = [ca1 ca2 . . . can ]

a.̂ b = [ab11 ab22 . . . abnn ]

Es folgen nun einige Beispiele zu Matrixoperationen
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≫ g=[1 2 3; 4 5 6]; % zwei neue Matrizen

≫ h=[2 2 2; 3 3 3];

≫ g+h % addiere g und h komponentenweise

ans =

3 4 5

7 8 9

≫ ans-g % subtrahiere g von der vorherigen Antwort

ans =

2 2 2

3 3 3

≫ h.*g % multipliziere g mit h komponentenweise

ans =

2 4 6

12 15 18

≫ g*h’ % multipliziere g mit h’

ans =

12 18

30 45

C.2.4 Matrix-Operationen und -Funktionen

Matrixfunktionen

reshape(A,m,n) erzeugt aus den Eintägen der Matrix A eine m× n-Matrix,

wobei die Einträge spaltenweise aus A gelesen werden.

diag(A) ergibt die Diagonale von A als Spaltenvektor

diag(v) erzeugt eine Diagonalmatrix mit dem Vektor v in der Diagonalen

tril(A) extrahiert den unteren Dreiecksanteil der Matrix A
triu(A) extrahiert den oberen Dreiecksanteil der Matrix A

Es folgen einige Beispiele

≫ g=linspace(1,9,9) % ein neuer Zeilenvektor

g =

1 2 3 4 5 6 7 8 9

≫ B=reshape(g,3,3) % macht aus g eine 3 x 3 Matrix

B =

1 4 7

2 5 8

3 6 9

≫ tril(B)

ans =

1 0 0

2 5 0

3 6 9
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Funktion Bedeutung

R=chol(A) Choleskyzerlegung

cond(A) Konditionszahl der Matrix A
d=eig(A) Eigenwerte und -vektoren

[V,d]=eig(A)

det(A) Determinante

hess(A) Hessenbergform

inv(A) Inverse

[L,U]=lu(A) Zerlegung gegeben durch Gauss-Algorithmus

norm(A) euklidische-Norm

rank(A) Rang der Matrix A

Bemerkung:
!

Der \ Operator ist auch für Matrizen definiert und liefert in Kombination mit

Vektoren für reguläre Matrizen ihre Inverse, d.h. A ̂ (-1)x=A\x .

C.2.5 Spezielle Matrizen

spezielle Matrizen

eye(n) erzeugt eine Einheitsmatrix der Dimension n
ones(m,n) erzeugt eine m× n-Matrix mit den Einträgen 1
zeros(m,n) erzeugt eine m× n-Matrix mit den Einträgen 0

C.2.6 Spezielle Funktionen für schwachbesetzte Matrizen

Bei vielen numerischen Anwendungen treten schwachbesetzte Matrizen auf. MATLAB hat für

solche Matrizen besondere Sparse-Funktionen, die dieser Eigenschaft Rechnung tragen.

Funktion Bedeutung

find(A) findet Indizes von Nichtnulleinträgen

nnz(A) Anzahl an Nichtnulleinträgen

spdiags(v) erzeugt eine Sparse-Diagonalmatrix mit dem Vektor v als Diagonale

speye(n) erzeugt eine Sparse-Einheitsmatrix

spy(A) visualisiert die Struktur der Matrix A

Kurze Illustration der Funktionsweise obiger Befehle anhand einiger Beispiele.
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≫ E=eye(100); % vollbesetzte 100 x 100 Einheitsmatrix

≫ Es=sparse(E); % Sparse-Version von E

≫ whos

Name Size Elements Bytes Density Comple

E 100 by 100 10000 80000 Full No

Es 100 by 100 100 1600 0.0100 No

Grand total is 10100 elements using 81600 bytes

≫ A=spdiags([7*ones(4,1),ones(4,1),2*ones(4,1)],[-1,0,1],4,4);

≫ nnz(A)

ans =

10

≫ full(A)

ans =

1 2 0 0

7 1 2 0

0 7 1 2

0 0 7 1

Als Beispiel für spy sei hier die Besetzungstruktur einer 3D-FEM Steifigskeitsmatrix gezeigt.

0 50 100 150 200

0

50

100

150

200

nz = 849

C.3 Datenverwaltung

Für die meisten Anwendungen genügt es, Datenfelder in einem Format abzuspeichern und wieder

laden zu können. Die Befehle load und save setzen voraus, dass die Daten in einem System

unabhängigen, binären Format in einer Datei mit dem Suffix .mat gespeichert sind oder in einem

einfachen ASCII-Format vorliegen.
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C.3.1 Daten speichern

Im Folgenden wird eine 3 × 5 -Matrix im binär-Format in der Datei A.mat gespeichert. Diese

Daten sind sehr kompakt gespeichert.

≫ A=zeros(3,5);

≫ save A

Gibt man sich aber den Inhalt dieser Datei auf dem Bilschirm aus, so gibt er wenig Sinn. Möchte

man sich also z.B. einen Lösungsvektor sichern um ihn später
”
per Hand zu analysieren“ so spei-

chere man die Daten als ASCII-Datei, dabei kann man wählen zwischen einer 8-stelligen oder

16-stelligen Abspeicherung.

≫ save mat1.dat A -ascii % 8-stellige Speicherung

≫ save mat2.dat A -ascii -double % 16-stellige Speicherung

Hier wurde die Matrix mit 8-stelligem Format in der Datei mat1.dat gespeichert, bzw. 16-stellig

in der Datei mat2.dat.

C.3.2 Daten laden

Mit dem Befehl load A versucht MATLAB, die in A.mat gespeicherten Daten in einem Daten-

feld A zu speichern. Auch ASCII-Dateien kann MATLAB lesen. Da es hier jedoch keine Standar-

dendung gibt, ist die Datei inklusive Endung anzugeben. Es ist darauf zu achten, dass ein recht-

eckiges Feld an Daten vorliegt, d.h. dass m Zeilen mit jeweils n numerischen Werten vorliegen.

MATLAB erstellt dann eine m× n-Matrix mit dem Namen der Datei ohne Suffix.

≫ load mat1.dat

≫ whos

Name Size Elements Bytes Density Complex

mat1 3 by 5 15 120 Full No

Grand total is 15 elements using 120 bytes

C.4 Ausgabe von Text

Mit dem Befehl fprintf lassen sich Strings, d.h. Zeichenfolgen, auf dem Bildschirm ausgeben.

≫ fprintf(’\n Hello world %12.3e\n’,4);

Hello world 4.000e+00

Man sieht, dass der auszugebende Text zusätzliche Zeichen enthält, die nicht mit ausgedruckt

werden. Diese Zeichen nennt man Escape-Sequenzen. In obigem Beispiel ist die Sequenz \n

eingebaut. \n steht für
”
newline“ und sorgt dafür, dass bei der Textausgabe an diesen Stellen eine

neue Zeile begonnen wird. Der Ausdruck %12.3e dient als Platzhalter für einen reellen Wert, der

durch Komma getrennt hinter der Zeichenkette folgt. Dabei sei die Zahl in Exponentialdarstellung

auszugeben, wofür 12 Stellen mit 3 Nachkommastellen bereitgestellt. Im Beispiel ist dies der Wert

4. Anstatt eines expliziten Wertes können auch Variablen oder Ausdrücke, z.B. 3 * 4 stehen. Ein

Platzhalter kann mehrfach in einem printf-Befehl vorkommen. In diesem Fall müssen hinter

der Zeichenkette genau so viele Werte folgen, wie Platzhalter angegeben sind. Die Reihenfolge

der Werte muss mit der Reihenfolge der Platzhalter übereinstimmen, da die Ausdrücke von links

nach rechts bewertet werden. Die Escape-Sequenzen dürfen im Text an beliebiger Stelle stehen.
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Ausgabeformate

Befehl Ausgabe

fprintf(’%.0e\n’,1.234567) 1e00+

fprintf(’%.2e\n’,1.234567) 1.23e00+

fprintf(’%.5e\n’,1.234567) 1.23456e00+

fprintf(’%10.0e\n’,1.234567) 1e00+

fprintf(’%10.2e\n’,1.234567) 1.23e00+

fprintf(’%10.5e\n’,1.234567) 1.2346e00+

fprintf(’%10.2f\n’,1.234567) 1.23

fprintf(’%10.5f\n’,1.234567) 1.23457

MATLAB rundet numerische Werte bei der Ausgabe, wenn nötig!

C.5 Kontrollbefehle

C.5.1 For-Schleifen

1. Mit jeglicher gültigen Matrix-Darstellung lässt sich eine FOR-Schleife definieren, z.B.

≫ data = [1 7 3 2; 5 4 7 2]

data =

1 7 3 2

5 4 7 2

≫ for n=data

x=n(1)-n(2)

end

x =

-4

x =

3

x =

-4

x =

0

2. FOR-Schleifen können nach Belieben geschachtelt werden.

≫ for k=3:5

for l=4:-1:2

A(k,l)=kˆ2-l;

end

end

≫ A

A =

0 0 0 0

0 0 0 0

0 7 6 5

0 14 13 12

0 23 22 21

3. FOR-Schleifen sollten vermieden werden, wann immer sie durch eine äquivalente Matrix-
!

Darstellung ersetzt werden können. Der folgende Ausdruck ist darunten in optimierter Version

aufgeführt.
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≫ for n=1:10

x(n)=sin(n*pi/10);

end

≫x

x =

Columns 1 through 7

0.3090 0.5878 0.8090 0.9511 1.0000 0.9511 0.8090

Columns 8 through 10

0.5878 0.3090 0.0000

≫ n=1:10;

≫ x=sin(n*pi/10);

≫ x

x =

Columns 1 through 7

0.3090 0.5878 0.8090 0.9511 1.0000 0.9511 0.8090

Columns 8 through 10

0.5878 0.3090 0.0000

4. Um die Ausführungsgeschwindigkeit zu maximieren,
!

sollte benötigter Speicherplatz vor

Ausführung der FOR-Schleife alloziert werden.

≫ x=zeros(1,10);

≫ x(1)=0.5;

≫ for n=2:10

x(n)=x(n-1)*sin(n*pi/10);

end

≫ x

x =

Columns 1 through 7

0.5000 0.2939 0.2378 0.2261 0.2261 0.2151 0.1740

Columns 8 through 10

0.1023 0.0316 0.0000

C.5.2 WHILE-Schleifen

WHILE-Schleifen sind wie folgt aufgebaut.

while Aussage

Anweisungen

end

Die Anweisungen zwischen while und endwerden so lange ausgeführt, wie Aussagewahr

ist, z.B.

≫ num=0; EPS=1;

≫ while (1+EPS) > 1

EPS=EPS/2;

num=num+1;

end

≫ num

num =

53
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C.5.3 IF-ELSE-END Konstrukte

Eine IF-ELSE-END-Schleife enthält nach dem IF eine Aussage, die daraufhin überprüft wird, ob

sie wahr oder falsch ist. Ist sie wahr, so werden die in den folgenden Zeilen stehenden Anwei-

sungen ausgeführt und die Schleife beendet. Ist sie falsch, so erfolgen die Anweisungen, die dem

ELSE folgen (ELSE ist optional). Solch ein Konstrukt kann erweitert werden um beliebig viele

ELSIF Befehle, die dieselbe Funktion haben wie der am Anfang stehende IF Befehl, aber nur

beachtet werden, falls alle vorher überprüften Aussagen falsch sind.

if Aussage1

Anweisungen, wenn Aussage1 wahr

elseif Aussage2

Anweisungen, wenn Aussage1 falsch und Aussage2 wahr

else

Anweisungen, wenn Aussage1 und Aussage2 falsch

end

C.5.4 Relationen und logische Operatoren

Relationen

< kleiner als

<= kleiner als oder gleich

> größer als

>= größer als oder gleich

== gleich

˜= ungleich

logische Operatoren

& UND

| ODER

˜ NICHT

C.6 Graphische Darstellung

C.6.1 Zweidimensionale Graphiken

≫ f=’sin(x)’;

≫ fplot(f,[0 8]);

≫ title(f),xlabel(’x’),ylabel(’f(x)’);

≫ x=0:0.1:1;

≫ y=[-0.2 0.1 3.2 3 2.1 2.3 2.6 -0.9 0.2 -.1 .1];

≫ z=[-0.12 0.3 2.6 3.1 1.3 2.3 2.3 -0.7 0.1 .1 .1];

≫ plot(x,y,’o’,x,y,x,z,’:’);

≫ title(’Zwei beliebige Funktionen’),xlabel(’x’);

≫ legend(’f(x)’,’g(x)’)
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Zwei beliebige Funktionen

Linientypen und Farben

Symbol Farbe Symbol Linientyp

y gelb · Punkt

m magenta ◦ Kreis

c cyan x x-Markierung

r rot + +-Markierung

g grün ∗ Sternchen

b blau − durchgezogene Linie

w weiß : gepunktete Linie

k schwarz −. Strichpunkt-Linie

−− gestrichelte Linie
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2-D Graphikanweisung

axis modifiziert die Axen-Proportionen

clf löscht die Graphik im Graphik-Fenster

close schließt das Graphik-Fenster

grid erzeugt ein achsenparalleles Gitter

hold ermöglicht das Überlagern von Graphiken

subplot erstellt mehrere Teilgraphiken in einem Fenster

text gibt Text an vorgegebener Stelle aus

title zeigt einen Titel an

xlabel beschriftet die x-Achse

ylabel beschriftet die y-Achse

colormap(white) wechselt die Farbtabelle, für S/W-Monitore

C.6.2 Dreidimensionale Graphiken

≫ [X,Y,Z] = peaks(25)

≫ mesh(X,Y,Z)
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−5
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≫ subplot(1,2,1);

≫ [X,Y,Z] = peaks(25);

≫ mesh(X,Y,Z);

≫ subplot(1,2,2);

≫ X=1:20;

≫ Y=1:20;

≫ Z(X,Y)=(-(cos(X/4)))’*(sin((20-Y)/10).ˆ3);

≫ mesh(X,Y,Z);
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C.6.3 Graphiken drucken

Graphik-Druckbefehl

print [-dAusgabetyp] [-Optionen] [Dateiname]

Ausgabetyp -dps Postscript für Schwarzweißdrucker

-dpsc Postscript für Farbdrucker

-deps Encapsulated Postcript

-depsc Encapsulated Color Postcript

Optionen -P<Drucker> Spezifiziert den zu benutzenden Drucker

Die Eingabe

≫ print fig4 -deps erzeugt die Datei fig4.eps.

C.7 Fortgeschrittenes

C.7.1 MATLAB-Skripte

Wie schon im Abschnitt C.1.5 erwähnt, lässt sich eine Abfolge von MATLAB-Befehlen auch in

einer Datei speichern. Diese kann man dann am Befehl-Fenster aufrufen und die gespeicherte

Folge von Befehlen wird ausgeführt. Solche Dateien werden als MATLAB-Skripte oder M-Files

bezeichnet. Alle o.g. Befehle lassen sich in einer Datei z.B. mit dem Namen abc.m zusammen-

stellen. Für die Wahl des Dateinamens gelten dabei die folgenden Regeln:

• das erste Zeichen ist ein Buchstabe und

• die Datei hat die Endung .m .

Um ein solches M-File zu erstellen, ruft man den Editor auf, der es erlaubt Text einzugeben und

diesen als Datei zu speichern. Wenn man den Editor gestartet hat, gebe man die folgenden Befehle

ein und speichere die Datei unter dem Namen abc.m
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a = 1;

b = 3;

c = -5;

x1 = (-b + sqrt(bˆ 2 - 4*a*c))/(2*a)

x2 = (-b - sqrt(bˆ 2 - 4*a*c))/(2*a)

Um nun die Befehle aus der Datei abc.m auszuführen, gibt man im MATLAB-Befehlsfenster

≫ abc

ein. MATLAB sucht im aktuellen Pfad nach der Datei abc.m und führt die darin enthaltenen

Befehle aus. Das aktuelle Verzeichnis wird angezeigt, wenn man

≫ pwd

eingibt (pwd, engl. print working directory).

C.7.2 Erstellen eigener Funktionen

Es wird sicherlich etwas komfortabler sein, eine eigene Funktion zu haben, der man a,b und c als

Argument übergibt un die beiden Wurzeln als Eregebnis erhält, als jedesmal erneut ein eigenes

M-File anzufertigen. Ein solches Programm könnte z.B. die folgende Datei root.m sein.

%-----------------

modified "abc.m"

%-----------------

a = input(’Enter a: ’);

b = input(’Enter b: ’);

c = input(’Enter c: ’);

x1 = (-b + sqrt(bˆ 2 - 4*a*c))/(2*a)

x2 = (-b - sqrt(bˆ 2 - 4*a*c))/(2*a)

Die Prozentzeichen in den ersten Zeilen dienen der Dokumentation. Alles was einem solchen Zei-

chen folgt, wird von MATLAB nicht ausgewertet, sprich interpretiert. Die Argumente werden in

dieser Funktion jedoch nur bedingt übergeben und ausgegeben. Eine Funktion, die diese Aufgabe

erfüllt, ist die folgende.

%-----------------

modified "abc.m"

%-----------------

function [x1, x2] = quadroot(a,b,c)

radical = sqrt(bˆ2 - 4*a*c);

x1 = (-b + radical)/(2*a)

x2 = (-b - radical)/(2*a)

Wenn eine Funktion keine Rückgabewerte hat, können die eckigen Klammern mit den Variablen

und das Gleichheitszeichen fehlen. Fehlen die Eingabeparameter, so kann auch der Klammeraus-

druck nach quadroot fehlen. Auf die in der Funktion verwendeten Variablen, hier radical,
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kann man vom Befehlsfenster nicht zugreifen. Ist die Funktion in der Datei quadroot.m gespei-

chert, so erhält man die Wurzeln, indem man

[x1, x2] = quadroot(1,3,-5);

eingibt. Es kann vom Befehlsfenster oder einer anderen Datei immer nur die erste Funktion in einer

Datei aufgerufen werden. Dies bedeutet, in einer Datei können mehrere Funktionen stehen, aber

nur die erste Funktion kann extern aufgerufen werden. Alle weiteren Funktionen können nur von

Funktionen in der gleichen Datei aufgerufen werden. Für den Anfang ist es einfacher, wenn jede

Datei nur eine Funktion enthält. Entscheidend für den Funktionsnamen ist der Name der Datei.
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Angewandte Numerik 1, 21. April 2017



Literaturverzeichnis

[AS] M. ABRAMOWITZ, I.A. STEGUN Pocketbook of Mathematical Functions with Formulas,

Verlag Harri Deutsch, Frankfurt/Main (1984).

[A] R.A. ADAMS, “Sobolev Spaces”, Pure Appl. Math. 65, Academic Press, New York, 1975.

[Arendt/Urban] W. ARENDT, K. URBAN, Partielle Differenzialgleichungen: Eine Einführung in
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[Törnig/Spellucci] W. TÖRNIG, P. SPELLUCCI, Numerische Mathematik für Ingenieure und Phy-

siker, Band 1 & 2, Springer-Verlag, Berlin, 1988.
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