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Fiir dieses Ubungsblatt gibt es 14 Theorie- und 17 Matlab-Punkte, sowie 7 Theorie- und 8 Matlab-
Zusatzpunkte. Punkte, die mit einem * gekennzeichnet sind, sind Zusatzpunkte.

Die 60-Prozent-Grenzen liegen aktuell (inklusive Blatt 09) bei 103,8 Theoriepunkten und 84,6 Matlabpunk-
ten.

Aufgabe 36 (Programmieraufgabe: Konvergenzordnung Newtonverfahren) (5M+2T+3T* Punkte)

In den Aufgaben 34 und 35 des letzten Ubungsblatts 8 haben wir die Konvergenzordnung der verschiedenen
Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen nichtlinearer Funktionen untersucht.

a) Untersuchen Sie analog zu den Aufgaben 34 und 35 die Konvergenz des Bisektions-, des Sekanten- und
des Newtonverfahrens fiir die Funktion

fiR=R, 2z flz) mit f(z)=(z—1)>%

Plotten Sie dazu wieder zu jedem Iterationsschritt (x-Achse) den jeweiligen Fehler (y-Achse). Verwenden
Sie fiir den Fehler eine logarithmische Skala. Wihlen Sie als Startintervall fiir das Bisektionsverfahren
das Intervall [—0.1, 3]. Verwenden Sie fiir das Sekantenverfahren die Startwerte —0.1 und 3, sowie den
Startwert 3 flir das Newtonverfahren. Den Parameter tol fiir die geforderte Genauigkeit der Néhe-
rungslosung kénnen Sie auf 107 setzen.

Sie diirfen Thre Funktionen vom letzten Ubungsblatt verwenden.

b) Interpretieren Sie das Ergebnis. Liegt Konvergenz vor? Falls ja, welche Konvergenzordnung haben die
jeweiligen Verfahren? Begriinden Sie IThre Aussage.

¢) Wie passen die beobachteten Ergebnisse zu den Aussagen aus der Vorlesung, insbesondere zu Bemer-
kung 5.1.2, Satz 5.3.1 und Satz 5.4.17

Aufgabe 37 (Programmieraufgabe: Konvergenzbereich Newtonverfahren)
(AM+2T+3M+4M+1M+2T+5M*+3M*+2T* Punkte)

In dieser Aufgabe wollen wir fiir das Newton- und das Sekanten-Verfahren die Abhéngigkeit der Konvergenz
von den Startwerten untersuchen.

a) Schreiben Sie ein Matlab-Skript konvergenzBereiche.m, welches fiir das Newton-Verfahren und fiir die
Funktion f mit f(x) = arctanx die Abhéngigkeiten der Anzahl der durchgefiihrten Iterationen vom
Startwert veranschaulicht. Wahlen Sie dazu 200 Startwerte o € [—10, 10] und bestimmen Sie fiir jeden
Startwert die Anzahl der Iterationen. Visualisieren Sie die Ergebnisse mittels einer Grafik (x-Achse:
Startwert, y-Achse: Anzahl der Iterationen). Verwenden Sie tol = 1e-10.



b)

c)

Was fillt auf? Wie interpretieren Sie die Anzahl der Iterationen fiir betragsméfig grofie Startwerte.
Erklaren Sie beispielhaft an einigen Startwerten den jeweiligen Verlauf der Iteration.

Uberlegen Sie sich, wie Sie fiir jeden Startwert iiberpriifen kénnen, ob das Newtonverfahren mit der
vorgegebenen Toleranz und innerhalb der maximalen Iterationen konvergiert sowie einen Néaherungswert
fiir die Nullstelle liefert. Visualisieren Sie den Konvergenzbereich in Threm Schaubild.

Untersuchen Sie analog zu Aufgabenteil a) auch das Sekanten-Verfahren. Wéhlen Sie als zweiten Start-
wert x1 = =5, falls g > 0, und z; = 45, falls g < 0. Visualisieren Sie den Konvergenzbereich des
Sekantenverfahrens analog zu Aufgabenteil c).

Vertauschen Sie die Startwerte des Sekantenverfahrens. Wahlen Sie also xp = £5 und x; € [—10, 10].

Interpretieren Sie Ihre Ergebnisse. Fiir welche Startwerte konvergiert das Sekantenverfahren? Unter-
scheiden sich die Ergebnisse des Aufgabenteils d) und des Aufgabenteils e)? Falls ja, warum?

Zur Losung eines Nullstellenproblems ist es durchaus iiblich, verschiedene Verfahren fiir die ndherungs-
weise Berechnung von Nullstellen zu kombinieren. Einerseits wiirde das Bisektionsverfahren fiir die in
dieser Aufgabe betrachtete Funktion f mit f(z) = arctanx mit den Startwerten aus Aufgabenteil d)
oder Aufgabenteil e) immer zu einer Naherungslosung finden. Andererseits wiirde beispielsweise das
Sekantenverfahren, falls es konvergiert, die Ndherungslosung schneller ermitteln.

Das Dekker—Verfahren ist ein Verfahren zur numerischen Berechnung von Nullstellen, welches die Vor-
teile des Bisektionsverfahrens und des Sekantenverfahrens vereint. Der Algorithmus des Dekkerverfah-
rens lautet:

Algorithm 1 Dekker-Method

Require: I = [a,b] and f € C(I) with f(a)f(b) <0, tol > 0.
1: ag = a and bg = b and b_1 = qg
2: for k=0,1,2,...do

3: Compute s = by — mﬂbk) and m = %b’“.
4: if s between b;, and m then
5: bk+1 =S

6: else

7 bk+1 =m

8: end if

9: if ’f(bk+1)’ < tol then

10: STOPP

11: end if

12: if f(bg+1)f(ax) <0 then
13: Q11 = A

14: else

15: Q11 = by,

16: end if

17: end for

Schreiben Sie eine Matlab-Funktion xk = dekker(f, a, b, tol, maxIt), die das Dekkerverfahren
implementiert. Die Parameter und der Riickgabewert sollen den Parametern und dem Riickgabewert
der Matlab-Funktion sekanten entsprechen.

h) Untersuchen Sie analog zu Aufgabenteil a) und Aufgabenteil d) auch das Dekker-Verfahren. Wahlen

i)

Sie die Startwerte wie beim Sekantenverfahren. Vertauschen Sie die Startwerte wieder. Visualisieren Sie
den Konvergenzbereich des Dekkerverfahrens analog zu Aufgabenteil c).

Interpretieren Sie Ihre Ergebnisse. Fiir welche Startwerte konvergiert das Dekkerverfahren? Wie viele
Iterationen benotigt das Dekkerverfahren im Vergleich zum Sekantenverfahren?



Aufgabe 38 (Banachscher Fizpunktsatz) (6T+2T+2T* Punkte)

Gegeben sei nun die Funktion f : I — R, I := [0,1], mit f(z) = 2% +  — 1. Gesucht ist ein iteratives
Verfahren, um das Nullstellenproblem f(z) = 0 zu 16sen.

a) Zeigen Sie, dass das Nullstellenproblem durch das Iterationsverfahren

-1
) = o (20 = (1 + (a?(k))2>

gelost werden kann und weisen Sie fiir jeden Startwert z(?) € I die Konvergenz des Verfahrens nach.

Hinweis: Im Beweis zu Folgerung 5.6.3 sehen Sie, wie Sie die Kontraktionseigenschaft der Fixpunkti-
teration ® nachweisen kénnen und wie Sie die Konstante L wéhlen kénnen.

b) Wie viele Iteration benotigt dieses Iterationsverfahren hochstens, um mit dem Startwert zop = 0 eine
Genauigkeit von 10710 zu erreichen?

c) Geben Sie eine weitere Iterationsvorschrift an, die das Nullstellenproblem l6sen kénnte. (Sie brauchen
keine Aussage zur Konvergenz dieser Iterationsvorschrift zu machen.)

Hinweise:

Die Programmieraufgaben sind in Matlab zu erstellen. Der Source Code muss strukturiert und dokumentiert
sein. Senden Sie spétestens 24 Stunden vor IThrem Tutorium alle Matlab-Files und alle Ergebnisse in
einer E-mail mit dem Betreff Loesung-Blatt09 an angewandte.numerik@uni-ulm.de.



