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Sei Ω = (0, 1)2 mit Rand Γ, T > 0 und seien u0 : Ω → R, f : (0, T )× Ω → R gegeben. Wir betrachten das Problem:
Finde u : [0, T ]× Ω→ R mit

ut(t, x)−∆u(t, x) = f(t, x) in (0, T ]× Ω,

u(t, x) = 0 auf [0, T ]× Γ,

u(0, x) = u0(x).

(1)

Sei Vh = P1. Die Diskretisierung der Gleichung (1) lautet: Finde uh(t, x) =
∑
i uh,i(t)ϕ(x) mit

∂t(uh, vh) + (∇uh,∇vh) = (f, vh) für alle vh ∈ Vh,

bzw.
M∂tu(t) + Au(t) = f(t), u(0) = u0.

Hierbei seien M = (ϕj , ϕi)i,j die Massematrix, A die Steifigkeitsmatrix und f(t) = (f(t, ·), ϕi)i, u0 = (uu(·), ϕi)i.
Zur Diskretisierung in der Zeit verwenden wir das θ-Verfahren:
Sei 0 = t0 < · · · < tN = T, N ∈ N, ki = ti+1 − ti, i = 0, . . . , N − 1 und setze ui = u(ti, ·), i = 0, . . . , N. Für θ ∈ [0, 1]
berechne

(M + kiθA)ui+1 = (M− ki(1− θ)A)ui + ki(1− θ)f(ti) + kiθf(ti+1).

Aufgabe 1 (15)

(a) Schreiben Sie eine Funktion, die obige Gleichung mit dem θ-Verfahren für gegebene Funktionen f und u0 löst.

(b) Sei T = 1. Testen Sie Ihre Funktionen anhand der analytischen Lösung

u(t, x, y) =
1

π2
e−π

2t sin(πx) sin(πy)

für θ = 0 (explizites Euler-Verfahren), θ = 1 (implizites Euler-Verfahren) und für θ = 1/2 (Crank-Nicolson-
Verfahren).


