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Für ein Dreieck T := conv{P1, P2, P3} ⊂ R2 mit Eckpunkten P1, P2, P3 definieren wir die affine Abbildung QT , die
das Referenzelement auf das Dreieck T abbildet, durch

QT : T̂ → T

mit QT (0, 0) = P1, QT (1, 0) = P2 und QT (0, 1) = P3. Die Abbildung QT ist dadurch eindeutig bestimmt und gegeben
durch

QT (ξ, η) = b+B

(
ξ
η

)
, b =

(
x1
y1

)
, B =

(
x2 − x1 x3 − x1
y2 − y1 y3 − y1

)
, Pi =

(
xi
yi

)
, i = 1, 2, 3.

Die Umkehrabbildung Q−1
T : T → T̂ mit

Q−1
T (x, y) = B−1

(
x
y

)
−B−1b,

(
x
y

)
∈ T, Q−1

T (T ) = T̂

ist durch

B−1 =
1

det(B)

(
y3 − y1 x1 − x3
y1 − y2 x2 − x1

)
mit det(B) = x1y2 − x1y3 + x2y3 − x2y1 + x3y1 − x3y2

gegeben, oder genauer:

Q−1
T (x, y) =

1

det(B)

(
(y3 − y1)x+ (x1 − x3)y − x1y3 + x3y1
(y1 − y2)x+ (x2 − x1)y + x1y2 − x2y1

)
.

Damit erhält man für die Basisfunktionen ϕi, 1 ≤ i ≤ 3, auf dem Dreieck T die Darstellungen

ϕ1(x, y) =
(
ϕ̂1 ◦Q−1

T

)
(x, y) =

(y2 − y3)x− (x2 − x3)y + x2y3 − x3y2
det(B)

,

ϕ2(x, y) =
(
ϕ̂2 ◦Q−1

T

)
(x, y) =

(y3 − y1)x+ (x1 − x3)y − x1y3 + x3y1
det(B)

,

ϕ3(x, y) =
(
ϕ̂3 ◦Q−1

T

)
(x, y) =

(y1 − y2)x+ (x2 − x1)y + x1y2 − x2y1
det(B)

.

Außerdem definieren wir für 0 ≤ ξ, η ≤ 1, ξ + η ≤ 1 die Basis-Funktionen ϕ̂i auf dem Referenzelement T̂ durch

ϕ̂1(ξ, η) := 1− ξ − η, ϕ̂2(ξ, η) := ξ, ϕ̂3(ξ, η) := η

und die Basisfunktionen ϕi auf dem Dreieck T durch ϕi := (ϕ̂i ◦Q−1
T ), i = 1, 2, 3 (es gilt also ϕi(Pj) = δij).

Aufgabe 1 (3+3+4)

Berechne die folgenden Integrale für i, j = 1, 2, 3 und β ∈ R2:

(i)
∫
T

ϕi(x, y)ϕj(x, y) d(x, y), (ii)
∫
T

∇ϕi(x, y)T∇ϕj(x, y) d(x, y),

(iii)
∫
T

β · ∇ϕi(x, y)ϕj(x, y)d(x, y).

Aufgabe 2 (10)

Wir betrachten erneut das Problem von Blatt 1: Sei Ω = (0, 1)2 mit Rand Γ = ∂Ω und sei β =

(
1
1

)
. Finde u : Ω→ R,

sodass {
−∆u+ β · ∇u+ 2u = f in Ω

u = 0 auf Γ.

Dazu führen wir zunächst ein Triangulierung Th von Ω ein. Die Triangulierung wird über folgende Datenstrukturen
definiert:



• coordinates∈ RnC×2: Jede Zeile in coordinates enthält die Koordinaten eines Knotens/Eckpunktes (also nC
Knoten).

• elements∈ RnE×3: Jede Zeile in elements enthält die Indizes/Zeilen der drei Eckpunkte eines Dreiecks in
coordinates (also nE Elemente).

• dirichlet∈ RnD×2: Jede Zeile in dirichlet enthält die Indices der zwei Eckpunkte einer Randkante in
coordinates (also nD Randkanten).

Mache dir die Datenstrukturen an folgendem kleinen Beispiel klar:

(0, 0) (1, 0)

(1, 1)(0, 1)

(0.6, 0.5)

(0.6, 1)

(1, 0.3)

(0.2, 0)
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coordinates =



0 0
0.2 0
1 0
1 0.3

0.6 0.5
0 1

0.6 1
1 1


elements =



5 8 7
5 7 6
2 3 4
1 2 5
5 4 8
2 4 5
1 5 6


dirichlet =



1 2
2 3
3 4
4 8
8 7
7 6
6 1


.

(i) Lade das Material von der Homepage herunter.

(ii) Wie lautet die Variationsformulierung des obigen Problems?

(iii) Schreibe ein Skript, das für obiges Problem die entsprechenden Matrizen und die rechte Seite aufstellt. Verwende
hierfür Aufgabe 1 und für nicht exakt exakt berechenbare Integrale die folgende Näherungen (Mittelpunktsregel)∫

T

f ϕj dx ≈ f(xS , yS)

∫
T

ϕj dx = f(xS , yS)
1

6
det

(
x2 − x1 x3 − x1
y2 − y1 y3 − y1

)
,

wobei (xS , yS) den Schwerpunkt des Dreiecks T ∈ Th bezeichne.

(iv) Vergleiche für die exakte Lösung u(x, y) = sin(2πx) sin(2πy) das Ergebnis mit dem des ersten Blattes.


