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Fiir ein Dreieck T := conv{P}, P,, P3} C R? mit Eckpunkten P|, P,, P3 definieren wir die affine Abbildung Qr, die
das Referenzelement auf das Dreieck T abbildet, durch

Qthj*)T

mit Q7 (0,0) = Py, Q7 (1,0) = P und Qr(0,1) = P3. Die Abbildung Q7 ist dadurch eindeutig bestimmt und gegeben
durch

f) (ml) <x2 - xl x3 - xl) <x1> .
,m)=b+B , b= , B = , P, = , 1 =1,2,3.
Qr(€ 77) (77 Y1 Y2—Y1 Ys— U1 Yi

Die Umkehrabbildung Q;l : T — T mit

Qr'(x,y) =B~ @ ~ B, (““”) €T, Q') =T

Yy
ist durch
_ 1 Ys —Yyr T1— I3 .
B l= mit det(B) == —x +x —x +x —x
det(B) <y1 Sy - (B) = z1y2 — T1y3 + T2y3 — Tay1 + T3Y1 — T3Y2
gegeben, oder genauer:
-1 _ 1 (y3 —y1)z + (x1 — 23)y — 21Y3 + T3
QT ( 7y) - _ — — :
det(B) \(y1 — y2)x + (x2 — 21)y + 1y2 — T211

Damit erhélt man fiir die Basisfunktionen ¢;, 1 < i < 3, auf dem Dreieck T' die Darstellungen
(Y2 — ya)x — (v2 — 23)y + Tays — T3Y2
det(B
(Y3 —y1)x + (21 — 23)y — 21Y3 + T30

)
)
det(B)
)
)

@1(26711) = (@1 o Q;l) (amy) =

b

902(1‘7?/) = (@2 OQ;I) (m,y) =

(y1 —y2)x + (2 — 1)y + T1y2 — T2lh

ps(@,y) = (P30 Q7") (2,y) = det(B

Aufserdem definieren wir fiir 0 < &, <1, £ +7n < 1 die Basis-Funktionen ¢; auf dem Referenzelement T durch
@1(5777) =1 _5—777 @2(577’) = ga @3(5,7’) =1

und die Basisfunktionen ¢; auf dem Dreieck T' durch ¢; := (¢; 0 Q71), i = 1,2,3 (es gilt also p;(P}) = d;;).

Aufgabe 1 (3+3+4)
Berechne die folgenden Integrale fiir 4, j = 1,2,3 und 3 € R?:

(i) /T il 9)p; () d(z, y), (i) /T Vi (1) Yy (. ) d(z, ),

(i) /T 8- Vi, y)e; (z,y)d(x, ).

Aufgabe 2 (10)

Wir betrachten erneut das Problem von Blatt 1: Sei Q = (0,1)? mit Rand T’ = 99 und sei 3 = (1

1>.Findeu:Q—>R7

sodass

—Au+p-Vu+2u=f inQ
u=20 auf I'.

Dagzu fiithren wir zunéchst ein Triangulierung 7; von € ein. Die Triangulierung wird iiber folgende Datenstrukturen
definiert:



e coordinates€ R"¢*2: Jede Zeile in coordinates enthilt die Koordinaten eines Knotens/Eckpunktes (also nc
Knoten).

e elementsc€ R"E*3: Jede Zeile in elements enthiilt die Indizes/Zeilen der drei Eckpunkte eines Dreiecks in
coordinates (also ng Elemente).

e dirichlete R">*2: Jede Zeile in dirichlet enthilt die Indices der zwei Eckpunkte einer Randkante in
coordinates (also np Randkanten).

Mache dir die Datenstrukturen an folgendem kleinen Beispiel klar:

(0,1) (0.6,1) (1,1)

ORIO) 0 0

5 8 7 1

@ 012 8 5 7 6 2

@ (0.6,0.5) 1 03 2 3 4 3
coordinates = 06 0'5 elements= |1 2 5 dirichlet = | 4

@ (1,0.3) 0 1 5 4 8 8

@ @ 06 1 2 4 5 7

1 1 1 5 6 6

(0.0) (0:2,0) (1,0
(i) Lade das Material von der Homepage herunter.
(ii) Wie lautet die Variationsformulierung des obigen Problems?

(iii) Schreibe ein Skript, das fiir obiges Problem die entsprechenden Matrizen und die rechte Seite aufstellt. Verwende
hierfiir Aufgabe 1 und fiir nicht exakt exakt berechenbare Integrale die folgende Néherungen (Mittelpunktsregel)

1 To —T1 T3 — X1
Cdr ~ , s dr = ) — det ’
/Tfsog z & f(rs ys)/Tng v = fls,ys) g de (yz—yl Ys — 1

wobei (zg,ys) den Schwerpunkt des Dreiecks T € T}, bezeichne.

(iv) Vergleiche fiir die exakte Losung u(z,y) = sin(27wz) sin(27y) das Ergebnis mit dem des ersten Blattes.

= O~ 00 = W N



