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Einleitung

Inhalt: Reduzierte Basismethoden (RBM)
Idee: PDE héngt von ,,Parametern” ab, z.B.

e rechte Seite (Kraft)
e Leitfahigkeit /Porositat — Koeffizienten
e Geometrie (Lange, Form, ...)

p € D C R Parameter, u = u(u) Losung.

Ziel: haufige oder extrem schnelle Approximation von u(u):

e hiufig z.B. bei Optimierung: J(pu) = £(u(p)) £E Max
ymulti-query-context* (Alinghi, Bypass, Voith-Schneider-Propeller, ...)
e extrem schnell bei Echtzeit-Berechnungen (Ferrari, Smartphone, ...).

Methode: Trennung von offline- und online-Berechnungen

e offline:
— Auswertung verschiedener u(p;), 1 <i < N, u; € D
— Bestimmung eines niedrig-dimensionalen Raumes samt Basis
(,Reduzierte Basis®)
— Vorabberechnung moglichst vieler Terme (Matrizen, Vektoren, ...)
e online: fiir neuen Parameter pu ¢ {p1, ..., puy} approximiere u(p) durch reduzierte
Approximation uy(p).

Mathematische Fragestellungen:

Grofse von N7 — Fiir welche Probleme ,,geht RBM?
Bestimmung der u;?

Approximation [[u(u) — ux ()| < 7, [(u(12)) — £un ()] < ?
Effizienz, Implementierung

Berechnung von Fehlerschranken

Warum ist das besser als Interpolation?






1 Parametrische PDEs (PPDEs)

Seien X,Y zwei Hilbert-Rdume (Funktionenrdume) und g = {p,...,up}? € D C RP
ein Parameter.

Definition:

(a) Fine Form g :' Y x D — R mit g(-,u) € Y’ fiir alle u € D heifst parametrische
Linearform.

(b) Eine Formb: X xY x D — R heifit parametrische Bilinearform falls b(-,-; ) fiir
alle i € D eine Bilinearform ist.

Ein parametrisches Variationsproblem lautet dann
(1.1) bestimme u(u) € X : b(u(p),v; ) = g(v, p) Yo € Y.

Beispiel 1.1:
Sei Q) = Uil Q; mit Q; polygonal.

D = [tmin, ,umaz]P CRP mit 0 < fmin < fmae (Wirmeleitungskoeffizienten,)

[ ]
o =", up)" €RY afw;p) =, pilo,(x)
o Wirmeleitung ohne Quellterm: —V - (a(x; p)Vu(zx)) =0 in
e Randbedingungen: T := 0Q =Tp U Tno U Ty,
— Kihlung auf Null: w =0 auf T'p
— Isolation: (a(x; u)Vu(z)) -n(x) =0, x € Iy
— Ausstrom: (a(z; p)Vu(z)) -n(z) =1, x € I'y;
o X =H} (Q):={uec H(Q) :ulr, =0} =Y,

b(v,w, ) = [, olz; p)Vo(x)Vw(z)de,  g(v;p) = g(v) = fFN,l v(x) de

Einfachste Form:

[\

=(0,1)
=(0,1) x (0,3), Q2= (0,1) x (3, 1)

I'p =1[0,1] x {0} FNl—[OJ] {1}

w1 = 1 (Normierung) ~» D = [fmin, fmax] C R

Formal koénnen wir u(u) = L™ (u)g(p) mit L(p) : X — Y’ und g(u) = g(-;u) € Y’
schreiben. Der Satz von Babu$ka und Aziz gibt Auskunft iiber Korrekt-Gestelltheit
von (1.1).
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Satz 1.2 (Babuska, Aziz, 1972):
Die Abbildung L(p) ist genau dann ein Isomorphismus, falls

b .
(1.2) ~(p) := sup sup blw,vip) < 00 (Stetigkeit)
wex vev [[wllx - [lvfly

(1.3) B(p) ;== inf supM >0 (Inf-Sup)

weX vey [[wl|x - [Jolly
(1.4) Yo eY Ju e X mit b(u,v;u) #0 (Nicht-Trivialitat).

Nehmen wir an, dass man (1.4) fiir alle u € D zeigen kann, dann sind S(u) und ()
Indikatoren fiir die Korrekt-Gestelltheit von (1.1) fiir gegebenes 1 € D. Weiterhin gilt

(1.3) b . . _
B) ()l 2 sup LEUD 1) (4 o 9(i )

= [lg(u)lly
Pl P ey 19l

also ist (u) Stabilitats-Parameter. Die u—Abhéngigkeit ist ein Problem, vor allem
online. Daher:

(1.5) Annahme : Bo < B(u) Vu € D, Yoo = Y(1t) Y € D.
Bemerkung 1.3:
Ist X =Y, dann heifit b koerziv, falls

(1.6) o = min a(p) >0, a(p) = uig( oz

Ziel: Effiziente online-Berechnung von 5(u), By als

o Stabilitéts-Indikator
e Fehlerschranke (spéter)

Bemerkung 1.4:
Sei X = Y. Dann heifit die Bilinearform b symmetrisch, falls

b(w,v; p) = b(v,w; pu) Vo,w € X VY € D.
Der symmetrische bzw. anti-symmetrische Teil von b ist definiert als

bs(w,v;p) = & {blw,v; ) + blv,wi 1)}

ba(w, vy p) = 5 {b(w,v;p) —b(v,w; )},

also ba(w,v; ) = —ba(v,w; u) und b(w,v; ) = bg(w, v; 1) + ba(w,v; ). Wegen
ba(w,w; ) =0 gilt:

a(i) = inf bs(w,u;;u)
weX  Jlwllk

Y

also ist a(u) ein Rayleigh-Quotient, d.h. ein minimaler Eigenwert. Ist die Dimension
von X tatsachlich endlich, dann kann dieser approrimiert werden.
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Definition 1.5:
Der supremierende Operator T, : X — Y, p € D ist definiert durch

b .
(1.7) T,w := argsup M, we X,

vey  vlly

Die Existenz von T, folgt wegen der Stetigkeit von b und wegen b() > 0: Angenommen,
es gelte B(u) < 0, dann sei (vy)neny C Y mit

b : b n;
sup LV ) b))
vey [[wl[x - [lolly n=oe flwllx - [lonlly
Fiir —v,, ist dieser Term positiv. 4
Bemerkung 1.6:
Der Operator T, ist explizit gegeben durch
(1.8) (T,w,v)y = b(w,v; p) Vv eY.
Cauchy—
Beweis. Es gilt b(w,v; p) = (Tyw,v)y < || Tawly - [|v]y. O
chwartz

Fiir festes w € sei 4, € Y’ definiert als £,,(v) := b(w,v;pu), v €Y.

o b ) Us b ,Tw;
= ||€w|ly/ = Supﬂ = sup (w v ,u) _ (w Hw M)
ey olly  wey vlly Ty
(1.8) (T/,Lw y T‘uw)y ”
= —— 0 =Ty
| Twlly a

Also: Supremierender Operator ~ Dualnorm des Funktionals!

Lemma 1.7:
Es gilt
[ Twlly

B(p) = inf

weX [lwllx

Beweis.

b(w,vip) . o blw, Tw;p)

B(p) = inf sup ————— "=
(W= s s ol ook Twllx - [Towly

weX [lwllx - [Tywlly  wex flw]x

0J O
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Also kann f(u) als minimaler Rayleigh-Quotient (~ Eigenwert) aufgefasst werden:

T AT 2
F(A,w) = r(ATA,u) = A 4w _ 14wl

whw — lw]?
also
Bu) = \/uijrelg( (T, w).
Bemerkung 1.8:
Analog zu Lemma 1.7 gilt v(p) = ||T,w| = sup %, also
weX

) = | fsup F(T,,w).
weX

;

Damit sind also 5(x) und (u) mit dem gleichen (verallgemeinerten) Eigenwert-Problem
(bzgl. T),) assoziiert:

Bestimme x;(p) € X, v;(p) € R, i =1,...,dim(X) mit
(1.9) (Tuxi() s Taw)y = vi(p) (xi(n) ,w)x — Vw € X
und |[xa(p)llx =1, (), x;(0))x = 6i5. Also

(1.10) Blw) = Vri(p),  v(p) = lim /yi(p),

wenn (0.B.d.A. fiir koerzives b) 0 < vy (1) < ... < Vaim(x) (10)-



2 Die ,wahre' Approximation

Die Hilbert-Rédume bei PDEs (X,Y") sind in der Regel co—dimensional. In der offline-
Phase verwendet man daher eine ,hinreichend feine Diskretisierung, die ,truth“. Mit
yhinreichend” ist gemeint, dass exakte und numerische Losung im Rahmen der ge-
wiinschten Genauigkeit nicht unterscheidbar sind (Y € D).

Seien also

(2.1) XNecx, YVcy, dimXV)=dim@y?V) =N

und

(22) uN(p) e XN b (), oM i) = g0 N e,

Mit &V = {gojlv, ceey gp%} , XN = span ®V bezeichnen wir eine Basis von X¥ sowie

N =, YN = span UV,

Wir erhalten analog zu (1.2), (1.3) und Bemerkung 1.4:

b .
oV(p) = inf S(w—ZUM) (XN =yV),
wex w3
. b(w, v; 1)
/BN @) = inf sup ,
W)= Bl 22 Tallxw ol
b(w, v; pt
() = sup sup ( ) :
wex® vey N [[w]|xa - [[ollya
wobei die Normen || - || x~, || - ||y~ noch gewéhlt werden koénnen.

Kern-Annahme:

2.3 inf —wV 0 mit
(2.3) r;leagwler;(Nl\U(u) w ||x = 0 mit N — oo

Dies kann z.B. mittels einer feinen FE-Diskretisierung sichergestellt werden. Wegen
(2.2) ist «"(p) die (Petrov-)Galerkin-Projektion von u(u) auf XV. Konvergenztheorie
wie in Numerik von PDEs I. Das diskrete System zu (2.2) lautet dann

(2.4) BY (u)uM (1) = gV (n)



8 2 Die ,wahre Approximation

mit

QN(M) [ (% Y5 ’“)]zg 1

..........

und w (p) = ZN uM (e, wN(p) = [u (), ... ,uﬁ//(u)}T. Numerische Losung mit-

zlz

tels Standard-Techniken, Aufwand ist bestenfalls O(N') (optimal), aber A/ sehr grof!
Probleme:

e N >>1, (2.4) kann auch nichtlinear sein
e multi-query: Aufstellung und Losung von (2.4) fiir viele p
e realtime: nicht moglich

Eine entscheidende Annahme ist daher die folgende:

Definition 2.1:

(a) Eine parametrische Linearform heifit affin im Parameter, falls es Funktionen 01 :
D—R, g:Y =R, 1<q<Q, gibt mit

Qy
(2.5) g(vip) =Y 04w)g*(v), wveEY,ueD.

g=1

(b) FEine Bilinearform b heifst affin im Parameter, falls es Funktionen 6] : D — R, b7 :
XxY =R, 1<q<Qy gibt mit

(2.6) b(v, w; ) Zﬁq )b (v, w)

Beispiel 2.2:

(a) g(vsu) = pu(f,v)L@

(0) (v, w;p) = (Vv, Vw)LQ(Q) + Ml(é ’ vv7w)L2(Q) + pa (v, w)LQ(Q)
T

(¢) b(v,w; ) :/0 (@(t%w(t))m(sz)d“ru/o (Vo(t), Vu(t)) Ly dt
(d) b(v,w;u) = /Qoz(a:;,u)VU(x)Vw(x)dx = Z,ui /Q Vo(z) - Vw(z)dz
(e) blv,w;p) = /Qsin(Qmm) -Vo(z) - Vw(x)dx

Beispiele (a) - (d) sind affin im Parameter, (e) nicht.
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Unter den Voraussetzungen von Definition 2.1 gilt

Qb
BN = 293@)3“, L AR | Y
pn

.....

Q,
() = D ouwg, 7= [ W]
q=1

Als néchstes betrachten wir die Auswirkungen auf die Berechnung von oV, gV, ~:

Bemerkung 2.3:
Seien N, UN Orthonormalbasen fir XN, YN, BN (u) = [bij (1)), = [b(Sva,%v;M)Lj;
dann gilt fir

N N
UN:ZUM{VEXN, wN:ijzbévEYN
i=1 j=1

offenbar [[VN3 = i, 02, (e[ = X, w? sowie

i=1 Yo 7
N
b(UN, wN; W) = Z v;bij (,U)wj = QTENW)M

ij=1
mit den Koeffizienten-Vektoren v = (v;);,w = (w;); € RV und damit

o7 B ()

B(p) = inf sup —— T
werV yepy 2] - [l

also der kleinste Singuldrwert von BN (p).
Beachte: BY (i) = 3%, 03BV






3 RB-Approximation

e Suche vV (y) fiir viele € D = O(|u|N') mindestens: viel zu teuer

e Beobachtung: Wir suchen {u(u) : u € D} =: M, dazu brauchen wir nicht X+,
der alle moglichen Funktionen aus X gut approximiert, sondern wir miissen die
Manigfaltigkeit M gut approximieren.

— dim(M) =dim(D) < P

— Idee fiir Approximation: Bestimme ,snapshots* (auch ,Moden* genannt) &; =
wN (), ... En = v (uy) offline und definiere Xy := span{&,...,En},

N << N, Xy € XV, Suche dann fiir p1 ¢ {p1, ..., un} online eine Appro-

ximation uy (pt) von wN (1) in Xy.

e Fagen:

— Wahl der p;?

— Wie grofs muss N gewéahlt werden?

— Fehler-Kontrolle (a priori / a posteriori)

— online-Aufwand, Ziel O(N*) unabhéingig von N

— wieso wéhlt man nicht die Interpolation P(uN|¢y, ..., En)(1)?

Einige Bezeichnungen/Bemerkungen:

e Sy :={p,...,un} Sample-Menge

e oft fixiert man ein Ny, und hat Sy C Sy, C ... C Sh,,.., dann erhalt man eine
hierarchische Approximation X; C Xy C ... C Xy,

e oft werden die snapshots (offline) noch orthonormalisiert, um eine stabile Basis
&, ..., &y von Xy zu erhalten

Man erhilt dann das RB-Galerkin-Problem

(3.1) Suche wuy(p) € Xy blun(p),vn; 1) = glon; 1) Yoy € Yy,

wobei Yy C YV, dim(Yy) = N geeignet zu wihlen ist.
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Lemma 3.1:
Sei b(-, ;) s.p.d., X =Y, Xy =Yy, dann gilt

uv —u M in uN(p) —w
(32) o) — ()l < TS int ) =

Beweis. Wie in NumPDE I:

() —un (@l b () — (), ¥ (1) — () )

Gal.;OthL b(u/\/(u) _ UN(M): uN(,u) — WnN; M)

wNEXN

Stetigk.
< Al (1) = un()llx - e () = wnx.
[

Bemerkung 3.2:

Wegen, (3.1) ist un(u) die (Petrov-)Galerkin-Projektion von v (1) auf Xy - deswegen
gilt die Galerkin-Orthogonalitit und deswegen ist un(p) viel besser als der Interpolant,
vgl. Lemma 3.1.

Nun zum online System: Gesucht ist uy(u) = Efil un,i(p)€; mit
(3.3) By (p) un () =g\ (p)  mit

By (1) = [b(&im55 0] 5 9, (1) = [g(nys )] 5 un(p) = [uy,(1)], der Dimension N mit
Yy = span {n,...,ny}. Offenbar ist By (u) € RV*N  aber wegen

N N
§i = Z Ci,k@ﬁa nj = Z dj,ﬂ/’év
k=1 =1

gilt:
N N
b(&, 53 1) chzkdjfb oV N ) ~ OWN) — zu teuer!

k=1 (=1

Ist nun die Bilinearform affin im Parameter, so gilt

N
517 5 K Z gq Z Cik dj,@ bq(gpﬁf’ wé\[)

kl=1
N

J

=: (B%);; unabh. vom
Parameter, kann offline
berechnet werden

(online-offline-Zerlegung), also By (u) = Z?:”l 07 (1)BY mit
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o BY € RV*YN (voll besetzt), aber unabhingig von p
e Berechnung von B%: O(N?N), wenn &, UV lokal sind - offline

Aufwand: offline online
o BY O(N N Qy) O(QyN?)
* gy O(NNQ,) O(QyN)

e Losen online: O(N?)
e Speicher: O(N?-Qp+ N - Q,)
Fazit:

e online-Aufwand ist unabhingig von N!
e online: O(N?) = wiihle N moglichst klein
e offline: O(N?NQ,) = N, Q, klein

Bemerkung 3.3:
Die affine Zerlegung kann man auch zur effizienten Berechnung der Konstanten
o (1), B (1), (1) verwenden, z.B.

Bn(p) = inf sup o' By (p)w

und
weRN RN [ull - (i

Qs
By(p) = > 6i(n)BY.

Mehr dazu spdter.

Definition 3.4:

(a) Sei Sy = {p,...,pn} C D und {ulpi)},_,  n linear unabhingig. Dann heifst
Xy :=span{u(y;) : 1 <i < N} N-dimensionaler Lagrange-RB-Raum.

(b) Sei oy € D und u(p) bzgl. p k-fach differenzierbar in B(pg,d), 6 > 0. Dann heifit
Xy = span {07u(po) : 0 € NI, |o| < k} Taylor-RB-Raum.

(¢) Eine Basis ®n = {&1,...,&n} eines RB-Raums heif$t reduzierte Basis.

Bemerkung 3.5:

(a) Es gibt auch andere Arten von RB-Rdumen, z.B. PoD, vgl. Kapitel 5. Viele werden
tiber ,snapshots® 85(@0) bestimmd.

(b) Oft wird ®y orthonormalisiert.

Lemma 3.6:
Sei @y eine Orthonormalbasis von Xy = Yy (X =Y) und b koerziv. Dann gilt

2w
52(§N<:u)) < oz(,u) :



14 3 RB-Approximation

Bewezs.
und ko

() s.p.d. und koerziv = V Eigenwerte A € o(By (1)) gilt 0 < Amin < Amax
p1)) < == Fiir den Eigenvektor

By
By (

Umax ‘= Zuifi € Xy, Upax = (Ui)i=1,..N € RY

ZU Amax gilt

)\maXHEmax’P = )\maxuﬁaxgmax = QEI&XB (:u)_max

= b(umaxyumax;,u) S 7( )“umaxHX

Mit X o= [(6&)x); "= T gilt [tmacl} = 480 Xtimax = (Uil 2150 Amax < 7(1)-

Analog seien u, . € ]R , Umin € X definiert. Dann gilt:

“min

9 koerz. 9 9
O'/(/*’L) ' ||umin||X S b(umina umin; /”L) = AI‘IlianminH = )\minHuminHX'



4 Sampling-Strategien

Ziel: Moglichst gute Wahl von Xy, also Sy .

Wunsch: Mit dem Fehler der besten Approximation
ox(u(p), Xn) = inf [lu(p) —wy|x
wnEXN

ware

supox(u(p), Xn) < e (= €tolmin)
neD

optimal, wobei ¢ > 0 eine gegebene Toleranz und N = N(e) so klein wie moglich
(N S Nmax)~

Theoretisch kénnten wir versuchen, Xy durch l6sen eines Optimierungsproblems zu
bestimmen. Dies wird in Einzelfdllen moglich sein, im Allgemeinen aber schwierig. Fiir
P =1 (D C R”) und koerzive Probleme kann man sehr gute Sy a priori bestimmen,
im Wesentlichen Gauk-Punkte. Fiir P > 1 ist dies nicht bekannt und man unterliegt
dem Fluch der Dimension (exponentieller Aufwand). Daher verwendet man ,ad hoc*-

Strategien, basierend auf einer ,/ Trainings-Menge'
(41) Etrain — {,utllradn7 o train } C D.

’ ’Lbntrain

e moglichst ,repréasentativ® fiir D
e moglichst ,klein“ (Aufwand)
e in realistischen Anwendungen: N, ~ 10°

Frage: Was ist ein guter Benchmark?

Definition 4.1:
(a) Der optimale Kolmogorov-Raum XX lautet

(12) XS imarg it {syp ax<u<u>,XN>}.
dim(Xy)=N (HEET

(b) Die Kolmogorov N-Breite (engl.: ,N-width®) lautet

(4.3) = sup ox(u(p), X§.

Megtrain
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Bemerkung 4.2:
(a) Abhingig von der Wahl von Z%4 zeigt X den ,besten Fehler an, wenn wir Xy
frei wdihlen konnten. Dies ist also eine theoretische untere Schranke.
(b) Die Riume XK' sind nicht hierarchisch. Es ist ein nichtlineares (N P-hartes) kom-
binatorisches Problem. Wesentliche Frage:
o Wie verhilt sich X! fiir N — c0? Z.B. k' S N=5, eV .
o st ein numerisches Verfahren so gut, dass es das glezche Abklingverhalten
hat? , Asymptotisch optimal“: Z.B. wenn

—alN Numerisch < coe —aN

EEOI <ce , dann ey

(c) Wenn die Abhingigkeit von u(p) bzgl. p ,glatt* ist, dann kann man g5 < e N

hoffen, dies begrindet die Effizienz der RBM.
(d) Wegen des Supremums in (4.3) ist dies eine Loo-Betrachtung (worst case).

Frage:
e Kann man a priori etwas iiber das Abklingverhalten von gX°! fiir N — oo sagen?
e Kann man daraus ,optimale” Samples Sy gewinnen?

Beispiel 4.3:
Heizblock mit P = 2 wie im einfiihrenden Beispiel. Fiir

Xy :=span {u ((,Umin, Mmin)T) U ((:U'mam :umin)T)}

gilt ox (uN (1), Xn) = 0 Vu € D. (Ubung)

Man hat hier also Exaktheit. Eine analoge Aussage gilt auch, wenn nur die rechte
Seite von p abhéngt, nicht die Bilinearform (a(u(u),v) = f(v; p) Yv). Dies ist aber die
Ausnahme.

Satz 4.4 (Fink, Rheinboldt, 1983):
Sei g € U C D C R, U eine Umgebung und u(p) sei analytisch in U. Dann existiert
ein o >0 und ein ¢ < oo mit

ox (u(p), Xipuo) < el — pio|™ Vi € B(po, 0).

Beweis. Mit Taylor gilt

_ M f1o0)
k o)
o 1o
-y <uo>(“ 0L S o) (1 o)
i=0 ’ i=k+1
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Wihle § < 1 so klein, dass B(fi0,d) C U und wegen der Analytizitét gilt

¢ = sup ||%38—;U(H0)||X < 00. Dann gilt fir p € B(uo, 6):
ieN

o0

1o

i—k—1
Jwe()] < Z Eaﬂi”(‘m) ; |1 — pao
i=k+1 —~— Y
<é
geom. 1 c

< c <
Reihe 1 —|pu—pol — 1—=0

=:c.
Da v (p) € Xy, folgt

ox (u(p), Xigsy) < Ilu() = o)l x = (1 = o) ()| < el — pao] .

O
Also: analytische Parameter-Abhénigkeit = lokal polynomiale Konvergenz
Satz 4.5 (Maday, Patera, Turicini, 2002):
Sei D = [fmin, fmax] € RT, 0 < fimin < 1, flmax = uTlin’ b(v,w; ) = bo(u,v) +
pby(u,v), glv;pu) = g(v), X =Y, by, by s.p.d. Weiter sei a := Ink== > % und setze

No =1+ |2ea + 1|. Wahle piin = 1 < ... < Ny = fmax, N > Ny, logarithmisch
daquidistant, d.h.

1n(ﬂmaX) - ln(ﬂmin)
N -1

(4.4) In(pig1) — In(pi) =

und Xy :=span{u(y;): i=1,...,N}. Dann gilt

(4.5) lulw) —uvllx o %2 v epun s N,
[[ulp) | x
Beweis. (langlich), [MPT 2002|, vgl. auch [PR, Proposition 3d|. O

Korollar 4.6:
Unter den Voraussetzungen von Satz 4.5 gilt

N—-1

ox(u(p), Xy) <c-e No-t Vu e DVN > No.

Beweis. Es gilt ||u(p)]|x < ﬁ“g(u)”x und damit

lup) — un (1)l x

ox(u(p), Xn) < el ()| x
lu(p) — un ()]l x 1 |
T ag el

=:c
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Bemerkung 4.7:

(a) In dieser speziellen Situation hat man also globale exponentielle Konvergenz!

(b) Die p; in (4.4) heiffen ,magic points.

(¢) Bislang kennt man solche Punkte im Wesentlichen in 1D (P =1). Im Allgemeinen
kennt man ,gute” p; nicht a-priori, man bestimmt sie 2. B. iber Sampling-Strategien.
Wir werden zwei sehen:

e Proper orthogonal Decomposition (PoD)
o Greedy



5 Proper orthogonal Decomposition

e auch bekannt als Korhunen-Loéve-Zerlegung (KL)
oder Hauptkomponenten-Analyse (Principle Component Analysis - PCA)
e Verwendung seit ca. 1960er Jahre bei

— turbulenten Stromungen
(Analyse, ,kohérente Strukturen® - reduzierte Simulation)

— Stromungs-Struktur-Interaktion
— Struktur-Mechanik

e Kinsatz ist verbreitet bei Zeitabhéngigen Problemen und Optimierung
o Idee: Ersetzung von L., (worst case) durch Ly (average) - Skalarprodukt

Definition 5.1:
(a) Der PoD-Raum XX°P ist definiert als

1
(5.1) XyPi=arg inf ox(u(p), Xy)?
Xy c xtrain ntrain — .
dim(Xn)=N pEErrain

mit X" .= span {u(uﬁrain) 1< < ntrain} .
(b) Der PoD-Fehler lautet

N|=

1
ox (u(p), Xn)
Ntrain

/J,GEtrai“

(5.2) EneD =

Bemerkung 5.2:

(a) Es gilt Xy C X" ynd die Riume sind hierarchisch.

(b) Man nennt ein RB-Raum vom Lagrange-Typ, falls Xy = span {UN(M) € SN}.
In (5.1) werden Linearkombinationen aus X" gebildet, also sind X °P nicht vom
Lagrange-Typ.

Nun zu einer expliziten Berechnungsmethode fiir X °P:

Sel Q T Cly] 1<4,7<N¢rain mlt

(o) 1 rain rain
(5.3) CiP = ——(u(™™) , u (™)) x

Ntrain



20 5 Proper orthogonal Decomposition

die Korelationsmatrix (Gram-Matrix).

Mit der Gram-Matrix X := [(g&{c\[ , g&év)x] von &V in X und

1<k <N

traln Z m traln g(M‘;rain) . ( (M:ra1n>) L<k<A

erhalten wir die Darstellung

N N
o 1 rain rain
(5.4) CP = —— > > u(™ ™™ (e )x
train k=1 /=1
1 rain rain
= (™) X u(pf)
Ntrain

Offenbar ist nach Annahme (Wahl der Samples) CT°P s.p.d. und wir suchen Eigenpaare
(XPOD APoD) € Rrwrain x R 1 < kb < My mit

(55) CPOD POD )\EODXEOD’ (X}:OD)T PoD — 5k ’

sowie (0.B.d.A.) AT°P > A$°P > .. > AP°D > 0. Die entsprechenden Funktionen in
X™am gejen dann

Ntrain
1
XEOD = (AEOD)ii XE(;T? (/’L:;aln>7 Xi)(;g (Xgo’n’?)1<m<ntram
m=1
Wegen
TNtrain
O D) = A7) 72 D o (™) (i) x
m,n=1
_ ntrain()\EOD X )\E’OD)— ( POD) CPOD PoD
)\EOD.X}?OD
(5 6) = N AEOD 7( PoD PoD) _5 . .
. - train )\EOD Xk ’XZ k.t Ntrain
~—_———
=0k,e

ist das eine orthogonale Basis fiir X i,

Lemma 5.3:
. - rain 1
Fir 1 S N S Ntrain ngt gllif’JD - ( Zt:N+1 AEOD)Z

Bemerkung 5.4:
Wenn AY°P fiir k — nigain schnell abklingt wird exP bzgl. N schnell klein.

Beweis. Jedes u(p) € X% 4 € ZWn hesitzt eine eindeutige Entwicklung in der

Basis x°P, k = 1,. .., Nrain, als u = Y Mrain g, PoD “ehenso jedes wy € Xy =
Xk K m=1 H) Xom J
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span { xT°P, ..., xWP} als wy = SN wmxEoP. Wegen (5.6) gilt

N 2 Ntrain 2
(5.6)
lu(p) —wnlk =" 1> (1) = wnan) x|+ ()X
' m=1 X m=N-+1 X
N TNtrain
- Nirain {Z(um(,u) - wN,m)2 + Z um(,u)Q} )
m=1 m=N+1
also ox (u(fe), Xn)? = Nirain Dometieq U (1)?. Weiter gilt
/\EODXESE — )\EOD (XEOD)m o ntzral:ﬂ CPOD PoD
/=1
1 Ntrain
Def. von i
Y () ) A
1& rain ‘77
1 Ntrain
= ), 3 Pl )
rain —1
— ()\EOD) 2 XPoD
\PoD) 3 .
— ( nk:t ) (u(lu:zam> ’ XEOD)X
rain
train PoD
(5:6) (APOD)% (u(lu'hnx ())D’)’(k: )X _ ()\POD)%uk (M:rl;ain>’
k X
also
(57) e (5) = () Eep.
Schlieflich gilt wegen |[x;°"|| = 1 (ONB)
1 Ntrain  MNtrain
(ER,OD> _ — Z O_X( Z Z um ,uzram 2
rain MeEtrain i=1 m=N+1
Ntrain  Mtrain Ntrain TNtrain
(5.7)
SID i SREUNTIED SIS oIt
i=1 m=N+1 m=N-+1
M—/
= lxEoP 2 =1
Ntrain
ONB
SR
m=N+1

]

Will man also eine Zielgenauigkeit (im quadratischen Mittel) €qopmin > 0 erreichen und
dies bei minimalem N, also Npa. := min {N eN: _POD < €0l mm} dann bestimmt
man das minimale N € N mit e AP <ef) o

Weiter gilt fiir die PoD-Rédume XP°P = span { XvP i k=1,...,N } und diese Funktio-
nen sind orthogonal.
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Bemerkung 5.5:

(a) Der kombinatorische Aufwand verschwindet zu Lasten der schwdcheren Lo-Norm.
(b) Der offline-Aufwand ist:
o O(Nain - N) fiir die snapshots
o O(nd..) fir das Eigenwert-Problem
= Ngrain darf nicht zu grof§ sein!
(c) Vorteil: a priori Fehlerinformation



6 A posteriori-Fehleranalysis

Die Alternative zu PoD - Greedy - beruht auf einem Greedy-Optimierungsverfahren

beziiglich 22" mehr dazu spiter. Um diesen Greedy-Schritt ausfithren zu kénnen,
muss der Fehler
M

en(p) = u () —un(p) baw. |len(p)lx

berechnet werden. Dies wiirde fiir jedes 1 € Z"" bedeuten, dass wir die truth «*'(y)
berechnen miissen. 4

Idee: Ersetze den Fehler durch Fehlerschitzer Ay (u).

Definition 6.1:
Der Ausdruck

(6.1) ry(vip) = g(v;p) = blun(p),v;p), veyY,  peD

heifit Residuum von (3.1).

Bemerkung 6.2:

(a) Offenbar gilt ry(p) :==ry(-;p) €Y', rn(vn;p) =0 fiir alle vy € Y.
(b) Es gilt

(6.2) ry(vip) =blen(u),vsp) Vo eY

denn

ryv(ip) = g(vip) = blun(p),v; i) = blu(p), vi p) — blun(p), v; 1)
= b(u(p) —un(p), v p) = blen(p), v; )

Beachte: Das Residuum ist berechenbar ohne u? (1) zu berechnen!

Lemma 6.3:
Es gilt

(6:3) lew(n)llx < M) = _”TBJﬁ:?J)W

mit 0 < Brp(p) < BV (1)
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Beweis. Es gilt per Definition fV(u) |w|lx <

sup b(ﬁ”’ﬁ”“ ) fiir alle w € XV, also fiir
veEYN v
w = ex(p) = wV (1) — un (i) € XV

blen (i), v; 1)
BN llen(w)|x < sup —— =2
vy vlly
(6:2) v (v; 1)
=" sup
veyny vy

< e () [y

]

Bemerkung 6.4:
(a) Analog kann man andere Normen betrachten, z.B. die Energienorm fiir ein i € D

(im Fall X =Y)

||w”ﬁ = (w 5 w)ﬁv (w 7U)ﬁ = bS(w> Uvﬁ)'

Es gilt
Vo) wlix < llwlz < vy llwllx, we X,

Ebenso kann man die relativen Fehler

oo lextll e lew(lx
M e ()l M e () lx
abschitzen (Ubung).
(b) Die Abschitzung im Beweis bleibt giiltig, wenn wir SN (i) durch eine berechenbare
untere Schranke Srp(u) ersetzen.
(¢) Damit An(p) berechenbar ist (unabhingig von N') brauchen wir effiziente Methoden
fiir
* Brp(p)

o |[rn()|ly (Dualnorm des Residuums)

Zunéchst zur Frage: Wie gut ist Ay (u)?

Definition 6.5:
Die Effektivitit von Ay (p) ist definiert als

An(p)

(64 W) = Ten il

Y

und analog fiir andere Normen.

Satz 6.6:

Sei 00 > yup(p) > YN (1) eine obere Schranke fiir vN (). Dann gilt
T ()

(6.5) v () <

Brp(p)
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Beweis. Es gilt

(o )l = 1blen (), o3 )] < 4™ (1) llew ()1 x llolly
yos(p) llen()llx vl

IN

also [|rn (u)|ly < yus(p) [len ()] x und damit

)
O Ax() 1 ien(w)llyr o)
W) = en s~ Brald) len(®llx = Boal)

O

Ebenso kann man Effektivitidten fiir andere Normen abschéatzen. Nun zur Berechnung
der Schranken fur a(u), B(u), v(@).

Wir beginnen mit der Berechnung der Schranken und beschranken uns auf den koerziven
Fall, also ayp(p) und vy (p).

Lemma 6.7 (min-6 fir a):
Sei b affin vm Parameter und koerziv mit

(6.6) b (v,v) >0 VveX, 0i(n) >0 VpeD.

Sei i € D fest mit bekanntem a(fx) und setze

(67 upli) = o) i, GhE

Dann gilt: 0 < app(p) < a(p) Yu e D.

Beweis. Fir v € X gilt:

‘ B Qb . . - Qb 92(#) g
b(”a%ﬂ) - Zeb(:u)b (qu) - eg(ﬂ)eb(ﬂ)b (’U,U)
O\ = g
> <q:r3}r}Qb 9%@)) > 0l ()b (v, v)

=b(v,0,0) > a(@)|v]|%

vV
=
h
%
=
=
e

O

Korollar 6.8 (min-6 fiir 5):
Sei b affin im Parameter mit 0} (1) > 0V € D; [ € D sei fest mit bekanntem B(@) > 0.

Mit 51
Bun() = A7) min b

a=1,...Q» 0} (1)
gilt 0 < Brp(p) < B(p) Yp € D.




26 6 A posteriori-Fehleranalysis

Beweis. Fiir w € X gilt wie oben

b : 07
sup (wa U3 :u) ( : b

vey  ||vlly

) S OF (b (w, v)
sup
veY vy

) bw, v, )

sup
ey vlly

V4
N
=}
=)
=
>
T TR

)mmmm:mﬂmmm.

]

Lemma 6.9 (min-f fiir 7):
Sei b affin im Parameter mit 0} (p) > 0V € D. Sei i € D fest und (@) bekannt. Mit

q

ws(p) =) max 9% Eg;

>

gilt v(1) < ywp(p) Vi € D.

Beweis. Seien w € X, v € Y beliebig. Dann gilt

b(w,v;p) = 57 0} () b(w, v; )

< max B b 0. 7) < sl lwlls ]l
o =1,...Qp Qq(ﬁ) o a

.....

O

Wir werden spéter noch andere Methoden zur Berechnung der Schranken kennenlernen
(SCM).

Nun zur Dualnorm des Residuums. Aufgrund des Riesz’schen Darstellungssatzes exis-
tiert zu rx(p) € Y’ genau ein 7y (u) € Y (der Riesz-Représentant) mit

(6.8) (Pn(p),v)y = ry(v;p) YoeY und
(6.9 1PN (wlly = llrn(W)lly: VueD.

Wegen (6.2) gilt
(6.10) (Pn(p) v)y =blen(p),vsp)  VpeDYveY.

Wir nehmen an, dass b und ¢ affin im Parameter sind und bezeichnen fiir jedes
1 < ¢ <@, mit v} €Y die Losung von

(6.11) (v, v)y = g¥(v), vey,
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sowie fiir 1 < k£ < N mit Ug,k € Y die Losung von
(6.12) (Vi v)y = 09(&, ), vey.

Dies sind offenbar @, + N @, =: @, Gleichungssysteme der Dimension A, die offline
gelost werden kénnen (unabh. von p). Dann gilt

Qq Qb
rn(oip) = gloip) = blun(p),vip) =) 63(1)g*(v) = Y 6110 (un k), v)
q=1 q=1
Qq Qy N
= 0? U(y) — T p)u b (&, v
Zl ) g'(v) ;Z Hun (i) b (6, )
9= (6.11) 7=1 k=1 (6.12)
= (Ug W)y = (ng W)y
Qr
= > ) (0!, v)y,
q=1
also eine affine Zerlegung des Residuums. Also:
Qr
Fan) =3 6t € Y.
q=1
Mit (6.9) gilt also:
Iy = vl = Gn (), ox()y
Q"‘ QT
= D> 0o () (v v )y =: 0, ()" GO, (),
— T H—/
=t =1 =(Qyg,q¢

mit G € R®*@ offfline bekannt und unabhingig von N'. Wir erhalten also

(6.13) lrx()llyr = 1/€,(1)" G 8, ().

Bemerkung 6.10:

Durch das Wurzelzeichen in (6.13) verliert man i.d.R. die Hdlfte der Stellen bzgl. der
Genauigkeit. Dieser ,square-roof-effect” ist fir die Genauigkeit des Fehlerschitzers zu
beachten.
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7 Greedy-Algorithmus

Wir kennen nun - im Prinzip - einen effizienten Fehlerschétzer Ay (u). Diesen werden
wir nun benutzen, um einen ,optimalen” Lagrange-RB-Raum X3}, bzgl. hierarchischer
Samples

(7.1) Sy = Au,. ., 1N, also
Xy = span{u(p)):1<i< N}.
Wie bei PoD wahlen wir €] min und Ztrain — D

Algorithmus 7.1 (GREEDY (=" & 1))
for N =1: Ny do

py o= arg max Ax_q(u)
ue:traln
ev = An-1(py)
if e}y < €tolmin then
Npax =N —1
exit
end
Sy = Sy U{un}
X3 = Xy Uspan {u(u))}
end

Bemerkung 7.2:
a) Greedy ermdglicht hierarchische Riume Xy als auch eine Lo-Approximation.
b) Falls Xl := O(e=N), dann gilt fiir den maximalen ,2wahren® Fehler

Ey = Cmerain [ (1) = un ()] x = O(e™N)
(Buffa, Maday, Patera, Prud’homme, Turicini, 2007).

¢) Im Gegensatz zu PoD werden hier keine Linearkombinationen gebildet, man erhdlt
eine Lagrange-RB-Basts.

d) Greedy ist offline deutlich effizienter als PoD, also kann man N, grofer wihlen.

e) Eswerden nur die snapshots fiir die ausgewdhlten p! mit dem Truth-Liser berechnet,
ber PoD miissen alle berechnet werden.

f) PoD ist in der Regel fir Zeit-artige Probleme und solche mit Lo-Struktur bzgl. des
Parameters besser. PoD erlaubt a-priori-Abschdtzung bzgl. N. Vergleich zwischen
PoD und Greedy fiir Optimal-Steuerungs-Probleme siehe (Tonn, Ku, Volkmann,
2011).
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Satz 7.3 (Binev, Cohen, Dahmen, DeVore, 2011):
Seien M :={u(p) : p € D}, D kompakt und

dp(M) = XianX sup ox(u(p), X,),
dim(??X'n):n Hep

(Kolmogorov n-Breite mit D anstelle von Z%%™ ) sowie oy = max AN (p). Dann gilt:
ne

(a) Falls d,(M) < M -n~% do(M)< M, o, M >0, neN, dann gilt:
on=0Mn"), n>0 (algebraische Konvergenz).
(b) Falls d,(M) < M-e=*™, a, M, >0, n €N, dann gilt mit § = ;55
Op=0OM-e) (exponentielle Konvergenz).

Bemerkung 7.4:
Numerisch ist 2™ = D oft unmdoglich. In dem zitierten Paper wird die Optimalitit
aber auch fiir realisierbare Varianten gezeigt.



8 Singularwert-Zerlegung

Dies ist eine PoD-Variante insbesondere bekannt aus der Analyse von Stromungsdaten
(.coherent structures®). Sei @ := {¢} : 1 < k < N} eine Basis von X (truth-Raum)
und

N
u(lu’l) - Zuk(:uz)@.l/c\/a 1 <4 < Nyrain
=1

die Darstellung der snapshots bzgl. V. Man nennt

(81> S = (uk(Mi))ISkSNJSiSntmm - Rantrain

auch snapshot-Matriz.

Lemma 8.1:

Sei ®N eine Orthonormalbasis und sei rank(U) = n' < nggain, wobei S = UsVT die
SVD von S mit ¥ = diag(oy,...,00,0,...,0)7 und oy > 09 > ... > 0,y > 0 (echt
fallend und strikt positiv). Dann gilt (U*,... U") = (XfOD, . ’XZ?D)'

Beweis. Fiir u € R™=in gilt fir 1 < k < Ngpain

TMtrain 1

(QPODQ)IC — — (u<lu;€rain) 77JL<IU/‘Zmin))X g
=1 train
1 TNtrain N
rain rain N N
= (™ (™) (@75 7 ) x we
Ntrain Zzl Z,jzl ! 5{]—/
=6;,
1
= SSTw)y.
Ntrain ( Q)k
Damit gilt:
. 1 . 1 .
CPPyt = SSTUt = Usytvsutut
Ntrain Ntrain \:;c.l/ \j/:/
1 ,
= o2 U,
Ntrain

also ist U’ ein Eigenvektor von CT°P. Die Eigenwerte ntl 0? sind monoton fallend,

rain
also genau so sortiert wie die Eigenwerte AP°P von C™P und damit U’ = X, °P oder

i_ _ . PoD -
U'=—x,""" O






O Output-Funktionale

Oft ist man nicht, oder zumindest nicht nur, an einer Approximation des Zustands u ()
interessiert.

Definition 9.1:
(a) Seil: X xD—R, l(p):=4L(-;n) € X" (oder £(-;pn) : X — R). Dann heifit

(9.1) s(p) = L(u(p); 1)
Output-Funktional bzgl. (1.1). Analog bezeichnen wir

M) =0 p),  sn(p) = Llun(p); p)-

(b) Wir nennen das Problem

(9.2) Suche u(p) € X mit  b(u(p),v;p) = g(v; ) Yvey.
(9.3) Bestimme  s(p) := (u(p); 1)

vertraglich (,compliant®), falls
(i) X =Y undb(-,-; u) symmetrisch Vu € D,
(i) £(n) = g(:;1) VpeD.
Spezialfall: ¢(u(p); ) = €(u(p)) (keine explizite Parameter-Abhéngigkeit)

Wir nehmen wie fiir b und ¢ an, dass ¢ im Parameter p affin ist, also

Q
(9.0 fwip) =3 00 P(w).  we X, peD

Dies fiihrt wieder zu einer effizienten offline-online-Berechnungsmethode unabhéngig
von A (online).

Beispiel (Fortsetzung):
Im einfiihrenden Beispiel des Komposit-Blocks sei

(9.5) s() = / w(a: 1) de,

also die mittlere Temperatur iber I'y. Wegen £(v; u) = €(v) ist dieser Output affin im
Parameter und wegen {(v) = g(v) ist das Problem vertraglich.
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Lemma 9.2:
Fiir alle p € D gilt 1m vertrdglichen s.p.d. Fall:

(9.6) sN(p) = sn(p) = llex ()2,
(9.7) alp) - lex(lx < s (1) — sn(p) < v(w) - lex()1%
(9.8) sM(w) — sw(p) < v(wox (™ (1), Xn).

Beweis. Es gilt

sM(p) —sn(p) = glu

also (9.6). Weiter gilt

alp) - len(w)|k < blen(p), en(p); i) =2 glen(p); ) 2 s (1) — sn(p)

I
o
o
2
=
R
=
=
:75'/
IN
=
=
=
2
=
S

und wegen

la¥ () = un (@l = inf (1) = ol = 0, (1), X) (Galerkin-Projektion)

vNEXN

sowie [|wlff; = b(w, w; ) < () - wl%k,  also wll, < v/v(n) - wllx gilt zuletzt

M) —sn(p) = () —un(Wl} = (, it [ — oxl,,)?
< () infJlu = onl]x)® = () - ox (@ (1), Xn)?

Bemerkung 9.3:
Es gilt 0 < sy(p) < sN(u) im compliant-Fall.

Bemerkung 9.4:
Nach (9.7) ist der Output-Fehler dquivalent zum Quadrat des Zustands-Fehlers. Es
gentigen also etwa die Halfte der Genauigkeits-Stellen!

Nun zur Fehlerschitzung. Ganz einfach wére

SN () = snv(u) = Len(m); 1) < [1xr - lew()llx < An(p) - [1€]]x

mit (6.3). Wegen Bemerkung 9.4 ist diese Abschitzung aber nicht gut:

e quadratischer Effekt geht verloren
e Berechnung von ||¢||x: pessimistisch und aufwéndig
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Lemma 9.5:
Es gilt fiir X =Y und im compliant-s.p.d.-Fall

(@) llew()l, < ABGu) = Ir@llx

as(f)
) )~ swli) < 300 = I atp
o ST < -
Beweis. (a) Es gilt
w1 = el et ) = et ) < IrnGi - el
<

blen(p), en(p); 1) = llen(p)[|7, Rest mit (a).
= g(uN (1); ) sowie

sn(p) = glun(p);p) = blun(p), un(p); 1)
> ap) - lun(p)|% >0

und damit folgt (c) aus (b).

e Nun kann man A% (u) im Greedy-Algorithmus verwenden, um einen speziellen
RB-Raum fiir einen RB-Approximation des Output-Funktionals im compliant-

Fall zu bestimmen. Man kann auch den ,Zustands-RB-Raum® verwenden.

e Der compliant-Fall macht nur fiir X =Y Sinn, da sonst ¢(u(u)) nicht definiert

sein muss.
e Aufserdem brauchten wir die s.p.d.-Annahme.

Nun zum allgemeinen Fall.

Definition 9.6:
Das Problem

(9.9) Suche u(p) € X : b(u(p),v; 1) = g(v; 1) YveY
(9.10) Bestimme z(p) € Y : b(w, z(p); pu) = —0(w; p) Vw e X

mit der Ausgabe

heifit primal-duales Problem.
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Bemerkung 9.7:

Zur Berechnung von s(u) braucht man das duale Problem (9.10) offenbar nicht, wir
werden es aber zur Fehlerabschdtzung benutzen. Falls b symmetrisch und ¢ = q (com-
pliant), dann gilt u(p) = —z(p), (9.10) ist also unndtig.

Bemerkung 9.8 (Zusammenhang mit der Optimierung):
Betrachte das restringierte Optimierungs-Problem

(9.11) we€ X: l(u) = min, NB: blu,v) = g(v) Vv eY.
Die Lagrange-Funktion L : X XY — R lautet
L(u,z) :=L(u) + [b(u, z) — g(2)], ueX, zeY.

Also ist z € Y Lagrange-Parameter.
~ KKT-Bedingungen:

0 = (Lu(u,2),v) i x =L(v) +b(v, 2), veX,
0 = <£Z(u7 Z) 7w>Y’><Y = b(uaw) - g(U)), w e Y7
also ist (u*, z*) kritischer Punkt genau dann wenn
(1) b(u*, w) = g(w)  VweY,
(i1) b(v,z*) = —L(v) Vv e X,
also ist der optimale Lagrange-Parameter identisch mit der Losung der dualen Lisung!
Definition 9.9: B B B
Sei p € D, Xy C X, Yy CY zwei RB-Riume mit dim(Xy) = N, dim(Yy) = N,

Yy CY, X5z C X ,geeignet”.

(a) Die primale Losung uy(p) € Xy ist gegeben durch

(9.12) blun(p),v;p) = g(vip) Vv € Yy.

(b) Die duale Losung z5(p) € 17]\7 ist gegeben durch

(9.13) b(w, z5(p); 1) = —L(w)  Yw e Xg.

(¢) Primales bzw. duales Residuum ry(p) €Y', Fr(p) € X':

(9.14) rn(vsp) = g(v;p) = blun(p),v;p) = blen (), v;p),  vEY,
(9.15) Fr(wip) = —Ll(w)—bw, z5(n);p) =bw, éx(p)ip),  weX,
mit dem dualen Fehler

Ex(n) =2V (p) — 25 ().

(d) Die RB-Ausgabe ist definiert als

(9.16) sn(p) = Lun () — rv(zg(); p).
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Lemma 9.10:
Es gilt
8 < 175 ()] x
leg(wlly < Ag(p) = ==
Bis
mit
b(w, v; 1)

0 < fBip < B"(n) = inf sup '
LB (1) veY wex ||w|x - ||v|ly

Beweis. Es ist

. s b(w, ex(p); 1) (T
Big - llex(w)lly < sup —=Eo22 = sup Lo = |75 ()| x0
wex  |Jwllx wex  |Jw||x

Frage: Wie kommt man an ;3? Eine Option: min-6, aber nicht gut, da sich auch hier
der Aufwand verdoppelt. Alternative:

Satz 9.11 (Neces, 1962):
Seib: X xY — R eine stetige Bilinearform. Dann hat das Problem

Finde u € X : b(u,w) = g(w) YweY

fir g €Y' eine eindeutige Losung, die stetig von g abhdngt, genau dann wenn eine der
folgenden dquivalenten Bedingungen gilt:

(a) 3a>0: sup 2% > o |lv||x und fir jedes 0 #w €Y Fv e X : blv,w) # 0.
weY

wlly =
(b) Es gilt 5 >0, *>0.
(c) Ja >0 mit § = p* = a.

Falls das Problem korrekt gestellt ist, gilt 5 = * (bzw. 8(1) = (1)) und wir kénnen
die gleichen unteren Schranken wéhlen

(9.17) Big = PLB-

Proposition 9.12:
Es gilt

() — s ()] < Ay () = ’;(“) ()l - I ()l

fir sy aus (9.16).
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Beweis. Es gilt

[ () — sne ()] = 100N (1)) — lun (1)) + v (2 () )
)+ 9(zx(); ) — b(un (i), 25 (1); 1)
M)y ) + b (1), 25 (10); 1) — blun (), 25 (11); )|
)+ b(en (), 25 (1); 1)

AT
= |b(en (1), €5 (p);

Wir erhalten also den ,quadratischen Effekt - ein wesentlicher Vorteil.
Greedy: Ay(p) — Xn

Aglp) = Yy

offline-online-Zerlegung ist wie beim primalen Problem

im s.p.d.-compliant-Fall ist Proposition 9.12 gerade Lemma 9.2 bzw. 9.5.



10 Eine empirische
Interpolationsmethode (EIM)
fur nichtaffine Probleme

Die Annahmen in Definition 2.1 (affine Abhéngigkeit) sind fiir die Effizienz (online-
offline-Zerlegung) von fundamentaler Bedeutung. Was tun, wenn dies nicht der Fall
ist?

Wir betrachten zunéchst nur die rechte Seite, also g(v; ). Da v : Q — R fassen wir g
als Funktion g : 2 x D — R auf. Gesucht ist also eine Approximation

Q
(100)  gloip) = Iolg(-im)(@) == 3621 g*(x)  (also der Form (2.5))
mit

e skalaren Funktionen 67 : D — R,
e ciner kollateralen reduzierten Basis® Gq = {¢7},_, -

Bemerkung 10.1:

Man kénnte (dhnlich der Suche nach ,optimalen“ snapshots) versuchen, (10.1) durch
Optimierung zu losen, dies fihrt aber zu einem hochdimensionalen Problem. Man kénn-
te auch g(-;p) in eine Taylor-Reihe entwickeln, was aber die Berechnung von Ablei-
tungen notwendig macht und nur eine lokale Approzimation liefert. Wir verwenden
deswegen auch hier einen snapshot-basierten Ansatz.

Die EIM stammt von

e Barrault, Maday, Nguyen, Patera (2004)
e Maday, Nguyen, Patera, Pau (2007)
e Drohmann, Haasdonk, Ohlberger (2012)

Definition 10.2:
Sei G C C(Q,R), dim(span(G)) < co. Fiir 1 < Q < dim(span(Q)), Q € N, definiere

e Ty C Q: Interpolationspunkte-Menge (Knotenmenge)
o (o C span(G): kollaterale reduzierte Basis
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durch
(a) Q=1:
@ = arg max 91129,
r, = argmaﬁx g1 ()], Ty = {1},
xe
qQ1
= — s G fd
g1 q1(x1) 1 {gl}
(b)) @ >1:
(102) g = argmax|lg —Io-1glre@  mit Iog = Plglar, ..., zq),
rQ = qo— Ig-149g,
ro = argmaﬁx Iro(x)], To =Tp-1U{zg},
TE
rQ
gq = : Gqo =Ggo-1U{ge}-
rq(zq)

Bemerkung 10.3:

(a) ggo und xg missen nicht eindeutig sein,
(b) Ggq ist nicht orthogonal, auch nicht nodal,
(c) Gg ist hierarchisch: Go—1 C Gg,

(d) offenbar ist die EIM Greedy-artig. Der Fehler klingt i.A. aber nicht monoton ab.

Lemma 10.4:
Seien Ty, Qg gemdf Definition 2.1. Dann ist

.....

qilt:

(10.3)

Q
Iog = Z Q;gi.
i=1

Beweis. (a) Seien 1 <i,j < @, dann gilt nach Definition 2.1:

und fiir j > 1:

(Go)ij = gi(w:) =




10 EIM fir nichtaffine Probleme 41

(b) Sei 1 <i < Q. Wegen

Q
(LGS)

Q
Zajgj(xi) = Z(QQ)i’jaj = (Goag)i = (9q)i = g9(s)

j=1

interpoliert Z?Zl a;g; die Funktion an den Stellen z4, ..., zg, also ist

Bemerkung 10.5:

Q
Iog =Y ajg;.
j=1

Das obige Lemma sichert die Wohldefiniertheit des Interpolationsproblems und auch
dessen effiziente Losbarkeit.

Bemerkung 10.6:

Fiir das Gebiet Q C R? ist das lineare Programm mnicht realisierbar, ebenso gilt diese
Aussage fir dim(span(G)) = co. Man wdhlt also Q, C ) endlich, dim(span(G)) < oo,
beide Grifien beeinflussen die Komplexitit des Problems aber mafigeblich!

Beispiel 10.7:

G:={l,z,2?}, Q=[-1,1]

() Q=1:

() Q=2

T

X2

g2

Gq1 st beliebig, wihle z.B. ¢ = 1
x1 st beliebig, wihle x1 = —1, Ty = {—1}

¢ .
p— = p— ; G p—
g1 i (CE1) q1 1 {91}

— Ll
arg max lg — Ll

arg max — P(g] — 1) ||~
g e g~ Plg] - D)
argmax {0, 2 + o, 2% = 1} = 2
Go— g =a+1

arg max |ro(z)| =1, Ty={-1,1}
z€[—1,1]

To 7:13+171 B l
o= =gt Gg—{l,z(x—i-l)}
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j3 = arg ma — P(g| —1,1)||00
G g max lg — P(g] )l

= argmax {0,0,[|z" — 1|} = 2?
rs = Gz — s =2"—1
rg = arg max |r3(z)] =0, T3 ={-1,1,0}
z€[—1,1]
s x?—1

1
g3 = = =1-a% G3={1,§(I+1>,1—$2}

7“3(1‘3) —1

Bemerkung 10.8:
Wenn man dieses Beispiel fiir G = P,, durchfihrt kann man zeigen:

(a) lgille =1 V1<i<n
(b) gj(xi) =0 fiir i < j (Interpolations-Bedingung)

(¢) gj(x;) =1
(d) Ty approximiert die Chebyshev-Knoten, die bekannterweise fiir P, optimal sind ~
»magic points®

Nun zur Fehleranalyse:

Definition 10.9:

Sei Iy f = P(f|xy, ..., xum), f€C(), {zitioi MCQund{fz}z L
Basis, d.h. &(x;) = 51]. Dze Zahl

W Set eine nodale

(10.4) Ay = max Z | (

z€Q m—1

heifst Lebesque-Konstante.

Bemerkung 10.10:
Die Funktionen {g1,...,9m.}, Mg = dim(span(G)) bilden eine Basis fir G, da Gy,
invertierbar ist, also eine Basis-Transformation ist. (,kollaterale Basis®)

Satz 10.11:
Es gilt

(10.5) llu — Inulloo < (14 Ap) inf  lu— vpr|leo
v EX

Beweis. Sei u € C°(Q), = € Qund vy = 37, i € X

u(z) — vy (x +Za1€l Zu(x

=

= |u(e) - yu(@)| =

M

" o) ool [~ S et
el =1
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Fiir den zweiten Term gilt:

/—’%
M M :‘5”'
Dlai—uleé@)| = 1Y & {Z% &z —u(z) |
i=1 =1
\—,_/
=vpr(x;)
Dreiecks-
< Z 4(2) [oar (z5) — ()
Ungl.
< low = uffeo - max Z € ()]
e —1
:XM
UJ
Proposition 10.12:
Fiir die EIM gilt Ay < 2M — 1.
Beweis. Es gilt fiir 1 <j < M und 2 € Q
M
&) = gi(w) = Y gi(x)&(x)
=
(beide Seiten sind aus Py, _; und stimmen an den M Stellen z1, ...,z iiberein), also:
M
& (@) = lgi(x Zgy (z)& (@) = lgi(2) = > gi(z)& ()]
z;ﬁg i=7+1
M r
(6) < Jg@)]+ D lo(@)] |&(@)] (da g = argmax [rg ()], gq = —=—),
g i=jrl (aSY rq(rq)
<1 <1
sowie
()| = |gm(2)] < 1.
Damit gilt
(a1 (@) <1+ [Em(z)] <2
und

() M induktiv o 1 )
(@) <14+ Y [G(@)] < 141424, 4272=27"  2<ji<M
i=M+2—j

und damit

M M
Ay =sup ¥ _[¢(x)| <D 27 =2M
j=1

e j=1
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Bemerkung 10.13:

Wir sehen im Beweis, dass obige Abschitzung sehr pessimistisch ist (Dreiecks-Ungl.).
Oft sieht man in numerischen Experimenten deutlich bessere Schranken. Allerdings ist
- wie bei der Polynominterpolation - die Abschdtzung scharf in dem Sinne, dass es
Beispiele gibt, in denen Gleichheit gilt. Es exisitieren aber quantitative a-priori Kon-
vergenzaussagen, vgl. Maday, Nguyen, Patera, Pau, 2009:

Satz 10.14:

Seien Zy C Zy C ... Cspan(G), dim(Zy) = M mit

(10.6) inf ||u—villee < c-e” M Vue G, M €N, ¢>0,a>log(4).
VM EZM

Dann gilt fir die EIM-Approximation

|u — Igulloo < ¢ - e~ (@7 losIM,

Dieser Satz besagt, dass die EIM ,,quasi-optimal®“ ist. Man kann also hoffen, mit wenigen
Termen auskommen zu konnen. Dazu ist es fiir die Praxis noch wichtiger, einen a-
posteriori Fehlerschétzer zu haben. Neue Arbeiten zu Term-Reduktion: Eftang (2011),
Tonn (2012).

Satz 10.15: B
Seien I, Ig : C°(Q) — span(G) EIM-Operatoren, Q' > Q,Go C Ggr, Tg C Ty .

Seien

Goo = 9l jmqir.. o 9 = (9(x:) — (1o9)(%:))i=@+1,.. 9 € G,

KQ’Q’ = [(gz ’gj)L2(Q):|i,j=Q+1 7777 Q" a = (Oé;)iZQ-i-l ..... Q' = Q/Q,Q’g/'
Falls g € span(Gg), dann gelten

(10.7) l9 = 1o(@)lle < Agareol9) =l
(10.8) lg = Ia(9)llz. < Aqarolg) = (&) Kqqa)"
Beweis. Nach (10.3) gilt
Q Q'
log = Zoﬁgi, Igg = Zaégz-
i=1 i=1
mit
Goag =9,  Goog =9,
sowie
1 0
0
* 1
Co = 1 0
£ 3
* 1
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= a—aj, 1 <i< @ und

1~ 10(0) " )~ Iole) = Y el
i=Q+1
Wegen ||g]|lo = 1 (Bem. 10.8 (a)) ist damit (10.7) klar. Weiter folgt:
o
lg = Io@li, = > aia}(9i.95)1. = (Daeo(9)*
1,j=Q+1

]

Bemerkung 10.16:

Im Allgemeinen gilt g € span(G¢) natirlich nicht notwendigerweise, also ist Ag o..
nicht unbedingt eine rigorose obere Schranke. Man untersucht die Effektivitat daher
meist in numerischen Fxperimenten.

Nun zur Anwendung der EIM fiir die RBM: Wir kénnen die EIM auch fiir Bilinearfor-
men durchfiihren und erhalten

Q
b(w,v; p) = bo(w,v; p) = 29 )b (w, v)
q=1

sowie fiir die rechte Seite
Q Q

Fip) & folusp) =Y 0%(u) (g%, v)o =: Y 0%(n) f*(v),

=t =fiw) T
wobei hier auch Q° # Q7 gewihlt werden kann (Q := max{Q® Q’}).
offline:
o B = [b9(&;,&5)]; ..y werden offline berechnet: O(N?N)

- = T A=Ay

= () Matrizen und @ Vektoren berechnen und speichern. O(Q(N? + N)) Speicher,
O(QN(N? + N)) Berechnungen.

online:
e die Summationen werden online durchgefiihrt: O(Q(N? + N))
= () beeinflusst mafgeblich den Speicheraufwand sowie die online-Komplexitét.

Oft haben nicht-affine Abhéngigkeiten folgende Struktur:
b(w,v, g(x; ) baw. flw,g(x;p)).
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Beispiel:
o —Au+pu-Vu=f in Q,

o u=0 auf 0B,
e Randbedingungen auf 0D

By bzw. 2y sei ein Refernzgebiet und T), : 2, — €.

a(z) = u(T,'z), &€ Q

= /Q —Au(z)v(x)de = /Q Vou(z) - Vyu(z)de = ...
= | Vei(#) - Viil@) T, (2) di

— Parameter-Abhdngigkeit vom Integrations-Gebiet auf Integranden verschoben

B@)u(z) - Vul@)v(z)de = ... = [ B(&) () Vai(z)d(2) tu(z)dz

Qu Qo

— Bilinearform lautet: ag(u, v, go(p)) + a1 (u, u, v, g1(p)), rechte Seite:
| s@e@ar= [ fa@i @)
i 0

also f(v, ga(p)). Man nutzt die EIM dann fir g(z; p) aus.

g(z; 1) = golaip) =Y 04(1)gq()

q=1

und die Bilinearform / rechte Seite héingt linear von den Parameterfunktionen ab. Das
EIM-RBM-Problem lautet dann: Bestimme uy g(p) € Xy mit

(10.9) blung(i),vn, 9(-5 1)) = flun,90(-51)  Vunw €Yy
(10.10) sno(p) = Lung(n))

Frage: Welche Auswirkungen hat die EIM auf die RBM beziiglich des Fehlers?
Dazu einige Definitionen:

(10.11) go(n) = lg(-;1) — g90(5 1)l

(10.12) o) = s i) = goC i)l

(10.13) br(l) = —— sup [b(v, - 9 1) — g3 ) v
EQ(M) veEX

(10.14) ¢3() = [F (g0 m)ly
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Satz 10.17 (EIM-RBM a-priori-Abschétzung):
Die Bilinearform sei inf-sup-stabil und stetig. Falls

(10.15) eq(n) < % 5):(%)
dann gilt
() .
(10.16) Ju(p) —unop)lx < (1 + ﬁw(u)> it () — vl
+ eolp) ¢1<M>6N<ug]2v+(j;zs2<u>¢3<m

Beweis. Sei zy € Xy beliebig, dann gilt

b(zn —uno(1), wn,g(-; 1))

B () v = une()llx < sup

wnEYN “wNHY
< sup v muliwng) o bl — uve(w) wn, 905 1)
lUNEXN “wNHY JlUNEYN ||wN||Y
< () [z —u()l|x 7

Fiir den zweiten Term gilt:

blu(p)—uno(p), wn, g(-; 1) = flwn, g(-5 1)) — blung(r), wn, g(-; 1))
=f(wn,g(-5 1) — 9o (-5 1) — blunq(p), wn, g(-5 1) — go(-; 1))

<l {17 951 = ga- m)llv
Fllwlivlung(llx -sup Jb(v, - g+ 1) = gal ;#))Hw}
(1017)  <Jlunlly {ea(m)di (1) + so(m)llun (k) xda(n)}

Weiter gilt:

< sup Mmelw)wy,g(w)

wNEYN HwNHY
b
sup (un,g(1), wn, go (i)
wWNEYN ||wN||Y
b _

+ sup (unq(1), wn, g(1) — 9o (1))

wWNEYN ||wN||Y

b _

sup flwy, go(1)) + sup (un,q(p), wn, g(p) — g (1))
wyeyy  lwnlly wnEYN |wn|ly

o3(p) +eq(p)llun. (1)l x d2(1)

<7 o) + Bl llun ()l

On () lluno(m)lx

IN

IN
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also
(1013) fuxe(llx < 25202,
Dies setzen wir in (10.17) ein und erhalten
b0l = w0 < Tuwlyeols) {ontu) + 2200000}
B ()
=l 5261 0) ) + 201001
und damit
2
o = il < oy = ullx + cqe 2ARUE 2oalkIenls)
Schlieflich:
Ju(p) —unoWllx < llulp) = 2vllx + Iy — unq(w)llx
- (3 e
¢1(1) B (1) + 22 (1) 93 (1)
Fealw) A
und Bildung des Infimums iiber zy € Xy liefert die Behauptung. n

Bemerkung 10.18:

(a) Die Voraussetzung (10.15) erscheint wegen der EIM-Konvergenz realisitisch.

(b) Fir den ersten Term in (10.16) erwartet man wegen der RB-Konvergenz (expo-
nentielles) Abklingen. Da die ¢; Regularitatsterme sind, sollte man @ so wdhlen,
dass beide Terme in (10.16) die gleiche Griflenordnung besitzen.

Nun zur a-posteriori-Fehlerschéitzung. Wir definieren den EIM-RBM-Fehlerschatzer
als

(10.19) Anoli) = ﬁ Q1 g )l

— sl oo il + 2

wobei
éo(n) = 19(zqg+1i 1) — 9o(zQ+15 1)l
ein Fehlerschétzer fiir eg(p) aus (10.11) ist.

Lemma 10.19:
Sei g(-; 1) € Ggy1. Dann gilt fir eq gemafs (10.11)

(i) g(z; 1) — qq(x; )| = 1EQ(1) 9o ()|
(i) eq(u) = éq(n)
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Beweis. Da g(u) := g(-; ) € Goq existieren £(p) € RO mit
Q+1

9(w; 1) — gl 1) =D rg() gg().

Setze hier x = z; (magic points) ein (1 <i < Q+ 1)

=Y Rg(p) golws) = glwssp) = golwizp) =0 1<i<Q,
qg=1

wegen der Interpolationseigenschaft der EIM.

e da g, (7;) = (Gg)im = 0 fiir m > i, ist obiges ein gestaffeltes Gleichungssystem
und Riickwérts-Einsetzen liefert xi(p) = ... = rko(p) =0

o rgi1(p) = kor1(1) 9o+1(To41) = 9(TQ11; 1) — 9o(TQ+1, 1), also
=1

lg(z; 1) — go(z; )| = [r@ea(1) 941 ()]
[(9(wqi15 1) — 9@(TQ115 1)) gQ+1(2)]
= |éq(1) gg+1(7)]

und damit (i).

Zu (ii):

co(p) = lgCsm) = 9o(5 )l = sup 9(2; 1) — go(; )|

) . A
= sup [Eg(1) gon(2)] = Eq(1) [lgo+illo
’ =1

= Zo(n).
O
Bemerkung 10.20:
Aus (i) folgt
(10.20) 9(@; 1) — go(z; p) = £éq(1) go+1().

Den EIM-RBM-Output-Fehlerschétzer definieren wir als

(10.21) Ak = 1llx - Agln):

Proposition 10.21:
Falls g(-; ) € Gg41, dann gilt
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(a) [Ju(p) —uno(pllx < Ango(n)
(b) [s(p) = sno(p)] < Ay o(n)

Beweis. Fir e(p) := u(p) —ung(p) und w € Y beliebig gilt

ble(p),w,g(-5p)) = blu(p),w, g(-; 1)) — blunq(p), w, g(-; 1))
= flw,g(-;1) — go(-5 1) + f(w, 90(-; 1)
—b(ung(p),w g@( si) = blung(p), w, g(-5 1) — go(-5 1))
= f(w,g9(51) = 90(-; 1) +r(w, go(-: 1))
—b(un(p);w,g(-5 1) — go(-; 1))

Nach Voraussetzung und Lemma 10.19 gilt:

o )LemJO.lgg (1)

|9(7q11; 1) — 9o(TQi1; 1)| = Eq(u o = lg(-5 1) = 905 1)l 005

also:
[f(w,g(-5 1) = 9o (1) — blun.o(p), w, g (- 1) — go(-: 1))
= [r(w,g(-; 1) = 9q(- 1 1))
=+20()
< r( goe0)lly - llwlly - Eq(w).
Der Rest ist klar mit der inf-sup-Bedingung. O

Bemerkung 10.22:

Wenn die Voraussetzung ,,g € Gg41“ nicht erfillt ist, dann ist der zweite Term in
(10.19) nicht rigoros - man kann eine Art , Sicherheits-Bedingung® einfiihren die ga-
rantiert, dass @) ,hinreichend groff“ gewdhlt wird.

Bemerkung 10.23:

Die online-Berechnung der Dualnormen geht wieder tiber die Riesz-Reprasentatoren der
einzelnen Terme in der EIM und dann per linearer Superposition - der Genauigkeits-
verlust durch den ,Wurzel-Effekt” bleibt und sollte bei der EIM mit in Betracht gezogen
werden.



11 Effiziente Berechnung der
Konstanten

Fiir die konstruierten Fehlerschitzer bendtigen wir die Parameter o), B(p), (i) bzw.
berechenbare Schranken. Wir wollen Alternativen zum min-#-Verfahren kennen lernen.
Sei w € X gegeben, betrachte den supremierenden Operator

b .
(11.1) T, w:= argsupM

ey, vgl. Def. 1.5,
vey  lvlly

der berechnet wird durch (vgl. Bem 1.6)
(11.2) T,wey, (Tyw,v)y = blw,v; p) Yv eY.

Wegen
Bem. 1.6 b(w,v; p
ITuolly 2 b(aw, -5 )y = sup L2 054)
vey  vlly
gilt
Twlly

B(p) = inf |

weX wllx

| Ty
Y(p) = sup =L
() = sup Zr e

also lassen sich f3, v {iber Rayleigh-Quotienten bestimmen. Die Matrix-Darstellung von
b(-,-; 1) kennen wir im Wesentlichen aus (2.4)

b(w,v; p) = w’ B () v, BN (n) = [b(‘ﬁfva SO%M)]N

ij=1
und analog fiir die Gram-Matrix von Y,

N
ig=1"

Y= [(, 0 )y]

Also berechnet sich

aus
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denn aus (11.2) folgt

(11.2)
= s p) = Zwl o ) = (BN ()" w);.
Weiter gilt:
T} = (Taw,Tw)y =t(p)" Y t(u)
Y2 BN ()Y Y Y BY ()T w
= w'BN()Y 'BY ()T w = w" Z(y) w,
lw|2 = (v,w)x=uw"X it X = (¢, ¢) }N
wl|% wow)x =w' Xw,  mit X = [(¢7, 07 )x], -

Wir erhalten also ein verallgemeinertes Eigenwert-Problem

(11.3) Z(p)v=AXuv,

denn: ) o7
HTuwl\y _ TZ(/L) _ Twls _
[wl[% w' Xw loll%

und dann folgt £(1) = v Amin, Y1) = vV Amax-

Probleme:
e Komplexitit von (11.3) ist mindestens O(N) fiir jedes € D 4

e selbst wenn b parametrisch-affin ist, d.h.

kann man A, Amax nicht einfach aus den Eigenwerten von BY, 1 < ¢ < @,
berechnen.

Alternative: Successive Contraints Method (SCM) (Huynh, Rozza, Sen, Patera, 2007)

Wir wollen diese in einem etwas allgemeineren Rahmen einfiithren, ohne dass dies die
Sache komplizierter machen wiirde.

Seien h, : X — R, 1 < ¢ < @ gegeben (nicht notwendigerweise h, € X') und wir
wollen

Q
(11.4) o) = inf > 0(1) by 0)

veX
q=1

berechnen.
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Beispiel 11.1:
(a) Seien X =Y und b parametrisch-affin und koerziv. Mit

b (v, v)
hy(v) == ==
! lvlI%
erhalten wir o(p) = a(p).
(b) Sei b parametrisch-affin und
g
hy(v) := sup bi(v, w)

wey [lwlly flvllx’

dann erhalten wir o(p) = 5(p). Mit der bekannten Darstellung iber den supremie
renden Operator T, von b und

mit T, dem suprimierenden Operator von by, 1 < q < Q. Dann erhalten wir eine
Darstellung der Form(11.4) mit entsprechendem @', aber ohne Supremum.
(c) Mit leichten Modifikationen von (11.4) erhalten wir ().

Wir definieren ein Zielfunktional (2 = (z1,...,z,) € R%)

Q

(11.5) J:DxRY—=R - mit (n,2) = J(2) =Y 04(p) 2
q=1

und mit

(11.6) So={z €R?:Jv € X mit 2z, = hy(v) V1<q<Q}

(gleiches v fiir alle ¢) gilt

Q
zq=hq(v) . .
o(p) = ="" Inf 1 Oa(1) 2 = inf (. 2).
q:
Man schrankt Sy auf ein Polytop ein:
Q
(11.7) Bg := l—Il lo,.0f] C R®, o, = Jg)f( he(v), of = 31612 hy(v).
q:

Wir definieren zwei Parameter-Mengen (zur Wahl spéter)
(11.8) Cx:={wy€D:1<k< K}, Ey={v€eD:1<j<J},
sowie fir M € Nund £ C D

Pr(p, E) = {M néchste Nachbarn von p in E bzgl. || - |2}



54 11 Effiziente Berechnung der Konstanten

(mit Py(p, E) := 0 und Py(p, E) == E fiir M > |E)).

Weiter wahlen wir natiirliche Zahlen
M, €e N (= # von Satbilitidtsbedingungen)
M, € N (= 4 von Positivitits-Bedingungen)

und damit abgeschwachte Nebenbedingungen

(119) SLB(,u, OK,EJ) = {g S BQ :
(1) J(ﬁa é) 2 U(ﬁ) VE € PMU(Na CK)
(2) J(ﬁag) >0 VEEPM+(M7EJ)}>

(11.10) Svp(Ck) = {g*(wk) 1<k <K, z"(w) = arg misn J(w,g)}
2€50
und schliellich die Schranken
orp(p) = min _J(u, z)
(1111) ZGSLB‘(/"CK:']—'J)
e
Satz 11.2:

Sei Sy kompakt, dann gilt fir alle p € D

orp(p) < o(p) < oup(p).

Beweis. e Sei z € Syp(Ck), dann Juwy, € Ck mit z = z*(wy), also

J(wy, z) = géisrg J(wy, Z).

Da Sy kompakt folgt z € Sy = Syp(Ck) C So.
e Sei z € Sy, dann ist z € By nach Konstruktion. Weiter gilt
(1) off) =minJ(2) Vi€ Pu,(u,Cx) CD (sogar¥ji € D),
Z2E00

nach Voraussetzung (sogar Vi € D),

also z € Spp(u, Ck,Z;) und damit
Sus(Ck) C So C Sk, Ck, =)
Damit gilt

min _ J(p,z) SminJ(p,z) < min  J(p,2)

26818 (11,CK,Ey) €S 2€SuB(Ck)
=:orp(K) =:0(p) =ioup(n)
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Bemerkung 11.3:
(a) Fir ein festes u € D ist J(u,-) linear, es ist also ein lineares Programm zu losen.
(b) Die Kompaktheitsvoraussetzung an Sy garantiert

inf J(p, 2) = min J(y, 2).

2E€Sy EASE)

Fiir die Beispiele in 11.1 ist dies erfillt.

Online-Offline-Porzduren

Sei Zirain € D eine endliche , Trainingsmenge. Fiir alle 1 < k < nypain und Cy wie oben,
definiere die relative Fehlerschranke (Z; = Ziyain)

)

" UUB(,U7 Ck) - ULB(PJy Ch, Etrain)
en(p) =

(11.12) oon (. Cr)

also ein Maf fur die Scharfe der Schranken.

Algorithmus 11.4 (Greedy-Algorithmus zur Bestimmung von Cj):
Ci:={w}, w1 € Erain beliebig
Sup(Ch) == {z"(w1)}
while ¢;(u) > €4, do
Wk+1 = arg Maxyes, .., £k (1)
Crt1 = Cr U {wis1}
Sup(Crr1) = Sup(Cr) U{2" (wk+1)}
k=k+1
end

Offline Aufwand:

(i) 2Q EgenwertProbleme bzgl. B — o, 0 Vq
(ii) K Eigenwertprobleme zur Bestimmung von o(wy) in (11.9) bzw. z*(wy) in (11.10).
Die o(wy) kann man sehr effizient mit dem Lanczos-Algorithmus berechnen.
(i) O(N - Q K) (Matrix-Vektor) Operationen fiir Syp(Ck)
(iv) (Ngrain - K) lineare Programme der Groke O(2Q + M, + M)

Online-Aufwand:

(i) Berechne 6,(u) : O(Q)

(ii) Bestimme Py, (1, Cy) : O(K - M,)
iii)

iv)

(iii) Berechne orp(p): O(2Q + M, + M) (Anzahl der Nebenbedingungen)
(iv) (Wurzel ziehen (fiir 3))






12 Zeitabhangige Probleme

Betrachte das Anfangsrandwertproblem der Warmeleitung fiir ¢ € [0,7], T > 0,
Q CR?

u — V- (a(t,z) - Vu) = g(t, ) in Qr :=(0,7) x Q,
u(t,z) = gr(t, x) Vo in I'r := (0,7) x 09,
( 737) ( ) Vo € Q.

in allgeminer Form
(12.1) w+Au=f  Vte (0,7), u(0)=ug

mit
A HYQ) — HHQ), uy € Hy(Q).

Ist A = A(t), so nennt man (12.1) auch LTV (linear time variant), ansonsten LTT
(linear time invariant).

Typische Diskretisierung:

o Zeit: Wihle K € N, At:= L, th:=k-At, k=0,...,K.
e Ort: X} C Xendlich dimensional(= H{(f2)), z.B. FE, FV, FD, Wavelets, Fourier
K.

e suche dann eine Folge U := (u*)K ; € XFH mit u* ~ u(ty, ), k=0,...,

Mogliche Parameterabhéngigkeiten:

o A= A(p)
* g=g(n)
o uy = up(p)

e Diskretisierung

Definition 12.1:
Sei XN C X, X sei ein Hilbert-Raum, € D C RY, At wie oben sowie ug € Y (nicht
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unbedingt in X, 2.B. H}),

Lt 1), LK (175 p) € L(X, X)
Px 1Y — X eine beliebige stetige Projektion.

Dann heifit das Problem: Suche U(p) := (u*(p))i, € (XN)E+ mit

(12.2) {ﬁm(tk; R () = LR (8% p) uF () + bae(th5 ), k=0,... K -1
| uo() — P, (up)

das parabolische Problem (truth) mit

LL, . implizieter Anteil,
L, . explizieter Anteil

ba: © Inhomogenitit.

Beispiel 12.2:

(a) Impliziter Euler in der Zeit: u,(t*71) ~ “(tk%t_u(tk), also

w(t ) = At - g(tFtY) — At - Au(tETY) + u(t)
in Variationsformulierung fir alle v € X
(u(t*) ,v), +Ata (w(t*h),v) = At - (g(t") v), + (u(t®),v)o.
In diskreter Form fiir X" = span {gojl‘/, e %}
MV 4 At AN YR = At g Mk

mit der Massematriz M = [(gpz 5 Mo szl N und der Steifigkeitsmatriz AN =

.....

[ (N ;5 )]ij—l v Sowie der rechten Seite gk“ = ((g(tkﬂ) ,gpé-\/)o)jzl also

ch, =2 MY+ AeAY, LR =M b AL g
(b) Crank-Nicolson:

At 2

(AUl + Au() = S + g(5)).

Das RB-Evolutionsproblem ergibt sich durch Xy ¢ X%, dim Xy = N << A und der
orthogonalen Projektion Py : X — Xy bzgl. (-, -)x und

I7E . k) [jp—
‘CAt,N = PnO,CAt, bAt,N = PNObAt.

Suche Uy () := (uﬂ“\,(,u))k 0 € X5 mit

12 { (8519 057 1) = 5, (P ) ) + s (1431
ufy == Py(Px(up)).
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Annahme 12.3:

(a) Lk, sei koerziv, d.h. ok, € RT mit (L4, (t%; u)v,v)x > ok, [[v|%.
(b) LL,, LX, seien stetig mit Stetigkeitskonstanten vk, 75, € RT.

(c) bas sei beschrinkt: |[bas]lx < 74,

Satz 12.4:
Unter Annahme 12.3 sind die Probleme (12.2) und (12.83) wohlgestellt und es gilt (die
Abhdngigkeit von p wird weggelassen)

k k—1 i
(12.4) (|, fluillx < (7—?) luol|x + i?t > <L§t) :
At Qar o \Yae

Beweis. Jede Iteration k besitzt nach dem Satz von Lax-Milgram wegen Annahme 12.3
eine eindeutige Losung u®, uf, und es gilt

1 _
(12-5) ||Uk||X < 7 (7& ||uk 1||X +7bAt) .
QA

Beweis von (12.4) per Induktion tiber k:

VA " VAt . VAt i
1) Bl = ()l 20 3 (2)
—_——

At At ;— aAt
=1

J/

\

k+1 (125 1 E |,k b
18) ™ Mx < = (acllutllx +var)

XAt

v E E k b k—1 E i b

ST (B quler 2 Y (B) 1 2
At At At = \Yae QAt

E k+1 b k—1 E 7

_ At ) [ VAt (VAt >

= () ol + 28 Y (28
(aIAt apy ; pg

also (12.4) fiir u*. Wegen || Pyv||x < ||Py]| -|Jv||x folgt auch (12.4) fiir uf,. O
——

=1

Bemerkung 12.5:
Falls 7%, > ok, wichst die Norm der Lisung und ist fir k — oo unbeschrinkt. Fiir
78, < alk, ist die Lésung fiir alle Zeiten beschrinkt.

Beispiel 12.6:
Betrachte die Euler-Diskretisierung und bezeichne mit \M. . A\M_den kleinsten bzw.

rofsten Eigenwert von M. Dann gi = sowie Q'n, = -+ g, also
griten Eigenwert von M. Dann gilt 4%, = MM, sowie ok, = M, + Atay, al
erhalten wir

M )\M
VR, < Ak, fir At > —==——==,
aA
Ist &V eine Orthonormalbasis von X, so ist \M. = XM =1 und die obige Bedingung

st immer erfillt.
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Korollar 12.7:
Zusitzlich zu den Voraussetzungen von Satz 12.4 sei %, <1 und o, = 1+a At, 4, =
¢+ At. Dann gilt

(12.6) lim ||u*]|x, lim ||uf|lx < e ||ugllx +cT.
k—o0 k—o0

Beweis. Es gilt
K aT
’ybAt " 1 K 1 1 . —aT
Qny 1+ Ata 1+as I+asx

K-1 E 7
¢ X (B =k

i=0 OéAt

und damit gilt fiir die rechte Seite in (12.4) also

E k b k—1 E i
TA YA YA
(25) ol o+ 230 3 (2
Y Ane =5 \YAt

W—/ %/_/

—e—aT
<K- <8t =cT

]

Bemerkung 12.8:

(a) Ist @V eine Orthonormalbasis von X oder || - ||x = || - |1, (schwéichere Norm),
dann kénnen die Voraussetzungen erfillt werden.

() Ist |- ||x = || | ar () und N die normale FE-Basis, so ist a« << 1 sehr klein und
die Schranke wdchst tber alle Grenzen!

Beispiel 12.9 (FEM mit Crank-Nicolson):
Wir betrachten den einfachen Fall g|lr = 0 und zeitunabhingige a, g mit a € Loo(Q)
und

a(t,z) = a(x) > ap > 0.

Es sei X = XN = Py o(Ty) (lineare FE auf einem Gitter T, mit homogenen Dirichlet-
Randbedingungen). Sei

(L)x =G ) mes [lx=1-[=1"lmew-

Das Problem lautet dann: Suche (uF)E_ C XK+ mit

(12.7) u? = Px(uo)
: L —uF )+ LaViF Vo) + LaVut, Vo) = (g,v)0 Yo € X,

also:
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o (Lhu,v)x = (u,v)o+ 5 (aVu,Vv)y, vEX,
o (LRu,v)x = (u,v)o— & (aVu,Vv)y, vE X,
o (bat,v)x :=At(g,v)y, veEX.

Wir wollen die Annahmen 12.3 dberpriifen:

Stetigkeit von LX,:

Untersuche beide Teile getrennt:

(LPu,v) = (u,v)o,

At
(Lhu,v) = —5 (aVu, V).
Es gilt:
ILVullx = (LVu,L{u)x = (u, LTu)g
Cauchy-
< ullo - [1£5ullo < flullo - [1£5ullx
Schwartz
= L7 ullx < [lulo.

Als ndachstes verwende Poincaré-Friedrichs:

[vllo < C|Volo, Yv € Hy(Q), C=C(Q)

ullg = o flullg + (1 — @) [Jullg mit bel. @ € (0,1)
aflullg + C*(1 = a)[[Vulls.

S LBl <

<

Wiihle nun € (0,1) speziell so, dass a = C%*(1 — a), also a = % € (0,1).
2

C
14 C?

= [ Lrulk < (lullg + IVullg),
—_——

=l =llul%

d.h.
C

Lr < —— = AF
|| 1||5(X7X) = m 71

Fiir den zweiten Teil gilt:

< 1.

At
Icullx = (L3u, L3u)x = = (aVu, V(L5w)y
c—S. At
< 5 lallee - [Vulo- IV (£Zu)lo
a€L ()
At
< llallse - fullx - l1£27u]x,

At
=15 lery € S llalle =195
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IR cxx) S WL Nlecxx) + 1LY looxxy S AT+ 798 = YR:.

Wegen vF < 1 gilt 4%, < 1 fiir At hinreichend klein. Offenbar konnen wir v, = +&,
wahlen.

Beschranktheit von bag:

C.—S.
1bacll%x = (bar,bar)x = At(g,bar)o < At-|lgllo- bacllo
<lbacll
> At|| X

= llbaclx < Atllgllo =: 74,

Koerzivitit von LX,:

At
(Eh,u)x > Jul} + 5E a0Vl > min {1 = }

Beachte:
aar — e — 0 ¢
Anderer Ansatz: XN ist endlich-dimensional und | - |1, || - |lo, || - |1 sind Normen auf
XN
= 3oy, ¢ mat ullo = arlfullx,  [[Vullo = coflullx-
Aber:
c1=c(N), ca =ca(N), 1, e 23 0.
= (LA )y > (6 + 5 an ) [l
T

und oy, 225 2 > 0, aber bei realistischem N gilt ¢ << 1. Diese Abschiitzung ist auch

nicht zu verbessern.

Fazit:
Annambhe 12.8 ist erfillt, aber die Vorraussetzung von Korollar 12.7 bzgl. NX, NICHT!/
Waihlt man || - ||x = || - llo, dann gilt mit obiger Argumentation: ok, > 1 + ¢ At.

Beispiel 12.10 (Konvektion-Diffusion mit finiten Volumen):
Sei 2= (0,1), T"> 0 und ldse

Ou—Au+V-(f-u)=0 auf [0,T] x Q,
(12.8) u(0,-) = 0 auf Q, ug € L1(),
u(t,0) = u(t,1) = 0.
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Sei HEN, Ax =+, ¢;:= ((i — 1)Ax,i - Az) und definiere:

H
A 1 1
;= Z~Aa:—|—7x:(i+§)A:c:§(i-Ax—|—(i—|—1)Aa:),
A
T, 1 = :v,——mzz-A:v,
i—3 2
A
SL’H% = SL’i—i‘Tx—Z Az
XN o= span {1}, 5 C Li(QULy(Q), N=H
=L2(Q)
- llx = || - llo, suche also u* € XN mit ub = SN wb 1., baw. u* = (b, € RY
(Vektor der Freiheitsgmde). Ziel:
TS | | x)dx  (Zellmittel),
e;
u) = PLQ(u0|el) = A_/ uo(x)dxr  (Ly — Projektion).
x /.,
Beachte:
Fiir ein Kontrollvolumen R := (t* t**1) x ¢; gilt:
0 U2 / Oy ult,z) — Au(t,x) + V - (B(¢, z) ult, z))] dadt
_ / /tk+1 < ) . <—8Iu(t,x) + B(t, x) u(t,x)) du dt
€i4+1 U(t,x)
k+1 _ k
feiﬂt:ﬁt w)de— [ u(t*z)de
(12.9) = tJu | TOultz ) + Bt ) u(t,z )| di
— i ot e s) + Bt ) ult )| de

= Massen-Differenz + Fluss tber x, T Fluss “iber z; 1

— finite Volumen sind ,konservativ® (Erhaltungseigenschaft). Ersetze nun die Flisse
durch ,numerische Flisse”, die nur von den Zellmitteln abhdngen:

tk+1
k 1

Gy~ [, oty ) u(t )]

2

und analog gf,;- Aus (12.9) ergibt sich dann ein Verfahren:
2

At
k+1 _ Kk —
(12.10) A e Rk

Die Definition der Fliisse fiihrt zu einem speziellen Verfahren, z.B.:
1
(12.11) Tipy = (_E) (uf —uf*) + 87wy

H,—/
» Upwind®
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Mit ghost nodes (,Geister-Knoten®) uf = uf_, = 0 kann man (12.11) auch fir die

Randzellen verwenden. Einsetzen und sortieren liefert fir 5(t,x) = 3

At At At
(12'12) - Euﬁ_ll + <1 +2 Ax 2) ui§+1 B AxQ uf—i_ll - ( - _ﬁ) ; T _ﬁuz 1
Fir At < BAx (CFL) ist das Verfahren stabil.

At At At
I e HxH
= (£, ) L, = tridiag <— ot 142 oThe xQ) e R"H,

At At
E i _ HxH
L, = tridiag <_Ax 5,1 s B, 0) eR ,
bpy = 0 = ’YbAt = 0.

Stetigkeit von LX,:

Es gilt
[u*[[% = lu*[lg = (u", u*)o = ()" Mu*

mit der Massenmatriz

M;; = (90?[790?[)02/61‘(@ ej(x) de,
Q
e;=1e¢.
=" 5ij / dx ) Az
=M = Ax-I
= ||£gtH2 = sup ||£gtu“,2x: sup (‘Cgtvﬁgt)x
flullx=1 flull x=1

= sup o (LX) MLEu,

weRH

ul M u=1
und mat M% u, MT =M folgt
L5 = sup v" M7 (LK) MLE, M~ v
H J/
y%ele ;A
= Amax<A>

_ -5 — _1
Da M = Az -1 und M 2=l

- (1- )

At
— (18" 15, = triding (51 0?4

[

Mit der Notation p = % liefert der Satz von Gerschgorin

o Mittelpunkt: (1 — p)? + > =1—2p+2u*> >0
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o Radius: Y ;| Ayl =20 (1 — p) = 20 — 2447

= Alle Figenwerte sind positiv, falls

1
2u—2ﬂ2<1—2u+2ﬂ2@4ﬂ2—4u+1>0@u>5.

und fiir alle Eigenwerte gilt

Al §£1 —M)2+u2+§u(1 _/Q: 1= Anax(4) <1

TV vV
Mittelpunkt Radius

=%, =1

Stetigkeit von LL,: analog

Koerzivitit von L4,

T T
(»CIAtu ) U)X . QT (LIAt) Mu M::AtJ QT (LlAt) u
Jull% u"™Mu ul u
LY, symm. . yT LlAt U 7
e T )
wTu=1

Fiir EW symmetrischer Tridiagonalmatrizen (tridiag(b, a,b)) gilt mit 1 := AA—; > 0:
N < a| +2/b] =142+ 21 = 1 + 41 =: a,.

Fazit: Annahme 12.3 und die Voraussetzungen von Korollar 12.7 sind mit o = ﬁ und
c =0 erfillt.

le — l—}-ﬁfridiag(;l,l—ll, Amin(Bg) =2 — 2COSH—|— T = a>0
=By
S i (L) = 1+ A
Ly A2
=~

=«

Lemma 12.11:
Falls {uk(u)}kK:O C Xy, so gilt uk(p) = u*(u) Vk.

Beweis. Per Induktion:
(TA) v’(p) € Xy = ud = Pyu® = u’

(IS) Sei uly = uF (IV), dann folgt aus L4, yui™ — LK, yul — bagy =0
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_ k41
0 = Py (ﬁAt NUn £At NUN bat, N)
(Iv) k+1
= ﬁ At, NPN U N (ﬁAt,NU + bAt,N)
:l:IAt,N“]H_1

= Py LAt N<U7V+1 utth),

=0 = 'CAt N ( 1]<;V+1 B ukﬂl’gu’;\fﬂ B ukﬂl > aAt ||Uk+1 k+1||§( >0
E}N E;N X
= uI]cVH — L
O
Satz 12.12:

Unter Annahme 12.3 gilt

o100 — il < At i= 3 (28) Sl + (254) 1l

mit dem Residuum
; 1 i— i i i i .
() = 17 (LRl () + bae(ts ) = Lt phuiy (1)} € X (nichtX)

und dem Anfangsfehler e®(u) == u®(p) — u ().

Beweis. Es gilt

E  k
cAtU = EAtu + bAt7
k1 _  pE Kk
Lhy vun'™ = LXK, wuy + ba v
Subtraktion ergibt fiir ¥ := ufF — uf;
— k+1
L = Lyt = Ly

= LRau” +bAt+Atrk+1 LE b —bay
= LK. "+ AtrMT

also ein Evolutionsproblem mit dem Residuum als Inhomogenitat. Aus Satz 12.4, (12.5)
folgt dann

le" 1 x s’mukm+——Awﬁ“n
aAt 9N
Yar [ VAt ) k-1 At k At k+1
< 1ot [ 1At — —
< B (T SL1) + 2L
E N k+1 k+1 E N\ kt1—i
VAt) 0 At N i
< o< (A €% x + — 2L 7] x
(O‘IAt aAtizl a
— AN(,U/ytk+1)’
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Bemerkung 12.13:
FEiner der entscheidenden Vorteile des allgemeinen Rahmens (Haasdonk, Ohlberger) ist,
dass man ganz dhnliche Argumente wie bei stationdren Problemen verwenden kann.

Bemerkung 12.14:

Oft gilt vk, = 1 und o, < 1. Dann wichst der Fehler monoton in k. Der echte Fehler
kann aber durchaus fallen, so dass der Fehlerschdtzer fiir lange Zeiten oft unbrauchbar
wird. Dies kann man in diesem Rahmen vermeiden, wenn man Verfahren so konstruiert,
dass oy, > 1 gilt.

Bemerkung 12.15:
Falls L£L,, LK, ba¢ affin zerlegbar bzgl. Parameter und Zeit sind, kann man analog
effiziente offline/online-Zerlegungen herleiten.






13 Basis-Generierung fur
zeitabhangige Probleme

Situation:

Suche RB-Raum Xy C X, der fiir alle 4 € D und alle Zeiten t*, k =0,..., K, ,gut*
ist in dem Sinne, dass ||u*(p) — uf(1)||x moglichst klein ist fiir alle 4 € D und alle
k= 0,...,K. Es muss also die gesamte Trajektorie mit einem Xy gut approximiert
werden, vgl. Lemma 12.11, dort war vorausgesetzt, dass {uk (u)}]fzo C Xy

(= uk, = uP).

1. Ansatz: Lagrange-RB-Réume
e wihle Diin C D endlich

e berechne UN (i) = (u/kv(p))kK:O € RVXUEHD vy € Dyin

e bestimme linear unabhéngige Mengen &5 C {Z/{N () : pe€ Dtrain} und setze
Xy :=span{Py}

Nachteile Vorteile

(1) Berechnung & Speicherung von (i) Einfache Umsetzbarkeit

|Dyrain| - (K + 1) snapshots der Dim. A/

(2) N ggf. sehr grof (ii) Einfaches Debugging (Lem. 12.11)
(max. |Dyain| - (K + 1)) bei der online-Wahl von i € Dy ain

(3) Evtl. starke lineare Abhéngigkeiten
in {Z/{N(u) TS Dtrain}

(4) Aufgrund Dimensionen muss Diyain
klein sein = evtl. schlechte Approx.

2. Ansatz: PoD
e berechne UN (1), pt € Dirain Wie oben

e wihle N < |Dipain| - (K + 1) und bestimme &y per PoD

YCX
dim(Y)=N p€Dtrain k=0

K
_ 1



N

[< IS

70 13 Basis-Generierung fiir zeitabhéngige Probleme

mit der orthogonalen Projektion Py : X — Y und einer ONB &y

Nachteile Vorteile

(1) wie oben (i) Problem (2) gelost

(4) wie oben (grofer offline-Aufwand) | (ii) Problem (3) gelost

(5) Optimalitét bzgl. p nur im Mittel, | (iii) einfache Umsetzbarkeit
nicht im worst case, kann fiir einzelne
1 € D schlecht sein

3. Ansatz: PoD-Greedy (Haasdonk, Ohlberger, 2008)
Ziel: betrachte

YCX

K

. 1

arg min  sup K+l Z HUJ;:[(M) - PYU//;[(N)H%(
dim (V)= EPtrain k=0

als guten Kandidaten fiir Xy, also Lo-Parameter/Lo-Zeit — Nachteil (5) wére gelost.
Wir brauchen dazu einen geeigneten Fehlerschitzer A(p,Y) > 0 VY C X.

Algorithmus 13.1 (PoD-Greedy):

Wihle Diest C D endlich, ey > 0, Ny € N, &y, C X ONB, Ny = |Dy,|
Setze N := Ny, Xy :=span(Py)

while ey 1= max,ep,,.,, Ay, Xn) > €0 do

[IN+1 1= arg MaX,ep,,,., A(p, Xn)

berechne UN (tini1), En(pini1) = (elfv(MNH))kK:O
mit () 1= ¥ (1) — Py u (1)

PN+1 = arg maX“q,ﬁxN Zszo Helfv(/iNH) — (p, €’fv(MN+1))X 90H§c
pllx=1

Pni1 =Py U{ont1}, Xni1 :=span(Pyyq)

end

Bemerkung 13.2:

(a) N1 ist die PoD-Mode der Trajektorie des Projektionsfehlers.

(b) i € Dipain kann mehrfach ausgewdhlt werden. Wegen unterschiedlicher N fiihrt dies
aber im Allgemeinen zu unterschiedlichen @y .

(c) Man kann mit ® 5 = 0 starten, sinnvoller ist aber folgendes Vorgehen: Seien u®? €
X, qzl,...,QO mit

Wihle Xy, = span{u®? ¢=1,...,Q¢}, Ny = dim Xy,. Dann gilt u°(u) € Xn,
und damit |[u®(p) — u% ()|l x = 0 Vu € D, die Anfangsbedingung wird also immer
exakt reprasentiert.

(d) Die PoD in (6) hat die Dimension K + 1, nicht |Dypain| - (K + 1) = Problem (2)
gelost, Problem (4) entschdarft.
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Lemma 13.3:
®y ist eine ONB fiir Xy.

Beweis. Induktiv beziiglich N:

(IA): N = Ny klar

(IS) : |len+1llx = 1 nach Konstruktion und fir vy € Xy gilt:
(e];V(MN+1) 7UN)X - (“Q[(UNH 7UN)X - %u/ky(ﬂN+l> aUN)X =0
= enl(un) € Xy

Weiter:

(v) K
ON+1 (%) span {eﬂ“\,(,uNH)}k:O C X5 = (span{®y})*

= Ons1dLpn, n=1,...,N = &y, ist ONB.

Bemerkung 13.4:
Durch Verwendung der PoD ist Problem (3) geldst.

Definition 13.5:
a) Wir bezeichnen mit

K

(U V) =Y (Wb 0" 0 [Ullxsnn = /(U V) e
k=0

ein Skalarprodukt und Norm auf X5t = (X)5 mit U = (uF)p—o. x, V =

77777

b) Der (der POD zugrunde liegende) Projektionsfehler lautet:

E(u;Y) == |U(n) = PyxaU(p)|[xx+.
Definition 13.6:
a) Gilt fir A(p;Y) in Algorithmus 13.1, dass

(13.1) E(pns1; X,) = max E(p; X,)

MEDtrain

so heift der Algorithmus 13.1 strong POD-Greedy- Verfahren.
b) Existiert ein v € (0,1) (unabhingig von Dipain) mit

(13.2) E(pns1; Xn) 2 v max E(u; X))

MeDtrain

so heift der Algorithmus 13.1 weak POD-Greedy-Verfahren.

Proposition 13.7:
A(w;Y) = E(w;Y) erfallt (13.1).
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Beweis.

E(un+1; Xn) = Alpn+1; Xnv) = max A(u; Xy) = max E(u; Xn).

,U'EDtrdln MEDtrdln

]

Ein Beispiel fiir ein weak POD-Greedy lernen wir im kommenden Paragraphen kennen.
Die Giite des Fehlerschétzers ist ausschlaggebend fiir das gesamte Verfahren. Gibt es
sinstabile Parameter” u, so werden die Moden instabil.

Bemerkung 13.8:
In der Prazis verwendet man typischerweise den Fehlerschitzer An(p;t*) aus Satz
12.12 fiir ||u* — uk || x und setzt

K
An (i Xn) =Y An(psth).
k=0

Bei Wahl von Xy, gemdff Bemerkung 13.2(c) erhalten wir also

k E k—i At '
(13.3) A (s Xy) = Z( ) LA

0 i1 ahy At

wobei die X n-Abhdingigkeit im Residuum r*(1) gemdf$ Satz 12.12 enthalten ist. Offenbar
wdchst (13.3) in der Zeit. Allgemein ist (wohl) offen, ob dies zu einem weak-Greedy-
Verfahren fihrt (fir Beispiel 12.10 kann man es zeigen), jedoch mit einem zeitlichen
Verfahren, das klar suboptimal ist.

Wir stellen nun eine Alternative vor: Seien fiir X =Y, X;, X, ¢ X%+ Hilbert-Raume
mit Skalarprodukten (-, )y , 7 = 1,2 geméf Definition 13.5. Definiere fiir U € X; und
Ve X,

K—1
(134)  a(U,Vip) =) (LA (s tM)u™ = LX, (it )ub 0" ) 4 (0O (1), 0°)
k=0
K1
(13.5) FVim) = 3 (bl 29),051) . + (Pctio(), vo).
k=0
Betrachte dann:
(13.6) Suche U(p) € X1: a(U(p),Vip) = f(V;n) YV e Xs.

Weiter seien X; v C X, Xo v C X3 endlich-dimensionale Raume sowie
(13.7) Suche Uy(p) € Xan: a(Un(p),Vip) = f(Vip) YV e Xon.

Falls a, f stetig sind, ist (13.6) dquivalent zu (12.2) (,wahres parabolisches Problem")
und (13.7) zu (12.3) (RB-Evolutions-Problem), jeweils fir X; = Xy, Xj vy = Xo n.
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Satz 13.9 (Raum-Zeit-Evolutionsschema):
Sei a inf-sup-stabil auf Xy x Xo mit inf-sup-Konstante 5(p) > 0. Dann gilt

|2l x,
B(u)

wobei Ry der Riesz-Reprasentant des Residuums 1ist, d.h.

(13.8) 1U (1) = Un ()l x, < = An(p),

(Bx.V) = fVim)—a(Uy,Vip),  VeXa
2
Fiir die Effektivitdt gult

An(p) Yalpt)
1000 = Un ()i, = Bl — 1)

mit der Stetigkeits-Konstanten v,(p) von a(-,-; p)

(13.9)

Beweis. Ungleichung (13.8) folgt direkt aus Lemma 6.3 und den Eigenschaften von
Riesz-Repréisentanten, da (13.6),(13.7) Petrov-Galerkin-Verfahren sind. Weiter gilt fiir
En:=U—-Uy, ey :=u—un, rn(v) := f(v) — aluy,v), v €Y und a(u,v) = f(v)

Yallen|lllvll = alen,v)

( u, )_a(uNav)

f(v) —a(un,v)

—rN(v), ry €Y'

Weiter ist 7y € Y mit (7n,v), = ry(v) fir alle v € Y und ||7n|ly = [|ry]ly,. Daraus
folgt Yallen| = sup,ey 2 = [lrllys = [[Avlly und folglich va ()| Exlx, = [[Ryl|x,-

Weiter ist v, ()| Enllx, |V Ilx, > a(En,V;u) = Ry(V), daraus folgt

Av(p) 1 |[Bylx, _ %)
IEnlx, B [[Exlx, = B(p)

| Rl x,

< Ya(p) und
| Enllx,

[]

Bemerkung 13.10:

Der Ansatz in (13.6),(13.7) koppelt Raum und Zeit, X enthdlt Raum-Zeit- Funktionen.
Dies geht auf KU, Patera 2011-2012 zuriick und wird im kommenden Abschnitt nédher
beschrieben.

Proposition 13.11:
Der Fehlerschitzer An(u) aus (13.8) fihrt zu einem weak POD-Greedy-Verfahren.

Beweis. Nach Satz 13.9 gilt (sei X3 = Xy = X)

|U(1) = Un (@)l xxer < An () < () |U () — Un (1) || x4,
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Weiterhin gilt:
1U (1) = PyreerU(p) || xreer < U (1) = Un () e

Ya(H) 3
< (14 %) 10 = Pl

denn allgemein fiir v € Xy

Bl lloy — un|?* < a(vN — UN, UN — UN; L)
<a(oy —uy + (uy —w), vy — un; i)
(UN — U, UN — UN, M)

< Ya(p)lloy — ullfloy — un]|
folglich B(p)|lvy — un|| < va(p)|Jvny — || und damit
1U(1) = Un()l[xreer < [|U() = Py U(p) L x e + [ P Up) = Un ()| x50

%(M) . e i
< (14 28 1060 - Pyt

Daraus folgt:

Blptnes Xo) = U tas1) = PscarU(ptnan) i

%(unﬂ))l N o
2(1+ S ) U ) = U)o

> s (1 ) A

)
o 1 a(:un-i-l)
B n(ﬂn—f—l) ( (//Jn-i-l) )
> Va1 max [[U(pnia

Dtram )
)

\g

~Q

A
e An(p)

XKHU(Mn-&-l)HXK“

= Yo41 max E(u, Xy

HEDrrain

wobei die vorletzte Ungleichung aus Algorithmus 13.1 folgt. Weiter gilt die Abschitzung
An(p) 2 [U(p) = Un ()] x 541 und

Yn+1 =

Yalttni)\
Y (1 * mnm) €@.1)
da

N < 1 vlu/ E Dtrain-
n(t)

Weiter ist g (tni1) < Y8 < oo und B(pny1) > AP > 0 und somit ist

'Va(:un-&-l)
B(Mn-l—l)

—1
und folghch( +%) <1 0

1+ >1
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Bemerkung 13.12:
e Strong POD-Greedy:
- immernoch offline teuer, snapshots werden gebraucht
+ allgemeines Verfahren zur Approzimation von Ldésungs-Sequenzen
+ Fehlersequenz fallt monoton
— Verwendung falls keine Fehlerschditzer vorhanden!

o Weak POD-Greedy:
+ offtine sehr effizient = |Divain|
+ alle obigen Probleme geldst
- Fehlersequenz muss nicht fallen
o abhdngig von der Gliite des Fehlerschdtzers






14 Space-time-Diskretisierungen

Seien V' < H < V' Hilbertraume, [ := (0,7], T > 0 und A € L(V,V’) definiert
durch
(AD, D)., ., =a(®¥), a:VxV->R BLF.

Gegeben g : I xQ — R, ug € H,suche u: I x Q2 — R (u(t) : Q@ — RVt € I) mit
(14.1) u(t) + Au(t) = g(t) Vtel, u(0) =uy in H,

vergleiche (12.1). Die erste Gleichung ist offenbar in V’. Um eine space-time Variati-
onsformulierung von (14.1) zu formulieren, brauchen wir eine Verallgemeinerung des
Lebesque-Integrals fiir Banach-Raum-wertige Funktionen, das Bochner-Integral.

Sei (Q A, ,u) ein o-endlicher Makraum und (B, || - || ) ein Banach-Raum sowie s : Q —
B eine Treppenfunktion der Form

= Zaixgi(x), z e, Q; € A messbar, «; € B,

dann setzt man .
/ s du = Z%’M(Q
Q i=1

und dann weiter wie beim Lebesque-Integral. Wir verwenden diese Defintion fiir Q = I
und B € {V', H,V}. Dann setze

ntip) = {15 8| [0 dr < o
I
mit der Norm || f1|7, .5y = [; | f(®)I|% dt. Sei dann
X :={ve Ly(L;V)]|ve L(I; V"), v(0) =0}
=Lo(I; V)N Higy (I,V') (= Wo(I,V, V"))
Y :=Ly(I;V)
mit
Hy (1,V') == {v e H(I; V') | v(0) = vo}

und

HY L,V :={v e Ly(I,V') | v € Ly(I; V")}
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und Normen

lwll% = i, vy + 1011, vy + (D)5
[olly = llvllo vy

Bemerkung 14.1:
a) Es gilt X — C(I; H), Punktauswertung beziiglich t macht also Sinn.
b) Die stirkere Norm fir X (mit ||w(T)||g) dient der Kontrolle am Endzeitpunkt.

Mit [w,v],, == [} (w Yoy Aty Alw,v] = [;a(w(t),v(t)) dt setze
(14.2) b(w,v) = [, ]y, + Alw,v], f(v) =[g,v]y

und die space-time-Variationsformulierung lautet dann

(14.3) Suche u € X mit b(u,v) = f(v) Vv eY.

Satz 14.2:

Angenommen, es gibt Konstanten M, < oo, > 0 und X\ > 0 so dass
(14.4) la(®, W)| < M,[|®||v |||y, (Beschrinktheit)

(14.5) a(U,0) + AP > o ||}, (Garding- Ungleichung)

dann ist (14.3) korrekt gestellt.

Beweis. Nach dem Satz von Babuska und Aziz haben wir folgende drei Bedingungen
Zu zeigen

(14.6) M, = sup sup olw, )] 00, (Stetigkeit)
wex vey [[w]lx]lvlly
(14.7) f = inf inf _blw, )] >0 (inf-sup)
weX veY [|lwl[x|[olly =
(14.8) VO#veY sup |[b(w,v)| > 0, (Surjektivitat)
weX

Es gilt mit Holder
b(w, v)| < ||w||L2 LV’ ||U||L2(1 V) + M, ||w||L2(1-V ||U||L2(I-V)

< max (1 M} V2l g + 0]y 0]y
—Mb

< Myflwl|x|[olly,

also (14.6). Nun zu (14.7): Sei 0 # w € X gegeben. Definiere z,(t) := (A*) " (t), wobei
A*: V — V' die adjungierte Abbildung ist, d.h. (A*®, V), . = a(¥, ®). Daraus folgt
(A*D, 0) a(V, d)
A*®llyr = sup ———— =
Al =30 T 3 el

a(®, ) 145 1 ) )
S ol B2 — Ao
o 2 Tary @Il = Alel)

> (a =) [[2]v,
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wobei p 1= supgeey ||<I>|| . Also gilt || (A*) 7" || < (o — Ap?)~". Damit gilt fiir die Varia-
ble v, (t) := 2, (t) + w(t):

(14.9) lewlly <2 (lzlly + lwl?) <2 (=A%)~ ol + llwl?)
< 2max {1, (o= 2") 7wl

Weiter gilt:

b(w, vy) = [1b, zulyy + A [w, 2] + [, w]y, + Alw, ]

und es gelten die folgenden Gleichungen und Ungleichungen:
T
i 2l = [ (0. (A 00),y

—/0 0 (2(t), zu() dt > (o — M?) 2l
> (o= Ap?)

denn |z, [lv = || (A7) " @(t)llv = 5z @)l

Ll PR

Afw. 2] / Yit) di
= [ w0 de =3 [ St a
=%(Ilw( W — w03 = Sl
T/

il = [ GO0y 2 Gl

T
Afw,ul = [ a(w(t)we) de > (0= 30) fulf-
0
Insgesamt:
b(w, vw) 2 (@ =A%) M@z, + WD) + (@ = 20%) [[wlly
> min {min {M,? 1} (o — )\p2) 1} wll%
min {min { M2 1} (o — \p?),
\/_max{l (o — A\p?) }

— /BLB >0

1}
(14.10) > [vwlly flwllx

also B > BB > 0 und damit (14.7). Schlieklich wird (14.8) durch eine endlich-
dimensionale Galerkin-Approximation gezeigt, vgl. [C. Schwab, R. Stirenson, Adaptive
Wavelet Methods for Parabolic Problems, Math. Comp. 78, No. 267, 1293-1318 (2009)
|, S. 1315-1316. ]
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Bemerkung 14.3:

a) Offenbar liefert Ungleichung (14.10) sogar eine berechenbare untere Schranke fir (3.
Zwar ist diese Schranke in der Praxis oft zu ungenau, es zeigt aber das Potenzial
von Space-Time-Diskretisierungen.

b) Obiger Beweis funktioniert auch fir LTV-Operatoren.

c¢) Fir die Graphennorm auf X erhdlt man eine dhnliche Aussage.

Satz 14.4:
Fir A=-AV = H&(Q), H = Ly(Q), HCDH%, =a(P,P) = HV’U”%Q(Q) qgilt:

b
[ =~ := sup sup (w, v) =1.

wex vey [[wllx[[vlly

Beweis. (1) Wir zeigen zunéchst 5 > 1. Gegeben sei dazu 0 # w € X, setze wie oben
2w = AN, v, = 2, + w. Wir erhalten ||Uw||L21V) = sz||L2 vy T Hw||L21V) +

2 [} (zw(t),w(t)), dtund

() (1)) = 0 (ult), w(0) = a (A~40(0), w(0)
= (A7) (1)) 2 5 ()

) .
= vl Loy = 10N L0y + (D) = lwllx

und damit wie im Beweis zu Satz 14.2
b(w, ve) > lwl% = llwllx]lvwlly

(2) Fir w € X und v € Y gilt b(w,v) = [, a( t)+w(t),v(t)) dt. Gegeben sei
veY = Av € Ly(I; V') =Y’ also gibt es nach (1) genau ein z € X mit 24 Az = Av,
2(0)=0,dh.v=A"1%+2

= sup b(w,v) up b(w, A1z + 2)
vey  [lvlly zex  |[ATE+ 2|
Jra (A7 o(t) +w(t), A7 2(t) + 2(t)) dt
= sup .
2eX [A=12 4 2y

1. *)
=A™ +wlly = Jullx,

da v, = A7 + w. [K. Urban, A.T. Patera, A new error bound for Reduced Basis
Approximation of Parabolic PDEs, C.R. Acad Sci I, 350 (3-4), 203-207 (2012)]. O

Bemerkung 14.5:
Oft transformiert man (14.1) fir analytische Zwecke:
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mat
aw@):A &%ﬂﬂ@@»wvﬁﬁ+l 6 (i(t), b(t)) dt
a(w(t),o(t)) == a(w(t),d(t)) + A (w(t), 0(t))

A

T

FO) = [ 000 at

= a erfillt Garding (14.5) mit A = 0.

e~ 2 min {1, « min {1, M;2}}

max{\/m, \/5} ﬂmaX{L(ﬁ&k)_l}

=24 =

[UP], Cor 2.7.

Nun zur (truth) Diskretisierung fiir H = Ly(Q2),V = H}(Q).

d:= (At h)
1 K r
Ts i= Sar ® V), SAt::span{a,...,U },At:—
Vs = Qar @ Vi, QAtzzspan{Tl,...,TK},tk:k-At
Vh = Span{cbla"'7q>nh}7 ]k = (tk_l’tk)'
Dann gilt fiir ws = S0, S whob @ ®; € X5, v = Y1, Yo vt @ @ € Yy
kol
b(w(g,vg Z Z w; Lo(I )((I)“(D > + (0 » T )LQ(I) a’(q)ia(bj)]
k,l=11,j=1 h/_/ —
Ok, = 0k+1,0 St (Oku—0kt1.)

mit

Falls
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dann erhalten wir

1
(14.11) M (! —w' ) AP = g w0

Crank-Nicolson-Verfahren.

Definition 14.6:
Fiir w € X5 setze W* := 37 [ w(t) dt € V, wobei

K
@::ZXIk QW € Ly(I; V) und

k=1
10l = 101 + 110+ 00T

Bemerkung 14.7:
Firw e X5 qilt w € Y.

Satz 14.8:
Sei a(-,-) s.p.d., beschrinkt und ||®||3 = a(®, ®). Dann gilt:

b b
bs = inf sup (w(s,U5> =5 = sup sup (U)&,Ué)

= 1.
ws€Xs v5ev; ||| Wsl||xsllvslly wseXs vseYs || Wsl|[x.sllvslly

Beweis. Da vs € Y5 beziiglich t stiickweise konstant ist, gilt:

I
]~

/a(w(t),v(;(t)) it

1 k

/Ik a(w(t),vs(t)| ) dt

a (/Ikw(t) dt,vg\pc)

a (At@k,v5\1k) = AtZa (Ek,vghk)

k=1

1

[
]~

k=1

=

I
1M

-/ a (@*(t),vs(t)) dt,

da der vorletzte Term die Rechteckregel fiir eine Trapezregel fiir eine Treppenfunktion
ist. Damit gilt fiir vs € Y5, ws € Xjy:

b(w(s,vg) = /ICL (A,:lu'}(;(t) +E5(t),v(5(t)) dt,

wobel zs 1= A,:lu')(; definiert ist durch

a (25, q)h) = <w5, q)h>V’><V Vo, € V.
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Fiir o € V/ gilt
145 011 = a (A0, Ay 10) = (0, A1)y, = (0, 0)y, = [[0]lv.

Wir zeigen spéter, dass Vus € Yy dlzs € X5 mit

(14.12) /a (A;lz.’(;(lf) +Z;(t),q,;(t)) dt = /a (U5(t),(]5(t)) dt VQ5 €Ys.

1 1

Nun setze vs := Aglz}; +Zs € Y5 fiir z5 € X

b b Atz z
vsEYs HU5HY 25€Xs ||Ah z§ +Z§HY
T -1 . _ -1 - _
~ sw fo a (Ah Lis(t) +ws(t), Ah125(t) + Z5(t)) dt
25€Xs 145" 25 + Zsly

= |4, %5 + Zs]ly,

denn "<"mit Cauchy-Schwarz und ">"durch Wahl von z5 = ws. Damit gilt:

T
1A, s + @515 = 1|4y sl + w3 + 2/0 (w5(1), W5 (1)) sy dl

= [y + @511 + llws(T)z = [llwlllx.s

b we, Vs 1 . —
= sup 2BV aen by = el B,

vsEY |vs][y

also B5 = 75 = 1. Es bleibt (14.12) zu zeigen: Seien \; > 0, ¢; € R™, j =1,...

Eigenwerte und Eigenvektoren von Ay, d.h.
a(ej,q)h) :>\j (ej,CDh)H V(I)h - Vh, ||€]||H =1.

Gegeben sei

K np
v(;:kaTkEK;, vk:vaejEVh
k=1 j=1
und bestimme CJ’-“, k=1,..., K, eindeutig durch die Iteration
0_ R k—1 ﬁ k F=1) — ) ok
G =0 At(@'—@' )+2(Cj+<j ) = Ay
und definiere:
K np
25 = Zzgfejdk € X;
k=1 j=1
K A K
>% =3 b BT Y (R it ()

: 1 S k k k+1 1 -
ZézthZCjej(T -7 )ZEZ

k=1 j=1 k=1 j=1
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= fiir g5 = Zle tF € Ys, ¢* = q¢s(tF) gilt:

/I (vs(t), 45(t)) dt:}ia( ,q)/I “()r'(t) dt
VY
:Ati At vf a( ej,q’f
=§;iﬁt(ej7qk) [ (G =¢)+ %(g’wc’“ h
=§<:Zhl(c — Y ejuq )

:/I<2§(t>»Q6(t>>V/xv dt+/a(z(5(t)7q6(t)) dt,

denn z5 = Z“Z 1 CFejo*, also

Jatswaso) @ = Y

I

a(z(t), gs(t)) dt

k

I
N
—

a(z5(t), ¢%) dt

Bl

Il

-
>

I
]~
—

Traﬂezr.

[M] =
ol

a(zs(t") + Zg(tk_ll ")
Z ( k 1)6]

e
Il
—_

Damit ist die Existenz in (14.12) gezeigt. Zur Eindeutigkeit: Seien zs, ws € X zwei
Losungen von (14.12), dann gilt:

(A o) in(o) + 2,0~ walo) o) =0, Vs € Vi

1

Esist A, ' (25(t) — ws(t)) +75(t) —ws(t) € Ys, damit verwenden wir das erste Argument
als Testfunktion und erhalten:

|25 — wé”%?(z;v') + 1125 — wé”%z(hv) =0

woraus zs = ws in X4 folgt. O



14 Space-time-Diskretisierungen

Proposition 14.9:
Unter den Voraussetzungen von Satz 14.8 gilt fir

b(w(;, U(;)

B = inf sup
* T s wex; || |wsl||xsllvslly

Beweis. [UP, 2012|, Satz von Neces.

Nun zu parameter-abhéngigen Problemen:

(14.13)  Afw,v;p] := /Ia (w(t),v(t); u) dt, b(w,v; p) == [, vy, + Alw,v; .

o [s(1),vs(p) seien inf-sup- bzw. Stetigkeits-Konstanten.
e Die iibliche Annahme der affinen Zerlegung von a wird getroffen.

Sei Vy := span{&1,...,&n} C Vj, ein RB-Raum beziiglich X, setze
Xarn = 5a @ Vi
Yan = Qar @ V.

Definiere dann:

(14.14) Residuum rv(v;p) =f(v;p) — b (un(p), v; p)
=b(en(p),v;p) -

(14.15) Duales Residuum Fr(w;p) :==—L0(w) —b(w, z5(p); 1)
=b (w, x5 (n); 1) -

(14.16) Primal-dualer Output sn(p) =0 (un(p)) —rn (zg(w)) .

Proposition 14.10:
(@) [llus(p) = un(@lllxs < gzsllrn ()lly-
(b) Iss(p) — £ (un(p))| < %HWV’HTN(M)HY/

(¢) [ss(p) = sn(p)] < (B;‘;)al\m(u)\lw 75 ()l x s

Bewezs.

b(en(p), vs) 7 (vs; 1)
5 s (i) — un (p)]l]xs < sup ———"7—5 =
vsEYs HWHY vsEYs ||U5”Y

= |lrn () lly.

55(1) — £ (un ()] < / 10 us(t: ) — € (un (£ )]

< [1ehvluste. ) - (el di
I

< AT JJug (1) — (i)l

-~

<[llen (Wl x,s
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und weiter mit Standard-Argumenten. O

Bemerkung 14.11:

(a) Die Normen, Bilinearformen, Supremierer konnen durch den Tensorprodukt-Ansatz
weitgehend entkoppelt werden.

(b) Die meisten Techniken aus dem elliptischen Fall lassen sich direkt ibertragen (Gree-
dy, SSCM, ...).

(c) Erweiterungen fir Systeme (— Wellengleichung) sind mdoglich.

(d) Insbesondere interessant auch fir zeit-periodische Probleme (Kristina Steih).



15 Quadratisch Nichtlineare
Probleme

Nun sei b(, - ; ) nur noch semilinear, also linear in der zweiten Komponente.

Beispiel 15.1:
(a) Quadratische Nichtlinearititen:

b, ws 1) = ao(v, w; ) + ay (v, v; ;1)

mit einer Bilinearform ag: X XY XD — R und einer Trilinearform ag : X x X X
Y xD — R.

(b) Polynomiale Nichtlinearititen durch Multilinearformen.

(c) Allgemeinere Nichtlinearititen, z.B.: b(v,w; pu) = (", w).

Spezieller:

Beispiel 15.2:
(a) Nichtlineare Reaktion:

b(wa v; /L) = (Vwa VU)U + ,u2<w27 U)O

hier also ag(w,v; u) = p1(Vw, Vo), ar(v,w, z; 1) = pa(vw, 2)g. Mann kann zeigen,
dass ay stetig ist (mittels Hy — Ly(Q)).
(b) Viskose Burgerss-Gleichung:

b(wu U3 M) = Ml(vw7 VU)O u2<w27 VU)O'
(¢) Navier-Stokes:

— 1 Au + psu - Vu+ Vo = f
V-u=0

Zunéachst stellt sich die Frage der Wohlgestelltheit - lineare Funktionalanalysis wie etwa
Lax-Milgram hilft hier nicht viel.

Satz 15.3 (Brouwer’scher Fixpunktsatz):
Sei X endlich-dimensional, ) # C C X konvex und kompakt sowie F : C' — C' stetig.
Dann besitzt F' mindestens einen Fixpunkt.
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Korollar 15.4:
Sei X ein endlich-dimensionaler Hilbertraum, P : X — X stetig mit

(15.1) H>0: (P(f), /x>0  VfeX [fllx=¢

Dann existiert ein f € H mit || f||x <& und P(f) =0.

Beweis. Per Widerspruch: Angenommen P(f) # 0 auf D = {f € X | ||fllx <&}
Dann ist die Abbildung

fH—ﬁM f:D—=D

IP(HIx

stetig. Da D konvex und kompakt ist, existiert nach Satz 15.3 ein Fixpunkt f € X,
also

P
NI
Damit gilt || f||x = £ und
- P\
P05 = =€ (PO ) = ~Wls Pl <0

>0 >0

Damit kénnen wir folgendes Existenz-Resultat zeigen:

Satz 15.5:
Sei X separabel, a : X x X x X — R trilinear mit

(i) Ja>0: a(v,v,v) > a|v||} Vve X.
(ii) Die Abbildung v — a(u,u,v), v € X ist schwach stetig in X, d.h.

(15.2) U, — w in X = lm a(uy,, Un, v) = a(u,u,v) Yo € X.

m—s00
Dann besitzt das Problem

(15.3) Suche uw € X : a(u,u,v) = (f,v)x YveX
mindestens eine Losung in X .

Beweis. Konstruieren eine Folge von Naherungslosungen mit dem Galerkin-Verfahren.
Da X separabel, existiert eine Folge (w;);>1 in X mit

(a) X, := {wi,...,wy,} ist linear unabhéngig Vm > 1.
(b) span {w; | i € N} ist dicht in X.
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Betrachte nun das m-dimensionale Problem:
(15.4) Suche u,, € X, : a(Upm, U, v) = (f,0)x Yo € X

Wir wollen die Existenz einer Losung von (15.4) zeigen. Betrachte dazu den Operator
P, : X,, — X,, definiert durch

(P (v),w;) = alv,v,w;) — (f,w;)x V1 <i<m, Yve X,,.

(i),C.8.U. )
= (Pn(v),v)x =a(v,v,v) = (f,v)x = alllx = |Ifllx - lvllx
=[vlx (aflollx = [[fllx)-

Wenn wir also v € X so wahlen, dass ||v]|x = & > Wl - dann gilt (Pp(v),v)5 > 0.

«

Wegen (i7) ist P, auf V,,, (dimV,, = m < oo) stetig. Mit Korollar 15.4 existiert u,, mit

(15.5) 0= (P (tm), um) x = [lumllx (allumlx = [fllx)

1
(15.6) lumllx < €= —lfllx

also ist (up,)m flir m — oo beschrénkt = 3 Teilfolge (ump)peN, die in X schwach
konvergiert, also existiert ein v € X mit u,,, — v in X mit p — oo. Nach (i¢) folgt

pli_gloa (ump,ump,v) = a(u,u,v) Yo e X.

Wegen (15.4) und (a) folgt im Grenzwert a(u,u,w;) = (f,w;)y Vi und mit (b) dann
a(u,u,w) = (f,w)x Yw € X. Also 16st u € X (15.3). O

Fiir die Eindeutigkeit brauchen wir starkere Voraussetzungen:

Satz 15.6:
Angenommen, es gelte

(i) Die Form b ist gleichmdfsig elliptisch beziiglich des zweiten und dritten Arguments,
d.h.
b(w,v,v) > allv||% Yo, w e X.

(ii) Die Abbildung w — B(w) € X' mit (B(w)u,v)y = b(w,u,v) ist lokal Lipschitz-
stetig in X, d.h.

AL : RT — RY monoton wachsend und stetig mit
|b(w1, u,v) = b(ws, u,v)| < LE)[ullx[[vllxllwy —wallx  Vu,veX

fir alle £ > 0 und alle wy,we € De :={v e X | |v||x <&}

Falls ”Q#L <”f”X') < 1, dann besitzt (15.3) genau eine Losung u € X.

«



90 15 Quadratisch Nichtlineare Probleme

Beweis. Aus (i) folgt mit Lax-Milgram, dass B(w) € L£(X, X’) fiir alle w € X inver-
tierbar ist. Fiir T'(w) := B(w) ™" gilt T(w) € £(X’, X) und mit (i): [|T(w)]|zx7,x) < =
Damit lautet (15.3) B(u)u = f in X’ beziehungsweise u = T'(u) f in X. Ziel: Zeige, dass
v+ T(v)f eine Kontraktion von D¢ nach D¢ mit £ = 1|/ f||x ist:

(1) Selbstabbildung: Sei v € D¢, dann gilt

1
1T fllx < IT@)llecexolliflxe < Zlflle =€,

also T'(v) f € Dg.

(2) Kontraktion: Seien u,v € Dy, dann gilt T'(u) — T'(v) = T'(u) [B(v) — B(u)] T'(v),
(denn T'(u)B(u) = I) und damit || T(u) — T(v)| zcxrx) < = ||B(v) — B(w)]lcix.x7),s
also

1 Vs ,
IT(w)f = T)fllx < — |1B) = Bllepexy [fllx < llv —ullx, VfeX,

-~

(44)
< L(9)lv—ullx

Rest mit Brouwer’schen Fixpunktsatz. O

Korollar 15.7:
Sei b(v, w; p) := ag(v, w; 1) + a1 (v, v, w; u) wie in Beispiel 15.1 (a) mit

(a) Beschrinktheit: 30 < p; < oo, i = 0,1 mit

|ao(u, v; )| < po(p) lullx o]l x, pol1)
1

Po
a1 (u, w,v; )| < pr(wlullxlvllxlwlx, pr(p) < p1

IAINA

(b) Gleichmdfige inf-sup: 3By > 0 mit B (u(p); u) > Bo fir alle p € D mit

: db(v, w; ) [7]
B(z; p) := inf sup —————
S S IR

mit der Fréchet-Ableitung db(v,w; ) [z] von b(v,w;p) an der Stelle z € X (in
diesem Fall hier: = ag(v,w; p) + a1 (v, z, w; p) + a1 (2, v, w; p) ).

Dann existiert lokal nahe u(p) eine eindeutige Losung.

Beweis. Es miissen die Voraussetzungen von Satz 15.6 verifiziert werden (Ubung). [

Bemerkung 15.8:
Die Bedingung (b) ist problematisch, da sie die unbekannte Losung u(p) enthdlt. Die
Annahme

B(z; 1) = Bo Vze X

wdre aber viel zu stark und oft unrealistisch. Man versucht die Korrektgestelltheit a-
posteriori fir einen gegebenen (neuen) Parameter p € D zu sichern (Brezzi-Rappaz-

Raviart, BRR-Theorie).
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Im folgenden sei stets

(15.7) b(v,w; p) = ap(v, w; ) + a1 (v, v, w; p)
mit
(15.8) ar(u, v, w; u) = ai (v, u, w; w1) Yu,v,w € X, Yu € D.

Damit gilt db(v, w; p) [z] = 2a1 (v, z,w; u) + ag(v, w; ).
Algorithmus 15.9 (Newton-Verfahren):

Wihle u¥ € X

repeat
Bestimme z*) als Losung von db(u®, w; p) [2W] = —b(u®, w; p) + f(w) Yw € X
also

201 (u®, 2% w; p) = ag (', w; ) + f(w) = b (u®,w; )
u(k+1) = fu/(k) + z(k)

until [|u®t) —u®)|| < g ;

Falls das Verfahren konvergiert, ist die Existenz einer Losung ebenfalls gesichert.

Das RB-Problem lautet: Sei Xy C X ein RB-Raum, suche uy(p) € Xy, Sn(u) € R:

(15.9) ao (un(p), vni ) + ar (un (), un (), ons p) = flowsp)  Von € Xy
(15.10)  Sn(p) = C(un(p))

Das Newton-Verfahren fiir (15.9) ist dann ganz analog.

Beziiglich der offline-online-Zerlegung nehmen wir an, dass ay parametrisch affin ist
und

(15.11) ay(u, v, w; ) Z@q (u, v, w)

Man berechnet dann offline

.....

dann ist offline-online wie bisher. Nun zu Fehlerschatzern. Setze dazu F(v;pu) € X'
definiert durch

(F(v; 1), w) o xc = a1 (v, 0,03 1) + ao(v, w; 1) — f(w; p).
Dann ist die Losung u(p) Nullstelle von F(-;u), Fy := Flx,.

Weiterhin fiithren wir die Bezeichnung dF'(u) = dF(u; p) fir die Fréchet-Ableitung ein,
definiert durch

(dF (v p) [2], ) xx 1=V, w; ) [2]
:CLO(U,ZU;M)+26L1(U,Z,U);,M), UJGX,
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d.h. dF(v;p) [z] € X', dF (v; ) € L(X, X"). Der Newton-Schritt lautet dann
®ex: dF (W) [:®] = -F (u®).

Der folgende Satz gilt fiir allgemeine Funktionen F'(v; i) - der obige Fall (quadratische
Nichtlinearitéit) ist ein Spezialfall.

Satz 15.10 (Fehlerschétzer fiir Newton-Iteration):
Seien u® = u( ) = 0 und dF (u(k ) ,dFy (ug\lﬁ)) invertierbar (also (u(k))k, (u?)k

gemaj Newton-Verfahren wohl-definiert). Weiter seien

(i) 1 llx; i llx < 9e(u) - k.
7 (K))) ™ _L
(i1) H(dF (u®)) HE(X“X) <zm Yk
(i1i) dF : X — X' sei Lipschitz-stetig auf B := By(v (1)), d.h.

[dF(u) — dF ()|l gx xn < Larllu —v][x Yu,v € B.
(iv) F sei auf B Lipschitz-stetig, d.h.

|F(u) — F()||y» < L|lu—v|x  Vu,v € B.

Dann gilt
(15.12)
W) — u IIT |IXf Lr | Lar
[ (1) — uP (@l < AY Z H(1+B(M>+B<M)HNH)

J=i

mit dem Residuum r*® € X' definiert durch

r® e X' = dF <u5\lﬁ)> [zj(\lf)] +F (uS@) :

Bewers. Fiir k > 0 gilt

— ()

dr (u(k)) [z(k) — ZJ(\I;)] —dF (u(k)) [z(k)T—dF (u(k)) |:ZJ(\I;)]

— (B
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(1)
D = < Do 17 (1) = F ()

-~

(iv
< Lpnuﬁé“twnx

+ [ () [o] - aF ) [Zgé)waxvxa}

-~

(44)

< Lapluly) —u® || x 287 x
und damit

D () — S () )x = [u® () + 2 () — ul) (1) — 28 (1)1 x
< Ju® () — al (w)llx + 1125 (1) — 28 ()l

Lp Lir } k (k) 17 ®] x
15.13 <1+ —+ u()u—u 7 + —
(15.13) {1 1) = ol + ]
Der Rest folgt mit vollstéandiger Induktion iiber k. Fiir k£ = 0:
n.V.
[u® () = uly () 1x "= 0 = AR ()
Fir k — k + 1: Es gelte (15.12) fiir ein k&
(15.13),(4v) L L Hr(k)H ,
(k1) (k+1 p (1 F dF | (k) ) (k) X
U < + =+ z A + —
Lp LdF ) > ||7’ (-1 HX’ < Lp Lar | () )
14+ —— I+ —=+ z
= (15 ”N“fEZ LL{t 50+ 301 I
LIl
B(w)
k , k
||7~(z—1)HX, ( Lp Lar | () > ||r(k)||X,
S TT (1 + =5 +
2 g L 50+ 51 1) + g
k1 (i k
7Y xe ( Ly Lar | (j >
S _TT (1+ =5 +
2 0 U 50 ol
=A" (1)

Bemerkung 15.11:
(a) Die Konvergenz des Newton- Verfahrens wird hier nicht vorausgesetzt, die Iterierten

missen nur in B bleiben.
(b) Es gilt

Z”T 'X’ i) »0 (k- o0)
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Dies ist sinnwoll, angenommen es gelte ||u(u) — u® (1) || x, ||un (i) — ugl\;)(,u)HX <e

(Newton-Verfahren konvergiert), dann

() — un ()l x < Iulee) — u® ()| x + fJun (i) — ul (1)]|x + [[u® (@) — ul ()] x

<2+ AP ()

= fiir kleines ¢ wird Ag\];) (n) der dominierende Term.
(¢) Nach (a) wdchst Ag\];)(u) monoton mit k = Effektivitdt ist nicht gut. Falls aber
u™(n) € Xy, dann wird die Lisung reproduziert, d.h. us\]f)(u) =u®(p).

Offline-online Prozedur fiir die Dualnorm des Residuums

Es gilt:

(k) = dF (ug\’f); u) [z](\]f)} + F (ug\]f); u)
" qu;ﬁr. Fal 26Ll <u§\l;)a Z](\l;)7 : >,u> + ag (UEI\;)7 3 ,LL) + aq <US\I7), ug\kf;)v : 7:“) - f()
e Annahme der affinen Zerlegbarkeit von ag, a; = Residuum ist affin zerlegbar wie
in Paragraph 6.

e offline-Berechnung der entsprechenden Riesz-Repréisentanten.
e online: affine Kombination der vorab berechneten Terme.

Bemerkung 15.12:
Zum dualen Problem: Die Lagrange-Funktion lautet

E(u7 Z) = E(u) + <F(u)7 Z>X’><X )

dann gilt
(Lo(u, 2),v) = L(v) + (dF(v)z,u) .

Dies fiihrt auf ein lineares Problem, also ist die duale nur so teuer wie eine Newton-
Iteration!

Damit lautet also das duale Problem

(15.14) Suche 25 € X5 :  (dF(v)zg, un(p)) = —£(v), veXg.
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Fiir die a-posteriori-Fehlerschitzung und die a-posteriori-Untersuchung der Korrektge-
stelltheit bendtigen wir einige Bezeichnungen und Abkiirzungen:

(15.15)  Rn(vip) = (Flun(p),v),  Rn(u) = |Rn(-;p)lx  (Residuum)
(15.16) Bn(p) == B (un(p); 1) (vgl. Korollar 15.7)

F .
(517) () =y (um (), () o= sup S 0)
vex  [lvllx
(15.18)  Proximity indicator : (1) == 4p1 (1) ézNN(%l

mit p;(p) aus Korollar 15.7

(1519)  An(u) = W (1 /1 —TN(M))

2p1 (1)

Der folgende Satz ist auch als BRR-Satz bekannt.

Satz 15.13:
Falls T (p) < 1, so existiert eine eindeutige Losung u(pt) € By (B (1) (2,01(,u))_1)
von

(15.20) (Flu(p);p),v)xx =0, YwveX

mit F' wie in Satz 15.10 und es gilt ||u(p) —un(p)||x < An(p).

Bewers. Seien wy,wy € X = Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

1
Plusin) = Fluwni ) = [ dP (s = wii ) s+t — )] dr
0
Weiter gilt flir 29,20 € X
[(dF (v; ) [22] ,w) — (dF (v p) [21] , w)| = 2 |as (v, 22 — 21, w; )
Korl5.7
(15.21) < 2pi(p)|vllxllwllxllz1 — 22l x-

Betrachte nun den Operator H* : X — X definiert durch

(dF(H"w; ) [un ()], v) o x = (dF(w; 1) [un ()] 0) x5 x
_<F<w§:u)av>xl><x; veX

fiir w € X gegeben. Nun folgt aus 7y (1) < 1 sofort By (u) > 0, also ist H* wohldefiniert
(X = X* ist endlich-dimensional).

Ziel: Zeige, dass ein Fixpunkt w* von H* existiert, denn dann gilt F(w*;p) = 0.
Schrénke dazu H* auf B, ) (o) mit geeignetem o ein.
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(i) Kontraktion: Seien wy, wy € By (w(a), dann gilt:

dF (H wy— H"wy; p) [un (p)]
P AR (wy — wy; ) [un ()] = F(was ) + F(wy; pr)

2N 4P (wy — wis ) Jun ()] — /0 dF (wy — wy; ) [wy + t(wy — wy)] di

= /O {dF (wy — wi; p) [un ()] = dF (wy = wi; ) [wy + H(wy —wi)]} dt

und damit

|[dF(H"wy — Hwys p) [un ()] <

J/

1
S/2mWWw—wﬂxWMM—@m+ﬂw—wnwxﬁ
0

-~

GEuN(u)(a‘)

<«

<2ap1(p)]jwz — w1 x
Weiter gilt

4w Hunll < (B sup (e = T i
veX Vil x

< (Bn ()~ 2ap1(p) lwa — wi|x

(.

= H* ist eine Kontraktion fiir a € I := [0, By(p) - (2p1(u))71)
(ii) Selbstabbildung: Es gilt
dF (H'w — un(p); p) lun ()] = dF (w — un (p); p) [un (p)] = F(w; 1)
=dF(w —un(p); ) [un ()] — (F(w; p) — F(un(p); 1) = F(un(p); 1)
:/0 dF (w — un(p); p) [un () = (un () + t(w —un(p)))] dt —F(un(p); 1)

N

-~

<2p1 () lw—un (W% fo t dt<2p1(p)llw—un ()% 5
Damit gilt:
|dF (H" w — un(p); o) [un ()] || xo
<pilp) |lw—un(@li +[[Fun(p);p)llx < o®pr(p) + Ry ()

-~

~
<a?2, falls wGEUN(u)(a) <Rn(p), nach (15.5)

Wie bei (i) folgt nun
1w — un (@)l < (B ()™ (02p1(p) + R(i) .
also ist H* Selbstabbildung, falls

(By(p) ™ (a?p1(p) + Ry () < v,
also fiir o > An(p).
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Damit sind die Voraussetzungen des Brouwer’schen Fixpunktsatzes fiir

€ [AN(N)aﬁN(M) (0‘2p1(“))_1>

erfiillt und die Wahl o = An(u) ergibt die Fehlerschitzung. O

Bemerkung 15.14:

(a) Tn () ist also ein a-posteriori Indikator fiir Korrekt-Gestelltheit. Man kann so auch
eine inf-sup untere Schranke bekommen (C. Camto, T. Tonn, K. Urban, SINum
2009).

(b) Analoge Aussagen bekommt man auch fiir Output-Funktionale, siehe auch K. Veroy,
C. Prud’homme, A.T. Patera, CRAS 20083.

(¢) Manchmal hingt zwar b affin vom Parameter ab, dieser geht aber nicht direkt ein,
Bsp VSP. Dann hat man die Form ag (v, w;ho(p)) + a1 (v,v,w; hy(p)) mit h; :
D x Q — R (2.B. variable Koeffizienten). Man wendet dann die EIM auf h; an
(CTU 2009).

(d) Man bekommt offline-online-Prozeduren analog.

(e) Die Sampling Strategie muss auch Ty bericksichtigen.






16 Allgemeine Nichtlinearitaten

Sei nun £ : X — Y ein allgemeiner nichtlinearer Operator und betrachte fir u € D

(16.1) u(p) € X o L(u(p);p) = fw)
fir f(u) € Y. Existenz und Eindeutigkeit seien vorausgesetzt.

X, Y seien separable Hilbertaume mit Basen {ngX}iE ;x und {%Y}je Jv» die normiert
seien [l [x = [[9) Iy =1, VieJX,jeJ", J% J" CN

Definition 16.1:
Fiir u € X habe L(u) € Y die Darstellung

L(u) = Z Ci(u)iy

Die Funktionale {; : X — R heiffen Koeffizientenfunktionale.

Wir betrachten (natiirlich) £(u; ) beziehungsweise [;(u; ), p € D.

Definition 16.2:
Fiir M € N sei Ty := {j1,...,ju} C J¥ ("magic indices”) und Yy; C Y ein Raum

der Dimension M mit Basis ®M) = {qﬁi/’M, e ,¢¥’M} und Entwicklung

ot =20 () (O, =G 1Smn <M,

jeJy

dann definiere den interpolierenden Operator Iy (L) : X — Yy durch

M
(16.2) Tor (£) (v) = ) 4, (0)0 .
m=1
Bemerkung 16.3:
Es gqilt fiir
M M
Tu (L) (v) = Z 4, (v) ZLM = Zﬁﬁ(v) Z ( ”Y@M)J JY
m=1 m=1 jeJy
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M
= (T (£) (0);, = D b (0) = (e0M), = 4. (v) = (L(v)),,
und daher der Name ,jinterpolierender Operator®, an den ,magic indices“ stimmen Ko-
effizientenfunktional und Interpolation tiberein.

Bemerkung 16.4:

(a) Iyr kann als EIM interpretiert werden, jedoch auf der Indexmenge JY (diskret),
nicht auf Q (kontinuierlich).

(b) Iy - {L: X =Y} = {Ly: X = Yy} ist linear, auch wenn die Argumente L
nichtlinear sind.

(c) Es gilt

0uL(W) =0, | D L) | =D (0uli(0)¢) : X — L(X,Y)

jesy jerr  xx

(0sl;,, (V) Y™ = Toy (8,L) (v)

WE

9y (T (£) (v) =

m=1

(d) JX,JY kinnen als DOF (,Degrees Of Freedom - Freiheitsgrade®) der truth angese-
hen werden, also |JX| = NX |JY| = NY < oo, aber > 1.

Die Basis-Konstruktion erfolgt dann wie bei der EIM:

Algorithmus 16.5 (DOF-EIM):

Gegeben seien Trainings-Snapshots G := {L (u(p); 1) | 1t € Dipgin} C Y und
E >0Yy :={0}, M:=0 Ty:=0, Qy:=0, &O:=

while ¢ := max g [0 — SN w; ¢5M || > €10 do

w* = argmax,egerem ||w — Z%:1 w;,, oYM ||
Tyl =Wt — Z%:l w; ;/iM
JM41 i= argmaxe v ‘(TMH)J-‘ , Ty =Ty U {jms}
qM+1 = (mﬁf—)t;m’ Qurv1 = Qu U{qnm1}
Y1 = span@Q i1, OMH+L .= nodale Basis zu Ty
M=M-+1

end

Bemerkung 16.6:
(a) Es gilt Qpn C Qpry1, aber Opp & Pppyyg.
(b) llar+illee = 1 und By = [(qj)jm] € RMXM st eine untere Dreiecks-

Jm=1,...,m

Matriz mit Diagonale 1. Es gilt @M = Q,, - (By) .

Ziel: Effiziente Auswertung der Funktionale ¢;(u) und die Ableitungen hiervon. Wegen
u=3cxuwpy, |J¥]=N¥ > 1ist dies absolut nicht trivial,
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Idee dazu: Differenzialoperatoren sind lokal, wenn die Basis ®* auch lokal ist, braucht
man eventuell nur ,wenig benachbarte DOFs zu beriicksichtigen.

Definition 16.7:
Fiiri € JY sei N(i) C JX mazimal, d.h.

X
(16.3) li(u+v) =l (u), Vu € X, v € span (4] )jeN(z’) :
Sei N(i) := JX \ N(i) und sei C € N minimal mit
IN(i)| < C < dimX

Die Menge

€Ty

heifit Menge der lokalen DOF-Indizes und

Ry : X — span (gpj()jeNM , Ry(u) = Z TR u € X,

1€ENN

Restriktionsoperator.

Bemerkung 16.8:

(a) Die DOFS aus N(i) beeinflussen (;(u) also nicht, N (i) ist die Menge der ,aktiven
Indizes* von denen ¢;(u) abhdngt.

(b) Sinn der Definition: Es reicht die Kenntnis von u; fir j € N(i) um €;(u) auszu-
werten (i € J) ).

Gy =6 3+ 3w | | S we!

JEN()  jeN() JEN()

(c) Fiirm=1,...,M und v € X gilt jn,, € Tns, also N(j,,) C Nps. Damit gilt:

Go(w) =, | > wel | = (Z uﬁ%) U (Ru(w))

JEN(jm) JENM
also eine lokale DOF-Abhdngigkeit fir (;, . Die Kenntnis von (u;) reicht also
aus um alle £; (u), m=1,..., M auswerten zu kinnen.
(d) Wegen |Nys| < |Th| max,—1,. 2 |N(im)| < CM und C, M sind als klein angenom-
men, braucht man nur wenige Koeffizienten = schnelle Auswertung
(e) Die ,lokale DOF-Abhdngigkeit” ist eine Eigenschaft
e des Operators und
e der Basis.

JENNM
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Operatoren: Basen:

of {alef,¢X) #£0]je JX} [ =0(1) | osuppy;" kompakt und
fiir festes @

+ (lineare) Differenzialoperatoren + FEM
+FV
+ FD
+ Wavelets
- Integraloperatoren (i.A.) -Spektralmethoden

Lemma 16.9:
Fiir allev,w e X und 1 <m < M gilt

(i) Ejm(v) =0 (Rnv) e X'

Jm

(ii) (¢} (v),w) e (¢; (v),Rnw)€R

Beweis. Wegen £ : X — R ist £}(v) € X' fiir v € X, also
(0. (v),w) = Z riw; € R
ieJX

mit (r;),c %, € Rmit w =", ;x w;p¥ € X. Setze w = X ein

Y 2K g
i = {6.0) 0 >‘%‘i“h{ m(“*hnsoz H) M”)}

Fiir i € N(jm) gilt nach (16.3): £, (v + apX) = ¢;,,(v) fiir alle a, also r; = 0 fiir alle
i € N(jm). Daraus folgt

(0 (), wy= > ra; = (l; (v), Ryw),

€N (§m)
da Ryw = 3, wiey und N(jm) C Ny O

Satz 16.10 (Fehlerschétzer):
Falls L(u) € Yyp fir M' > M. Dann gilt mit o == Q™ '(, Q :=
o= (L(w) = Zu(L) (W) imprs,. o B = @0 G)v]ijprsn,..ar

-----

(a) 1£(u) = Zn(L£)(w)]|oe < [llly
(b) 1£(u) = Zu (L) (W)ly < (o' Kqa)

Satz 16.11 (Erhaltungseigenschaft):
Set g €Y' mit g(L(u(p);p)) =0 Vu € D. Dann ist g(Lp (L(u(p); 1)) =0.

1/2



Ausblicke

Einige aktuelle Fragestellungen:

e RB und Adaptivitét
+ truth
+ Erweiterung der Trainingsmenge (Optimierung)
+ Online-Auswahl von ,,guten“ snapshots
+ hp-Methoden in D (adaptive Parameter-Partition)
e Hyperbolische Probleme
e Hochdimensionalitét
+ X
+ D - Parameterfunktionen
+ Stochastische Einfliisse
e Stark gekoppelte Probleme
+ LEGO bei einfachen Kopplungen (+ Maxwell, Schrodinger,...)
+ Multiphysics?
e Turbulenz, hohe Reynolds-Zahlen
e Fchte“ Anwendungen
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