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Einige Vorbemerkungen

Auf den folgenden Seiten haben wir Losungsvorschldge fiir die Aufgaben aus
unserem Buch (2. Auflage) zusammen gestellt. Wir haben diese nach bestem Wis-
sen erstellt. Kein Mensch ist frei von Fehlern, wir freuen uns daher {tiber jeden
Hinweis beztiglich inhaltlicher Fehler, Ungenauigkeiten oder Tippfehler.

Wie bereits erwdhnt machen wir Losungsvorschliige. Dies bedeutet, dass es in vie-
len Fillen mehr als einen Losungsweg gibt. Wir sind dankbar fiir Hinweise auf
elegantere, leichtere oder allgemeinere Losungswege.

An vielen Stellen beziehen wir uns auf Formelnummern aus unserem Buch. Diese
sind durch ein hochgestelltes U gekennzeichnet.

Das Zusammenstellen und Veroffentlichen dieser Losungsvorschldge geschieht
auf ausdriicklichen Wunsch des Verlages. Wir hoffen sehr, dass sich niemand da-
durch davon abhalten ldsst, sich selber an den Aufgaben zu versuchen, denn die-
se dienen dem vertieften Verstandnis der Materie.

Wolfgang Arendt
Karsten Urban






1 Losungen zu den Aufgaben
Kapitel 1

Aufgabe 1.1: Leiten Sie die Bewegungsgleichungen fiir den in Abbildung 1.1 dargestell-
ten ungediampften Zweimassenschwinger her. Stellen Sie dazu jeweils die Kriftebilanz
beziiglich der einzelnen Massen auf.

Hinweis: Benutzen Sie das Hooke'sche Gesetz: Wird eine Feder durch eine Kraft gedehnt,
so ist ihre Liangendnderung proportional zur GrofSe der angreifenden Kraft: F = k s (s:
Lingeninderung, k: Federkonstante).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1.1: Auf die beiden Massen m; und my wirken

- Fi(t)
————— Masse m;
{ - --- Masse my
s2(t)

Abbildung 1.1. Zweimassenschwinger mit Massen m1, m2, Dampfungen c;, c2, Federun-
gen k1, ko und dufleren Anregungen Fi(t), F2(t). Gesucht sind die vertikalen Auslenkun-
gen s1(t), s2(t).

jeweils zwei Arten von Kriften, zum Einen die Krifte durch die duflere Anre-
gungen F; bzw. F; und zum Anderen die Federkréfte, die durch das Hooke’sche
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Gesetz gegeben sind. Also erfdhrt die Masse m; folgende Krifte
—kl(SQ —81) + Fl(t)
~——— ——
Kraft durch die Feder Kraft von aufien

Analog erfahrt die Masse ms folgende Kréfte

(—k‘QSQ + k‘l(SQ — 51)) + Fg(t)
——

Kraft durch die beiden Federn Kraft von aufien
Als ndchstes benutzen wir das zweite Newton'sche Gesetz, also Kraft = Masse
mal Beschleunigung. Die Beschleunigung wiederum ist die zweite Ableitung des

Weges nach der Zeit, also §(t) = %s(t). Damit kénnen wir die entsprechenden
Kriftebilanzen aufstellen, also fiir die Masse m;

d2
mlﬁsl(t) = 7]61(82@) — Sl(t)) + Fl(t),
d.h.,

d> k1
ﬁsl(t) + E(SQ(t) —s1(t)) = Fi(t)

und fiir die Masse mo

mQ%;Sz(t) + kosa(t) — ki(sa(t) — s1(t)) = Fa(t).

also

320+ 2 s0) = L (s2(0) — 1(0) = Fo(0).

Wir erhalten also das gekoppelte System gewohnlicher Differenzialgleichungen:

() [ 58) () - (26),

Dies sind die gesuchten Bewegungsgleichungen. A

Aufgabe 1.2: Die Auslenkung u einer schwingenden Saite sei durch ein Hindernis be-
schrinkt, w > g. Geben Sie die entsprechende Differenzial-Ungleichung an. Betrachten
Sie dazu analog zur Herleitung der Wellengleichung die vertikale Auslenkung S(x) und
formulieren Sie die punktweise Beschrinkung durch das Hindernis.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1.2: Wir betrachten die Herleitung der Wellen-
gleichung anhand des Beispiels der schwingenden Saite in Abschnitt 1.4AY. In
(1.182Y) hatten wir gesehen, dass die vertikale Auslenkung der Saite gegeben ist
durch den Ausdruck:

S(x+ Az)sin 8 — S(z)sina = (po Azx)ug(t, x).



Die letzte Gleichheit folgt aus dem zweiten Newton’'schen Gesetz. Wenn diese
Auslenkung durch ein Hindernis g begrenzt ist, gilt

g(x) Az < S(x + Az)sin 5 — S(z) sina = (pg Az)u(t, x).

Wie in Abschnitt 1.42Y dividieren wir dies durch die (konstante) horizontale
Spannungskomponente

S = S(x+ Azx)cosf = S(z) cosa

und erhalten

g(m)% <tanf —tana = po A

uge(t, ) = ugp(t,x + Azx) — u,(t, x).

Nach Division durch Az und durch Grenziibergang Az — 0 ergibt sich

g(x) _ po Uy (t, 2 + Azx) — uy(t, x)
= L — —
S — 8 uu(t, ) Az

Wir erhalten also die Differenzial-Ungleichung

= Uge(t,z) (Az — 0).

Ugo (T, 2) = < 9(2),

W~

die fiir alle Zeiten ¢ € [0, T'] erfiillt sein muss. A

Aufgabe 1.3: Gegeben sei ein Fluid mit der Dichte p(t, x) und dem Geschwindigkeitsfeld
U(t, x). Leiten Sie aus physikalischen Gesetzen die Kontinuititsgleichung p,+div(pi) =
0 her. Hinweis: Verwenden Sie das Prinzip der Masseerhaltung und den Gauf$’schen
Integralsatz.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1.3: Wir betrachten ein beliebiges Kontroll-Volu-
men V. Die totale Fluid-Masse in diesem Volumen ist gegeben durch

/p(t, x) dx.

\%4

Die zeitliche Anderung der Masse in V lautet

p(t,z)dx = /pt(t,x) dzx. (1.1)

14 14

dt

Nun sei { € OV ein Punkt auf der Oberflidche von V' und n¢ die dufiere Normale
in diesem Punkt. Die Masse, die im Punkt £ aus V herausfliefst, lautet p @ - ne mit
dem Geschwindigkeitsvektor . Die Integration iiber den gesamten Rand ergibt
die Gesamtmasse, die iiber den Rand von V nach aufien flief3t, d.h.

[ tegite) neds =~ [ V- (plt.) e, ) (12)
oV i
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wobei die letzte Gleichheit aus dem Divergenzsatz folgt. Das Prinzip der Mas-
seerhaltung besagt, dass Masse niemals erzeugt oder zerstort werden kann, also
sind die Ausdriicke in (1.1) und (1.2) identisch:

pe(t,x)de =— | V- (p(t,z)d(t,x))dz.
o]

v
Da V beliebig ist, erhalten wir

pe(t, ) + V- (p(t, z) d(t, x)) =0,
wie gefordert. A

Aufgabe 1.4: Bestimmen Sie fiir u; = g, + u alle Losungen der Form u(t,z) =
p(x — ct) (so genannte travelling waves).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1.4: Mit u(t, ) = ¢(z — ct) gilt
u(t, ) = —c'(z — ct), Uze (t,7) = @ (x — ct),

also wird die Gleichung u; = uz, + u durch die Variablen-Transformation z :=
x — ct zur gewohnlichen Differenzialgleichung

©"(2) + cp(z) + ¢(2) = 0. (1.3)

Die ist offenbar eine homogene lineare Differenzialgleichung mit konstanten Ko-
effizienten. Das charakteristische Polynom lautet mit ¢ = e¥?

v +ey+1=0. (1.4)

Dieses Polynom hat die Wurzeln

ylzé(—c—i- 02—1—4), yzzé(—c— 02+4). (1.5)

Also hat die allgemeine Losung der Gleichung (1.3) die Form
@(z) = c1 %% + cp V2%, (1.6)

wobei ¢; und c; beliebige Konstanten sind. Die Losung der urspriinglichen Glei-
chung vy = uyz, + v lautet damit

u(t,x) = p(z) = ¢y V@) 4 ¢y ev2(=ct)

was die gesuchte allgemeine Losung darstellt. Die beiden Konstanten ¢; und ¢
werden durch geeignete Rand- bzw. Anfangsbedingungen festgelegt. A

Aufgabe 1.5: Leiten Sie die Gleichung uy +auyzpr = 0, a € R der Auslenkung u(t, x)
eines beidseitig aufliegenden Stabes der Linge ¢ her. Benutzen Sie dazu die Beziehung

Q = 2L zwischen dem Kriimmungsmoment M und der Querkraft Q. Die Beziehung
zwischen M und der gesuchten vertikalen Auslenkung w lautet M = — Eluy, mit dem

Elastizitatsmodul E und dem Trigheitsmoment I. Diese beiden Grofien gehen u.a. in die
Konstante a ein.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 1.5: Der Stab habe die horizontale Ausdehnung



[0, 4] und den Querschnitt A. Die konstante lineare Massendichte sei mit py be-
zeichnet. Genau wie bei der Herleitung der Wellengleichung in Abschnitt 1.4 er-
halten wir A (pg Az)uy (¢, x) als diejenige Kraft, die auf ein Stiick der Lange Ax
des Stabes wirkt. Der einzige Unterschied zu Abschnitt 1.4 besteht in der Multi-
plikation mit A, da wir die Dicke des Stabes nicht vernachléssigen diirfen wie bei
der Saite.

Die horizontale Querkraft ist ), also konnen wir die obige Kraft auch alternativ
als Az @), beschreiben. Damit gilt nach Division durch Az und den in der Auf-
gabenstellung angegebenen Beziehungen

Po Autt(tvx) = Ql(ta‘r) = Mll(t7x) = _Eluwwx;v(tyx)7

also die behauptete Gleichung mit a? = -£L. A
PO






2 Losungen zu den Aufgaben
Kapitel 2

Aufgabe 2.1: Klassifizieren Sie folgende partielle Differenzialgleichungen im R?:
(a) (O1u(x))? + e*20qu(z) = sin(z1)
(b) B?u(x) + e dqu(x) = sin®(z;)

(c) O3u(z) + exp(Gau(z)) = sin®(zy)

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 2.1:

a) Da die Nichlinearitit in der hochsten Ableitung ist, ist es eine nichtlineare
Gleichung erster Ordnung. Sie ist weder semilinear noch quasi-linear.

b) Diese Gleichung ist linear, von zweiter Ordnung. Der Hauptteil lautet of-
fenbar Au(x) = 0?u(x) mit den Eigenwerten \; = 1, Ay = 0. Also ist die
Gleichung parabolisch.

c) Diese Gleichung ist von zweiter Ordnung und linear in den Ableitungen
zweiter Ordnung. Daher ist sie semilinear. Da der Hauptteil identisch mit
b) ist, ist auch diese Gleichung parabolisch.

A
Aufgabe 2.2: Man betrachte folgendes Problem:

—u(x) + s—u(z) = u(z)? = € R? u(z1, —z1) =21, 1 € R.

Ldsen Sie diese Gleichung in einem geeigneten Bereich mit der Methode der Charakteris-
tiken.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2.2: Das Problem besteht offenbar in der Nicht-
linearitdt nullter Ordnung. Um diese zu behandeln, erweitern wir die Gleichung
wie folgt. Sei x(s) := (z1(s), z2(s)) die Charakteristik, dann definieren wir z(s) :=
u(x(s)) als die Losung entlang der Charakteristik. Dann definiert man fiir eine
Funktion U = U(x1, z2.u) das erweiterte Problem als

Ur,l +U;c2 +U2Uu =0
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und sucht eine Losung von U(x1, z2, u). Dies ist in der Tat die gesuchte Darstel-
lung entlang der Charakteristik, was man leicht sieht. Aus U(x1,z2,u) = 0 folgt
Uy, + Uy tty, = Uy, + Uy uy, =0, also

0=U,, + U, +u? Uy = (—uyp, — g, +u?)U,.
Dies ist nun eine lineare Gleichung mit variablen Koeffizienten und wir kénnen
leicht die charakteristischen Gleichungen aufstellen:

z1(s) =1, Za(s) =1, 3(s) = 2(s)%

Wir haben die Losung u entlang I' := {(z1, —z1) : 1 € R} vorgegeben. Es macht
also Sinn, Charakteristiken zu betrachten, die orthogonal dazu verlaufen, also
x(s) := (s,s+¢) fiir s € R. Damit konnen wir die allgemeine Losung der charak-
teristischen Gleichungen schreiben als: A
20

z1(s) = s, x2(s) = s+e, z(s) = 5o’

Um % zu bestimmen, benotigen wir den Schnittpunkt der Charakteristik mit I'.
Dieser lautet (—c/2, ¢/2), was man leicht nachrechnet. Damit erhalten wir
&

2+cs
Dieser Ausdruck macht nattirlich nur fiir s # —2/c Sinn.

z(s) =u(s,s+c¢)=—

Aufgabe 2.3: Bestimmen und skizzieren Sie die Charakteristiken der partiellen Diffe-
renzialgleichung (2xo — 3x1)0,,u — 120,,u = 13(2x9 — 5x1) und bestimmen Sie die
Losung u(xy, x2) fiir die Anfangswerte u(zq,1) = z1 + 1.
Losungsvorschlag zu Aufgabe 2.3: Wir parametrisieren die Fldche folgender-
mafsen

IZZE(T,S), y:y(T’,S), Z:Z(T’,S)
sowie

u(zy, w2) = 2(r(z1, 22), 5(21, 72))
und die Kurve I', auf der Werte der Losung vorgegeben sind:

[:= (71(r),72(r)) = (r,1).
Also erhalten wir fiir Anfangsbedingungen

x1(r,0) =1, (2.1a)
zo(r,0) =1, (2.1b)
z(r,0)=r+1 (2.1¢)
und die Gleichungen fiir charakteristische Kurven sind gegeben durch
d
ﬁxl(r, s) = 2x9 — 31, (2.2a)
d
$Z2(T', 8) = —xa, (2.2b)
iz(r, s) = x3(2x2 — 5x1). (2.20)

ds
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Wir betrachten zuerst die Gleichung (2.2a), deren Losung auf Grund von (2.1b)
gegeben ist durch

xa(r,s) =e °. (2.3)
Einsetzen von (2.3) in (2.2a) und Losen unter Berticksichtigung von (2.1a) ergibt

zi(r,s) =e 5 —e % fre s, (2.4
Wir beachten (2.1c), setzten (2.3) und (2.4) in (2.2c) ein und erhalten

2(r8) =e* —e 5 4 (z—1)e ™ + 1. (2.5)

Losen von (2.3) und (2.4) fiir r(z1, z2) und s(z1, z2) ergibt

s(x1,x2) = log xa (2.6)
und
1 X
=1- =+ — 2.7
r(xlv 1'2) JZ'% + xg ( )

Wir setzen (2.6) und (2.7) in (2.5) ein und vereinfachen diesen Ausdruck zu
w(zy, ) = 2(r(x1, x2), s(x1, 2)) = 2122 + 1.

Die Skizze der Charakteristik erhalten wir, in dem wir r und s in (2.3) und (2.4)

verdndern, vgl. Abbildung 2.1. AN
3
25 i
2 i
15F —
1 - .
Al
ikl
Wl
||
0.5 —
0 Il Il Il Il Il Il Il
40 35 30 25 20 15 10 5 0 5

Abbildung 2.1. Charakteristiken zu Aufgabe 234U
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Aufgabe 2.4: Bestimmen Sie den Typ der folgenden partiellen Differenzialgleichungen:
(ﬂ) _2uxa: + Ugy + Uyy = 0

(¢) Yuge + 12uyy + 4uy, =0

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2.4: In allen drei Fillen handelt es sich um linea-
re partielle Differenzialgleichungen zweiter Ordnung. In dem wir u,,, = % (ugy +
Uy, ) verwenden, konnen wir alle drei Gleichungen symmetrisieren. Dann erhal-
ten wir:

: . -1 3
(@) —2ugy + SUgy + SUye + Uy, = 0. Die entsprechende Matrix lautet ( 1 %)
2
mit den Eigenwerten \; » = +11/5. Also ist ein Eigenwert positiv und einer

negativ, die Gleichung ist hyperbolisch.

_5 1
(b) %um + %uzy + %uym + uyy = 0. Die Matrix lautet < 12 i) mit den Eigen-
2
werten A » = T + 11/13. Beide Eigenwerte sind also positiv, die Gleichung
ist elliptisch.

(€) Yugpg + 6ugy + 6uyy + 4duy, = 0. Die Matrix lautet (2 2) mit den Eigenwer-
ten Ay = 0 und A, = 13, die Gleichung ist parabolisch.
A
Aufgabe 2.5: Bestimmen Sie den Typ der partiellen Differenzialgleichung im R?

2 2 2

0
29" 2 _ 9"
(x 1)812u+2myaxayu+(y 1)6y2u Ty u—&—ya

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2.5: Wir symmetrisieren die Gleichung und er-
halten (2% —1) gy +2Y Uy +2Y Uyz + (y? — 1) uyy = 2 uy+yu,. Der Hauptteil steht

21 .
t LY . Damit

auf der linken Seite und wir erhalten die Matrix A = < 2y 21

gilt det(A) = 1 — 22 — y?, also ist die Gleichung

e parabolisch, falls 22 +y? = 1, also falls (z,y) € 0B(0;1) mit B(0;1) = {(x,y) €
R?: 2?2 +y? < 1};
e hyperbolisch, falls 2> + y? > 1, also falls (, y) ¢ B(0;1);
B(0;

e elliptisch, falls 2% + y? < 1, also falls (z, y) 1).
A

Aufgabe 2.6: Sei a > 0 eine Konstante und seien g, h € C*[0,1] derart, dass —ag'(0) =
R'(0) und g(0) = h(0). Zeigen Sie, dass es genau ein u € C*([0,1] x [0,1]) gibt derart,
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dass
ue(t, ) + aug(t,z) = 0, t,x € (0,1),
u©,2) = g(x), xe€[01],
u(t,0) = h(t), t € [0,1].

Benutzen Sie die Methode der Charakteristiken.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2.6: Aus Abschnitt 2.1V wissen wir, dass die
Charakteristiken lauten v(s) = ¢ + a s, sie sind also Geraden. Nach Vorausset-
zung ist a > 0, also schneidet die Charakteristik durch einen Punkt (¢, z) € [0,1]2
entweder die z-Achse oder die t-Achse in genau einem Punkt:

e Fiirt > ax liegt der Punkt oberhalb des Geradenstiickes S := {(z,t) € [0,1]* :
x = at}. Also schneidet die Charakteristik die ¢-Achse im Punkt (0, tg) mit
to =t — Z. Fiir die Losung gilt u(t, z) = h(to) = h(t — %).

e Fir t < axz liegt (¢, z) unterhalb von S und die Charakteristik schneidet die
x-Achse im Punkt (z(,0) mit 2o = = — at. Also gilt fiir die Losung u(t,x) =
9(xo) = g(z — at).

e Im Falle t = ax liegt (t,z) auf S. Also verlduft die Charakteristik durch
den Nullpunkt. Nun gilt einerseits ©(0,0) = h(tp) = h(0) und andererseits
©(0,0) = g(xz¢) = ¢(0). Nach Voraussetzung sind diesen beiden aber gleich.
Also ist u stetig.

Schliefllich miissen wir noch die Differenzierbarkeit untersuchen. Unterhalb von

Sgiltuy = —ag¢'(z — at), uy, = ¢'(x — at) und oberhalb von S erhalten wir u; =
W(t—%),uy =—<h'(t — £). Da h/(0) = —ag'(0) und u; und u, stetig auf [0,1]?
und erfiillen u; + au, = 0. A

Aufgabe 2.8: Sei a : R x R — R stetig differenzierbar. Zu jedem T > 0 gebe es ein
L > 0derart, dass |a(t,z)| < L(1 + |z|) fiir t € [0,T], x € R. Zeigen Sie, dass es dann
hochstens eine Losung von

u(t, ) = a(t,z)u(t,x), t >0,z R, t € (0,T), w(0,7) = ug(z), x € R,

gibt.
Anleitung: Benutzen Sie das Lemma von Gronwall: Ist y : (o, t] — R stetig und sind
¢, A > 0 derart, dass

|y<s>|§c+x/ ()| dr, s € (0],

so gilt |y(s)| < ce?t=%), s € (a, t].
Losungsvorschlag zu Aufgabe 2.8: Seit > 0,z € R.Seiy € Cl(a,p) die
maximale Losung von

y(s) = als,y(s)), s € (a,p),
wobei t € («, ). Wir zeigen, dass o < 0. Angenommen, es ist & > 0. Es ist
y(t) —y(s) = f: y(r)dr = f: a(r,y(r)) dr. Damit gilt

ly(s)| < ly(t)] + /L(l + |y(r)]) dr-.
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Aus dem Lemma von Gronwall folgt, dass |y(s)| < (1 + L;)e®=*)F fiir alle s €
(a, t]. Damit ist y auf («,t] beschrénkt, was der Maximalitit des Intervalls wi-
derspricht. Somit ist & < 0. Damit ist nach Satz 2.12Y u(t,z) = u(t,y(t)) =

A

u(0,9(0)) = uo(y(0))-
Aufgabe 2.9: Zeigen Sie, dass es keine Funktion u € C1((0,00) x R) gibt, so dass

ug(t,z) = 2?uy(t,2),t >0, v € R, liir(r)l u(t,z) = sinz.
¢

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2.9: Sei u eine Losung. Nach Beispiel 2.54Y gilt

firz < 1, u(t,z) = sin(;=). Damit hat u keine stetige Fortsetzung auf die Kurve

{(t,%):t>0}. A
Aufgabe 2.10: (Trivialitit der Charakteristiken fiir die Laplace-Gleichung.) Bestimmen
Sie die Kurven der Form T'(t) = (y1(t),v2(t)) mit v1,72 € C[0,1], auf denen alle
Losungen der Laplace-Gleichung ., + ., = 0 konstant sind.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 2.10: Seien 1,72 € C*[0,1] derart, dass

Sl (),72(6)) = 0

fir alle v € C?(R?) mit uy, + uyy = 0. Zu a,b € R definiert u(x,y) = azx + by
eine solche Losung. Damit ist av/(t) + bys(t) = 0 fir alle t € [0,1]. Somit ist
(74 (t),v4(t)) orthogonal zu jedem Vektor (a,b) € R% Damit ist 7 (t) = v4(t) = 0
fiir alle t € [0,1]. Die Funktion T' : [0,1] — R? mit I'(t) = (71(¢),72(t)) ist somit
konstant. A



3 Losungen zu den Aufgaben
Kapitel 3

Aufgabe 3.1: Losen Sie mit Hilfe der Laplace-Transformation das Anfangswertproblem
fiir die Telegraphengleichung

Ugy — AU —bUup —cu=0, R, >0

mit u(0,z) = u(0,z) = 0, u(t,0) = g(t) und limy_, o0 u(t,x) = 0 mit der Annahme
b% — dac = 0. Welche Voraussetzungen muss die Funktion g erfiillen?

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 3.1: Wir gehen wie in Beispiel 3.66*AV vor:

1. Transformation der Differenzialgleichung:
Wir wenden die Laplace-Transformation beztiglich der Zeit an und erhalten
furU(s, z) := Llu(-, 2)](s) die Gleichung

0 = Up(s,z)—als?U(s,z) — su(0,z) — uz(0, )]
—blsU(s,z) —u(0,z)] — cU(s, z)
= Uyp(s,x) — (as® + bs+c)U(s, 2)

aufgrund der homogenen Anfangsbedingungen. Mit der Bezeichnung
k?:=as®+bs+c (3.1)
folgt daraus die gewohnliche Differenzialgleichung

Upr(s, ) = K2 U(s, x). (3.2)

2. Transformation der Randbedingungen:
Auf die Randbedingung u(t,0) = g(t) wenden wir die Laplace-Transforma-
tion beztiglich der Zeit an und erhalten

U(s,0) = G(s) := L[g](s). (3.3)

Ahnlich transformieren wir die asymptotische Randbedingung:

0= C{ lim u(t,x)} = lim U(s, z). (3.4)

T—r 00 T—r00
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3. Losung der gewohlichen Differenzialgleichung:

Wir erhalten fiir ¢ € C folgendes Randwertproblem einer gewdhlichen Dif-
ferenzialgleichung:

Upz(s,2) = kQU(s, x),
lim U(s,z) = 0,
xT—r00

U(s,0) = G(s).
Die Differenzialgleichung hat die allgemeine Losung
kx

U(s,z) = c1 e +cye”

mit Konstanten ¢; und ¢o. Um diese zu bestimmen, benutzen wir die Rand-
bedingungen und erhalten ¢; = 0 sowie ¢z = G(s) und damit

U(s,z) = G(s) e ™ = G(s)e~*Vastbste

Da nach Voraussetzung b? — 4dac = 0 ist, hat as? + bs + ¢ = 0 die doppelte
Nullstelle s = —b/2a. In diesem Fall gilt ¢ = b*/(4a) und damit

a52—l—bs—&—c:a32—&—b$—&—E za(82+89+i> = a(s + b/2a)*
4a a  4a? ’
was wiederum ergibt
U(s,z) = e 7va e oVasG(s). (3.5)

. Inverse Laplace-Transformation:

Mit der Umkehrtransformation gilt
u(t,z) = L7YU(s, 2)] = L1 e VR e oVasq(s)).

Mit der Heaviside-Funktion H (vgl. Aufgabe 3.13AY) gilt mit Satz 3.62* (v)
fiir & > und Re s > :

LIf(-—a)H(- — a)l(s) = e L[f H](s) = e “"F(s),
also
L7 e ™ FO)(t) = f(t —a) H(t — a).

Einsetzen in (3.5) ergibt

bx

ulz,t) = e WE LT e VAG(s)] = e VA g(t — av/a)H(t — 2v/a),

die gesuchte Losung.
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Aufgabe 3.2: Losen Sie mittels Laplace-Transformation
Up = Ugy , (L, 2) € [0,00) X [0,00)

mit uw(0,z) =1 fiir & > 0, w(t,0) = 0 fiir t > 0 und lim,_, oo u(t, ) = 1.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3.2: Sei U(s,x) := Llu(t,z,)]. Wir gehen wie in
Aufgabe 3.1AY vor:

1. Transformieren der Gleichung ergibt i/, (s, z) = sU(s, z) — 1, wobei wir die
Anfangsbedingung u(0, z) = 1 verwendet haben.

2. Transformieren der Randbedingungen: Diese ergeben sich zu U(s,0) = 0
und lim, o, U(s, ) = L[1] = L.

S

3. Losen des transformierten Systems
Die algemeine Losung der Differenzialgleichung lautet

, S|
U(s,x) = c1eV* + coe™ V5o 4 =

S

mit Konstanten ¢; und c;. Diese bestimmen wir wieder durch Betrachtung
der Randbedingungen. Aus

1 1
_ = hm U(S’J,‘) = hm (cle\/g-’l? _|_ 626—\/51' + 7)
rT—0o0

S Tr—r00 S
folgt ¢c; = 0. Mit U(s,0) = 0 ergibt sich ¢; = —1/s und wir erhalten

1 e Ve
U(s,x) = PR

4 Inverse Transformation:
Wir verwenden folgenden Zusammenhang, den man in {iblichen Tabellen
fiir die Laplace-Transformation findet. Mit der so genannten complementary
error function definiert als

erfc(z) := %/ e adt

gilt fiir a > 0 die Beziehung

£t [6_2\/1 = erfc (2?/{) .
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Wegen = > 0 erhalten wir damit

i = e[l e

S

e () - (3)

x /2t
2
= ﬁ / e_uz du

0

die geforderte Losung. Hierbei ist erf die error function definiert als

erf(z) := %/0 e dt.

A

Aufgabe 3.3: Leiten Sie mittels der Fourier-Transformation eine Formel fiir die Losung
des Dirichlet-Problems uzq + tyy = 0, (z,y) € R x [0, 0c0) mit Randwerten u(z,0) =
f(z), x € R, her. Welche Bedingung muss an f gestellt werden?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3.3: Da y € R* ist, wenden wir die Fourier-
Transformation auf die Variable z an. Wir setzen U (w,y) := Flu(-, y](w). Dann
gehen wir analog zu Beispiel 3.59AY vor.

1. Transformation der Gleichung
Mit den Rechenregeln der Fourier-Transformation in Satz 3.532U erhalten
wir

—wU(w,y) + Uyy(w,y) = 0. (3.6)

2. Transformation der Randbedingung
Es ergibt sich

U(w,0) = Flf](w) =: F(w). (3.7)

3. Losung des transformierten Systems:
Die allgemeine Losung der transformierten Gleichung (3.6) lautet

U(w,y) = cre™®Y + cqe™?

mit Konstanten ¢; und cy. Diese bestimmen wir durch Berticksichtigung
der Randbedingungen. Zundchst muss c; = 0 sein, da sonst die Losung
unbeschrankt ist. Weiter gilt mit (3.7) die Beziehung ¢; = U(w,0) = F(w)
und damit

U(w,y) = F(w)e Y. (3.8)
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4. Inverse Transformation:
Wir erhalten die Losung aus u(z,y) = F[F(-)e™¥](x). Aus den iiblichen
Tabellen fiir die Fourier-Transformationen konnen wir entnehmen, dass

FU@) = 1 o = o).

Als nichstes verwenden wir den Faltungssatz (Satz 3.55%V) und erhalten
die gesuchte Formel

oo

u(x,y)ZJ—‘—l[F(-)e—'y]:(f*g)(x):%/( f(&)

(ERIEEIA

— o0
was die Poisson-Formel beztiglich der Halbebene ist.

A

Aufgabe 3.4: (Abel’sche Konvergenz von Fourier-Reihen.)
a) Zeigen Sie, dass der Raum T der trigonometrischen Polynome in Cs dicht ist.
Benutzen Sie dazu den Satz von Stone-Weierstrafi, vgl. Satz A.54Y.

b) Sei f € Co, mit Fourier-Reihe

f@&)=co+ Z (ak cos(kt) + by, sin(kt)).
k=1

Sei gemif a) f,(t) = ¢ + SN (a,&”) cos(kt) + b\ sin(kt)), so dass || f,, —
flloo — 0 fiir n — oo. Zeigen Sie, dass c(()") — co, a,&") — ay, b,g") — by fiir

n — oQ.

¢) Sei up (ryt) = i + ST vk () cos(kt) + b sin(kt)). Zeigen Sie, dass u,
gleichmifSig auf [0,1] x R gegen eine Funktion v € C([0,1] x R) konvergiert.

d) Zeigen Sie, dass u(r,t) = co + > _peq ¥ (ai, cos(kt) + by sin(kt)) fiir 0 <r < 1.

e) Schlieflen Sie, dass lim,41 u(r,t) = f(r) gleichmif$ig in t € R. Das ist genau die
Abel’sche Konvergenz der Fourier-Reihe von f (vgl. Satz 3.1144).

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 3.4:

a) Wegen der bekannten Additionstheoreme fiir trigonometrische Funktionen
ist die Menge Ay := {fjj0,2«] : f € T} eine Unteralgebra von C|0,27]. Sie
enthdlt die konstanten Funktionen; aber da f(0) = f(2w) fiir alle f € A,
trennt sie nicht die Punkte. Die Menge A := {g + \id : A € R,g € Ay} ist
eine Unteralgebra, die die Punkte von [0,27] trennt, wobei id(t) = ¢. Damit
ist A nach dem Satz von Stone-Weierstraf3 dicht in C[0,27]. Wir identifizie-
ren Cy, mit der Unteralgebra {f € C[0,27] : f(0) = f(27)} von C[0,27]. Sei
f € Car. Dann gibt es f,, = g, + Anid, so dass f, — fin Ca,, wobeig, € T,
An € R.Esist \pid(2m) = A\21 = f,(27) — g,(27) = fn(0) — g,(0) =
Antd(0) = 0. Somit ist lim,, o0 gn, = f in Coy.
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b) Es ist a\™ = 1 0277 fn(t) cos(kt) dt. Da f,,(t) — f(t) gleichméaBig auf [0,27],
folgt, dass lim,, .o ag") =1 02” f(t) cos(kt) dt = ay. Die Argumente fiir b,(f")

und ¢ sind identisch.

c) Sei v, (rcost,rsint) = uy(r,t), 0 < r < 1, ¢t € [0,27]. Dann ist v, €
C(D) N C*(D) mit Av,, = 0, Vyj90 = gn, gn(cost,sint) = f,(t). Nach dem
Maximum-Prinzip ist

an - UMHC(]D) < ||fn - meOO'

Damit ist (v,)nen eine Cauchy-Folge in C(D). Es existiert also
v = limy o0 vy, gleichmidBig in C(D), also auch u(r,t) = limy,— o0 un(r,t)
gleichmédBig in [0,1] x R, wobei v(r cost, rsint) = u(r,1).

d) Setze a\™ = b\ = 0 fiir k > N,. Es gilt |[a¥| < 1| f, ]|« und fiir [b¥| <
L1l fallss- Da (fn)nen gleichméBig konvergiert, ist die Folge beschrankt. Da-
mit gibt es ¢ > 0, so dass [a¥| < ¢, [bf| < cfiirallen € N,k € N.Seir < 1
und sei ¢ > 0. Dann gibt es m € N, so dass}_,~, ., r*2c < e. Damit ist

|Un(7”, t) - U(?”, t)| <

leo — ™|+ Z rk|(a,(cn) — ay) cos(kt) + (b;cn) — b) sin(kt)| + €.
k=1

Folglich ist lim,, o0 SUp;cp [un(r, t) — u(r,t)| < e. Dae > 0 beliebig ist, folgt
die Behauptung.

e)Seie > 0.Da f,, — fin Cy; und u,, — u gleichmifBig auf [0,1] x R, gibt es
ng € N, so dass || frn. — flleo < € sowie |uy,(r,t) —u(r,t)| < e fur alle r € [0,1],
t € R, n > ng. Esistu,(1,t) = fo(t), t € R, somit ist |f(¢t) — u(r,t)| <
() = Ful)] + [un(1,8) — u(L, D] + [u(1 ) — u(r, )] < 2= + [u(1, ) — u(r, )]
fur alle n > ng und alle ¢t € R. Da u gleichméfig stetig auf der kompakten
Menge [0,1] x [0,27] ist, gibt es 9 < 1, so dass |u(1,t) — u(r,t)| < e fur alle
r € [ro,1], t € [0,27] und somit auch alle ¢ € R wegen der 2n-Periodizitit
von u(r, -). Damit ist | f () — u(r,t)| < 3e fur alle r € [rp,1] und alle t € R.

A
Aufgabe 3.5: Zeigen Sie, dass fiir gq(t) = 1 e*””{z/“, a € Ry, gilt

Jar
Ja(w) = (2m)~1/% e %"/, Benutzen Sie dazu die Tatsache, dass [*_ e~ dx = /7.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3.5: Nach Definition gilt

falw) = jﬁ / Ga(t)e ™t dt.
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Mit den Abkiirzungen o := — und b := ; gilt ga(t) = & e~t" . Wir erhalten fiir
die Fourier-Transformation folgenden Ausdruck fiir w € R

jo(w) = L /°° (t)e “dt = S /00 et emiwt gy
Ja V2T J oo Ja V2T J—so
a > —(bt*tiwt) g
— e t.
V 27T /700
Beztiglich des Exponenten benutzen wir quadratische Erganzung und erhalten
LW 2 W2 2 .

und somit

2

w

o) = = [ e = et [ i g
W)= —F— & (& = —F—¢€ e : .
Ja 27 J — 0o V2T S
Nun verwenden wir die Variablensubstitution = = v/b(t+i%; ) und erhalten unter

Verwendung des Hinweises aus der Aufgabenstellung

2 2 b
« w « eﬁT _ aw2/4

1 e 2 1
Go(w) = e — e " dx = ——e ,
ga(w) V2T \/5[00 V2b V2

wie gefordert. A

Lemma 3.212Y (Polarkoordinaten).

Seiv:D — Rundu: (0,1) x R — R, so dass u(r, §) = v(rcos®,rsin0). Dann ist u
genau dann 2-mal stetig differenzierbar, wenn v € C?(D). In diesem Fall gilt

Ugo

Auv(rcos,rsinf) = up, + Ur .
r T

Aufgabe 3.6: Beweisen Sie Lemma 3.214Y4.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3.6: Die angegebene Variablen-Transformation
vkann geschrieben werden als

x=uz(r,0) =rcosl, y=uy(r,0)=rsind, (3.9)
wobei

r=+/x%2+y? tanf= % (3.10)

Wir schreiben dann v(z,y) = u(r, ). Mit der Kettenregel erhalten wir

or 00 or 00
r — 7 Ur 7 Uug, = 7 Ur S ug. A1
v 7 + 5 Uy ayu + 8yu9 (3.11)
Aus (3.10) erhalten wir
O T T s, Lo Y Yy

gy v N



22 Kapitel 3. Lésungen zu den Aufgaben Kapitel 3

Aus 6 = arctan(y/z) folgt

00 1 1 x cos 0
= = Z = = 3.12
Oy 1+y?/x2x 2?2 +y? r’ (3.12)
00 1 y -y sin 6
_———— —_—— g = — . .1
Ox 1+y2/x2< xQ) x? + y? r (3.13)
Daraus folgt fiir die Differenzialoperatoren:
——COSQQ—LHG2 é—sinﬁg—i——coseg
or ar r 90’ oy or r 00’
Mit Hilfe der Produktregel und des Satzes von Schwarz gilt:
0 (Coseé' sin@@)(@r +80 )
Vg = [ Uz = a T T Tan — Uy —U
' Oz or v 90/\ox " 0w’
9 2sin 6 cos 2sinf cosd sin? 0 sin? 0
= Upp COS” 0 — Vpg + vp 5 + v, + vgo—
r r r r
und analog
ov
Uyy = 87;
. 9 2sinf cosf 2sin 6 cos@ sin® 0 sin? 0
= Upp SiN7 0+ v — vy 3 + vy + v —
r r T r
Wegen sin” 0 + cos? 6 = 1 folgt damit die Behauptung. A
Satz 3.404Y.
Es gilt g € C*°((0, 00) x R) und
gt = Jza, t> O,x € R, (3.14a)
/g(t, z)dzr =1, t>0. (3.14b)
R

Aufgabe 3.7: Beweisen Sie Satz 3.40°Y.
Losungsvorschlag zu Aufgabe 3.7: Der Gauf3-Kern ist definiert als

1 2
t,x) = e~ /A,
gt ) = 2 N
Da g(z,t) das Produkt zweier glatter Funktionen ist (¢ > 0), ist es offensichtlich,
dass g glatt ist. Um zu beweisen, dass g die Warmeleitungsgleichung erfiillt, be-
rechnen wir einerseits

99 R P <A B W Sy Gy
bt = 2ﬁ[e 9t \ Vi +\/zat(€ )

1 12/4t< 1 ) 1 [ 22e—’/4
= —=|e 7|t
2./T 2t\/t Vit 4t

1 —x2/4t x2 —x2/4t
= ——e —e 3.15
4t/ 8t2/7t ( )
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und andererseits

dg 1 0, _.2 T _ 2
7t, _ (e w/4t:776 z= /4t
ax( z) 2/t 833( At\/7t
und damit
32g 1 0 2 2 0
— 2 (¢t - _ Y x4t —x?/4t Y
Ox (t,2) At\/Tt [xaxe te oz
1 I2 2 2
- _ -zt /4t —x%/4t
4t\/ﬁ{ 2 ¢ te }
— 1 —z2 /4t + 1 7332/415. (316)

— e — e
4t/ 7t 8t2/mt

Vergleichen von (3.15) und (3.16) liefert g, = g, wie behauptet.
Nun zum zweiten Teil der Behauptung. Setze

0o 1 241

I:= t,r)dr = ——ec ¥ /¥ dx
/g( ) /_oo 2v/mt

R

Die Variablen-Substitution z = 2%/{ liefert dz = dx/2+/t und damit

1 & 2 1 > 2 1
[= —— e*zQ\/idz:—/ e % dz=—=y/m=1
2\/5\/7?/_00 L Nz

wie gefordert. A

Lemma 3.42AV (Radialer Laplace-Operator).

Sei0 < p < Rund Q = {z € R?: p < |z| < R} ein Ringgebiet. Weiter seiv € C?(p, R)
und u(z) := v(|z|). Dann ist u € C?(Q2) und

(Au)(z) = (vw 4= 1ur> (|])-

r

Aufgabe 3.8: Beweisen Sie Lemma 3.424Y.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3.8: Wir wissen, dass der Laplace-Operator in
Polarkoordinaten gegeben ist durch (vgl. Aufgabe 3.6*Y fiir d = 2)

Uy Voo
Au=vp + — + —.
T

Angenommen, v = v(r) sei eine radiale Funktion, die nicht von § abhédngt, dann
erhalten wir fiir d = 2

1
Au = v,y + —v,.
r

Im Fall von d-Dimensionen muss dies zuerst in spahrische Koordinaten transfor-
miert werden, was den Nenner d — 1 ergibt. A
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Satz 3.43AU.

Sei ug : R — R stetig und exponentiell beschrénkt. Definiere
u(t,z) := #/ ef(mfy)Q/“uo(y) dy, (3.17)
(4mt)4/2 Jpa
dann gilt u € C*°((0, 00) x R%) und
ur = Au, t> 0,z €RY, (3.18a)

l}fg u(t, ) = uo(x), (3.18b)

gleichmaflig auf beschriankten Mengen des R”. Weiterhin ist u exponentiell be-
schrankt.

Aufgabe 3.9: Beweisen Sie Satz 3.434U.
Losungsvorschlag zu Aufgabe 3.9: Sei ug : RY — R stetig, so dass

lug(z)| < Ae®l®l (x € Rd)

wobei A > 0,a € R. ,
Sei u(t,z) = W Jpa €7@ Ay (y) dy, t > 0, 2 € RY. Es ist zu zeigen, dass

a) u € C*((0,00) x RY),
b) us(t,z) = Au(t,z),t >0,z € R?,
) limy o u(t, ) = ug(x)

gleichmifBig auf beschriankten Mengen von R<.

Dazu betrachten wir die Funktion g die durch (3.75%V) gegeben ist. Es ist also
u(t,x) = [ 9(t, @ — y)uo(y) dy. Sei x € R%. Nach der Young’schen Ungleichung
ist

le—yl? = [2®+|yl> =22y > |2 + |y|* — 2]z |y]

v

1 1
22 + lyf? = S1yl? = 20 = Syl - 2laP.

Also ist

2 2 2 2 2
e lz—yl™ /At < o=yl /8t lzl™/4t < o—lyl7/80 x| /4t

Damit sind die partiellen Ableitungen 22(t, x — y), 2% (¢, z — y) gleichméRig auf

P &€ 3¢ 9z, & &
[6,00) x R? durch ee~1¥I’/8 beschrénkt. Da Jra luo (y)|e~1v1*/8dy < oo folgt, dass
u € C*®((6,00) x R?) und

dg

u = a(w—y)w(y) dy

Rd

0%u 0%g

aij = /agyj(taiv—y)uo(y)dy
R4
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Da g; = Ag ist u; = Awu. Damit sind a) und b) gezeigt. Teil c) zeigt man ganz
dhnlich wie Satz 3.414Y. A

Satz 3.53AY (Eigenschaften und Rechenregeln).
Sei f € L1(R,C), dann gilt:

(i) Die Fourier-Transformation f : R — C ist stetig mit Hm,— o0 fw)=o.
(ii) Linearitdt: Fir fi1,..., fn € Li(R,C)und ¢4, ...,c, € Cgilt

F (chfk> => ek Ffr
k=1 k=1

(iii) Falls f stetig differenzierbar ist, f* € L1 (R, C) und lim_, o f(t) = 0, dann gilt
F(f)(w) = iw Ff(w). (3.19)
(iv) Falls [ [tf(t)| dt < oo, dann gilt

L Ff@) = (-DFC FO)@). (3.20)

(v) Fiir a € R gilt F(f(- — a))(w) = e F f(w).
(vi) Fir @ € R\ {0} gilt F(f () (w) = &Ff (£)-

Aufgabe 3.10: Beweisen Sie Satz 3.534U (i), (i), (v) und (vi).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3.10: Die Fourier-Transformation ist nach Defi-
nition 3.504Y gegeben durch

Ff(w) = f(w) = \/12?/00 f)e “tdt, weR.

(i) Die Stetigkeit ist klar. Wegen lim|,,| o e~ =0 folgt lim| ) o0 f(w) =0.
(ii) Es gilt
}_(z”: Ckfk) (W) = —— /OO ickfk(t) e~' dt
k=1 2m )

= Ck > —iwt
= fe(t)e dt
kZ:l V2T /_OO b

= ch ffk(w)

k=1
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(v) Fiir a € R gilt mit der Substitution s :=t — «
FUt-a)w = —= [ fe-aera
—a))(w) = — —a)e
V2T ) o

— i > —iw(s+a
m[m f(s)e dt
= e "W Ff(w).

(vi) Fir a € R\ {0} gilt mit der Substitution s := at zunéchst fiir den Fall & > 0

f(f(a))(w) = \/12—”/_00 flat) e Wt gt — \/12?;/_00 f(s) et s gt

Fiir a < 0 kehrt sich der Integrationsbereich um und wir erhalten den mul-
tiplikativen Faktor —1.

A

Satz 3.62*AUV (Existenz der Laplace-Transformation).

Die Funktion f € Li(R+, C) sei exponentiell beschriinkt, d.h., esist | f(t)| < M e, t >
0, fiir ein M > 0, v € R. Dann existiert £ f(s) fiir alle s € C mit Re s > ~.

Aufgabe 3.11: Zeigen Sie Satz 3.62*4U (Existenz der Laplace-Transformation).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3.11: Sei f € L (R, C) mit|f(t)| < Me (¢t > 0),
wobei M >0,y € R. Sei s € C mit Res > 7.
Dann ist | f(t)e™ 5t < Me~(Bes=)t Daher ist

(oo}

/ e dt <

0

Res — v’

Damit existiert

C

lim [ f(t)e s dt.

c—00
0
Bemerkung: Die exponentielle Beschrédnktheit ist nicht notwendig fiir die Exis-
tenz der Laplace-Transformation: Sei f : Ry — C messbar, F(t) = [, f(s)ds.

a) Ist |F(t)| < MeY ,t >0, mit M > 0, > 0, so existiert lim,_, o, foc e Stf(t)dt
fiir Res > 7.

b) Existiert lim._,o [y €' f(t) dt fiir ein sy € C, so gibt es zu jedem v > 0
mit v > Resg ein M, so dass |F(t)| < Me?', ¢ > 0 und somit existiert die
Laplace-Transformation falls Res > Resy. Siehe [1, Theorem 1.4.3].
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A

Aufgabe 3.12: Seien ug € C*(R), u; € C*(R) Anfangswerte fiir das Anfangswertpro-
blem der Wellengleichung

Ut — Cugy =0 in RT xR,
u(0,-) =uy in R,
Ut(O, ) = U1 in R.

Zeigen Sie mit Hilfe der Formel von d’Alembert, dass die Losung u € C*(R x R) im
Punkt (t, ) nur von den Anfangswerten uo(y),u1(y) aus dem Abhdngigkeitsbereich
y € A(t,x) := [z — c|t|, = + c|t|] abhingt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3.12:  Seien ug,u; € C!(R). Die Losung der
Wellengleichung mit Anfangsort uo und Anfangsort u; ist nach (3.74Y) gegeben
durch

x+ct

u(t,x) = %(uo(x +ct) + ug(x — ct)) + % / up(s)ds.

—ct

Sei nun (¢,z) € R? und seien 4o, 4; € C'(R) Anfangsdaten derart, dass ug(y) =
Uo(y), u1(y) = @1 (y) fur alley € [z — clt], z + c[t]].
Sei @ die Losung mit Anfangsdaten i, %;. Dann ist

x+ct
u(t,x) = 1(110(33 + ct) + oz — ct)) + 1 / U1(s)ds = u(t, ).

2 2¢ Jp_et
A
Aufgabe 3.13: Betrachten Sie die Heaviside-Funktion H : R — R, definiert durch
1, >0,
H(z) := { 0, sonst.
Zeigen Sie, dass (H * ¢)(z) = [*__ ¢(s) ds fiir alle ¢ € D(R) gilt.
Losungsvorschlag zu Aufgabe 3.13: Sei ¢ € D(R), dann gilt
(H * ¢)(x) :/ H(s)p(x —s)ds = / oz —s) dS:/ ©o(s)ds.
—o0 0 —0o
A

Aufgabe 3.14: Lisen Sie die partielle Differenzialgleichung auf R?

T2 Uy — yQuyy + zUy — yuy =0

mittels einer geeigneten Variablentransformation. Wie kann man Eindeutigkeit errei-
chen?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3.14: Man rechnet leicht nach, dass v(z,y) =
f(zy) und w(z,y) := g(¥), z # 0, fiir f, g € C*(R) die obige Differentialgleichung
erfiillen. Da wir diese auf R? zu betrachten haben, kommt nur die erste Variablen-
transformation in Frage. Eindeutigkeit kann man erreichen, indem man z.B. die
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Werte auf irgendeiner Parallelen zur 2- oder zur y-Achse vorschreibt, nicht aber
auf den Achsen selber. A

Aufgabe 3.15: Bestimmen Sie die Losung u(t,x) des folgenden Anfangs-Randwert-
problems:

Ugy = Uy, t>0, € (071),
u(t,0) = u(t,1) =0, t>0,

u(0,z) = sin(27zx), = € [0,1],
u(0,2) = z(x — 1), x €[0,1].

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3.15: Wir wenden Satz 3.62V auf [a,b] = [0,1],
¢ =2, up(x) = sin(27wx), u1(z) := z(x — 1) an. Wegen u(0) = uj(0) = up(1) =
ug (1) = 0 und 1 (0) = u;1(1) = 0 sind die Voraussetzungen dieses Satzes erfiillt,
der also somit die eindeutige Losbarkeit sichert.

Fiir den Fall [z — 2t,x + 2¢] C [0,1] benttigen wir keine periodische Fortsetzung
und konnen eine Darstellung der Losung direkt aus der Formel von d’Alembert
beistimmen. Fiir den ersten Teil gilt

1 1 1
3 (uo(z + ct) + ug(w — ct)) = 5 sin(2mx + 4nt) + 5 sin(2mwx — 47t)
= sin(27z) cos(4nt)

Fiir den Fall [z — 2¢, x + 2t] C [0,1] lautet der zweite Teil

1 x+ct 1 x+2t 1 s=x+2t
ui(s) = 7/ 8(871)d5:ﬂ52(2873)

2¢c r—ct 4 —2t s=x—2t

= tx(z—1)+ ét3.

3
Man erkennt sofort, dass diese Funktion tatsdchlich nur im Bereich {(¢,z) €
(0,112 : 0 <z — 2t < x + 2t < 1} eine Losung ist, da andernfalls die Randbedin-
gungen nicht erfiillt sind. Aufserhalb dieses Bereiches geht man wie im Beweis
von Satz 3.6*Y vor, indem man u; ungerade 2-periodisch fortsetzt und das obige
Integral (mit Fallunterscheidungen) entsprechend auswertet. A

Aufgabe 3.16: Losen Sie mittels eines Fourier-Reihen-Ansatzes folgendes Problem fiir
acR:

Ut + AP Ugpgs = 0, t>0, z€(0,0),
u(t,0) = u(t, ) = 0, t>0,

Uz (6,0) = Uz (E,€) =0, >0,

U(O,.%) = f(x)7 S (076)7

ut (0, ) = g(x), x € (0,4),

wobei f, g ungerade Funktionen der Periode 2¢ sind.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3.16: Zunichst wihlen wir wieder den Ansatz
mit Separation der Variablen, also u(t,z) = T'(t) X (x). Dann gilt

0 = use(t, ) + % Upgoo (t, ) = T(t) X (z) +a®T(t) X(4)($).
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Dies fiithrt auf die beiden separierten Gleichungen fiir
XB(z) = N X(z), (3.21)
T(t) = —a*\*T(t) (3.22)
Die Randbedingungen fiir (3.21) lauten
X0)=X¢) =0, X"(0)=X"(¢)=0.

Sinnvollerweise wihlt man A = )\ so, dass VA = 2’“7“ fiir ein k € N. Die allge-
meine Losung von (3.21) lautet

c1 sin(v/ Agzx) + 2 cos(v/ Apz) +cze AT 4oy e TVARE,

Einsetzen in die Randbedingungen liefert c; = ¢3 = ¢4 = 0. Die allgemeine
Losung von (3.22) lautet

Ay cos(aMt) + By sin(adgt),

so dass wir durch Superposition folgende Reihendarstellung der Losung erhal-
ten:

u(t,x) = Z (Ak cos(aigt) + By sin(a/\kt)> sin(v/Arz).

keN

Wir gehen davon aus, dass wir gliedweise differenzieren diirfen und erhalten

u(t, x) = Z ( — a A Ay sin(aAgt) + a A, B cos(aAt) ) sin(y/Axx)

keN
also
f(z) = u(0,x) ZAk sin(y/ Ag) =us(0,z) = Za)\k By, sin(y/ A\gx).
keEN kEN

Somit konnen wir die noch unbekannten Koeffizienten als Fourier-Koeffizienten
schreiben:

¢ ¢
= %/0 fz) sin(v/Apz) da By = afkf,/o g(z) sin(v/Arz).

Dies ist die gesuchte Reihen-Darstellung.

Man beachte, dass man die Formel von d’Alembert fiir die Losung der Wellen-
gleichung auch auf diese Art herleiten kann, indem man nun die Additionstheo-
reme der trigonometrischen Funktionen benutzt und die Fourier-Koeffizienten
einsetzt. Das geht hier allerdings nicht, da in 2 und ¢ unterschiedliche Faktoren
(VA bzw. \i,) auftreten. A
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Satz (Eigenschaften und Rechenregeln der Laplace-Transformation).

Seien f, g, f1,..., fn € L1,10c(R4,C) alle exponentiell beschrédnkt mit gemeinsamer
exponentieller Schranke . Dann gelten folgende Aussagen:

(i) Abklingverhalten: limge s—o0 £f(s) =0
(ii) Linearitét: Es gilt £ (3", _, cufr) = > op; ckLfe fiirci, ..., cn € R

(i) Falls f € C™(R), so dass f® fiir 1 < k < n exponentiell beschrankt ist mit
exponentieller Schranke -y, dann gilt

L™ (s)=s"Lf(s Zf(k) )s"'7F . Re s> 7.

(iv) Esist ()" Lf(s) = (—=1)"L(()"f)(s), Re s > 7.
(v) Translation: Fiir o > 0 gilt L(f(- — a))(s) = e"**Lf(s), Re s > 7.
(vi) Faltungssatz: Fiir f, g wie oben gilt L(f * g) = (Lf) (Lg).

Aufgabe 3.17: Beweisen Sie Satz 3.64*AY, (i), (ii), (iv), (v) und (vi).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3.17: Nach Definition 3.61*4U lautet die Laplace-
Transformation

Lf(s)=F(s):= /000 ft)e st dt = lim Cf(t) e *'dt, seC,

Cc— 00 0
(1) Wegen limpge 500 €% = 0 folgt limge s—00 £f(s) = 0.
(ii) Es gilt

L (Z Ck fk) (s) = 0°° > ok fult) et dt = ZCkak
h=1

(iv) es gilt

7N
&=
N~
3
Y
&h
—~
w
N—
Il

() [ s [~ rorayeesa

_1)n/0 f)tr e dt = (=1)"L((-)" f)(s).

(vi) Es gilt

L(f < g)(s) = /oo(f*g)(t)f“dt

0

/000 /_Z f(n)/, gt —1)e st drdt
/Uoo /OOO f(r)/, gt —71)e " drdt,
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da f, g € Li1oc(R4,C), also f(r) = g(7) = 0 fur 7 < 0. Nun folgt die
Behauptung genau wie im Beweis von Satz 3.55V fiir die Fourier-Transfor-
mation.

A
Aufgabe 3.18: Zeigen Sie:
(a) a(t) :=1, Lla](s) = s7*
() b(t) :== e, L[b](s) = (1 +5)7*
(© f(t,x) = —(t* +x)e™™, LIf(-,2)](s) = —2(s + )% — 15

(A U(s,z) = (s+z)7 L, L7HUC, 2)](t) = et

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3.18:

(a) Es gilt a/(t) = 0 und damit folgt aus Satz 3.62* (iv) 0 = L[a'](s) = s L]a](s) —
a(0) = s L]a](s) — 1. woraus die Behauptung folgt.

(b) Es gilt

L[b](s) = /0Oo e testdt = /OOC et dt = Lla](s+1) = (1+s)7 L.

(c) Es gilt

LI x)] - /Ooo(t2 +x)e et dt = — /Om(t2 + o) et gy

- /OO 2 et te) gy — /00 ze tH) gp
0 0

Fiir den zweiten Term gilt

/ e T gt = g Lla)(s + ) = .
0 stx

Fiir den ersten Term wenden wir zweimal partielle Integration an und be-
achten, dass die Randterme jeweils verschwinden:

/ootze*t(”z) dt = Q/OOLe*“S“) dt:2/oo ! et gy
0 0o Stz o (s+z)?

2 2
= m/j[a](s—&—ax) = PEE
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(d) Sei g(t,x) := e~ **, dann gilt

Llg(- 2)](s)

/ e et dt = / e @) dt = L[a)(s + x)
0

(s +x) L

A

Aufgabe 3.19: (Harmonische Funktionen sehen keine Punkte) Sei 2 C R? eine
offene Menge, o € Q und Q* := Q\ {xo}. Mit H(Q) := {u € C*(Q) : Au = 0}
bezeichnen wir den Raum der harmonischen Funktionen auf Q. Wir wollen zeigen, dass
die Mengen H(Y*) N C(Q) und H(Y) iibereinstimmen. Sei dazu B := B(xg, R) eine
Kugel im R% und B* := B\ {x¢}.

(a) Bestimmen Sie alle Funktionen f € C?(0, R) mit rf"(r) + f'(r) = 0 fiirr €
(0, R).

(b) Sei v € H(B*) N C(B) und ujgp = 0. Zeigen Sie, dass u invariant unter Rota-
tionen um wq ist: Es gilt u(xo + y1) = u(zo + y2) fiir alle y; und yo aus R? mit
il = ly2| < R.

(c) Ist w € C?(B*) invariant unter Rotationen um w, so gibt es eine Funktion
w € C%(0,R) mit w(lx — xo|) = w(x) fiir v € B*. Fiir diese gilt Aw(z) =
@ (r) + L' (r) mit v = r(z) := |z — z0].

(d) Seien wund vin H(B*)NC(B) mit ujgp = vjgp. Zeigen Sie, dass u = v gilt. Tipp:
Unter Verwendung der vorigen Aufgabenteile kann man zeigen, dass w = u — v
auf B identisch verschwindet.

(e) Seiu € H(B*) N C(B). Zeigen Sie, dass u € H(B). Somit ist Q* nicht Dirichlet-
requlir.

(f) Sei u € H(QY*). Zeigen Sie, dass es genau dann eine Fortsetzung v € H(2) von v
auf ) gibt, wenn der Grenzwert lim,_, ., u(zx) existiert.

(g) Stimmt die Aussage des vorigen Aufgabenteils auch fiir d = 1?7 Anders formuliert:
Ist jede Funktion in H((—1,0) U (0,1)) N C[-1,1] in H(—1,1)?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3.19:

(a) Die Ableitung g = f’ von f erfiillt die Gleichung r¢'(r) = —g(r). Mit der
Losungsformel fiir Gleichungen in getrennten Verdnderlichen erhélt man,
dass f'(r) = g(r) = er~! fiir ein ¢ € R gilt. Integriert man diese Gleichung,
ergibt sich f(r) = clog(r) + d fiir ein d € R. Nach dem Eindeutigkeitssatz
von Picard-Lindeldf ist jede Losung der Differentialgleichung von dieser
Form.

(b) Seien y; und y, wie in der Aufgabenstellung. Dann gibt es eine orthogonale
Matrix A = (a;;) mit Ay; = yo. Sei v(z) := u(zo + A(xr — x¢)). Dann ist
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v(xo + y1) = u(xo + y2). Offenbar gilt v|sp- = u|sp~. Nach der Kettenregel
liegt v in C?(B*) mit

Vu(z) = Vu(zo + Az — x0)) A.
Daher ist die Hesse-Matrix H, von v, also die Ableitung von (Vv)T, durch
H,(z) = ATH, (2o + A(z — x0))A

gegeben. Nutzt man nun A”A = I und die Rechenregel Spur (AB) =
Spur (BA) fiir die Spur einer Matrix aus, so ergibt sich

Av(z) = Spur H,(z) = Spur H,(zo+A(x—20)) = Au(zg+A(z—x0)) = 0.
Also ist v ebenso wie u eine Losung des Dirichlet-Problems
Aw =0 auf B*,
wlops = ulop=,
woraus mit der Eindeutigkeit der Losung v = v folgt. Also gilt
u(zo + y2) = u(zo + Ay1) = v(xo + 1) = u(o + y1),
was die Behauptung zeigt.
(c) Wegen Rotationsinvarianz ist die Definition w(r) := w(z) fiir ein = mit |z —
xo| = r eine wohldefinierte Zuordnungsvorschrift. Da insbesondere w(r) =
w(xo + re1) gilt, ist w nach der Kettenregel zweimal stetig differenzierbar.

Wendet man die Kettenregel auf die Gleichung w(r) = w(z) mit r = r(x)
an und nutzt

Ti — To,i
Dyr(x) = H_ 201
r(x) )
aus, so erhilt man
Dyw(z) = @' (r) 2208 ‘rxo*i
(@i — o) (1 (= 204)?
Djw(z) = w (’/‘)T +w'(r) <r .

und damit durch Addition der Gleichungen
Aw(z) =" (r) + @' (r)2
wie behauptet.

(d) Sei w := uv—wv. Dann erfiillt w die Voraussetzungen von Aufgabenteil b) und
ist somit rotationsinvariant. Wahle w wie in Aufgabenteil c). Dann erfillt w
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die Differentialgleichung in Aufgabenteil a), woraus folgt, dass es ein ¢ und
d mit

w(|z — xo|) = clog(|Jx — zo|) + d

gibt. Da w stetig in x ist, ist w bei 0 insbesondere beschrankt. Dies ist nur
dann moglich, wenn ¢ = 0 gilt. Zudem ist w(R) = 0, da w auf 0B ver-
schwindet. Also muss w = 0 gelten. Dies zeigt w = 0 und somit u = v.

(e) Nach Satz 3.304Y existiert eine Funktion v € H(B) N C(B) mit v|sp = ulsp.
Nach Aufgabenteil d) gilt dann v = v € #H(B). Nehmen wir nun an, Q*
wire Dirichlet-reguldr. Dann gébe es eine Funktion u € H(Q*) N C(Q*) mit
u(xzg) = 1 und u = 0 auf 9Q. Also wire nach dem Gezeigten sogar u €
H(2) N C(). Nach Korollar 3.274Y ist dann u = 0 auf Q im Widerspruch
zu u(xy) = 1.

(f) Gibt es eine solche Fortsetzung v, so existiert

i ) = Ji () = )
nattirlich. Existiert umgekehrt dieser Grenzwert, so gibt es zumindest eine
stetige Fortsetzung v von u, die mittels v(z) := lim,_,,, u(z) definiert wer-
den kann. Weil (2 offen ist, gibt es R > 0 mit B = B(zo, R) € (). Dann ist
offenbar v|p € H(B*) N C(B) und somit nach Aufgabenteil e) v|p € H(B).
Dies zeigt v € H(f2) und damit die Behauptung.

(g) Nein. Ein Gegenbeispiel ist u(z) = |z|. Bemerkung: Die Aussage ist aber
fiir jede Dimension grofser als 1 richtig. Der Beweis kann genau wie in zwei
Dimensionen gefiihrt werden.

A

Aufgabe 3.20: Seien f, € C?[0,1], f,g € C[0,1] derart, dass lim,, oo f,, = f und
lim, o0 )/ = g gleichmiifig auf [0,1]. Zeigen Sie, dass (f] )nen gleichmifig auf [0,1]
gegen eine Funktion h € C|0,1] konvergiert, und schlieffen Sie daraus, dass f € C?[0,1],
=h, f" =g

Losungsvorschlag zu Aufgabe 3.20: Seien f,, € C?[0,1], f, g € C[0,1] derart, dass
lim, o0 fr, = f und lim,,_, f)] = g gleichmifig auf [0,1]. Nach dem Hauptsatz
der Differenzial- und Integralrechnung ist fiir x,y € [0,1]

Faly) = fulz)+ / f'u(s)ds und

fi(s) = fix)+ / Fru(t) dt.
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Setzen wir f/ in die erste Formel ein, so sehen wir, dass

fn(y)

h@+7ﬁm@ﬁ+7jﬂ@ﬁm

vy v

h@+@—@ﬁ@+//ﬂ@@ﬁ

fulo) + - 2)fola) + [ = Of7 (0
Dabei haben wir den Satz von Fubini 5.84Y benutzt. Die Formel
y
£al9) = Fal0) + = D))+ [ (@ =07 0) o
ist nichts anderes als die Taylor-Formel der Ordnung zwei. Sie zeigt, dass f/ (z)
gleichméfig in z € [y — d,y + 0] konvergiert, 6 > 0. Wahlen wir z.B. einmal
y = 0 und einmal y = 1, so sehen wir, dass f; gleichmiBig gegen eine Funktion

h : [0,1] — R konvergiert. Diese ist somit stetig und mit n — oo erhalten wir aus
obiger Formel

Yy
Damit ist f differenzierbar und f’(y) = h(z)+ [ g(t) dt firr alle z, y € [0,1]. Folglich

ist f € C?[0,1] und f” = g. Setzen wir diesen Ausdruck in die vorhergehende
Identitit ein, so erhalten wir

F(9) M@+/f%ﬂt

= h(@)+ f'(y) = f'(2).
Somitist h = f’. A






4 Losungen zu den Aufgaben
Kapitel 4

Aufgabe 4.1: Zeigen Sie, dass der Raum l5(I) bzgl. des Skalarproduktes (z,y) :=
> ner Tn Yn ein Hilbert-Raum ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4.1: Wir wihlen I = N. Wir miissen zeigen, dass
% volltandig ist. Sei (z™),en eine Cauchy-Folge in ¢, wobei 2" = (z})ien. Da
lye] < |lylle, fiir jedes y € £, ist (z})nen fiir jedes k € N eine Cauchy-Folge in K.
Damit existiert lim,,_, } =: x) in K. Wir zeigen nun, dass

a) z := (z)ren € 2 und
b) lim,, ., 2" = z im Sinne von /5.

Sei e > 0. Dann gibt es ng € N, so dass ||z" — 2™||¢, < ¢ fiir alle n,m > ny. Es ist
also

K
D o —ap? <€
k=1

fiir alle n, m > ng und alle K € N. Indem wir m — oo schicken, sehen wir, dass

K
D laf -l < €
k=1

fiir alle K € N, n > ng. Damit ist z* — z € ¢2 fiir n > no und somit ist z € ¢2.
Ferner ist fiir n > ny,

K
" — olff, =sup 3" [of — au P < <%
L —

Damit ist [|2" — z||7, < e fiir n > no. A

Aufgabe 4.2: Seien H,, Hy Hilbert-Riume, T : Hy — Hy linear. Auf Hy und Hy be-
trachten wir jeweils zwei Arten der Konvergenz: die Norm-Konvergenz und die schwache
Konvergenz. Damit gibt es vier Moglichkeiten, die Stetigkeit (d.h. Folgen-Stetigkeit) von
T zu definieren. Welche von diesen Vier sind gleich?

Anleitung: Benutzen Sie den Satz vom abgeschlossenen Graphen (siehe Satz A.344),

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4.2: Sei T : H; — H linear, wobei H;, H,
Hilbert-Rdume sind. Wir betrachten die folgenden 4 moglichen Stetigkeitsdef-
nitionen fiir T
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@z, =>zx= Tz, = Tx;
b) xp, - = Tx, = Tx;
) xp =~ 2= Tx, = Tx;
d)zp 2= Tx, Tz

Dann sind (a), (b), (d) dquivalent; es gilt (c) = (a), aber im Allgemeinen (a) % (c).
Beweis: Aussage (a) ist die Norm-Stetigkeit von T'.

(a) = (d). Sei T Norm-stetig. Dann gibt es zu jedem y € H; genau ein Ty € H;,
so dass

(TI,y):(.I,T*y)7 ‘rGHl

Das folgt unmittelbar aus dem Satz von Riesz-Fréchet (Satz 4.214Y), da ja z —
(Tx,y) eine stetige Linearform auf H; definiert. Sei nun z,, — x und sei y € Ho.
Dann ist

Jim (T, y) = lm (2, T"y) = (2, T"y) = (T, y).
Damit gilt T'z,, — T'x.
(d) = (b) folgt aus der Tatsache, dass die Norm-Konvergenz die schwache Kon-
vergenz impliziert.
(b) = (a). Wir benutzen den Satz vom abgeschlossenen Graphen, um die Stetig-
keit von T zu zeigen. Sei ©,, = x, Tz, — y. Wir miissen zeigen, dass T'x = y. Sei
z € Hj beliebig. Aus der Voraussetzung (b) folgt, dass T'x,, — T'x. Damit ist

(Tz,z) = h_)m (Tzp,z) = (y,2).

Da z € H, beliebig ist, folgt, dass Tz = y. Wir haben die Aquivalenz von (a), (b)
und (d) gezeigt.

(c) bedeutet gerade, dass T kompakt ist (Satz 4.394Y). Ist dim H; = oo und Hy =
Hi, so ist die Identitét stetig, aber nicht kompakt. A
Aufgabe 4.3: (Polarisations-Identitit.)

a) Sei E ein reeller Vektorraum und a : E x E — R bilinear und symmetrisch.
Zeigen Sie: a(u,v) = +(a(u+v) —a(u—v)), u,v € E. Hier ist a(u) := a(u, u),
u e L.

b) Seien Ey, Ey unitire Raume und sei T : Ey — E3 linear. Man zeige, dass folgende
Aussagen dquivalent sind:

(i) (Tu, Tv) = (u,v) fiir alle u,v € E.
(ii) T ist isometrisch, d.h. ||Tu| = ||u|| fiir alle uw € E;.

Somit ist T genau dann isometrisch, wenn 1" das Skalarprodukt erhilt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4.3:
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a) Seia : E x E — R bilinear und symmetrisch. Dann ist

alu+v)—alu—u) = alu+v,u+v)—alu—v,u—0ov)
a(u) + 2a(u,v) + a(v) — [a(u) + a(v) — 2a(u, v)]
= da(u,v).
b)Sei T : Ey — FE5 linear derart, dass ||Tu|lg, = |ulg,, v € Ep; dh

(Tu,Tu)g, = (u,u)g,, v € E1.Da T linear ist, folgt aus a):
1
(Tu,Tv)p, = J(ITu+Tolg, = [Tu—To|z,)
1
= J(T@+v)E, — ITw-v)lE,)

1
= U+ ol — = ol3,)
= (u,v)g-
Das zeigt (ii) = (i). Die umgekehrte Richtung ist trivial.
A

Aufgabe 4.4: (Vervollstindigung.) Sei E ein separabler reeller Pri-Hilbert-Raum und
sei {e,, : n € N} eine Orthonormalbasis von E.
a) Betrachten Sie die Abbildung J : E — {3, J(u) = ((u, en)E)nen. Zeigen Sie,
dass J linear und isometrisch ist und dichtes Bild hat.
b) Folgern Sie: Es gibt einen Hilbert-Raum H, so dass E ein dichter Unterraum von
H ist. Hinweis: Identifizieren sie E und j(E).
c) Eindeutigkeit: Seien Hy, Hy Hilbert-Riume, Jy, : E — Hy, linear, isometrisch mit
dichtem Bild, k = 1,2. Zeigen Sie: Es gibt einen unitiren Operator U : Hy — Ho,
so dass UJyx = Jox fiiralle v € H;.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4.4: Sei I ein separabler, reeller Pra-Hilbert-
Raum mit Orthonormalbasis {e,, : n € N}.

a) Definiere fiiru € E,

Ju = ((ua en)E)neN~

Dann ist Ju € (y fiir alle u € E (siehe Satz 4.94Y). Damit ist J : E — /(y
linear und isometrisch (Parseval’sche Identitit). Aus Aufgabe 4.34U folgt,
dass (Ju, Jv)e, = (u,v)g fur alle u,v € E.Da Je, = (0,...,0,1,0...0...),
ist das Bild von J dicht in £5.

b) Falls wir E mit j(E) identifizieren, wird E ein dichter Unterraum von ¢,
und das gegebene Skalarprodukt auf F stimmt mit dem von ¢ induzierten
tiberein. Das ist gerade die Aussage von a).
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¢) Seien H,, Ho Hilbert-Raume, J, : £ — Hj isometrisch mit dichtem Bild,
k = 1,2. Definiert Uy : J1E — JoFE durch UyJix = Jox, v € E. Dann ist
Uy linear und isometrisch. Nach Satz A.2AU hat U eine eindeutige, stetige
Fortsetzung U : H; — H,. Fir f € H, gibtes z,, € E,sodass Jiz, = fin
H;. Damit ist

1Ufllz, = lim [[UgJrzn|lg, = lim || Jizn|lm, = |||, -
n— o0 n—00

Die Abbildung U ist also isometrisch. Daraus folgt, dass Bild U abgeschlos-
sen ist. Da Bild U D Bild Uy = JF, ist Bild U dicht in H,. Folglich ist
Bild U = H,.

A

Aufgabe 4.5: Sei E ein normierter reeller Vektorraum und a : E x E — R bilinear.
a(-,-) heifSt stetig, falls w, — u, v, — v = a(Un,vs) — a(u,v).

a) Zeigen Sie, dass a genau dann stetig ist, wenn es C' > 0 gibt derart, dass

la(u, 0)] < Cllull o], u,ve E.

b) Sei a symmetrisch und a(u) > 0, uw € E. Zeigen Sie, dass a genau dann stetig ist,
wenn u, — u = aluy) = a(u).
Benutzen Sie 4.264U.

c) Sei H ein Hilbert-Raum und T : H — H linear und symmetrisch, d.h. (Tu,v) =
(u,Tv), u,v € H. Zeigen Sie, dass T stetig ist.
Hinweis: Satz vom abgeschlossenen Graphen.

d) Sei H ein Hilbert-Raum, a : H x H — R bilinear, symmetrisch derart, dass
Up — U = a(un,v) — a(u,v) fiir alle v € H. Zeigen sie, dass a) stetig ist.
Benutzen Sie c).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4.5:

a) Falls es kein C > 0 gibt mit |a(u,v)| < C|ull ||v|| fur alle u,v € E, so
existieren u,,v, € E mit |a(un,v,)| > n?|u,| ||vn|. Fir z, =
Yn = %mvn gilt dann |a(z,,,y,)| > 1 aber z,, — 0, y, — 0. Somit ist a

nicht stetig. Umgekehrt folgt aus der Ungleichung, dass fiir u,, — u, v, = v,

1
n Tunl Yns

|a(un, vn) = a(w,0)| = a(un, vn = v) + alun —u,v)
Cllunlon = vl + Cllun — ull[[v]] = 0

IN

mit n — oo.
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b) Sei a symmetrisch a(u) > 0 fiir alle v € E und es gelte u,, — u = a(uy,) —
a(u). Wir zeigen, dass «a stetig ist. Sei u,, — u, v, — v. Dann gilt nach Satz
4264V

la(tn, vn) —a(u,v)] = |a(un, vy —v) + alu, — u,v)]

IN

a(un)%a(vn — v)% + a(u, — u)%a(v)% -0
mit n — oo.

c)SeiT : H — H linear und symmetrisch. Sei u,, = u, T'u,, — v. Wir zeigen,
dass T'u = v. Sei w € H. Dann gilt

(Tu,w) = (u,Tw) = (Up, Tw) = lm (Tup,w) = (v, w).

1m
n— 00 n— 00

Da w € H beliebig ist, folgt, dass T'u = v. Die Stetigkeit folgt nun aus dem
Satz vom abgeschlossenen Graphen.

d) Sei v € H. Nach Voraussetzung ist a(-,v) eine stetige Linearform auf H.
Damit gibt es nach dem Satz von Riesz-Fréchet ein eindeutig bestimmtes
Tv € H derart, dass

a(u,v) = (u,Tv), u € H.

Aus dieser Identitdt folgt, dass T linear ist. Ferner ist (Tu,v) = (v,Tu) =
a(v,u) = a(u,v) = (u,Tv). Somit ist T symmetrsich. Aus Teil c) der Aufga-
be folgt, dass T stetig ist. Folglich ist

lau, )| = |(uw, Tv)| < ull [To]| < T ffull [[]-

A

Aufgabe 4.6: Betrachten Sie die Operatoren aus Beispiel 4.424Y. Bestimmen Sie
ker Ao, ker A; und ker B. Welcher der Operatoren ist invertierbar?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4.6: Die Operatoren Ay, A1, B auf X := L2(0,1)
sind folgendermaflen definiert:

a) D(Ap) = {u € C?[0,1] : u(0) = u(1) = 0}, Agu = —u”;

b) D(A;) = {u € C?[0,1] : v/ (0) = /(1) = 0}, Aju = —u”;

c) D(B) := C?0,1], Bu = —u".

Damit ist A C B und A; C B. Sei v € ker B. Dann gibt es a,b € R, so dass
uw(z) = ax + b. Damit ist ker B gerade der Raum der affinen Funktionen. Ist solch
ein u sogar in D(Ap), soist b = u(0) = 0 und a = u(1) = 0, also ist u = 0. Ist solch
ein u in D(A4;), so ist a = «/(0) = 0 und damit u(z) = b fiir alle € [0,1]. Es ist
also ker Ag = {0} und ker A; = {cljp 1] : ¢ € R}. Die Operatoren A; und B sind
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nicht injektiv und damit nicht invertierbar. Da jede Funktion im Bild von A stetig
ist, ist Ag nicht surjektiv. Damit ist auch Ay nicht invertierbar. A

Aufgabe 4.7: Sei A ein Operator auf H. Wir sagen, dass A beschréankt ist, fallses ¢ > 0
gibt, so dass || Au|| < c||ul| fiir allew € D(A); vgl. Anhang A.14Y.

a) Sei A invertierbar. Zeigen Sie, dass A genau dann beschrinkt ist, wenn D(A)
abgeschlossen in H ist.

b) Sei A invertierbar, so dass A=' : H — H kompakt ist. Zeigen Sie, dass A genau
dann beschriinkt ist, wenn dim H < oo.

c) Wir sagen, dass A abgeschlossen ist, falls der Graph G(A) = {(u, Au) : u €
D(A)} von Ain H x H abgeschlossen ist. Zeigen Sie: Ist A invertierbar, so ist A
abgeschlossen.

d) Sei D(A) = H. Zeigen Sie, dass A genau dann beschrinkt ist, wenn A abgeschlos-
sen ist.

e) Zeigen Sie, dass A abgeschlossen ist genau dann, wenn D(A) bzgl. der Norm
lull% := ||lull% + ||Aul|?; vollstindig ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4.7: Sei A ein Operator auf H mit Definitionsbe-
reich D(A).

a) Sei A invertierbar, d.h. A : D(A) — H ist bijektivund A~' : H — H stetig.

Sei D(A) abgeschlossen in H. Dann ist D(A) ein Hilbert-Raum beziiglich
des Skalarproduktes von H und A~! : H — D(A) ist stetig. Nach dem Satz
vom stetigen Inversen (A.44Y) ist A = (A~1)~! stetig; d.h. es gibt ¢ > 0, so
dass ||Az|| < c||z]|| fur alle z € D(A).
Sei umgekehrt A beschrankt. Dann ist A ein Isomorphismus von D(A) nach
H, wobei D(A) die Norm von H tragt. Da H vollstandig ist, ist es auch
D(A). Damit ist D(A) abgeschlossen. Wir kénnen das aber auch direkt be-
weisen: Sei u € D(A). Dann gibt es u,, € D(A), so dass u,, — u in H. Da
| Ay, — At || < cf|tin, — ||, ist (Aup)nen eine Cauchy-Folge in H. Sei v =
lim,, o Au,. Da A invertierbar ist, folgt, dass A~1v = lim,, 0o A7 (Auy,) =
limy, —y 00 Uy, = u. Alsoistu € D(A) und Au = v.

b) Sei A invertierbar und A~! : H — H kompakt. Ist A beschrénkt, so ist
nach a) D(A) abgeschlossen in H. Fiir z € D(A) ist z = A~'(Az). Damit
ist die Identitdt auf D(A) kompakt (denn ist z, € D(A), ||z,]| < ¢, so
ist |Az,|| < ¢ c1; da A~ kompakt ist, hat z,, = A~1Ax, eine konver-
gente Teilfolge). Beispiel 4.32AU zeigt, dass dim D(A) < oc. Aber A ist eine
bijektive lineare Abbildung von D(A) nach H. Damit ist auch H endlich-
dimensional. Ist umgekehrt dim H < oo, so ist jede lineare Abbildung von
H nach H kompakt, da ja abgeschlossene, beschrankte Teilmengen von H
kompakt sind.
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¢) Sei A invertierbar. Sei z,, € D(A), so dass z,, — =z und Az, — y. Wir
miissen zeigen, dass € D(A) und Az = y. Da A invertierbar ist, folgt aus
lim,, oo Az, = y, dass & = lim,_, ¥, = A~'y. Damit ist + € D(A) und
Az =y.

d) Das ist der Satz vom abgeschlossenen Graphen Satz A.3AY.

e) Sei A abgeschlossen und (z,)nen eine Cauchy-Folge beziiglich || ||4. Da
Iyl < llyl[a und [ Ayl < [ylla, y € D(A), folgt, dass (z,)nexs und (Azy)ner
Cauchy-Folgen in H sind. Sei x = lim,_,c , und y = lim,_, . Az,. Da
A abgeschlossen ist, folgt, dass « € D(A) und Az = y. Damit gilt also
lim,, 0 ||zn, — x|| 4 = 0. Sei umgekehrt (D(A), || || a) vollstindig. Wir zeigen,
dass A abgeschlossen ist. Sei =, € D(A), z, — =z, Az,, — y. Da ||z, —
T4 = |20 —2m |+ Azp— Az, ||?, ist () nen eine Cauchy-Folge in D(A).
Also gibt es z € D(A), so dass ||z, — z||* + || Azxn, — Az|)? = ||z, — 2|3 — 0
(n — 00). Damit ist z = z und Az = y.

A

Aufgabe 4.8: Sei H ein Hilbert-Raum und {e,, : u € N} eine Orthonormalbasis von H.
Sei A, € (0,00), A < At limy, 00 Ay, = 00.
a)Sei V= {u € H : 377 A(u,e,)¥ < oo}. Zeigen Sie, dass a(u,v) :=
oo i An(u, en)m(en, v)p ein Skalarprodukt auf V' definiert bzgl. dessen V ein
Hilbert-Raum ist.
b) Zeigen Sie, dass V kompakt in H eingebettet ist.
c) Wihlen Sie H = {5, e,, = (0,...,0,1,0,...) mit der 1 an der n-ten Stelle. Sei
A der zu af-,-) assoziierte Operator. Zeigen Sie, dass gilt D(A) = {z € {5 :
(AnZn)nen € lo}, Az = (M\yZn)nen. Somit ist A ein Diagonaloperator.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4.8: Sei H ein Hilbert-Raum und {e,, : n € N}
eine Orthonormalbasis von H. Sei 0 < A, < 00, A, < Apy1, limy, 00 A, = 00.
a)SeiV:={ueH:Y " \(u,e,)% < oo}. Dann definiert

J:V — £2
u = (\/ )‘n(ua e’n)H)nEN

eine bijektive, lineare Abbildung. Die Inverse von J ist offenbar gegeben
durch J7'z =Y . L g, e, mitz = (2,)nen € lo. Esist

n=1 7xs
(JU, J/U)Zz = Z V An(u,e'n,)[{\/x(vven)I‘I
n=1
= a(u,v).

Damit ist a ein Skalarprodukt auf V' und J ist unitdr. Insbesondere ist .J
isometrisch. Da ¢5 vollstidndig ist, ist es auch V.
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b) V ist kompakt in H eingebettet. Zunéchst einmal gilt fiir u € V,

i An(ua en)%{

n=1

ull¥,

o0

/\1 Z(uv enﬁ{

n=1

MllullZ-

Y

Damit ist V' C H und die Einbettung ist stetig. Sie ist sogar kompakt. Um
das zu zeigen, wahlen wir w,, € V, so dass u,, — u in V. Wir miissen
zeigen, dass u,, — uin H (Satz 4.39AY). OBdA kénnen wir annehmen, dass
u = 0 (sonst ersetzen wir u,, durch u,, — ). Da u,,, — 0, gibt es ¢ > 0, so
dass |[un||v < c fiir alle m € N (Satz 4.364Y). Sei e > 0. Es gibt ny € N, so

dass 1 < e. Damit gilt
0o
oo o0 1
Z (Um, en)%{ - Z r)\n(uma en)%{
n=ng n=ng "
oo
< ¢ Z /\n(um7en)%{
n=ngo
< elluml¥
< ec?.

Da u,, — 0in V gilt
lim (um,en)g = Im —a(um,e,) =0

m— 00 m—r o0 n

fiir alle n € N. Somit ist

no—1 [e%e]
W}E}nm”um”%/ < mh_rfloo z:l (tms €n)r + mlgnoo Z (s e) 3y < €.
n= n=ng

Da ¢ > 0 beliebig ist, folgt, dass lim,, _ oo||tm |3 = 0.

c)Sei H = lpund e, = (0,...,0,1,0...0...) die kanonische Einheitsfolge.
Damitist V = {z € ly : > 00 \22 < oo} und a(z,y) = > or ) AMZnln,
x,y € V.Sei A der zu a assoziierte Operator auf ¢5. Sei x € D(A), Az = y.
Nach Definition des assoziierten Operators (siehe (4.194Y) im Buch) heifit
das, dass

CL(.Z‘,Z) = (y7z)€2 (Z € V)
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Insbesondere erhalten wir fiir 2 = e,,,
AmTm = Ym-

Damitistalsoy = (A, n)nen. Sei umgekehrt x € ¢y, so dass (A, 2, )nen € f2;
dh. 377 A222 < co. Dann gilt auch Y07 | A\,22 < oo; d.h. z € V. Ferner

n=1""n"n

istfiirz eV,

oo o0
a(z,z) = Z MTnZzn = Z YnZn
n=1

n=1

= (y7 Z)@z'
Damitist x € D(A) und Az = y.

A

Aufgabe 4.9: Wir betrachten die Situation, die im Satz 4.462Y peschrieben wird. Sei A
ein Eigenwert von A. Zeigen Sie:
a) ker(A — ) ist endlich-dimensional;
b) fiir f € H hat (4.24%Y) genau dann eine Losung, wenn (f,eq)y = 0 fiir alle
m € Nmit \,, = \.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 4.9: Seien H,V reelle Hilbert-Raume, dim H =
00, so dass V kompakt in H eingebettetist. Seia : V x V — R eine symmetrische,
stetige, H-elliptische Bilinearform. Sei A der zu « assoziierte Operator. Nach Satz
4.46AY (Spektralsatz) hat H eine Orthonormalbasis {e,, : n € N} mit e,, € D(A)
und Ae,, = A\,e,, wobei A, < A\,y1 und lim,, o, A, = 00. Ferner ist

{u eV: ZA%(u,en)%, < oo}

n=1

D(4)

Au = Z An(u,en)men,.

n=1

Sei A € R ein Eigenwert von A.

a) Dann ist ker(A — A) endlich-dimensional. Nach Bemerkung 4.474Y b) gibt
es namlich ein m € N, so dass A = \,,,. Damit ist

ker(A— A) = {wue€ D(A): lu— Au =0}
= {u € D(A): i()\ — ) (u,en)ge, = 0}

{ue D(A): (u,e) =0 falls A, # A}
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Die Menge I = {n € N : A, = A, } ist endlich, da lim,, o A, = c0. Damit
ist

ker(A— A)={u € H : (u,e,)y =0 furalle n € N\ I}.

Dieser Raum hat die Dimension card (I).

b) Sei weiterhin A = A,,. Sei f € H. Wir suchen Losungen von

ue D(A
(P){ Au—)(\u)z f.

Ist u eine Lésung, so gilt

(f? en)H = (Au,@n)]-] - )\(u, en)H
A = N(u,en)m

fur alle n € N. Insbesondere ist (f,e,)g = 0 fur alle n € I. Sei umgekehrt
f € Hmit (f,e,)g =0furallen € I.Setze z,, := /\n%/\(f,en)H furn € N\T
und wihle z,, beliebig fiir n € I. Dann ist

oo oo Az
Z A, Z m(ﬁ en)ir

n=1 n=1
ngl ngl

c Z(f» en)%{
n=1

= clfl%

IN

. A2
mit ¢ = Supn¢[ m

Insbesondere ist Y. | #2 < co. Damit gibt es genau ein Element u € H mit
(uyen)m =y, n € NuDa Y o? | A2 (u,e,)% < 00, istu € D(A). Esist

K

Au— A = (A — Nanen

3
Il
-

I
]2

(f,en)Hen = f.

1

3
Il



5 Losungen zu den Aufgaben
Kapitel 5

Aufgabe 5.1: Beweisen Sie die Aussage von Beispiel 5.54U.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5.1: Sei f : (—1,1) — R gegeben durch f(z) = |z|.
Sei

1, wenn z > 0,

sign(x) := 0, wenn z =0,
-1, wenn x < 0.

Seiv € C}(—1,1). Dann gilt v(—1) = v(1) = 0 und somit

—/f(x) v'(z)dr = —/()(—m)v’(x) dx—/lxv’(x)d:v
0

—1

0 0 L 1
= - / v(z)dx + zv(z)| + / v(x) dx — zv(x)
K -1 ) 0
0 1
= —/v(m) dzr + /v(aﬂ) dx
1 0
1
= /sign(ac) v(x) du.
21
Dabei haben wir auf den Intervallen (—1,0) und (0,1) partiell integriert. A

Aufgabe 5.2: Bestimmen Sie die schwache Ableitung der Hutfunktion

T, 0<z<1,
h(x)—{ 2—z, l<x<2
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 5.2: Seiv € C}(0,2). Dann ist

2

—ih(w)v’(w) iz = —/lxv'(x) dw—/(Q—x)v’(x) da
0 0

1
v(z) dx — zv(x)

1

- /U(J;) dx — (2 — x)v(x)
0

I
— O—

= v(z) dx —v(1) f/v(x) dzx 4+ v(1)

[}

= /v(x)g(x) dx
0
mit
1 fur z € (0,1
9(z) :{ —1  fir z € (1,2).
Damit ist ' = g. A

Aufgabe 5.3: Sei f € Li(a,b). Definieren Sie die Funktion g : [a,b] — R durch
g(z) == [ f(y) dy. Zeigen Sie, dass g stetig ist.

Anleitung: Schreiben Sie g(x) = f; Lia,0)(y) f(y) dy. Sei zy, € [a,b], limy, o0 T = .
Man zeige, dass 1(4 .., )(Y) f(y) = Lia,2)(y) f(y), und wende den Satz von Lebesgue an.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5.3: Sei f € Ly(a,b),
x b
@)= [ £y = [ £ L) dy.

x € [a,b]. Seilim, o0 2, = T, T, € [a,b]. Dann gilt ftr f,,(y) := f(y)1(a,2,) ()

lim f,(y) = { fly) wenn y <z

n—o0 0 wenn y > x.
Es ist also
im fu(y) = F(1)Lan )

y-fast tiberall. Da | f,,(y)| < |f(y)| fiir alle y € (a,b), folgt aus dem Satz von Lebes-
gue (Satz A.94Y), dass

b b
lim g(aa) = lim n@ﬁw:/}@nwﬂwwy:wm-

n— oo n— oo
a a
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A

Aufgabe 5.4: Seien A > 0, A,B € R, f € La(a,b). Zeigen Sie, dass es genau eine
Funktion u € H?(a,b) gibt, so dass A\u — u" = f in (a,b) und v'(a) = A, v/ (b) = B.
Gehen Sie wie bei inhomogenen Dirichlet-Randbedingungen im Anschluss an den Satz
5.174 vor.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5.4: Wihle w € C?[a, b mitw'(a) = A, w'(b) = B.
Nach Satz 5.184V gibt es genau eine Funktion v € H?(a, b) mit v'(a) = v'(b) = 0
so dass

A —v" = f—Qw—w").

Setze u = v+w. Dannist u € H?(a,b) mitu'(a) = w'(a) = A, u/(b) = B. Ferner ist
Au — u” = f. Damit ist u eine Losung des gestellten Problems. Ist u; eine zweite
Losung, so gilt fiir us := u —u; € H%(a,b), Aug — uf = 0, uh(a) = uh(b) = 0. Aus
Satz 5.194Y folgt, dass us = 0. A

Aufgabe 5.5:
(a) Zeigen Sie, dass

1 1
/ u(z)de <2 (u(0)2 —|—/ u'(x)? d:c) . u€ HY0,1).
0 0
(b) Sei o« > 0. Zeigen Sie, dass a(u,v) := au(0)v(0) +f01 u'(z) v'(x) dx eine koerzive
Form auf H*(0,1) definiert.
(c) Sei a« > 0, f € Lo(0,1). Zeigen Sie, dass es genau ein u € H?(0,1) gibt, so dass

7UN(:C) = f('r)v T € (071)a
—u'(0) +au(0) = 0, u/'(1)=0.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5.5:

(a) Es ist u(x) = w(0) + [, v'(y) dy. Damit ist nach der Young’schen (Lemma
5.224V) und der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung

xT T 2
u(z)? = u(0)? +2U(0)/U’(y) dy + (/U’(y) dy)

0
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Folglich ist

ju(:z:)de <2 (u(0)2 +/1u'(y)2dy) .
0 0

(b) Aus a) folgt, dass mit 3 = min{3, a},

1 1
1 1
[uwrarsauor = 5 [w@rdre g [ow?dy+auop
0 0 0

1 1
1
> u'(y)*dy + B U(0)2+/U’(y)2dy)
0 0
1 1 5 1
> 5 [veraye s [uw?y
0 0
> Dl

(c) Nach dem Satz von Lax-Milgram gibt es genau ein u € H'(0,1), so dass

/u’(y) V' (y) dy + au(0)v(0) = /v(y) f(y)dy fiiralle v € H'(0,1).
0 0

Wiéhlen wir v € CL(0,1), so sehen wir, dass v € H?(0,1) und —u” = f.
Setzen wir das oben ein, so erhalten wir mit Hilfe von Satz 5.134U

/ W ()0 () + ou(0)o(0) = — / o(y) w () dy
0 0

= —o(D)u(1) + 0(0)(0) + / o' () (y) dy,

also
au(0)v(0) = —v(1)u'(1) + v(0)u’(0)

fiir alle v € H'(0,1). Wahlen wir v(z) = z, so sehen wir, dass u/(1)
Damit ist au(0)v(0) = v(0)u/(0) fiir alle v € H'(0,1). Wéhlen wir v

il
[y
~



51

so folgt, dass au(0) = «/(0). Damit ist v eine Losung. Ist umgekehrt v eine
Losung, so gilt fiir v € H'(0,1)

fwvy)dy = — [ (yoly)dy
/ /

Damit folgt die Eindeutigkeit aus dem Satz von Lax-Milgram.

Aufgabe 5.6: Es seien die Voraussetzungen von Satz 5.23*Y erfiillt. Ferner gelte r(x) >
0 fiir alle x € [a,b]. Sei f € La(a,b). Zeigen Sie, dass es genau ein u € H?(a,b) gibt
derart, dass
—(pu) +qu' +ru = f fastiiberall auf (a,b)
u'(a) = u'(b) =0.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5.6: Betrachte die stetige Form a auf H!(a, b), die
durch
b
a(u,v) = /{pu’v’ + qu'v + ruv} dw

gegeben ist. Um zu zeigen, dass a koerziv ist, wihlen wir 8 < 8’ < a. Dann gilt
mit der Young’schen Ungleichung (Lemma 5.22AY)

b b b b
1
a(u) > a/u’de—/J"/u’de—Tﬁ/qqudx—i—/rugdx
a a a a
b b
e
> (a—ﬁ’)/u’Qdm—i—/(r—w)uzdax
Esist
Lo _ B
4p' B 4B

(Y4
2@
VRS
|

|

—
N—

=3

I
VRS
—
|
2=
N———
=
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nach Voraussetzung. Daher ist a(u) > 7||ul|%:, v € H'(a,b) mit v := min{a —
8,1 — g} - wobei § := min, ¢4 7(2). Nach dem Satz von Lax-Milgram gibt es
ein eindeutiges u € H!(a,b), so dass

b
a(u,v):/fvd:c

fiir alle v € H*(a, b). Insbesondere ist fiir v € C}(a, b)
b b

/(pu’)v' dr = /(f —qu’ —ru)vdx.
Damit ist pu’ € H* und —(pu’)’ = f — qu’ — ru. Aus Satz 5.134Y folgt, dass v’ =
S (pu') € H'(a,b). Damit ist u € H>(a,b). Setzen wir nun f = —(pu')’ + qu’ +ru
in der oberen Gleichung ein, so erhalten wir

b b
/{pu’v' +qu'v +ruvydr = /(—(pu’)' + qu’ + ru)vdx

a
b

:/(pu’v’ + qu'v + ruv) dx — p(b)u' (b)v(b) + p(a)u’ (a)v(a)

fiir alle v € H'(a,b), wobei wir im letzten Schritt partiell integriert haben. Somit
ist
—p(b)u (D)v(b) + pa)u’(a)v(a) =0

fiir alle v € H'(a,b). Indem wir v € H*(a,b) mit v(b) = 1, v(a) = 0 wihlen, sehen
wir, dass «'(b) = 0 ist. Wéahlen wir nun v = 1, so erhalten wir «'(a) = 0. Wir
haben gezeigt, dass u eine Losung ist. Umgekehrt, ist « eine Losung, so ist fiir
v € H(a,b)

b
/fvd:r

b
/{—(pu')/v + qu'v + ruv} dz
b

b
= /pu'v’ dz — p(b)u' (b)v(b) + p(a)u(a)v(a) + /(qu’v + ruv) dz

a a

= a(u,v).

Damit zeigt die Eindeutigkeit im Satz von Lax-Milgram auch die Eindeutigkeit
der Losung. Ist schlieSlich f € Cla, b], soist —(pu')’ = f — qu’ — ru stetig. Also ist
pu’ € C'a,b] und damit v’ € C'[a, b]. Folglich ist u € C?[a, b]. A

Aufgabe 5.7: Sei —00 < a < b < 0. Sei f € H?(a,b).
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(a) Zeigen Sie, dass " = 0 genau dann gilt, wenn es co, c1 € R gibt, so dass f(z) =
co + cix.

(b) Zeigen Sie, dass f(z) = f(a) + f'(a)(x — a) + [ (x — y) " (y) dy fast iiberall.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5.7: Sei f € H?(a,b).

a) Sei f” = 0. Dann folgt aus Lemma 5.74Y, dass es ¢; € R gibt, so dass f’(z) =
¢, fast tiberall. Definiere g : (a,b) — R durch g(x) = f(z) — ¢;2. Dann ist
g € H'(a,b) und ¢’ = 0. Damit gibt es ¢y € R derart, dass g(z) = ¢ fiir alle
x € [a, b]. Damit ist

f(z)—cx=cy, z€]a,b].

b) Sei f € H?(a,b). Definiere g : [a,b] — R durch

xT x x

o@) = [@-n)r" s =a [ 5wy~ [or"w)dy.

a a

Dann folgt aus dem Hauptsatz 5.94U und der Produktregel, Satz 5.134Y,
dass g € H'(a,b) und ¢'(z) = [ f"(y) dy. Somit ist g € H*(a,b) und ¢’ =

f".Seih = f —g.Dann ist h € H?(a,b) und h” = 0. Somit folgt aus a),
dass h(z) = ¢o + c1(x — a), = € (a,b) mit geeigneten Konstanten ¢y, c; € R.
Folglich ist

€T

f(2) = 9(@) + hiz) = co + 1z — a) + / (z— 9)f"(y) dy.

Nun sieht man, dass ¢y = f(a), c1 = f/(a).

A

Aufgabe 5.8: (allgemeine schwache Ableitungen.) Sei —0co < a < b < oco. Wir
betrachten den Vektorraum

d
L1 joc(a,b) := {f : (a,b) — R messbar: / |f(z)|dz < 0o wenn a<c<d< b}

der lokal integrierbaren Funktionen auf (a, b).

(a) Sei f € L1 joc(a,b), so dass f; fvdx = 0 fiir alle v € C}(a,b). Zeigen Sie, dass
f(z) = 0 fast iiberall. Benutzen Sie Lemma 5.14Y.
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(b) Wir sagen, dass f € L1 joc(a,b) schwach differenzierbar ist, falls es eine Funk-
tion f' € Ly joc(a,b) gibt, so dass

—/ab flx)v(z)de = /ab f(x)v(z)dx

fiir alle v € C1(a,b). Zeigen Sie, dass es hichstens ein solches f’ gibt.

(c) Zeigen Sie, dass
W1 joe(a,b) == {f € L1 oc(a,b) : f ist schwach differenzierbar}
ein Vektorraum ist und dass f — f': WllJoc(a, b) = L joc(a, b) linear ist.

(d) Sei f € W} ,,.(a,b), sodass f' = 0 fast iiberall. Zeigen Sie, dass es ¢ € R gibt, so

dass f(x) = c fast iiberall. Modifizieren Sie den Beweis von Lemma 5.744.

(e) Sei f € Wll,loc(a,b), zo € (a,b). Zeigen Sie, dass es ein ¢ € R gibt, so dass
fl@) =c+ f;o f'(y) dy fast tiberall. Anleitung: Gehen Sie analog zum Beweis
von Satz 5.9 vor.

(f) Seien f € Wll’,m_,(a, b), c1 € R, sodass f'(x) = c; fast tiberall. Zeigen Sie, dass es
eine Konstante ¢y € R gibt, so dass f(x) = c1x + ¢ fast iiberall.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5.8:

b
(a) Sei f € Lioc(a,b), so dass [ fudzr = 0 fiir alle v € C!(a,b). Betrachte ein

beschrinktes Intervall [c, d] C (a,b). Wir zeigen, dass f = 0 fast tiberall auf
[e,d].

Sei g(z) = sign f(x) := L{y>0} — Lis<0}, @ € (¢, d). Dannist g € Ly(c,d). So-
mit gibt es nach Lemma 5.14Y g,, € C(c, d), so dass g,, — g in La(c, d). Wir
konnen annehmen, dass g,,(x) — g(z) fast tiberall, sonst gehen wir zu einer
Teilfolge tiber (Satz A.12AY). Indem wir g,,(z) durch max{min{g, (), 1}, -1}
ersetzen, konnen wir annehmen, dass |g,(z)| < 1. Nun folgt aus dem Satz
von Lebesgue, dass

d

/d f@ldz = [t fe)g(e)de = lim / (@)gn() dz = .

C

Also ist f(x) = 0 fiir fast alle = € (¢, d).

(b) Ist g € Ly joc(a,b) eine zweite Funktion mit — f: fu'de = f; gv dz fiir alle

v € Cl(a,b), so ist fab gudr = fab f'vdz fiir alle v € Cl(a,b). Also ist fab(g -
fvdx = 0 fiir alle v € C}(a,b). Damit ist g — f’ = 0 fast tiberall nach (a).
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(c) Sind f1, fo € Wllyloc(a, b), a, B € R, so gilt fiir v € Cl(a,b)
b b b
—/(ozfl + Bfo)v dx = —a/flv’dx—,@/fgv'd:c
b b
= a/f{vdx—i—ﬂ/fz’vdx
b

- / (af] + B da.

Damit ist (af1 + 8f2) = af] + Bf5.

(d) Sei n € C}(a,b) mit f; n(z)dz = 1 fest gewdhlt. Sei v € C!(a,b). Dann ist
wi=1v— fab vdx-n € Cl(a,b) und fab wdz = 0. Definiere 1 (z) = [ w(y) dy.
Dann ist ¢ € Cl(a,b) und ¥ = w. Nach Voraussetzung ist f; fv'dx = 0.

Also gilt
b b b
/ of dz = / o(x) da / Fw)n(y) dy.

Damit ist ff v(f —c)dx =0 fiir alle v € C}(a,b) mitc = fab fy)n(y) dy. Aus
(a) folgt, dass f(z) = c fast tiberall.

(e) Sei f € W ..(a,b), z0 € (a,b). Definiere g(z) = ffo f(y) dy. Man zeigt, wie
in Satz 5.94Y, dass f — ¢ konstant ist.

(f) Sei f € Wiloc(a, b), c1 € R, so dass f/'(z) = ¢; fast tiberall. Dann definiert
g(z) = f(z) — c1(z) eine Funktion g € W}, (a,b) mit ¢’ = 0. Damit gibt
es nach d) ¢y, so dass g(z) = ¢ fast tiberall. Also ist f(x) = co + 1 fast
tberall.

A

Aufgabe 5.9: (harmonische Funktionen.) Sei —oo < a < b < oo und sei f €
Lo(a,b) derart, dass

b
/ f(x)v"(x)dx =0 fiiralle v € C3(a,b).

Zeigen Sie, dass f(x) = co + c1x fast iiberall, wobei ¢y, c1 € R.

Hier ist C¥(a,b) := {v : (a,b) — R : k-mal stetig differenzierbar, 3a < ¢ < d <
b, sodass v(z) =0, falls = ¢ [c,d]}, k € NU {oo}. Man lasse sich vom Beweis von
Lemma 5.7Y inspirieren und benutze Aufgabe 5.744 .
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 5.9: Sei f € Ly(a,b), so dass fab fv"dx = 0 fur
alle v € Cl(a,b). Wahle n € C(a, b) fest, derart, dass f; n(z)dx = 1.

Sei w € C!(a, b) beliebig. Betrachte ¢ := w — [ w(x)dx - . Dann ist ¢ € C}(a,b)
und f: ¥(z)dz = 0. Definiere v : (a,b) — R durch v(z) = [’ ¢(y) dy. Dann ist
v € Cl(a,b) und v' = 1 (vgl. den Beweis von Lemma 5.7AY). Damit ist v" =
w — f: w(x) dx - . Nach Voraussetzung ist

b

O:/bfv”dm:/w/fdx—/bw(x)dx/bn'fd:c.

a

Setze ¢ := — f: 1’ f dz. Damit ist
b b
—/w'fdxz/cw(x)da:

fiirallew € C!(a,b). Damitist f € H'(a,b) und f’ = c. Nun folgt die Behauptung
aus Aufgabe 5.74Y.

Bemerkung Man kann mit Hilfe von Aufgabe 5.8*" noch eine allgemeinere Aus-
sage erzielen: Sei f € L joc(a,b), so dass ff fv"dx = 0 fiir alle v € C?(a,b). Wir
zeigen, dass f affin ist. Wihle ¢ € C?(a,b), so dass f: Ydr = 1.Seiv € Cl(a,b)
beliebig. Dann ist ¢ = v — (ffvdac)z/z € Cl(a,b) und fabg(x) dx = 0. Damit defi-
niert G(z) = [ g(y) dy eine Funktion G € C?(a,b). Nach Voraussetzung ist fiir
o= [y fde

b b b
Oz/fG”:/fU’—cl/vdx.

8AU

Es ist also
b b
f/fv’dx:f/cl'vdx
fir alle v € C}(a,b). Damit ist f € W} (a,b) und f" = —c;. Nun folgt aus

Aufgabe 5.84U (f), dass es ¢y € R gibt, so dass f(z) = —c12 + ¢ fast tiberall. A

Aufgabe 5.10: Seien A € R, ug € R, f € L2(0,T), wobei 0 < T < oo. Sei u(t) =
e Mug + fot e~ MN=9) f(s) ds. Zeigen Sie: u ist die eindeutige Losung des Problems

we HY0,T), u'(t)=—Xu(t)+ f(t), u(0)= uo. (5.1)
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 5.10: a) Eindeutigkeit: Sind w1, u2 zwei Losun-
gen, soist u :=u; —uz € H'(0,T), u(0) = 0und v/ = —Au.

Setze w(t) = e Mu(t). Dann ist nach der Produktregel, Satz 5.134Y, w € H'(0,T)
und w'(t) = AeMu(t) + eru’(t) = AeMu(t) + eM(—Au(t)) = 0. Aus Lemma 5.74Y
folgt, dass w konstant ist. Da w(0) = 0, folgt, dass w = 0. Damit ist auch v = 0,
und die zwei Losungen sind identisch.

Existenz: Sei u(t) = e Mug + e > [} e f(s) ds. Aus Satz 5.94U a) folgt, dass
w(t) = f(f e~ f(s) ds eine Funktion w € H'(0,T) definiert und dass w’(t)
e~ f(t) fast tiberall. Die Produktregel, Satz 5.132Y, impliziert, dass u € H(0,
und v/ (t) = —Au(t) + f(t) fast tiberall.

Aufgabe 5.11:

>3

a) Zeigen Sie mittels vollstindiger Induktion, dass die Inklusion H*+1(a,b) C C*[a, b]
fiir k = 0,1,2, ... ilt, wobei C%[a, b] := Cla, b].

b) Zeigen Sie, dass C*[a, b] ein Banach-Raum bzgl. der Norm

k
1£llex =Y 15 N cran
m=0

ist, wobei O = f.

c) Zeigen Sie mit Hilfe des Satzes wvom abgeschlossenen Graphen, dass
H**Y(a,b) < C*[a, b], also die Stetigkeit der Einbettung.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5.11:

a) Es ist nach Korollar 5.104Y
H*'(a,b) C Cla,b)],

d.h. die Aussage ist richtig fiir & = 0. Sei sie nun richtig fiir ein beliebiges
k € N; d.h. es sei H**!(a,b) C C*[a,b]. Sei u € H**?(a,b); d.h. esist u’ €
H**1(a,b) C C*[a,b]. Da u(z) = u(a) + [ u/(y) dy, folgt, dass u € C*[a, b]
und v’ € C*[a,b]. Damit ist u € C**'[a,b]. Die Aussage ist also fiir k + 1
richtig.

b) Wir beweisen die Aussage durch Induktion. C°[a, b] ist ein Banach-Raum
bzgl. der Supremumsnorm. Damit ist die Aussage fiir k¥ = 0 richtig. Sei sie
nun fiir ein k € N richtig. Wir wollen zeigen, dass C**1[a, b] vollstandig ist.
Sei (fs)nen eine Cauchy-Folge in C**1[a, b]. Da

19" o) < Ngllorsifan
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firm = 0,1,...,k+1,ist (f,,)nen eine Cauchy-Folge in C*[a, b] und ( ,(Lkﬂ))neN
eine Cauchy-Folge in C|a, b]. Sei f = lim,,_,o fr in C*la,b und g = lim,, o0 f,(LkH)

in Cla, b]. Da

x

ﬁmm:ﬁW@+/ﬁ“Ww@

a

folgt mit n — oo, dass

T

W%mzﬂmw+/mw@.

a

Damitist f*) € C*+1[q,b] und f*+D) = (F®)) = g. Da fF) — g = pk+D)
in C[a, b], folgt, dass lim,, o fn = f in C*+1a, b].

c) Sei f,, — fin H**(a,b) und f,, — g in C¥[a, b]. Dann gibt es eine Teilfolge
(fn., Jmen, die fast tiberall gegen f konvergiert (Satz A.10AY). Damit ist f =
g fast iiberall. Da f stetig ist (Korollar 5.102Y), ist f = g. Die Einbettung hat
also einen abgeschlossenen Graphen. Somit ist sie stetig.

A

Aufgabe 5.12: (absolute Konvergenz von Fourier-Reihen.)
a) Sei f = u + iv mit u,v € H'(0,27), so dass f(0) = f(2n). Zeigen Sie, dass die
Fourier-Reihe von f absolut gegen f konvergiert.
Anleitung: Es ist ¢, = ikcy, wobei ¢, der k-te Fourier-Koeffizient von f' :=
u' + iv' und cy, der k-te Fourier-Koeffizient von f ist (entsprechend (3.1744)).

b) Schliefien Sie aus a) den Satz von Dirichlet: Ist f € Cy, stiickweise stetig
differenzierbar (d.h. es gibt 0 =t < t1 < -+ < t,, = 2w und g; € C*[t;_1,t;],
sodass f = g; auf (t;—1,t;),i =1,...,n), so konvergiert die Fourier-Reihe von f
gleichmiiflig gegen f.

Anleitung: Benutzen Sie Satz 5.144Y.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5.12:

a) Esist
1 27 1 27
/ = —ikt g1 - _ = —ikt\/ — 7.
6= o / e ()it =~ [ (MY F(1) dt = —iker, ke
0 0

Hier haben wir die Regel des partiellen Integrierens auf komplex-wertige
Funktionen erweitert, was mit identischen Beweisen geschieht, wie sie in
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Kapitel 5 benutzt werden. Alternativ kann man e®** = coskt + isinkt, f =
u + v schreiben und die partielle Integration fiir reellwertige Funktionen
benutzen (wir iiberlassen das dem Leser). Da die Funktionen (eg)rez aus
Beispiel 4.14AY eine Orthonormalbasis von L (0,27; C) bilden und ¢}, =
(f',cx), folgt, dass Zk__oo |c}|> < oc. Die Cauchy-Schwarz’sche Unglei-
chung zeigt nun, dass

00 1
Z|c’€| = Z|k‘|c’“|
k0 k40

1/2 1/2
(Sw) (Bee) <=
k0 k0

Damit konvergiert die Reihe 37> __ ¢ie?* gleichmégig auf [0,27]. Sie kon-
vergiert gegen f(t), da sie nach Satz 3.11AY im Abel’schen Sinn gegen f(t)
konvergiert. Dazu beachte man, dass nach dem Abel’schen Grenzwertsatz

3.124U aus der Konvergenz der Reihe >/>° _ cie’** gegen eine Zahl ¢, die

Abel’sche Konvergenz lim,4; 52 __ rl* ‘cke = cfolgt. Damitist f(t) =

b) Nach Satz 5.144V ist f € H'(0,27) und f’ = g} auf (t;_1,t;). Damit ist

27
n 1 .
o= Yoo [dtear
i=1 0
2w

= —ikck

fur alle £ € Z. Nun geht der Beweis weiter wie in a).
A

Aufgabe 5.13: (schwache Losungen der Wellengleichung.) Betrachten Sie die Wel-
lengleichung

Upp = Ugg, L, ER (5.2)
auf R?, wobei u = u(t, x).

a) Sei u € C%(R?) eine Lisung von (5.2). Zeigen Sie, dass

/ / w(t, @) (ot @) — paalt,2)) dt dz = 0 (5.3)
RJR
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fiir alle p € C%(R?).

b) Sei f : R — R stetig. Definieren Sie u : R? — R? durch u(t,z) = 3(f(z +t) +
f(z —1t)). Somit ist u stetig.
Zeigen Sie, dass u eine schwache Losung von (5.2) ist; d.h., es gilt (5.3) fiir alle
p € C2(R?).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5.13:

a) Sei u € C?*(R?) mit uy = uyy. Sei p € C2(R?). Durch partielles Integrieren
und Vertauschen der Integrationsreihenfolge ergibt sich

/ / w(t, ) (ot 2) — g (1)) dt da
R R

- //u(t,x)%t(t,x) dtdm—//u(tx)ww(t,x) d di
R R R R

//utt(t,x)cp(t,x) dtdx—//um(t,x)go(t,x) dx dt
R R

R

//utt(t,x)ga(t,;z:)dtd:c—//um(t,x)cp(t,x)dtdx:0.
R R

b) Sei f : R — R stetig, u(t,z) = $(f(z +1t) + f(z —t)). Sei ¢ € C?(R?). Sei
o(t,r) = 0 fiir |t| < R, |z| < R. Es gibt Funktion f € C*(K), K = {(t,z) :
[t| <2R+1,|z| < 2R+ 1}, so dass f,(t, ) gleichmdBig auf K gegen f(¢,z)
konvergiert. Das folgt aus dem Satz von Stone-Weierstraf3 (Satz A.54Y). Sei
un(t,z) = 2(fu(z + 1) + fo(z —t)). Dann konvergiert u, (¢, z) gleichméfig
auf K gegen u(t, x). Ferner ist uys; = unyy. Deswegen folgt aus a), dass

R/ / wl(ts ) (Pt — P dt i

= lim //un(t,x)(gott — Qg ) dtdz = 0.
R R

=

=
]

n—oo

A

Aufgabe 5.14: Definieren Sie H'(R) dhnlich wie auf beschriinkten Intervallen. Zeigen
Sie, dass H*(R) C Co(R) := {u € C(R) : lim; |00 u(z) = 0}.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 5.14:
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1. Vorschlag: Sei f € H'(R). Wir nehmen an, dass die Behauptung falsch ist.
Gegebenenfalls nach Spiegelung diirfen wir also 8 := limsup,_, ., f(z) >0
annehmen. Zudem ist o := liminf, ., f(z) < 0, denn anderenfalls gibe es
ein xo mit f(x) > § fir x > xo, was

00042
sz/ - =
»/]R o 4

im Widerspruch zu f € L*(R) implizieren wiirde. Wahle nun o/ und 4’ mit
0 <o < < B.Wegen a < o, nach Definition von « und 8 und aufgrund
des Zwischenwertsatzes gibt es Folgen (z,,) und (y,,) mit

T <Yy <xa < < Ypo1 < Ty < Yp < Tyt — 00 (N — 00),

flzn) =<, flyn) = B und f(t) > o' fur ¢ € [z, y,]. Wegen

@S g —a) <S5 [ [ 12 <

ist (yn, — @ )n eine Folge in ¢! und somit insbesondere beschrinkt. Sei also
M > 0 so gewidhlt, dass |y, — z,| < M fir alle n € N gilt.

Aus der Darstellung von H'-Funktionen als unbestimmtes Integral ihrer
Ableitung ergibt sich mittels der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung so-
mit

B — o = Flyn) — f(n) = / f< / 7

< (/: |f’|2)1/2 (/Iyn 12)1/2 < M1/2(/:n \f’\2)1/2

woraus

/ =03
R n=1
im Widerspruch zu f’ € L*(R) folgt.

Bemerkung: Setzt man zudem f’ € L!(R) voraus, hat man bei der Wahl
der (x,,) und (y,,) mehr Freiheiten, kann auf die Cauchy-Schwarz’sche Un-
gleichung verzichten und muss nicht zeigen, dass (y, — x»), beschrankt
ist.

Yn

Tn

112 oo(ﬂlfa/)zi
|f| Z;T*OO

Konsequenz: Mit dem Satz vom abgeschlossenen Graphen folgt aus die-
ser Aufgabe, dass es eine Konstante ¢ > 0 mit |f(z)| < ¢l f| g1 (q) fiir al-
le f € H'(R) und alle z € R gibt. Wiisste man dies bereits aus anderen
Griinden, was wiederum mit der Situation f' € L'(R) zu tun hat, kénn-
te man fiir diese Aufgabe auch anders argumentieren: Man approximiert f
in H'(R) durch eine Folge f, von Funktionen mit kompaktem Trager. Da
diese in Cy(R) liegt und nach obiger Abschitzung in der Norm von C,(R)
konvergiert, folgt f € Co(R).



62 Kapitel 5. Lésungen zu den Aufgaben Kapitel 5

2. Vorschlag: Sei G(s) = |s| - s, s € R. Dannist G € C!(R) und
G'(s) = 2|s].

Seiv € CL(R). Dannist u := G ov € CL(R) und «'(s) = 2[v(s)| - v'(s).

lo()|* = ut)] = ‘/211(8)7/(8)6%9«"

+oo
< /v(5)2d5+ /v’(5)2d5
= vl
Es ist also
vlloe < (V][ (R) (5.4)

fiir alle v € C!(R). Nach Satz 6.25%V ist C}(R) dicht in H*(R). Sei u €
H!(R). Dann gibt es u,, € CL(R), so dass limu,, = u in H*(R). Aus (5.4)
folgt, dass (un)nen bzgl. (5.4) eine Cauchy-Folge ist. Da Cy(R) vollstandig
ist, folgt, dass u € Co(R) und ||uloo < ||u|| g -

Bemerkung: Spéter werden wir iiber die Fourier-Transformation eine dritte
Methode zu Losung der Aufgabe sehen, siehe Satz 6.504Y.

A



6 Losungen zu den Aufgaben
Kapitel 6

Aufgabe 6.1: (Triger von messbaren Funktionen.) Sei 2 C R¢ offenund f : Q — R
messbar. Setze Oy = {x € Q : e > 0, so dass f(x) = 0 fast iiberall auf B(x,¢)}. Die
Menge supp f := Q\ Oy heifit der Tréger von f.

a) Zeigen Sie: Oy ist die grofSte offene Menge U in Q, auf der f fast iiberall verschwin-
det.

b) Seien f,g € Lo(R?). Dann ist supp f * g C supp f + supp g.

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 6.1: Sei O C R? offen und f : Q — R messbar.
Sei Oy := {z € Q:3e > 0,s0 dass f(y) = 0 fast tiberall auf B(z,¢)}.

a) Oy ist nach Definition offen. Sei € Oy. Dann gibt es ¢ > 0, so dass
B(z,e) C Ofund f(y) = 0 fast tiberall auf B(z,¢). Es gibt 2 € B(z, ) mitra-
tionalen Koordinaten und 0 < § < ¢ rational, so dass = € B(z,0) C B(z,¢).
Das zeigt, dass Oy eine abzéhlbare Vereinigung von Kugeln ist, auf denen
f fast tiberall verschwindet. Damit ist f auf Oy fast iiberall Null. Ist O eine
offene Teilmenge von 2 auf der f fast tiberall Null ist, so gilt O C Oy. Denn
zuz € O gibtes ¢ > 0 mit B(z,e) C O. Damit verschwindet f fast tiberall
auf B(z,¢). Somit ist z € O;. Wir haben gezeigt, dass O die groite offene
Teilmenge von €2 ist, auf der f fast iiberall verschwindet.

b) Die Menge supp f := Q \ Qy ist relativ abgeschlossen in €2, d.h. sind z,, €
supp f und ist x € 2, so dass lim,_,, , = z, dann ist auch = € supp f.
Seien f,g € Lo(R?). Wir erinnern daran, dass f * g € Cy(R?) (Satz 6.44Y).
Sei x & supp f + supp g. Dann ist

Denn fiir alley € supp gistz—y € Oy. Aber es gibt eine Nullmenge N C Oy,
sodass f(z) = 0firalle z € O; \ N. Damitist f(z — y)g(y) Null fast tiberall
auf suppg. Damitist f x g = 0 fir x € Q\ (supp f + suppg)~. Also ist
Q\ (supp f + suppg)”~ C Oy.g. Folglich ist supp(f * g) = Q\ (Of.q) C
(supp f + suppg) ™.
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A

Aufgabe 6.2: Sei @ C R? offen, j € {1,...,d}. Zeigen Sie, dass — [, u Djvdx =
Jo Djuvdz fiirallew € H'(Q), v € Hg(Q).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.2: Seiu € H'(Q),j € {1,...,d}.Seiv € H} (D).
Dann gibt es ¢,, € D(), so dass lim,,—,o, = v in H($). Es ist also

lim v, =v, lim Djv, = D;v
n—oo n—oo

in Ly(€2). Damit ist

7/uDj’l)dl’ = lim f/uDjvndx

n—o00
Q Q

= lim Djuvy, dx
n—oo

Q
= / Djuvdx.
Q

Bei der 2. Identitdt haben wir die Definition von D;u benutzt. A

Aufgabe 6.3: Sei u € H?(Q) mit Q C R offen. Zeigen Sie, dass D; Dju = D, D;u fiir
ij=1,....d.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.3: Sei u € H?(2) mit Q2 C R? offen. Dann
sind D;Dju und D;D;u in Ly(f2). Sei v € D(?). Dann gilt nach Definition der
schwachen Ableitungen

/(DiDju)v de = /Djuaa—;i dz
Q Q
2

0“v
= d
/uaxjaxi x
Q
0%v

u
axi(?a:j
Q

/Dj (D;u)v de,
Q

dx

wobei wir benutzt haben, dass

v 0%
8:52»8%» B axjc’?xl

(Satz von Schwarz). Da D(12) in Ly (92) dicht liegt, folgt, dass D;Dju = D;D;u. A
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Aufgabe 6.4: Sei Q =D := {z € R?: |z| < 1}, d > 3, u € C1(Q\ {0}) derart, dass
Jociajer lu(@)? dz < 0o und [\, [Vu(2)[* dz < co. Zeigen Sie, dass u € H* ()
und (Dju)(x) = %(x)fur x # 0.

Anleitung: Sei ¢ € D(Q). Zeigen Sie, dass es ¢, € D(Q\ {0}) gibt, so dass o, — ¢
in H*(Q). Wiihlen Sie @, (x) := f(n|z|)¢(x) wie in Bemerkung 6.314Y.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.4: Sei Q) = {z € R? : |2| < 1}, d > 3 und sei
ue CHQ\{0}), sodass [, lul*dz <ocound [i_ ., [Vu[?dz < cc. Sei

i(r) = { u(z) =z € Q\{0}

0 =0
und
ou .
oy (@) fur e Q)\ {0}
g](x)—{o fir z = 0.

Dannsind 4, g; € L2(Q2), j=1,...,N.

Wir zeigen, dass D;ii = g; im schwachen Sinn (siehe (6.214V)). Sei ¢ € D(Q).
Bemerkung 6.314Y zeigt, dass es ¢, € D(Q\ {0}) gibt, so dass p,, — ¢ in H*(Q);
d.h. p,, = @ in Ly(2) und a“’" — g“" in Ly(Q) mitn — oo, j = 1,...,d. Damit ist

furj e {1,...,d}:

/ = lim — 3<,On dx
&rj n—»c0 8:5]
Q
Ion
= lim — / A iy
o\{0}
= lim %cpn dx
n— o0 T
O\{0}
= lim [ gjpndx
n—oo
Q
= / gjpdx.
Q
Damit ist die Behauptung bewiesen. A

Aufgabe 6.5:
a)Sei U =D = {x € R? : |2| < 1}, u(x) = |x|>**. Bestimmen Sie, fiir welche
o € R die Funktion win H'(2) liegt.

b) Seid > 3, Q C R? offen, Q # (. Zeigen Sie, dass H' (S2) eine unstetige Funktion
enthiilt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.5:
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a)Sei O = {r € R? : |z| < 1}, u(x) = |2|*¥, wobei @ € R. Es ist nach Satz

A124U:
1
/u(m)2 z=o(S47h) /7“40‘7“d Lar
Q 0

Damit ist u € Ly(f2) genau dann, wenn 4a +d > 0, d.h. o > —%. Es ist
Qu - 2afz|**~ 1 £h. Damit ist
J

/ ouf”
Ox;
Q

falls 4o — 2 + d > 0; d.h. falls &« > £ — 2. Aus Aufgabe 6.42Y folgt, dass
u€ HY(Q)wenna > 3 — 4.

1
dr < 4a? of Sd ! /r4a_2rd_1 dr < o0,
0

b) Wir konnen annehmen dass 0 € Q (sonst verschieben wir 2). Sei d > 3.

Dann konnen wir § - < < a < 0 wihlen. Nach a) definiert
_ [ =P =#0
u(x) := { 0 0

eine Funktion v € H'(Q). Die Funktion ist in 0 unstetig.

A

Aufgabe 6.6:
a) Sei 0 =D := {z € R? : |z| < 1} und sei n € D() derart, dass n(z) = 1 fiir
1/4
|lz| < 1. Seiu(z) = <log ﬁ) -n(z). Zeigen Sie, dass u € H'(€2).

b) Sei Q2 C R? offen, Q # 0. Zeigen Sie, dass H'(Q2) unstetige Funktionen enthiilt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.6:
a)Sei Q = {z € R? : |z| < 1}. Sei w(z) := (log ‘xil)l/‘*. Wir zeigen, dass
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w € H(Q). Es ist nach Satz A.124Y:

/w(x)Qd;v = 27r/1<log1>érdr

Q

m\»—-

= 27

1
(log s) —3

)—‘\8

= 27 tl/zefgtetdt

= 27 t1/26_2tdt<007

0\8 o\

wobei wir log s = t substituiert haben. Damit ist u € Ly(2). Es ist dw =

1(og )™ 3/4|ac|"”’ Damit ist
ow |? 1\ 2
16-/ < (log > rirdr
T
Q
(logs)fgsf‘:’ds

— d
8a:j v

IN

2w

= 21 [ t73/2e7Ptet 4t < .

Sy~ —g O\H

Damit ist w € H'(2) nach Aufgabe 6.44U.
Es folgt aus der Produktregel, dass u = nw € H' ().

Bemerkung: Man kann sogar zeigen, dass u € H}(Q2). Der Nullpunkt wird
von H'(Q2) in Dimension d > 2 ignoriert.

b) Das folgt aus a) durch Verschieben und Skalieren.

A

Aufgabe 6.7: Zeigen Sie, dass D(R?) dicht in H?(R?) ist. Anleitung: Beweis von Satz
6.2544,

Lésungsvorschlag zu Aufgabe 6.7: Sei u € Ly(R?Y). Dann ist nach Satz 6.5V
pn *u € C®(RY) und D;(py, * u)(z) = (‘9”” *u)(z). Istnun v € H'(RY), so folgt
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aus der Definition der schwachen Ableitung, dass
(Szu)@ = [t
= - / ip (z —y)uly) dy
8yj "

— /pn(a: —y)Dju(y) dy
(pn * Dju)(x),

wobei wir benutzen, dass p,,(z —.) € D(R?). Insgesamt ist also

D;(pn *u) = py * Dju
fir u € HY(R?). Ist u € H%(R?), so folgt

Aus Satz 6.64Y folgt, dass u,, := p, * u € C®°(R%) N H2(R?) und lim,, 00 un = u
in H2(R%). Seinun n € D(RY) mit 0 < n(z) < 1 (z € RY) und n(z) = 1 fir
|z| = 1. Sei nn(z) = n(£). Somit ist g, € D(R?), 0 < ny(z) < 1 (z € R?) und
lim,, o0 7 (x) = 1 fiir alle 2 € R?. Daher ist
Y 1= 1 - Uy € D(RY)
und aus dem Satz von Lebesgue folgt, dass
wn:nn'(un_u)+nnu_>u
(n — o) in Ly(R?). Ferner ist
1 0n
D, =1
(D)@ = 252

Damit ist lim,, o0 Dju, = Djuin Ly(R?). Schlieflich ist

(f) Up, + Nnpn * Dju.
n

1 &y [z
PO = 52T (%),
s¥n(2) n? 0z;0x; \n tn
1 0n sz Ouy,
2—— (*) a_ n\FPn DzD )
nox; \n/ Ox; 1o+ i)
und somit ist lim, o D;Dju, = D;Dju in Ly(R4). Wir haben gezeigt, dass
limy, 00 ¥, = u bzgl. der Norm von H?(R9).

Aufgabe 6.8: Sei Q0 = (0,1) U (1,2). Zeigen Sie, dass C(Q) N H(Y) nicht dicht in
H'(Q). Hinweis: 19 1) € H'(Q).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.8: Sei ) = (0,1) U (1,2), u = 1(,1). Dann ist
u € HY(Q) und v/ = 0. Denn sei ¢ € CL(Q). Dann verschwindet ¢ in einer
Umgebung von 1. Somit ist
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Damit ist v’ = 0. Es ist also insbesondere u € H L(Q2). Angenommen, es gibe
u, € HY(Q) N C(Q), so dass lim,, o u, = uin H(Q). Nach Korollar 5.104V gibt
es eine Konstante ¢ > 0 derart, dass

sup [v(z)] < cllvllmny, veH(01),
0<z<1

sup |v(z)] < clvllmag, veHY(L2).
1<z<2
Damit konvergierte u,, auf Q2 gleichmégig gegen u. Folglich ware w auf (0,1)U(1,2)
stetig. Aber es ist lim,1 u(z) =1 # 0 = lim,|; u(x). Das ist ein Widerspruch. A

Aufgabe 6.9: (Variante der Produktregel.) Sei Q C R offen. Zeigen Sie, dass fiir
w und v in HY(Q) N Loo(Q) auch das Produkt wv in H'(Q) liegt und Dj(uv) =
Dju v+ u Djv gilt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.9: Seien u,v € H'(Q) N Lo (). Dann ist u -
v € Ly(Q). Sei j € {1,...,d}. Dann liegt g; := (D;u)v + uD;v in Lo(Q2). Wir
zeigen, dass g; = D, (uv). Sei ¢ € D(f2). Nach Satz 6.162V gibt es u,, € D(R?), so
dass u, — uin Lo(Q) und ‘?9%_;‘ — Dju in Ly(U) wobei suppy C U € Q. Es ist
ou, € D(Q) und

8(¢Un)47 a@ 8un
8$j Ara$jun4+998$j.
Folglich ist
—/uva—wdx = lim —/vuna—wd:v
Oz n—oc0 Oz
Q Q

= nlLr&{/v(rij(u,Lw)dx+/vg?;¢dx}
Q Q

. Dun
= "11_>Hgo /(Djv)ungodx—l—/vaxjgodx
Q Q

/((Djv)wp +vDjup) dx

Q
= /gﬂp dz.
Q

Damit ist g; die j-te schwache Ableitung von u - v. A

Aufgabe 6.10: (Variante der Kettenregel.) Sei f € C'(R), sup,cg | f/(z)| < oo und
Q C R beschriinkt. Zeigen Sie, dass die Zuordnung ¢(u) = f o u eine Abbildung
0 HY(Q) — HY(Q) definiert und D;p(u) = (f' o u) Dju gilt.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.10: Fiir £(0) = 0 ist dies Satz 6.214Y im Buch.
Im allgemeinen Fall erftillt zumindest g(x) := f(z) — f(0) die Voraussetzungen
von Satz 6.214Y, woraus g o u € H'(Q2) und D;(gou) = (¢’ o u) D;u folgt.
Wegen fou = (gou)+ f(0)lg und 1o € H'(Q) mit D;1g = 0 folgt daraus die
Behauptung. A

Aufgabe 6.11: Sei Q C R? offen und u und v in H*(Q).

a) Zeigen Sie, dass auch w := u A v, definiert durch w(z) := min{u(x),v(z)}, in
H(Q) liegt, und bestimmen Sie die schwache Ableitung.

b) Zeigen Sie, dass (—u)A(—v) = —(uVv), und schlieflen Sie, dass auch (uVv)(x) =
max{u(z),v(x)} eine Funktion u vV v € H'(Q) definiert.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.11: Man macht sich leicht klar, dass w = v —
(u — v) T gilt, woraus nach Satz 6.354Y w € H'(Q) und

Djv, auf{u > v}
Djw = Dju—Dj(t—v)Lyspy =4 0 ’
7t 7 5 = V)l gz {Dju, auf {u < v}.
folgt. Aufgabenteil b) ist nun klar.
Bemerkung: Es scheint zunédchst, dass die Formel fiir D;w nicht symmetrisch in
u und v ist, aber dies ist nicht der Fall, da nach dem Lemma von Stampacchia
(Korollar 6.36*Y) D;u und D;v auf {u = v} fast {iberall iibereinstimmen. A

Aufgabe 6.12: Sei Q C R? offen (nicht notwendigerweise beschriinkt). Zeigen Sie:
a) Ist u € HY(Q), so ist auch u A 1q in H' (). Bestimmen Sie die Ableitung.
b) Loo(2) N HY(Q) ist dicht in H'(12).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.12: Zu Aufgabenteil a): Wir weisen nach, dass
w := 1lg,<1)Dju die schwache Ableitung D;v von v := u A 1l ist, woraus inbe-
sondere v € H'(Q) folgt, da offenbar v € Ly(2) und w € Lo(Q) erfiillt ist.

Sei dazu ¢ € D() eine Testfunktion und U eine beschrédnkte offene Teilmenge
von (, die supp ¢ enthilt. Weil u|y und 1y in H'(U) liegen, folgt aus Aufgabe
6.114Y a), dass v|y = u|y A 1y in H(U) liegt und die Ableitung D;(v|y) =
Dj(v|y)1l{u<1}y = w|v hat. Daher gilt

/QUDJ’<Z>=/UU|UDJ¢=—/UD.j(U\U)¢=—/Uw|U¢=—/Qw¢,

was gerade die Behauptung zeigt.
Nun zu Aufgabenteil b): Wegen u A ¢l = ¢(%2 Al)und uV —cl = —¢(* A1)
fiir ¢ > 0 ist nach dem vorigen Aufgabenteil fiir jedes v € H'(Q2) die Funktion
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Uy := (uAnl)V —nl wieder in H*(Q) mit D;u, = 1{j, <3 Dju. Nach dem Satz
von Lebesgue konvergiert (u,,) in H'(2) gegen u. Da jedes u,, offenbar in L, (£2)
liegt, zeigt dies die Behauptung. A
Aufgabe 6.13:Betrachten Sie die in Satz 6.434Y gegebene Situation mit A > 0. Sei
f(x) <1 fast iiberall. Zeigen Sie, dass \u(x) < 1 fast tiberall.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.13: Sei A > 0, f € Ly(Q) mit f(z) < 1 fast
tiberall. Sei v € H} (1) eine schwache Losung von A\u — Au = f. Nach Lemma
6.424U heifdt das, dass

)\/uvdac—i-/Vqudx:/fvdx, v € HY(Q).
Q Q Q

Wir wollen zeigen, dass Au(z) < 1 fast tiberall. Sei v = (Au — 1). Dann ist
v € HY(Q) und 0 < v < Aut. Aus Satz 6.394Y folgt, dass v € H}(2). Damit
konnen wir v oben einsetzen. Da Djv = 1(5,~13AD;u folgt

Au(Au — 1) dx + A / |Vul>de = / fu—1)"dx
{Au>1} {Au>1} {Au>1}
< (Au— 1)t dx
{Au>1}

da f < 1. Somit ist

(Au—1)2dx + A / |Vul? <0.
{Au>1} {Au>1}
Daraus folgt, dass Au(z) < 1 fast tiberall . A
Aufgabe 6.14: (Satz von Riemann-Lebesgue.) Sei d € N. Wie iiblich sei Co(R?) :=
{u e C(RY) : lim,_ 00 u(z) = 0}. Zeigen Sie:
a) Istu € Ly (RY), so ist i € C(R?).
b) Die Abbildung u — 4 ist von L (R?) nach Lo (R?) linear und stetig.

c) Sei u € D(RY). Es gibt ein ¢ € R mit |u(z)] < 75 fiir © € R Insbe-
sondere gilt 4 € Co(R?). Hinweis: Man kann die Rechenregeln fiir die Fourier-

Transformation ausnutzen.

d) Fiir jedes u € L1(R%) ist i € Co(R?). Erinnerung: Co(R?) ist in Loo($2) abge-
schlossen.
Hinweis: Man darf hier ohne Beweis verwenden, dass D(R?) in Ly (RY) dicht ist;
diesen Satz kann man ihnlich wie im Fall L (R?) zeigen, vgl. Korollar 6.94Y.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.14:
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a) Nach Definition ist

. 1 —ig-y
u(x) = @i /]Rd u(y)e dzy.

Ist (z,) eine Folge in R?, die gegen ein z konvergiert, so konvergiert
u(y)e= @Y fiir jedes y € R? gegen u(y)e Y. Zudem ist |u(y)e~ Y| <
|u(y)| und nach Voraussetzung |u| € L;(R). Nach dem Satz von Lebesgue
konvergiert also @(z,,) gegen 4 (z). Das zeigt die Stetigkeit von .

b) Die Linearitit ist klar. Die Abschdtzung

|— d/2/ |u(y)|[e” my|d$yf d/2|| HLl(Rd)

zeigt i € LOO(Rd), und

U

1
Lo (®Y) S (27)4/2 HU’HLl(Rd)'
Damit ist die Abbildung v +— 4 : L;(R?) — L>(R?) stetig (siehe Satz
A1AU),

c) Die Funktion v := u — Z?Zl D3u liegt wieder in D(R?) C Ly (RY). Also ist
¥ € Loo(R?) und hat nach Satz 6.474V die Darstellung

0= (izj)*a = (1 + |z|*)a.

d
=1

J

Hieraus folgt die Behauptung mit ¢ := ||| .

d) Seiu € Ly (R?). Laut Hinweis gibt es eine Folge (u,,) in D(R?), die in L; (R?)
gegen u konvergiert. Nach dem bereits Gezeigten ist ii,, € Co(R?), und (,,)
konvergiert wegen b) in L., (RY) gegen 4. Weil Co(R?) in L., (RY) abge-
schlossen ist, folgt daraus @ € Co(R?).

A

Aufgabe 6.15: Sei Q) C R offen, u € HL _(Q), f € La10c(2), so dass Au = f schwach.
Zeigen Sie, dass fiir n € D(Q) gilt:

A(nu) = [(An)u +2Vn Vu + fr].
Man benutze dazu (6.594Y).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.15: Sei (2 C R? offen, u € H} _(Q), f € La10c(Q),
so dass schwach Au = f; d.h.

/uAapdx: /fapdx fur alle ¢ € D(Q).
Q Q
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Sei n € D(2). Wir wollen zeigen, dass

A(nu) = [(An)u+ 2V Vu + fu]

schwach in R?, d.h.
/ (nu)Ap = / ((An)u+2Vn Vu + fu)pdx
R2 R2

fiir alle € D(RY). Da A(pn) = (Ap)n + 2V Vn + pAn, ist

/ﬁﬂAgp de = /(uA((pn) —u2Vp Vn — upAn) dx
R Q

/fapnd:c—?/quandm—/ugpAndm,
Q

wobei wir benutzt haben, dass ¢n € D(2). Nun ist

/uvnw = Zd:/uDj(Djn-<p) dx—zd:/u(Df»n)@da:

Q =19 =14
d
—Z/DjuDjw—/(An)wdw,
j=1 Q
daja D;n- ¢ € D(2). Damit ist

/ﬁﬁAcpdx = /fcpnda?JrQ/Vancpdx
Q

R4

+2/(An)u<pdx—/u<pAndm
Q Q

= /[fn +2VuVn 4+ Anulp dz.
Rd

Aufgabe 6.16: Beweisen Sie die Identitiit (6.6744).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.16: Sei v € C?(D) mit D = {(z,y) € R? :
2?2 +y? < 1} und sei v(r,0) = u(rcosd,rsinf),0 < r < 1,0 € R. Dann ist

Up = Uycosl+uy,sind
vg = —rsinfu, + rcosbuy.
Folglich ist
vpcosl = wuy,cos?O+ Uy sin @ - cos 0
Vg

——sinf = umsin29—c05951n9-uy.
,
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Die Summe dieser Gleichung ist

. Vg
cos v, —sinf— = u,.
r

Ahnlich folgt aus den ersten beiden Gleichungen

vpsinf = wu,cosfsind + uy sin? 0

Vo .

~cosf = —sinfcosbu, + cosZ0 - Uy.
r

Summieren ergibt

. Vg
vpsin @ + — cosf = u,,.
, 1

Damit ist
u?l = (cos?)v? —2cosf - sin@% + (sin? 9)%
uzz; = (sin®6@)v? 4+ 2cosh - sing 2 4 (cos? 0):—5,
Daraus folgt

2

v
2_,2 .2 _ 2

[Vul :uz—f—uy:vr—f—r—g.

A

Aufgabe 6.17: Zeigen Sie direkt, ohne die Benutzung der H'-Barriere, dass jede be-
schrinkte, offene Teilmenge Q2 von R Dirichlet-regqulir ist.
Anleitung: ) ist eine abzihlbare Vereinigung von offenen Intervallen.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.17:
a) Sei g : 90 — R Lipschitz-stetig; d.h. es gibt L > 0, so dass

l9(21) — g(22)| < L|z1 — 22|, 21,22 € 0.

Dann gibt es genau eine Losung des Dirichlet Problemes u € C(Q) NC?(12),
Au =0, ujpo = g.

Es ist Q die disjunkte Vereinigung von offenen Intervallen (a,, b,), n € J,
wobei J endlich oder J = N ist. Definiere u auf [ay, b,] durch

T —ay,

u(x) = g(an) + (g(bn) - g(an))'

bn_an

Dann ist u : 2 — R harmonisch und Lipschitz-stetig. Seien namlich z,y €
Q. Dann gibtes n € J mit z € (ay,b,) und es gibt m € J mit y € (a,, by ).
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1. Fall: Es ist n = m. Dann ist

bn_an

u(z) —u(y)] = |(—-vy)

< Llz—yl
2. Fall: Es ist n # m. Sei OBdA b,, < a,,. Dann ist

< Ju(@) —ulan)] + [g(an) — g(bm)| + [u(bm) — u(y)|
< L(z—ap)+ Llay, —by) + L(by — y)
L(x —y).

u(z) — u(y)]

Damit ist u Liptschitz-Stetig mit Konstante L.

Also hat u eine eindeutige Fortsetzung u € C(Q). Da a(z) = g(z) fiir z =
an, by, n € J, folgt u(z) = g(z) fur alle z € 0.

b) Sei g : 92 — R stetig. Dann gibt es Lipschitz-stetige Funktionen g,, : 9 —
R, die gleichméaflig gegen g konvergieren (benutze den Satz von Stone-
Weierstraf3 (Satz A.54Y)). Nach a) gibt es

u, € C(Q)NC*Q) sodass ul, =0, uyn = gn-
Es ist
un = umllc@y < lgn — gmllooe)

wegen des Maximum-Prinzips (6.70AY). Damit konvergiert u,, gleichméfig
auf Q gegen ein v € C(Q?). Da u,, harmonisch ist, ist es auch u (siehe den
Beweis von Satz 6.724Y a)).

A

Aufgabe 6.18:Sei Q@ C R? offen, beschrinkt und konvex. Sei g € C(02) und sei
u € C() N C*(Q) eine klassische Losung des Dirichlet-Problems (6.634Y). Es gebe
G € H*(Q) N C(Q) derart, dass G|pq = g. Zeigen Sie, dass u € H?(Q2).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.18: Sei Q C R? offen, beschrankt und konvex.
Sei G € H*(Q) N C(Q), u e C?(Q) N C(Q), sodass Au = 0in Q und ujpn = Gsgq.
Seiv € H2.(Q) N Hi (), so dass —Av = AG, d.h., v ist die Lésung des Problems

(6.812Y) fiir f = AG. Nach Satz 6.87AY ist v € H?(12). Aus Satz 6.644U folgt, dass
u=v+G.Davund G € H?(Q) folgt, dass u € H*(Q2). A

Aufgabe 6.19: Beweisen Sie Korollar 6.234Y,

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.19: Sei B eine orthogonale d x d-Matrix und sei
beRY F(y) = By +b,y € RL Sei Qs C RY offen, 2 := F(Q2). Die Abbildung
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T : Ly(Q2) — L2(Q1), gegeben durch Tu = w o F ist linear und bijektiv mit
Inverser (T~1'v)(z) = v(B~!(z — b)). Die Transformationsformel ergibt

ITul2, @) = / u(F ()2 dy
F(Q2)

- / (@) dz = [[ull2, 0.
[ 951

Damit ist die Abbildung unitir. Aus Satz 6.22AY folgt, dass TH'(Q2) = H' ()
und fiir u € H(Qy) ist

d
Dy(uwo F) = (Diu) o F -

i=1

oF;
8yj '

Da gzi (y) = b;; furalley € Qy,ist V(u o F') = (Vu) o F' - B (wobei der Punkt fiir
die Multiplikation eines Zeilenvektors mit einer Matrix steht). Da B orthogonal
ist, ist |Vu(F(y)) - B|| = [|[Vu(F(y))] fiir alle y € Q. Damit folgt aus der Trans-
formationsformel, dass [|VTull,q,) = [IV(uo F)[7,q,) = IVuo F)[7,q, =

IVull7, q,)- Damit ist
HTu”%il(Ql) = ”Tu”%2(§21) + HVTUH%Q(QQ
= ||u||2L2(szl) + HTU”%Q(QI)-
Damit ist 7' isometrisch und somit unitér als Abbildung von H' (23) nach H! ((122)

Da TD(Q) = D(Qy), folgt THA () = TD(O) " = TD(0) = Dlay)

HL(Q). A

Aufgabe 6.20: (Invarianz der Poisson-Gleichungen unter Isometrien.) Sei B eine
orthogonale d x d-Matrix, b € R%, F(y) = By + b fiir y € R% Sei Qy C RY eine offene
Menge, 0 := F(Q2). Sei f € La(4), u € HY () N HE () derart, dass —Au = f.
Zeigen Sie, dass uo F € H} () N HE .(Q2) und —A(uo F) = fo F.

Anleitung: Benutzen Sie, dass die Funktion v € HJ () die eindeutige Losung von
Jo VuVovde = [, fodz, v e Hy(Q) ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.20: Sei v € H} (), —Au = f € Ly(Q1). Aus
Aufgabe 6.194Y folgt, dass uo F € H}(22) und fo F € Ly(Q2). Sei ¢ € D(Qy).
Wir miissen zeigen, dass

/V(qu)-Vgpdy: /(foF)gpdy.
Qo Q1

Man beachte, dass fiir y1,y2 € Qo gilt: (By1) - (By2) = 11 - y2, da B orthogonal
ist. Setze ) = po F~!. Dannist ¢ € D(Q;) und ¢ = ) o F. Ferner ist V(uo F) =
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((Vu) o F) - B (siehe Aufgabe 6.194Y ). Damit ist

/V(UOF)-Vgody = /V(UOF)~V(1/}OF)dy

Q2 Q2

_ /((vu)oF.B).((woF)-B)dy

Q2

_ /(vuop)-(wop)dy

Qo

- /Vu-Vz/de

951
~ [ 1o

- /foF-qpode:/(foF)cpdy.

QQ 522
Hier haben wir benutzt, dass —Au = f, u € H}(Q1). A

Aufgabe 6.21: (Allgemeiner linearer elliptischer Differenzialoperator.) Sei 2 C
R offen und beschrinkt. Seien aij, bj, ¢; und e in L> (). Fiir den formalen Differen-

zialoperator Lu := — 2?21 D; (Z?Zl a;; Diu + bju> + Z?Zl ciDiu + eu und eine
Funktion f € L*(Q) versteht man unter einer schwachen Losung des Problems
(D)Lu=f in{, u=0 auf0Q,

eine Funktion v € Hg(Q) mit

d d d
ar(u,v) := Z / aijDiuDjv—i—Z/ bjuDjv+Z/ ciDiuv—i—/ euv = / fu
Bj=1"¢ j=179 =170 Q Q
fiir alle Testfunktionen v € D(QQ). Es gebe o > 0 mit Z?’j:l a;;&& > al)? fiir alle
¢ € RY. Zeigen Sie:
a) Die Form ay, ist auf Hi (Q) x H}(Q) bilinear und stetig.
b) Gibt es 6 < 2a mit Z;-i:l(bj +¢;)? < 28e fast iiberall, so besitzt (D) eine eindeu-

tige schwache Losung.
Hinweis: Fiir z,y € Rund e > 0 gilt zy < £2* + L£y2.

c) Sind b; und c; stetig differenzierbar und gilt Zle (D;b; + D;c;) < 2e fast iiberall,
so besitzt (D) eine eindeutige schwache Losung.

d) Sind alle Funktionen hinreichend requlir und ist u eine schwache Losung des Pro-
blems, so ist der Ausdruck Lu in der oben angegebenen Form wohldefiniert und ei-
ne regulire Funktion u, die in Hg () liegt, ist genau dann eine schwache Lisung,
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wenn sie Lu = f im klassischen Sinn erfiillt. Versuchen Sie, moglichst schwache
Regularititsvoraussetzungen zu stellen!

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.21:

a)-c) genau wie in Abschnitt 6.104Y, nur muss man das ¢; noch behandeln, was
aber genau wie fiir b; moglich ist.

d) Seien zusitzlich zu den bisherigen Voraussetzungen a;; und b; in H} ()
mit Dya;; und Dib; in L{S () fur alle k. Die Produktregel fiir Sobolev-
Funktionen garantiert, dass a;; D;u und b,u fiiru € H2,_(Q) wiederin H] (€2)
liegen. Also ist Lu fiir alle Funktionen in HZ () im Sinne von schwachen

Ableitungen erklart, und Lu € L ().

loc
Eine Funktion v € HZ_ () N H}(Q) mit Lu = f im Sinne von schwachen
Ableitungen heifst starke Losung von (D). Nach Definition der schwachen
Ableitung erfiillt eine starke Losung fiir jede Testfunktion v € D(12) die

Gleichung

/va:/QLuv:aL(u,v),

ist also eine schwache Losung.

Ist umgekehrt u eine schwache Losung, die in HZ () liegt, so gilt nach

Definition der schwachen Ableitung und der schwachen Losung

/QLuv:aL(u,v):/va

fiiralle v € D(Q). Da die Testfunktionen in L?(£2) dicht liegen, stimmt daher
Lu|y fiir jedes U € Q in L*(U) mit f|y iiberein. Das zeigt Lu = f fast
iiberall, also dass u eine starke Losung ist.

Bemerkung: Setzt man tiberall statt schwacher Differenzierbarkeit klassi-
sche Differenzierbarkeit voraus, liefern die gleichen Argumente ein analo-
ges Resultat fiir klassische anstelle von starken Losungen.

A

Aufgabe 6.22: (Zusammensetzen von H'-Funktionen.) Betrachten Sie eine offene
Menge Q C R? und eine Gerade G C R2. Sei u € C(RQ) differenzierbar in Q \ G mit
beschriinkten partiellen Ableitungen. Dann ist u € H'(Q).

Anleitung: Nach Drehung kann man annehmen, dass G = R x {0}.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.22: Indem wir das Koordinatensystem drehen,
konnen wir annehmen, dass G = R x {0}. Wir definieren v; = (%2 auf Q \ G und

v; = 0 auf QN G. Da G eine Nullmenge ist, ist v; € Lo(€2). Wir zeigen, dass v,



79

j = 1,2, die schwachen Ableitungen von u sind. Sei ¢ € D(2). Wir miissen also
zeigen, dass

0
—/ua;pjd:c—/ngpda: 7 =12

Q Q

Sein € D(Q) derart, dass n = 1 auf einer Umgebung V' von supp ¢ und definiere
v: R? = Rdurchv = nuauf Qund v = 0 auf R?\ Q. Dann ist v stetig auf R?, stetig
differenzierbar auf R? \ G und aaij = 537’2 auf V' \ G. Mit Hilfe des Hauptsatzes

der Differenzial- und Integralrechnung ergibt sich

0 0
—/ua—;; de = —//v(ml,mg)a—;;(xl,mg)dmgdaﬁl
Q R 0
0
—/ / U(xhxg)a (1, 22) dzo daq
R —oo
7 ov
= 72(5017I2)80(171,$2)d$2 dry + | v(21,0)0(21,0) dy
R 0 R
0
ov
+ 72(901,152)@(1’1@2)61932 dx v(z1,0)p(21,0) doy
R —oo R
= ﬁgp dr = /vg pdx
8$2
R2\G Q
Fiir die Ableitung nach z; gilt:
0
/ 8351 = - / /v(:z:l,zg)a—jl(xl,zg) dx dxs
R\{0} R
= / / (21, 22) (21, x2) d2q d.’L‘QZ/’UlngSU.
R\{0} R Q
Damit ist die Behauptung gezeigt. A
Aufgabe 6.23: (Sobolev-Einbettung.)
a) Sei Q c R offen, 1 < p1,p2,r < 00, oo+ oo = 1 . Seien f1 € L,, (D), f2 €

Ly, (). Zeigen Sie, dass fi - fo € L, (Q) Benutzen Sie die Holder-Ungleichung:
Wenn1<p<oo,%+ﬁ:1,geLp(Q) h e L, (Q),s0ist g-h e Li(Q).

b) Seid =2, g(x) = (1 + |z|) . Zeigen Sie, dass g € L,(R?) fiir alle 2 < q < occ.

c) Zeigen Sie, dass H,(R?) C L,(R?) fiir alle 1 < p < 2, wobei Hy(R?) =
FH'(R?) (siehe Satz 6.474Y).
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d) Zeigen Sie, dass H'(R?) C L,(R?) fiir alle ¢ € [2,00). Benutzen Sie, dass fiir
1 <p<2 F Y L(RY) N Ly(RY)) C L, (R?) (Satz von Hausdorff-Young [3,
Satz V.2.10]).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.23:

a) Esist [fi|" € L,(Q), |fo " € Ly (Q), wobeip = £, p' = 22.Da S + -; = 1,

r/

folgt aus der Holder-Ungleichung | f1|" | f2|" € L1(2); d.h. f1 - fo € L ().

b) Man muss nur zeigen, dass f|x\>r g(x)?dx < co. Es ist

/ g(x)?dx < / |z| "9 dx = G(Sl)/rfqrdr < 00
|z 2r || 27 1

falls —g+2 < 0;d.h. 2 < gq.

¢) Sei f € H'(R?); dh. f € Ly(R?) und [, |f*(1 + |2[)? dz < cc. Sei h(z) =
1+ |z|. Somit ist f - h € Ly(R?). Nach b) ist g = + € L (R?) fiir alle 2 <
g < 00.Seil < p <2 Wiahle2 < ¢ < oo,s0dass 5 + ; = . Nach a) ist

f=(fh) g€ Ly(R?).

d) Sei 2 < g < co. Wir wollen zeigen, dass H*(R?) C L,(R?). Wahle 1 < p <2
mit % + ¢ =1.Seiu € H'(R?). Dann ist Fu € H'(R?) C L,(R?). Der Satz

von Hausdorff-Young impliziert, dass u = F ' Fu € L, (R?) = Ly (R?).

Kommentar:
Der Satz von Hausdroff-Young sagt noch weiter, dass

1F= fllz,, < cllfllz,

fir f € La(R?) N L,(R?). Damit gibt es eine stetige lineare Abbildung F, :
L,(RY) — L, (R?),sodass F,f = Ff fir f € Ly(R?)NL,(R?). Kurz ausgedriickt:
Die Fourier-Transformation ist ein stetiger Operator von L,(R?) nach L, (R?) fiir
1<p<2 wobeil = oo.

Aufgabe 6.24: Verifizieren Sie die Rechnung aus Satz 6.604Y.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 6.24: Sei u(z,y) = (22 — y?)log(—logr) fiir 0 <
r < & wobei r := 22 + y2. Beachte, dass r, = £. Somit ist

1 -1
uy = 2zlog(—logr) + (z* — yz)—long . %
1

— 2zlog(—1 3 _ g —.
zlog(—logr) + (= xy)rglogr
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Daraus erhalten wir:

1 —1
Uy = 2log(—logr)+ 2z -z
—logr r r
1 -1
322 — o2 3.2 971 ,
30 = 1) g + 0 = ) (2alogr + )
wobei wir benutzen, dass (%)’ = —;—; und somit (- ﬁ)gT e = — Sff(}gg :))Zf , sowie
(r2 logr), = 2rrylogr+ rz(log )

1
= 2zlogr+r?=r, =2zxlogr +x.
r

Damit ist
51‘2 _ y2
v = 2log(—1 Y
v og(—logr) + r2logr
ot — 222 gt — 2%y
rtlogr r4(logr)?
522 —y?  —(2logr + 1)(z* — 22y?)
= 2log(—1 — .
og(~logr) + r2logr r4(logr)?

Der erste Term strebt gegen oo mit r | 0, der zweite und dritte streben gegen 0.

Dazu beachte man, dass log r — oo mit r | 0, und f—s <1, :‘T’—; <1
SchliefSlich folgt aus u(z,y) = —u(y, ), dass uy(z, y) = —uz(y, ) und uyy(z,y) =
—Ugy (Y, ). Damit ist

AU(I’, y) = umaﬁ(x7 y) - Uyy(% 1’)
5$2—92—(592_$2) 2logr+1. 4 2 2 4 2.2
- r2logr _7”4(10g7')2 o7 =%yt —y 2Ty
22 —y?  2logr+1
= 6 - (* —y?)(a® +°)

r2logr  r%(logr)?

- (x2r—2y2) ' (10; B (1og17~)2) '

Somit ist lim, o Au = 0.







7 Aufgaben zu Kapitel 7

Aufgabe 7.1: Sei K C RY kompakt. Zeigen Sie: Jede positive Linearform auf C(K) ist
stetig (vgl. Definition 7.94Y).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 7.1: Die Einheitskugel von C(K) ist das Ord-
nungsintervall [—1x,1x] := {v € C(K) : =1xg < u < 1lg}.Istp : C(K) - R
linear und positiv, so folgt aus —1x < u < 1k, dass —p(1x) < p(u) < p(1lk).
Damitist [¢o(u)| < ¢(1k). Aus Satz A.14Y folgt, dass ¢ stetig ist und ||| < ¢(1k).

Offensichtlich ist sogar ||¢|| = ¢(1k), daja 1k in der Einheitskugel ist.
A

Aufgabe 7.2:
a)Seid > 2, Q C R? offen, beschréinkt mit C'-Rand und sei z € Q. Sei u €
C()NCHQ\{z}),s0 dass aqu \ {z} beschrinkt ist, j = 1,...,d. Zeigen

Sie, dass u € H(Q). Anleltung Multiplizieren Sie 2% mit ¢ € D(Q) und
integrieren Sie partiell auf Q \ B(z,¢).

b) Sei B := {(z,y) € R? : 22 + 3y < 1}, u(z,y) = (2% — y*)log|logr|, r =
(z% + y?)1/2. Zeigen Sie, dass u € H'(B), vgl. Satz 6.60Y.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 7.2:

a) Sei d > 2, Q C R? offen, beschrankt mit C*-Rand, u € C1(Q\ {z}), so dass
(%; auf Q\ {z} beschrénktist, j = 1,...,d. Setze D;ju = %‘j auf Q\ {z} und
(Dju)(2) =0,j=1,...,d. Dannist Dju € Ly(€2). Sei ¢ € D(12). Wir zeigen,
dass

dyp
—/uaxj dx = /(Dju)gpda:.
Q Q

Sei e > 0, so dass B(z,¢) C . Dann ist nach Korollar 7.7AY
Op ou Zj — X
~ 27 da L od T do
/ “axj / oz, P / up(L) do
Q\B(z,¢) Q\B(z,¢) |z—z|=¢

Da wy beschrankt, d > 2 und das Oberflichenmafl der Spére S. = {z :
|z — x| = ¢} gerade o(S1)e?~! ist, konvergiert das zweite Integral auf der
rechten Seite nach 0, wenn ¢ | 0. Somit ergibt sich mite | 0

/u—dm—/D up dz.
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Damit ist Dju die j-te schwache Ableitung von u und somit ist u € H'(12).

b) Es ist (vgl. Losung der Aufgabe 6.24)

1

uy = 2xlog |logr| + (2* — ysx)m.

Wegen u(z,y) = —u(y, ) ist uy(z,y) = —ug(y, x). Damit ist u,, u, auf B\
{0} beschrénkt. Aus a) folgt, dass u € H*(B).
A

Aufgabe 7.3: Sei Q1,Qy C R? offen, Q = Oy U Qg und seien u, f € Lg 10.(£2). Es gelte
Au = f schwach in Q; und in Q. Zeigen Sie, dass Au = f in Q.
Anleitung: Benutzen Sie eine Zerlegung der Eins.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 7.3: Sei ¢ € D(Q). Dann gibt es 71,172 € D(2), so
dass suppn; C €5, j = 1,2und 11 + 12 = 1 auf supp ¢ (Zerlegung der Eins). Dann
ist on; € D(Q;), j = 1,2. Daher ist nach Voraussetzung

/uA(@ﬂj) = /f<P77jv J=12.
Q

Q

Addieren wir die beiden Gleichungen, so erhalten wir

!qu—Q/fso-

Damit ist gezeigt, dass Au = f schwach in Q gilt. A

Aufgabe 7.4: (Poincaré-Ungleichung.) Sei 2 C R offen derart, dass die Einbettung
H} () < La(9Q) kompakt ist.
a) Zeigen Sie, dass es eine Konstante ¢ > 0 gibt derart, dass [, |u|?* dx < ¢ [, |Vu|? dz

fiir alle u € H{ (). Wo geht im Beweis die Kompaktheit der Einbettung ein?
Man kann sich an dem Beweis von Satz 7.28Y orientieren.

b) Geben Sie ein Beispiel einer unbeschriinkten offenen Menge Q2 C RY, so dass die
Einbettung kompakt ist.
Hinweis: Benutzen Sie die Bemerkung nach Satz 6.554Y.

c) Geben Sie ein Beispiel einer offenen Menge an, fiir die die Poincaré-Ungleichung
verletzt ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 7.4:

a) Ist die Ungleichung falsch, so gibt es u,, € H} () derart, dass

1 :/|un|2dx2n/|Vun|2d$.
Q Q
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Damit ist ||u,,||%: < 2. Nach Satz 4.35Y kénnen wir annehmen, dass u,, —
u schwach in H{ (), andernfalls gehen wir zu einer Teilfolge iiber. Da die
Einbettung H} () < Lo () kompakt ist, folgt, dass u,, — u in Ly(f2). Da-
mit ist ||u||z, ) = 1 und das ist der entscheidende Punkt, in den die Kom-
paktheit eingeht. Da [, [Vuy,|* dz — 0, ist

/(Dju)wdx = —/uDj«pdx

Q Q

= — lim [ wu,Dpdx
n—r oo
Q

= lim [ (Djuy)pdz=0

n— oo

Q

fiir alle ¢ € D(R). Somit ist Dju = 0. Also ist u = 0 nach Korollar 6.284Y.
Das widerspricht der Tatsache, dass ||u| ., = 1.

b) Wihle z.B.
Q={(z,y): 0<z < o0, |yl <v(z)}

mit y(z) = ﬁfﬁr0<x§ 1und y(z) = 2 fiir 1 < 2 < co. Dann ist

+

1
T z2

/ 1dyd$+/ 1dydx
1

1
= 2/33
0

Der Beweis von Satz 6.554U zeigt, dass die Einbettung H{(Q) < Ly(Q)
kompakt ist.

[SE

Q] =

o _

(S
8
w""

S

Oo1
dm+2/—2dx<oo.
T

1

¢) Sei 2 = R. Widhle ¢ € D(R), ¢ # 0, up(z) = ﬁgp(%) Dann ist (|, ,r) =

1
372

1
ulde=— | ¢'(y)*dy — .
n
R R

Damit ist die Poincaré-Ungleichung fiir (2 = R verletzt.

1, aber u),(x) =

¢’ (). Somit gilt

A

Aufgabe 7.5: (Satz von Gauf fiir Dreiecke.) Ein Segment im R? ist eine Men-
ge der Form [z,y] == A+ (1 — XNy : 0 < X < 1}, wobei z,y € R?, z # y
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die Eckpunkte von [x,y] sind. Wir definieren das Maf o auf [z, y] durch f[w g fdo =
ly — x| fol fOx+ (1= N)y) d)fiiralle f € Clz,y] (vgl. Satz 7.104Y). Ist T ein Dreieck
mit den Eckpunkten {t1,ts,ts3}, so ist OT = [t1,t2] U [ta,ts] U [t1,t3]. Fiir f € C(9T)
definieren wir [, fdo = [, ., fdo+ [, . fdo+ [, . fdo.

a) Sei uw € CH(T). Zeigen Sie, dass [ uq, dv = [, uv;do. Dabei ist v; die iu-
fere Normale j = 1,2. Anleitung: Nach Drehung und Verschiebung kann man
annehmen, dass t; = (0,0), to = (b,0), t3 = (d,c) mit 0 < d < b, ¢ > 0.

b) Zeigen Sie, dass [(Dju)vdx = — [ uDjvdx + [, vjuvdo fiir u,v € CY(T)
und j = 1,2 gilt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 7.5: Wir betrachten das Dreieck mit den Eck-
punkten ¢t = (0,0), t2 = (b,0), t3 = (d,c) wobei 0 < d < b,0 < c.

2 ts = (d,c)

t1 = (0,0) ts = (b,0)

Die dufere Normale ist (0,—1) auf [ty, 2], (¢* + d?)7'/?(—c¢,d) auf [t1,ts] und
(2(b— d)2)~1/2(c, b — d) auf [ty t5]. Sei u € CL(T).
1. Wir betrachten u,, . Es ist einerseits

@)

d 5
/u2162 = //uw2($17$2)d.’£2d1}1+
T 0 0
b

/ Uz, (21, 2) dae day
0

<
—~

b b
c b—=x
T, gan) dry + /u(ml,cﬁ) dxr, — /u(xl,()) dxy.
d 0

Andererseits ist
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3)

1
/uugda b/mo+ (1= )b, A0 + (1 — A)0)(—1) dA
0

[t1,t2]

1 b
= —b/u(sb,()) ds = f/u(xl,O) dzq,
0 0

was mit dem dritten Term von «) tibereinstimmt.
7)
1
/ undo = \/dQ+c2/u()\0+(1—>\)d,)\0+(1 —A)(E+d?)72 - d-dA

[t1,t3] 0
1

= /u(sd7 sc)d - ds

1) d:171,

u(xy, kg

d

Il
o\& o

welches mit dem ersten Term von «) tibereinstimmt.

9)
/ uvy do =

[t2,ts]

1
NE 2/u (Ad+ (1= M Act (1= N0) + (b— d)2)~2 (b — d) d\
0

u(Ad + (1= A)b, Ac) (b — d) dA.

Il
o—__

Wir substituieren z; = Ad+ (1—A)b = A(d—b) + b und erhalten den zweiten
Term von ). Damit ist die Aussage fiir j = 2 bewiesen.

2. Wir betrachten u,, . Es ist einerseits
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@)

d—b
c o xro+b

/ug;1 der = / / Uy, (21, T2) doy dag

T w1 d

(=)

c

= /Cu(d;bxg—i—b,m) dxg—/u(xgg,xg) dxs.
0

0

ﬁ) Auf [tl, tg] ist v =0.

) Auf [t1,ts] ist v; = —c(c® 4 d?)~=. Somit ist

/ uvy do =

[t1,t3]

\/m/u()\o F (1= N A0+ (1 — Ne)(—e) (e +d?)~F dA
0

1
= —/u(sd, sc) - cds
0
c

—/u(cclxg,@) dxo,

0

was mit dem zweiten Term in «) tibereinstimmt.

8) Auf [ty, 5] ist vy = (b — d)(2 + (b — d)%)~ 2. Somit ist

/ uvy do

[ta,t3]
1
— (@4 (-2} /u()\d (L= b Ae+ (1= A)0) - - (2 + (b—d)?) % dr
0
1
= /u()\d + (1 = X)b, Ac)edA.
0
Setzen wir A\¢ =: x5, so erhalten wir den ersten Term in «). Damit ist die

Aussage fiir j = 1 bewiesen und der Beweis von a) ist vollstdndig.
Die Aussage b) ergibt sich aus a) wie in Korollar 7.74Y. A

Aufgabe 7.6: Sei O C R? ein Polygon und {Ty, : k = 1,...,n} eine zulissige Trian-
gulierung von €, siehe Definition 9.24%Y. Sei u € C(Q), so dass wr, € C*(Ty) mit
beschriinkten Ableitungen, k =1,...,n.
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a) Sei ¢ € D(Q). Zeigen Sie mit Hilfe von Aufgabe 7.5 b), dass fiir j = 1,2 gilt:
—Jq u%"j dr=3%7_, ka 8671390 dz.

b) Schliefien Sie aus a), dass u € H*(Q) und Dju = (%; auf Ty, fiir j = 1,2 und
k=1,...,n.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 7.6:
a) Es ist nach Aufgabe 7.5

o . _ N [,0
—/uamjdm = Z/uaxjdx
Q 3

k=17,
= Z /ﬁgodx—/wpl/jda
1 81}]‘
- & 0Ty,
= Z/giu@dxa
=1 O

da sich die Randintegrale tiber Seiten der Dreiecke, die im Inneren von
liegen, wegen der paarweise verschiedenen Vorzeichen der duSeren Nor-
malen wegheben. Die Randintegrale tiber Seiten, die den Rand von {2 bil-
den, verschwinden, da ¢ nur im Inneren von 2 lebt.

b) Setzt man D;u = a% auf J;_, Ty und Dju := 0 auf |J;_, 8Tk, so erhilt
man eine Funktion Dju € Lo (Q) C Lo(Q). Teil a) zeigt, dass D;u die
schwache Ableitung von u im Sinne der Definition in Abschnitt 6.2AYV ist.
Damit ist u € H(Q).

A

Aufgabe 7.7: (Gebiet mit stetigem Rand ohne Fortsetzungseigenschaft.)

a) Zeigen Sie: Wenn ein beschriinktes Gebiet Q@ C R? die Fortsetzungseigenschaft
besitzt, dann ist H'(2) C L,(Q) fiir jedes q € [2,00). Benutzen Sie Aufgabe
6.23.

b)Seia >0, = {(z,y) ER?: 0 <z < 1, |yl < 2*}. Sei B > 0, u(z,y) :=
a=P. Zeigen Sie, dass u € H' (), falls B < 251, aber u ¢ L(Q), falls q grofs
genug ist. Folgern Sie, dass Q) nicht die Fortsetzungseigenschaft besitzt.

c) Sei « > 3. Zeigen Sie, dass u € H?(Qy), falls 5 < ‘IT_?’ Folgern Sie, dass
H?(%) ¢ C(Qa).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 7.7:
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a) Sei ¢ € [2,00). Nach Aufgabe 6.23 ist H'(R?) C L,(R?).Sei E : H'(Q) —
H'(R%) ein Fortsetzungsoperator und sei v € H'(f2). Dann ist Fu € L,(R?)
und somit u = (Eu)jq € Ly(Q).

b) Sei 8 > 0, u(z,y) = ~#. Dann ist

®

1
/quxdy = //u(x,y)Qdyda:
0

Qg 0

2% 2P dr < 0o

I
o _

genau dann, wenn a — 23 + 1 > 0; d.h. 8 < 2H. Dau, = —Bz~#+D),
ist somit u € H'({,) genau dann, wenn 3 + 1 < "7“, also g < O‘T_l (vgl.
Bemerkung 6.134Y).

Sei g > 0. Es ist

1
/uqudy = /xax_QBdazzoo
0

QC\/
genau dann, wenn o — g8 + 1 < 0.

¢) Da uz, = B(B — 1)z=772,istu € H?*(Q,) genau dann, wenn 3 + 2 < <L;
dh 8 <o,

A

Aufgabe 7.8: Ist I’ = {(z,v(x)) : € [a,b]} eine Kurve mit v € C'[a,b], so defi-

niert man [, fdo := f; f(x,v(2))\/1+~'(x)? dx fiir jede Borel-messbare Funktion
f:T —[0,00]. Sei Q = Qg aus Aufgabe 7.7 und sei I' := {(x,2*) : 0 < x < 1}. Somit
ist I eine kompakte Teilmenge von OS2

a) Zeigen Sie, dass u(x,y) = L eine Funktion w € H*' () definiert.

b) Zeigen Sie, dass [ u? do = cc.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 7.8:

a) Mit den Bezeichnungen von Aufgabe 7.7 ist Q = Q4, u(z,y) = z~}, also
B=1Dap=1<32=2 folgtaus Aufgabe 7.7 b), dass u € H*(1).
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b) Fiir dieses u ist

1

/u2 do = u(z, z4)%\/1 + (423)2 dx

r

1
P\/l + (423)2 dx = 0.

I
o O

Bemerkung: Funktionen in H!(Q2) haben also i.A. keine Spur in Ly(99) im Ge-
gensatz zu Satz 7.342Y, der fiir C'-Mengen gilt. A

Aufgabe 7.9:

a) Seid=1,Q:=(0,3) U (3,1), dann besitzt Q nicht die Fortsetzungseigenschaft.

b) Die zusammenhiingende, offene Menge Q := (0,1)% \ {(1/2,y) : 0 < y < 1/2}
im R? hat nicht die Fortsetzungseigenschaft, vgl. Abbildung 7.1.
Anleitung: Konstruieren Sie w € H'(Q) derart, dass u = 0 auf (0,1/2) x (0,1/4)
und w = 1 auf (1/2,1) x (0,1/4). Wende das Lemma von Stampacchia, Korollar
6.364Y an.

¢) Ist die Einbettung von H'(Q) in Lo(R) fiir die Menge Q aus b) kompakt?

Loésungsvorschlag zu Aufgabe 7.9:

A

0 -
0 1

Abbildung 7.1. Menge 2 aus Aufgabe ??, die nicht die Fortsetzungseigenschaft besitzt.

a)Sei © := (0,1/2) U (1/2,1) C R. Dann ist die charakteristische Funktion
v = 1( 1) von der Menge (0,1/2) in H'(Q2) und es ist v' = 0. Sei w €
Hl'(—¢,1+¢) fiireine > 0. Dann ist w € C[—¢, 1 + €] nach Abénderung auf
einer Nullmenge. Damit kann w nicht mit v fast tiberall {ibereinstimmen.
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b) Sei @ = (0,1)2\ {(3,y) : 0 < y < +}. Wir zeigen, dass Q nicht die Fortset-
zungseigenschaft hat. Dazu betrachten wir ¢ € C*°(R), so dass ¢(y) = 0,
wenn 0 < y < § und ¢(y) = 1 fiir 1 <y < 1. Definiere u :  — R durch

_f oly) wemn 0<z< 1
u(a:,y){ 1 wenn 1 <z <1,

fir (z,y) € Q. Angenommen, es gibt v € H'(U), U = (0,1) x (0,1), so
dass u = v fast tiberall. Da v = 0 auf (0, ) x (0, %) und u = 1 auf (3,1) x
(3,1), folgt aus Stampacchias Lemma, dass Vv = 0 fast iiberall auf U. Da U
zusammenhéangend ist, folgt , dass v konstant auf U ist, ein Widerspruch.

c) Trotz der negativen Eigenschaften aus b), ist die Einbettung von H'(Q)
inLy(€2) kompakt. Um das zu sehen, betrachten wir die Rechtecke Q; =
(0,2) x (0,1) und Q = (3,1) x (0,1). Sei u, — 0 in H'(Q). Wir miissen
zeigen, dass u, — 0 in Ly(Q) (vgl. Satz 4.39AY). Nach Satz 7.224U oder
Satz 7.272Y sind die Einbettungen H'(£2;) — L2(Q;) kompakt, j = 1,2. Da
Upjo, — 0in H'(Q;), j = 1,2, folgt, dass f(z,» |un|?dz — 0. Da Q\ (21 UQy)
eine Nullmenge ist, gilt lim,,_, o u, = 0 in LQ(Q).

A

Aufgabe 7.10: (Beweis der Fortsetzungseigenschaft fiir C'-Gebiete.) Sei () C R?
ein C'-Gebiet.
a) Sei u € C'(QY). Betrachten Sie die in der Beweisidee von Satz 7.194Y beschriebene
Fortsetzung @ und zeigen Sie, dass i € H'(R®) mit ||@| g1 gay < c||u|| g1 (o) mit
einer Konstanten ¢ > 0, die nicht von u abhingt.

b) Benutzen Sie eine Zerlequng der Eins, um aus a) zu folgern, dass es eine lineare,
stetige Abbildung E : C*(Q) — H'(R?) gibt mit (Eu);q = u, wobei auf C* ()
die Norm von H'(Q)) betrachtet wird.

c) Schlieflen Sie daraus, dass €2 die Fortsetzungseigenschaft besitzt unter Benutzung
der Tatsache, dass C*(Q2) dicht in H(Q) ist (vgl. Satz 7.104).

Bemerkung: Fiir einen anderen direkten Beweis, der die Dichtheit von C*(Q) nicht be-
nutzt, siehe [2, Théoréeme IX.7].

Losungsvorschlag zu Aufgabe 7.10:

a) Sei u € C1(Q) mit u(z) = 0 fiir z ¢ K, wobei K kompakt ist mit K C U,
U = {(ngw) + ) : Iyl < nls| < kY, g € CLR), UNQ = Uy =
{gy) +s) : Jyl <70 <s <ht,UNIN = {(y,9(y)) : [yl <r}und
U\Q = {(y,9(y) —s) : [yl <70 < s < h} =:U_.Definiere @ : R? — R
durch a(y, g(y) — s) := u(y,g(y + s)) fur ly| < r, 0 < s < h, 4(z) = u(zx)
firz € Qund i(x) = 0 fir x € R?\ (QU U). Wir zeigen, dass @ € H'(R?)
und [|@| g1 (ray < cf|u| g1 (), wobei ¢ > 0 eine Konstante ist, die nicht von u
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abhingt. Sei » € D(RY). Dann ist fiir j € {1,...,d — 1}

—/ 3@ de = / / aﬁp dx
Oz, &BJ (%cJ

R4
0
= 33:; pdr — /wpyj do
U+t o0
o
—&—/%ujgodx—i—/wpujda
oQ
ou

d —d
axjgox—k/ pdadx,

da die Normalen bzgl. U" und U~ entgegengesetztes Vorzeichen haben.
Damit ist

/ &rjdm_/a <pdac+/a pdr.

Nunistfﬁrx:(xl,...,xd)EU_,vl(ac):u(ml,...,md,l,Qg(xl,...,xd,l)—
xq). Dennist x4 = g(x1,...,24-1) — 8, soist a(x) = u(z1,...,T4—1,Tq) mit
Zqg = g(x1,...,2q-1) + 8 = 2g(x1,...,T4-1) — xq. Also ist 4(x1,...,24) =
w(z1,. .., 2a-1,29(x1,...,24-1) — xq). Folglich ist
o1 ou
— = —(z1,..-yTq-1,29(x1,...,Tq—1) —
oz, ij( 1 d-1,29(71 d-1) — Td)
ou
+—(z1,...,24-1,29(x1,...,24-1) — T
8md( 1 d—1,29(71 d-1) — Td)
9g
2—(z1,...,%4-1),
&Tj( 1 d—1)
j=1, d—1,und
ot ou
TlyeeesXd) = ——(T1,. -, Ta—1,29(T1,...,Td—1) — Xd)-
ach( 1 ) axd( 1 a-1,29(z1 d-1) d)

Damit ist Hﬂ”Hl(Rd) < C”U”HI(Q).

b) Nun sei & ¢ M, U;, wobei U;  R? offen und fiir j = 1,...,d, U; N 02
ein C'-Graph bzgl. 2 ist. Sei (77]) i=0,....m eine Zerlegung der Eins, d.h. n; €
DWU;), 0 < <1, M ni(x) = 1 fiiralle z € Q. Sei u € C'(Q). Dann
erfullt fur j € {1,. ﬁ die Funktlon n;u die Voraussetzungen von a) und
hat somit eine Fortsetzung nu € HY(RY) mit [|77u]| gy ey < cjlnjull gy <
illull g1 (o). Damit ist @ := ij\io nju € H*(R?) eine Fortsetzung von u mit
@l i1 (may < cllull g1 (q). Die Abbildung E : C*(Q) — H*(R?), Bu := @ ist
also linear und stetig.
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c) Nach Satz A.3AU besitzt E eine eindeutige, stetige, lineare Fortsetzung E :
H'(Q) — H'(RY). Hier benutzen wir, dass C*(Q) in H!(Q2) dicht liegt
(Satz 7.27AY). Sei v € H'(Q). Dann gibt es u,, € C(Q) mit u,, — u in
H(Q). Damit ist Fu = lim,_ . Eu,. Da die Einschrankungsabbildung
v e HY(R?) — vjg € H'(Q) stetig ist, folgt

(Eu)m = nli_)II;C(Eun)m = nh_}ngo Up = U.



8 Losungen zu den Aufgaben
Kapitel 8

Aufgabe 8.1: Sei w(t) = > 07, wy,(t)en, wobei w, durch (8.324Y) gegeben ist. Zeigen
Sie durch direktes Nachrechnen, dass a(w(t)) + ||w(t)||% = a(uo) + ||u1l|% fiir alle
t>0.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 8.1: Esist
a(w(®)) + [ @O = D Anwn(t)® + ) tin(t)?
n=1 n=1

und

o0

a(uo) + Hul”%{ = Z()‘n(um en)%] + (u1, en)%{)-

n=1
Daher muss man zeigen, dass
AWy (£)% 4 10, ()% = N (U0, €0) % + (U1, e0)%

fir allen € N.
Sei A\, > 0. Dann ist

An,wn(t)2 = A’rL 0052(\/Et) (UOa en)%{ +2 An COS( A’rLt) (uO> en)H ' Sin( A”t) (Ul, e”)H
+Sin2( )\nt) (ulv en)%{

und
Uy (t) = =/ A sin(v/Ant) (o, €n) 1 + cos(v/Ant) (1, €)1
und somit
()2 = Apsin?(vV/Ant) (o, €n) % — 23/ A sin(v/ Ant) (w0, €0 i1 - cos(v/ Ant) (U1, €n) o
+ cosQ(\/xt)(ul7 en)%[.
Somit ist

)\nw’ﬂ(t)Q + U)'rz(t)2 = )\n(u07 en)%{ + (Ul, en)%{a

was zu zeigen war.
Ist A, = 0, so gilt Formel (8.334Y), Somit ist w, (1) = (u1,en)m. Folglich ist

)‘nwn(t)z + wn(t)Q =0+ (u1, en)%ﬁ
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was zu zeigen war. A

Aufgabe 8.2: (Getrennte Variablen.) Sei A ein Operator auf einem reellen Hilbert-
Raum H und sei f € D(A), f #0.

a) Zeigen Sie, dass es genau dann eine Losung von u(t) = Au(t), t € (0,T) der
Form u(t) = v(t) f mit v € C1(0,T), v # 0 gibt, wenn f ein Eigenvektor von A
ist.

b) Man beantworte die gleiche Frage fiir die Gleichung u(t) = Au(t), t € (0,7),
wobei nun vorausgesetzt wird, dass v € C*(0,T).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 8.2:

a) Sei u(t) = v(t) f eine Losung, d.h. (t) = Au(t), t € (0,T). Dannist v(t)f =
v(t)Af. Wenn v(tg) # 0 flir ein tg € (0,7), dannist Af = Af mit A = O(to)

v(to)”
Ist umgekehrt Af = \f mit A € R, so definiert u(t) = e* f eine Losung.

b) Sei u(t) = v(t)f mitv € C?(0,T). Ist ii(t) = Au(t), so folgt, dass i(t)f =
v(t)Af. Istv(tg) #0,s0ist Af = Af mit A = Zéizg Gilt umgekehrt Af = \f
mit A € R, so wahlen wir

p(t) = at+b wenn A =0,
o(t) = coshVAt wenn \ >0,
o(t) = cosvV/—At wenn \ <0,
ut) = )f.

Dann gilt @i = Au.
A

Aufgabe 8.3: Sei ) ein beschriinktes C*-Gebiet und sei b : 9Q — [0, 00) Borel-messbar
und beschriinkt. Seiug € H*(Q) N H (), sodass Aug € L*(Q) und 3%+b(z)(Tu)(z) =
0, und sei u; € H'(Q). Zeigen Sie: Es gibt eine eindeutig bestimmte Funktion w €
C?*(Ry, Lo(R)), so dass w(t) € HY(Q) N HE.(Q), Aw(t) € La(2), t > 0 und
w(t) = Aw(t), t>0,
dw(t)
—— +bT(w(t)) =

2 () =0,
w(0) = ug, w(0) = uy.
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Lésungsvorschlag zu Aufgabe 8.3: Wir benutzen Satz 8.15UY zur Losung der
Aufgabe. Dazu wihlen wir fiir A den Laplace-Operator mit Robin-Randbedin-
gungen auf H = Ly(f), vgl. Abschnitt 8.3AU fiir die Warmeleitungsgleichung.
Wir wihlen V = H'(Q2),a: V x V — R sei gegeben durch

a(u,v) = /Vu Voudzr + /bTuTv do,
Q a0

wobei T : HY(Q) — L2 (09) der Spuroperator aus Satz 7.34AY ist. Es ist V kom-
paktin Ly () eingebettet und die Form a ist stetig und L, (£2)-elliptisch. Sei A der
assoziierte Operator auf Lo(2). Nach Satz 8.124U ist

D(A) = {ue H (Q)NHZ.(Q): Au € Ly(Q), Ou +b(TK) = 0}

ov
Au = —Au.

Wir setzen A% = — A. Es gibt eine Orthonormalbasis {e,, : n € N} von Ly () mit
en € D(A?) und

—APe, =03, (neN),

wobei A% < AP, limy, o0 A = 0.
Sei up € D(A) und u; € H'(2) = V. Nach Satz 8.154U gibt es eine eindeutige
Funktion w € C?*(R4, H), so dass w(t) € D(A) fiir alle t > 0 und
W(t) + Aw(t) =0, >0,
w(0) = ug, w(0) = u;.
A

Aufgabe 8.4: Sei b : Q) — [0,00) beschrinkt und Borel-messbar. Zeigen Sie, dass
A< AP pneN.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 8.4: Sei b : 90 — [0, c0) beschrankt und Borel-
messbar. Der n-te Eigenwert A? von —AP ist nach Satz 4.50AY gegeben durch

D .
A, = max min a(u),
1 ew
WCHJ(9) u
codim W<n—1 I%lLg=1

wobei a(u) = [, |Vu|? dz, wihrend der n-te Eigenwert A’ von —AP gegeben ist
durch

A = max min  a®(u)
vCHL(Q) ueV
codimV<n—1 llullpy=1
mit a®(u) = [, |Vul?dz + [, b(z)|u|?do(z). Sei V. C H'(Q) ein Unterraum mit
codimV < n — 1bzgl. H'(2). Das bedeutet, dass V N V; # {0} falls V; ein Un-
terraum von H!(() ist mit dim V; > n. Betrachte V; := V N H (). Dann hat V;
bzgl. H}(Q?) die Codimension < n — 1. Sei ndmlich Vo C H}(Q2) ein Unterraum
mit dim V2 > n. Dann ist nach Voraussetzung Vo NV # {0}. Da Vo C H}(Q), ist
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also auch Vo N'V; # {0}. Wir haben gezeigt, dass codim Vy < n — 1 in Hg (). Nun
wihlen wir den Unterraum V so, dass
A = min a®(u)

ueV
Tl =1

(siehe Satz 4.504Y). Da fiir u € Vo, a(u) = a’(u) ist also \Y < min wev, a(u) (wir

lull =1
minimieren {iber eine kleinere Menge). Nun folgt aus (4.30AY), dass

b __ : _\D
A, = max min a(u) = Ay .
WCH
COdnnV<n 1 ”“”H 1

Aufgabe 8.5: Sei I C R ein Intervall, H ein separabler Hilbert-Raum.

a) Seiw € Li(I, H) ngen Sie, dass es genau ein Element [, u(t)dt von H gibt
derart, dass [, (u(t),v)g dt = ([, u(t) dt, v)Hfur allev € H.

b) Zeigen Sie, dass || fz t)ydt||, < [; llu(t)| g dt.

¢) Zeigen Sie, dass L1 (I, H) ein Vektorraum ist und dass die Abbildung u — [, u(t) dt
L,(I,H) — H linear ist.

d) Falls 0 < T < oo, soist Ly(0,T; H) C L1(0,T; H).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 8.5: Sei I C R ein Intervall und H ein separa-
bler Hilbert-Raum. Die Behauptungen a) und b) bilden die Aussage von Lemma
8.22AV, die wir jetzt beweisen wollen. Sei f € Li(I, H); d.h. f : [ — H ist messbar
und [, || f(¢)|| dt < co.Seiv € H. Dann ist

/\(f(t)(v)ldtﬁ/Hf(t)lldtHvll
I I

nach der Cauchy-Schwarz’schen Ungleichung. Damit definiert p(v) := [,(f
eine stetige Linearform auf H und es ist ||| < [, [|f(¢)]] dt. Nach dem Satz Von
Riesz-Fréchet gibt es genau ein w € H, so dass

p(v) = (w,v)u

fiir alle v € H. Ferner ist

lwll = llo]l < / 1£(t)] dt.
I

Damit sind a) und b) bewiesen, wenn wir w := [, f(t) dt setzen.
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¢) Seien f,g € L1(I,H), o, p € R. Dannistt — (af(t)+5g(t),v) = a(f(t),v)+
B(g(¢),v) fiir jedes v € H messbar und

/ww+mwms/mmmm+/mwwt
I I I

Somit ist L (I, H) ein Vektorraum. Es gilt fiir v € H:

( / (af(t) + Bg(t)) dt, U) -
H

I

/kafu»+ﬁga»n»Hdt=

Da v € H beliebig ist, folgt, dass

Jas®+sedt=a [ )i+ 5 [ g0
I I

I

Bemerkung: L'(I, H) ist ein Banach-Raum bzgl. der Norm

9= [ 1] de.
I
d)Sei0 < T < o00.5Sei f € Ly(0,T; H). Dann ist

t/ww&g(/wm%ﬂ T,
0 0

wobei wir die Cauchy-Schwarz’sche Ungleichung angewandt haben. Somit
ist f € L1(0,T; H).
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A

Aufgabe 8.6: Seien Hy, Hy separable Hilbert-Riume und sei B : Hy — Ho stetig und
linear. Zeigen Sie, dass u — B o u eine stetige lineare Abbildung von Lo (0,T'; Hy) nach
L4(0,T; Ho) definiert, 0 < T < oo. Die Abbildung ist unitir, falls B unitir ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 8.6:

a)Sei u € L?(0,T,H;). Sei v € Hy. Dann ist (B(u(t),v)n, = (u(t), B*c)m,.
Da B*v € Hj, ist (u(-), B*v)m, nach Voraussetzung messbar. Ferner ist
[1Bu(®)llr, < (B lu(t)|[m, - Damit ist

T T
/0 |Bu(t)|%, dt < || B|]? / ()|, di < oo.

Wir haben gezeigt, dass Bou € L?(0,T’; H,). Die Abbildung S : u — Bou ist

1
linear und || Sul|zz, = (fOT |1Bu(t)|I2, dt) <|B| (fo u(®)[12, dt) . Damit
ist S stetig und ||.S|| < ||B||. Sei B unitdr. Dann ist fiir u,v € Ly(0,T, Ho):

(SU” Sv)Lz) - dt

\’ﬂ

dt

- Juo

= (u,0)L,(0,1:Hy)-

0
T
0

Da S invertierbar ist mit S~'u = B~! o w ist S unitir.
A
Aufgabe 8.7: Sei H ein separabler Hilbert-Raum und sei 0 < T' < oo.

a) Seiw € HY(0,T; H) derart, dass u(t) = 0 fast iiberall. Zeigen Sie, dass es x € H
gibt derart, dass u(t) = x fiir fast allet € (0,T).

Hinweis: Benutzen Sie das skalare Resultat in Lemma 5.74U.

b) Seiv € L2(0 T;H) und xy € H. Definieren Sie v : (0,T) — H durch u(t) =

o + [ v(s)ds. Zeigen Sie, dass u € H'(0,T; H) und u' = v. Zeigen Sie auch,
dass u € C([O T); H), wenn T < oo.

c) Sei w € HY(0,T; H). Zeigen Sie, dass u € C([0,T); H) und u(t) = u(0) +
fot u'(s)ds fiirt € (0,7).

d) Seiw € HY(0,T; H) mit u € C([0,T); H). Zeigen Sie, dass u € C([0,T); H).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 8.7:
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a) Sei u € H(0,T; H) derart, dass 7(t) = 0 fast iiberall. Sei v € H. Dann ist
fir o € C1(0,7),

T T
—1/wawa¢uwﬁ:;/w@wa¢@nm
0 0

d.h. (%, v) ist die schwache Ableitung von (u,v). Da @ = 0 fast tiberall, gibt
es zujedem v € H genau ein ¢, € R, so dass

(u(t),v)g = ¢, fast tiberall.

Die Abbildung v — ¢, : H — R ist wegen der Eindeutigkeit linear. Sie ist
stetig, da

T 3
el = | [ utt) ﬁ<<ﬂwﬂglﬂ
0

Nach dem Satz von Riesz-Fréchet gibt es genau ein w € H, so dass ¢, =
(w,v)y fur alle v € H. Damit ist (u(t),v)g = (w,v)y fast tiberall fiir alle
v € H.Sei M := {v, : n € N} dicht in H. Es gibt Nullmengen N,,, so dass
(u(t)—w,v,)g = 0ftrt ¢ I'\N,. Folglichist N = | J,, .y N, eine Nullmenge,
so dass (u(t) —w,v,) = 0 furt € I'\ N. Wir kénnen u(t) — w durch Elemente
aus der Menge M approximieren. Damit ist |u(t) —w| = 0fiirt € I\ N. Es
istalso u(t) = w flirallet € I'\ N.

b) Sei v € Lo(0,T; H), xg € H, u(t) = x0 + fo s) ds. Es folgt aus Satz 5.94Y,
dass firw € H, ¢ € CL(0,T)

T T
—/wmmeﬁzjw@ww@ﬁ
0 0

Da w € H beliebig ist, folgt, dass —@ = v Bleibt zu zeigen, dass u stetig ist.
Sei lim,, ;o t, = t. Dann ist

t

/v(s) ds

tn

¢ 3
|%—w</w@wm)
En

1
[t —t12]|v]lL2(0,1:0)-

[u(tn) —u(®)]

IN

IN

Somit ist lim,, 00 w(ty) = u(t) in H.
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c) Der Beweis ist identisch mit dem Beweis von Satz 5.94Y b).

d) Das ist klar.
AN
Aufgabe 8.8: Sei {e,, : n € N} eine Orthonormalbasis des Hilbert-Raumes und (A, )nen

eine monoton wachsende Folge mit 0 < Ay, lim,,_,oc Ay, = 00. Definieren Sie fiir t > 0,
T(t): H— Hdurch T(t)x =307 e *!(x|e,)e,. Zeigen Sie:

W) T(t) € LOH), T(t+ ) = TO)T(s), t,5 > 0, T(0) = I, limp_so T(t + h)a =
T(t)z fiir alle x € H. (Beachten Sie den Beweis von Satz 8.34Y fiir die letzte
Eigenschaft.)

b) Zeigen Sie, dass fiir v € H, limyo +(T(t)z — x) =: Bz genau dann existiert,
wenn Y o7 A2(z]en)? < oo. Anleitung: Sei Y A2 (as\en)2 < oo. Setzen Sie
y =" A\n(zlen)e,. Zeigen Sie, dass T(t)x — x = fo s)yds.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 8.8:
a) Die Linearitdt von T'(¢) ist unmittelbar klar. Fiir x € H ist

o0

IT@als = S e ()P

n=1
oo

< Y el

n=1
= lz]|*.

Damit ist | T'(¢)|| < 1,¢ > 0. Esist T'(t)e,, = e~ *mle,,. Damit ist

T(s)T(t)em =T(s)e™ mte = e*/\mtefAmsem
= T(t + S)e7n~
Da die Menge {e,, : m € N} in H total ist, folgt, dass T'(s)T'(t) = T'(s + t).

)
Im Beweis von Satz 8.32V wird bewiesen, dass limj,_,o, T(t + h)z = T(t)x
furallet >0,z € H.

b) Sei > 07 A2(z,e,)? < co. Dannisty := =Y 07 A, (az en)en, € H. Es ist
(f(f T(s )yds,em>H fo S)y,em)ds = —fO (z,em)e o ds =
(7, em)(e Mt —1) = (T (t)z—2, em) Dambelieb1g1st folgt, dass T'(t)x—x =
y. Damit ist lim, o L (T'(t)z — ) = limyo + [ T(s)yds = T(0)y = y. Damit

ist eine Richtung bewiesen. Um die andere zu zeigen, nehmen wir z € H,
so dass limy o §(T(t)z — &) =: Bw existiert. Damit ist

— 3 1 _t>\n
(Bz,e,) = lgg)lt(e 1) (z,en)

—An(z,en).
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Alsoist 07, A2 (2, e,)2 = Y0 (B, e,)? = || B2
A

Aufgabe 8.9: Sei H ein separabler Hilbert-Raum, A\ € R, T > 0, f € Ly(0,T; H),
xo € H. Zeigen Sie: Es gibt genau eine Funktion u € H'(0,T; H) derart, dass u(t) +
Au(t) = f(t) fast iiberall auf (0,T), u(0) = xo. Sie ist gegeben durch u(t) = e {xo +

Ju e f(s)ds}.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 8.9: Man kann diese Aufgabe genau wie Aufgabe
5.10 16sen.
A






9 Losungen zu den Aufgaben
Kapitel 9

Aufgabe 9.1: Es sei f,, wie in (9.15Y) und u, € C'[0,1] die Losung von Lug = fo
gemif (9.14Y). Definieren Sie Ly, mittels des zentralen Differenzenquotienten auf einem
dquidistanten Gitter. Zeigen Sie, dass fiir die Losung ue,p, von Lpua n = fo gilt, dass
Hua — ua}h”hyoo = O(h) mit h — 0+.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 9.1: Offenbar miissen wir die Differenzialglei-
chung stiickweise interpretieren. Man rechnet leicht nach, dass

2

l:UQ—i—QL'(%—2oz—a2), 0<z<aq,
-1 +a(3 —a®)+a? a<z<l,

uq(z) =
die Losung des Randwertproblems ist. Wegen

Hugl)Hoo,(h,a—h) = ||u§y4)||oo,((x+h,1—h) =0

gilt ul(z) = Apun(z) fir z € (h,o0 — h) U (o + h,1 — h). Daraus folgt, dass
Uq,h = Uq falls a ein Gitterpunkt ist, d.h. @ = kh mit einem 1 < k£ < V. Sei also «
kein Gitterpunkt, dann existiertein 1 < k < N + 1 mit

a—h=((k-1Dh<a<kh=a.
Insbesondere gilt & — oo < h. Man beachte, dass @ ein Gitterpunkt ist. Damit gilt

Hua _ua,h”oo S ”Ua _udHoo"'_ ”U& _ud,h||oo+ Hud,h_ua,hHoo

= |lua = ualloo + [lua,n = ta,nlloo-

Nun betrachtet man die Differenzialgleichung stiickweise auf [0,1] = [0,a) U
[a, @) U [@, 1] und zeigt mittels & — o < h die Abschitzungen ||uq — Ual|co, |Ua,n —

uthoo = O(h), h — 0+.
Aufgabe 9.2: Fiir z; := ih, h = ﬁ, 0 < i < N + 1, zeige man (9.124Y), d.h.

S Glai, ar) = s-2i(1 — x;) mit der Green’schen Funktion G aus (9.341).

Losungsvorschlag zu Aufgabe 9.2: Aufgrund der Definition der Green’schen
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Funktion gilt.
N i N
ZG(%‘,@%) = ZG(iCi,xk)—i- Z G(zi, xx)
k=1 k=1 k=i+1
i N
= Zxk(l—xi)—i— Z i (1 —xy)
= k=i+1
= Zxk—xlz:xk—k sz—xl Zxk
k=i+1 k=i+1

= Zxk — —|—ka + x;(N — ).
k=1 k=1

Nun verwenden wir x; = thund h = ﬁ und erhalten

N i N
Y Glaiar) = hY k—ah Y k+ai(N -
k=1 k= k=1
(i + 1 N(N +1
= hiZ(Z_F )—l‘lhi( + )+Z‘i(N—i)
2 2
- %[i—i—l—N—i—Z(N—i)]
L4 . _ Tirar
= SIN-i+1]=pN—i+1h
1
= —a.(1 =2
thz( x1)7
dal—=z; = (N+1-1i)h A

Aufgabe 9.3: Zeigen Sie, dass die Steifigkeitsmatrix des Dirichlet-Problems in einer
Raumdimension identisch mit der Systemmatrix der FDM mit zentralen Differenzen-
quotienten ist. In beiden Fiillen sei das Gitter dquidistant.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 9.3: Die i-te FE-Basisfunktion ¢, lautet

%, falls = € ((131'_1,1’1‘),
¢i(z) = j:lil;‘f, falls © € (2, zit41),
, sonst.
Mit a(u, v) fo z) dz, u,v € H}(0,1), sehen wir sofort, dass a(¢;, ¢;) = 0,
falls i — j| > 1, da in dlesem Fall | supp ¢; Nsupp ¢;| = 0.
Fir 7 = j gilt
T, Tit1

1 1 2
a(¢i,¢i)=/ﬁdx+/ﬁdxzﬁ.

Ti—1 Xy
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Fir |i — j| = 1 gilt zundchst a(¢;, ¢;) = a(¢;, ¢;) und firi =2,..., N — 1 gilt

T4

atonoi)= [ 5(-3)de=—4

Ti—1
wir erhalten also genau die gleiche Tridiagonalmatrix wie bei der FDM. A
Aufgabe 9.4: Sei T ein Dreieck mit Eckpunkten ty,ts,ts. Zeigen Sie, dass es zu jedem
i € {1,2,3} genau ein v; € P;(T) gibt mit v;(t;) = 6; 5, j = 1,2,3.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 9.4: Wir zeigen die Behauptung fiir ¢ = 1, fur
i = 2,3 geht man analog vor. Dann hat v; € P;(T") die eindeutige Darstellung
vi(z,y) = co + a1z + coy.
Mit ¢; = (z4,9:), ¢ = 1,2,3 erhalten wir das lineare Gleichungssystem
vi(t;) =co+carmi +coy; =014, =123,

also

1 1 wn Co 1
Ac = 1 To Y2 C1 = 0 .
1 T3 Y3 Co 0

Wegen det(A) = 2|T| ist A reguldr genau dann, wenn |T'| # 0. Damit ist alles
gezeigt. A
Aufgabe 9.5: Wir betrachten das Anfangswertproblem y'(t) = —;151/1 — y(t)%,y(0)

1 mit der Losung y(t) = Vv1—1t2,0 < t < 1. Warum liefert das explizite Euler-
Verfahren unabhiingig von der Schrittweite die Losung y = 1?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 9.5: Das explizite Euler-Verfahren mit Schritt-
weite At > 0 liefert

un(t+ AT = (1) — 2T g (B2,

yn(t)
Fiir t = 0 erhalten wir also mit y,(0) = y(0) = 1

At
yh(At) = yh(o) — m \ 1-— yh(0)2 =1.
Induktiv folgt dann y, (nAt) = 1 fiir alle n > 0. Dies liegt daran, dass die rechte
Seite der Differenzialgleichung fiir ¢ = 0 aufgrund der Anfangsbedingung ver-
schwindet.

Aufgabe 9.6: Sei 2 = (a,b) C R, —00 < a < b < cound P := o Pp(2), wobei
Pp(Q) den Raum der Polynome auf Q mit maximalem Grad p € N bezeichnet. Man zei-
ge, dass P ein normierter Raum unter || - ||, aber kein Banach-Raum ist.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 9.6: Es ist klar, dass P ein linearer Raum ist.
Ebenso ist klar, dass || - || eine Norm auf P ist. Wir zeigen, dass P unter || - ||
nicht vollstandig ist. Mit

. " 0(x) 2 a+b
P,(z) := kZ:OF, x e, L(zx):= b—a(m_ 5 ),
definieren wir eine Folge (P, )nen C P. Es handelt sich um eine Cauchy-Folge:
Farm,n € Nmitn >m

Po(z) — Py (z) = zn: K(Z')k,
k=m+1
also
1B Pallo < 1 —aup 3 e < B L
(m+1)! zeq Pt (m+1)!

da |¢(z)| < 1furalle z € (a,b). Damit gilt | P, — Py, ||cc — 0 mit m, n — oo, also ist
(P,)nen eine Cauchy-Folge. Da aber P, (x) — ¢“(®) ¢ P, ist P nicht vollstandig.
A

Aufgabe 9.7: Man betrachte eine Variante i), der Clément-Interpolierenden von L1 (2)
in den Raum der linearen Finiten Elemente Vi, = X}° (ohne homogene Dirichlet-
Randbedingungen) auf quasi-uniformen Gittern {Ty}, die wie folgt definiert ist. Fiir
jeden Knoten t; betrachten wir ein Funktional m; : L1(Q) — R, gegeben durch

= ([ wonas) ([ o)

mit der Knotenbasisfunktion ¢; und w; := supp ¢,. Die Interpolierende wird dann als
inu =3, enr,) Ti(u)@; definiert, wobei N'(Ty,) die Menge der Knoten von Ty, bezeich-
net. Man beweise folgende Abschiitzungen:

(a) Aus u > 0 folgt ipu > 0.

(b) [lu = 7 ()| Lo (i) < chill VI Lo(w,) mit by = maxpcy, hr.

(©) lu— inull Ly () < chl|Vull Ly op) mit @ = U{x € Th : KNT # 0}
(@) [lu —inull L, o) < chl|VullL,o)-

(e) [|lu—inul g-1(0) < ch?||Vull L, q), wobei der Dualraum H~*(Q) von H} (2) mit

der Norm |[v[|g-1(0) = SUPge m1(q),¢0 % versehen ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 9.7:
(a) Da ¢; > 0, folgt fwi u¢; dz > 0, falls v > 0. Daraus folgt i, > 0.
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(b) Sei t; zunéchst ein Randknoten, d.h. t; € T, dann gilt wegen u € H} ()

[ = i (W)l o) = N1ullLa(w) < chill Vall Ly

mit der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung. Nun sei ¢; € ) ein innerer Kno-
ten. Mit

1
][udx = — [ udx
w;

gilt dann
lu — 7 (u)| Ly < uf][udx + || uf][udm
Wi Lg(u}i) Wi LQ(wi)
< chil|Vullpy )

wiederum mit der Poincaré-Friedrichs-Ungleichung.

(c) Es gilt

lu —inullpyry = |lu— > mi(u)é; <Y = mi(w)dill Loy

t, €T Lo(T) t, €T

¢ D hillVull Ly < chllVul Ly @r)-
tiET

IN

(d) Die Anzahl der Dreiecke in wy ist fiir T' € Ry, ist gleichmaf8ig beschrankt,
also folgt die Behauptung durch Summation.

(e) Fiir u,v € H}(Q) gilt:

(Win0)py@) = Y, Win)yry = Y, Y. m0)(u,éi)yr)

TeTh TETh ;€N (Th)
=Y w0 (60 ey = o)miu / b1 da
z; EN(Th) T EN(Th

= Y w0, 00) Ly = ({0, in0) Ly(0)
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also (u — ipu,ipv) 1, (o) = 0 fiir alle u, v € H}(Q). Daraus folgt

. B (u—inu, @)1, )
lu—inullg-10) = sup
seHi ()00  |IVOlLa)

(u —ipu, ¢ —in®) L, (0)

= sup
GEH ()60 Vel
. |6 —indllL, @
< ||uilhu||L2(Q) V—Q()
seH(Q),620 IVl (o)
< CthVUHLQ(Q)-

A

Aufgabe 9.8: Sei T C R? ein Parallelogramm. Man beweise, dass es eine affine Transfor-
mation o : T = (0,1)2 — T gibt. Wie sieht die Transformation von T auf ein allgemeines
Viereck aus?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 9.8: Angenommen, 7" habe die Ecken P; mit den
Koordinaten (x;,y;), 1 <1 < 4. Weiter gilt fiir ein Parallelogramm

a:=PP= (x4 - x1> H PPy, b:=P P = <x2 B x1> H PyPs.
Ya — Y Y2 — U1

Wir wihlen @ und b als Spalten einer Matrix 4, also

A= (ba) = (“ —n “34‘“)
Y2 — Y1 Ya— U1

und setzen a(g) = A(z) + (™) fir (#,9) € T = (0,1)2. Offensichtlich gilt

1
Y1

o) o) o) o)

und o(T) = T, also das gesuchte o : T' — T.

Fiir ein allgemeines Viereck kann man keine affin-lineare Transformation kon-
struieren. Die Transformation ergibt sich aus der Betrachtung je eines Gitters auf
T bzw. T, vgl. Abbildung 9.1.

Die Abbildung lautet
& L L L L L L L
O’<g) = P1 + l‘(PQ — Pl) + y[P4 + $(P3 — P4) — P1 — x(Pg — Pl)]

= P +i(P— P) +§(P — P1) + &j(Ps — Py — Py + Py).
Wegen des gemischten Terms %j ist o ¢ P;. Dieser verschwindet genau dann,
wennP1P2||P3P4. AN
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Py

Abbildung 9.1. Gitter auf 7' und 7.

Aufgabe 9.9: Gegeben sei folgende Randwertaufgabe
—u"(a:) = f(m)7 YAS (0’1)7
U(O) = a, u(l) = b’

mit vorgegebenen Konstanten a und b sowie einer stetigen Funktion f : [0,1] — R.
Durch Diskretisierung mittels zentraler Finiter Differenzen mit uniformer Gitterweite
h =1/(N+1), N € N, erhilt man das lineare Gleichungssystem Apuy, = fp, wie in
(9.844),

Zeigen Sie: Die Eigenwerte von Ay, sind gegeben durch \; = % sin? (#) mit den zu-
gehorigen orthonormalen Eigenvektoren v; = v/2h[sin(ijmh)|¥,, j =1,2,..., N.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 9.9: Die Diskretisierung lautet
Uy =a, uns1=D>h
—Uj1 +2u; —ui—1 = h%fi, 1<i<N,

also ist die Matrix A; dieselbe Tridiagonalmatrix wie fiir homogene Dirichlet-
Randbedingungen, also Diagonalelemente 2 und Nebendiagonaleintridge —1 (je-
weils multipliziert mit 75). Damit gilt

W2 (Apv)i = —=(v5)im1 + 2(05)i — (v3)it1
= V2h{—sin((i — 1)jwh) + 2sin(ijrh) — sin((i + 1)j7h)}
= V2h{—sin(ijwh) cos(jmh) 4+ 2sin(ijwh) — sin(ijrh) cos(jwh)},
da cos eine gerade Funktion ist. Weiter folgt
h2(Apv;)i = V2hsin(ijrh){2 — 2cos(jrh)} = 2v2hsin(ijrh)(1 — cos(jmh))
= 4sin® (Jgh> V2hsin(ijmh) = 4sin <‘77;h> (v5)s,

also ist v; Eigenvektor von A, zum Eigenwert ) ;. Weiterhin gilt

N N .
2 Y . 92 1T
ill2 = g 2h h) = 2h E =1
llvsll2 2 sin®(ijmh) 2 sin (N)
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sowie (v;, V)2 = 6j k. A
Aufgabe 9.10: Im Jahr 1870 lieferte Weierstraf$ folgendes Gegenbeispiel zum so ge-
nannten Dirichlet-Prinzip, in dem er folgende Minimierungsaufgabe fiir stetige Funk-
tionen vorstellte, die keine Losung besitzt: Gesucht sei eine Funktion u, welche unter
allen Funktionen in C'[—1,1] mit u(—1) = 0 und w(1) = 1 das Funktional J(u) =
fil [z ()] dx minimiert. Zeigen Sie mit Hilfe der durch
1 larctan(nz)
Un(2) = 272 Tarctann
definierten Funktionenfolge {u,,}, dass die Aufgabe keine Losung besitzt.

n=12

IY“PI

Losungsvorschlag zu Aufgabe 9.10: Sei C := {u € C*[-1,1] : u(—1) = 0,u(1) =
1} und sei F(u) := f_ll(:ru’(;L))2 dz,u € C. Setze

1 Tlarct
Up(z) 1= = + Zacamng) an(mc), n=12,....
2 2 arctan(n)

Dann ist u,, € C fiir alle n € N. Ferner ist

1
1 2,.2
0< F(u,) = / ne dzx
21

4 - arctan(n)?

1 / y?
4n - arctan(n) J (1 +y?)?

1 / y?
dy.
4n - arctan(n) (1+y2)?
Damit ist lim,,_, o F'(uy,) = 0. Folglich ist inf,cc F(u) = 0.
Auf der anderen Seite gibt es kein v € C mit F'(u) = 0. Denn ist u € C'[—1,1] mit
F(u) =0, soistu’ = 0 und somit ist u konstant. Damitist u ¢ C.
Soweit das Beispiel von Weierstrafy aus dem Jahre 1870. Heute ist es natiirlicher,
einen Sobolev-Raum zu betrachten und die Menge

Cy:={ue H(-1,1) s u(=1) =0, u(1) = 1}

zu betrachten. Da H'(—1,1) < C[-1,1], ist C; abgeschlossen in H!(—1,1) (denn
u + u(l) ist ein stetiges Funktional auf H'(—1,1)). Ferner ist C; konvex. Die
Funktion F': C; — [0, 00) ist stetig und inf,cc, F(u) = 0 wie wir gesehen haben.
Dennoch gibt es kein v € C; mit F'(v) = 0. Das obige Argument funktioniert auch
in dieser allgemeinen Situation. A

Aufgabe 9.11: Sei Q C R? ein einfach zusammenhiingendes Polygon. Man zeige, dass
bei der Triangulierung von Q die Anzahl der Dreiecke plus Anzahl der Knoten minus
Anzahl der Kanten stets 1 betrigt. Warum gilt das nicht fiir mehrfach zusammenhin-
gende Gebiete?

Losungsvorschlag zu Aufgabe 9.11: Es bezeichne
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e v die Anzahl der Knoten (vertices),
e c die Anzahl der Kanten (edges),

e t die Anzahl der Dreiecke. -
Wir entfernen ein Dreieck T mit TN 9Q # (). Dafiir kénnen zwei Situationen
auftreten, da Q2 einfach zusammenhingend ist, vgl. Abbildung 9.2 Mit v, ¢/, ¢

[)9]
o | T

9

Abbildung 9.2. Dreieck T mit 7' N 0 # (.

bezeichnen wir die obigen Anzahlen fiir die Triangulierung, die nach Entfernen
von T entsteht. Im links dargestellten Fall gilt ¢’ =t —1,¢’ = e— 1,0 = v, im
rechts dargestellen Fall ¢/ =¢ — 1, ¢’ = e — 2, v' = v — 1. In beiden Fillen ergibt
sicht’ + v — € =t 4+ v — e. Wir fahren fort, bis die Triangulierung nur noch aus
einem Dreieck besteht, also t/ = 1,v"” = 3, ¢ = 3, also

t+v—e=t"+0"—€" =1.

Bei nicht einfach zusammenhangenden Gebieten kann man nicht wie oben argu-
mentieren, wie Abbildung 9.3 zeigt. A

o0

o0 o0 29

Abbildung 9.3. Beispiele fiir nicht-zusammenhangende Gebiete.

Aufgabe 9.12: Man zeige, dass fiir Dreiecksfamilien von Finiten Elementen die Quasi-

Uniformitits-Bedingung 7t < r, T € Tn, h > 0 dquivalent ist zur Existenz einer

globalen unteren Schranke fiir den kleinsten Innenwinkel aller Dreiecke.
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Losungsvorschlag zu Aufgabe 9.12: Sei T € 7, und a € (0, ) ein beliebiger
Winkel in T'. Dann gilt (vgl. Abbildung 9.4):

b 1
aZtana:fzp—T>—.
a K

rr

Abbildung 9.4. Dreieck 7' mit Innenkreis- pr und Aulenkreisradius 7.

Aufgabe 9.13: Sei T C R? ein offenes Dreieck mit Eckpunkten ti,to,t3. Zeigen Sie,
dass jedes x € T eine eindeutige Darstellung der Form x = ajt1 + aste + asts,
a1 +as+as3=1,a; >0,i=1,2,3, besitzt.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 9.13: Sei z € T, vgl. Abbildung 9.5. Wir be-
t2

)

ty to
Ty

Abbildung 9.5. Konstruktion der Konvex-Kombination.

trachten die Parallele zu ¢, t3 durch z und bezeichnen die Schnittpunkte mit den
Seiten mit z; und z2. Dann gilt x = az; + (1 — a)ze mit a € (0,1). Aufgrund des
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Strahlensatzes gibtesein 5 € (0,1) mitzy = Sto+(1—F)ts und x; = St1+(1—F)ts.
Daraus folgt
= a(fti+ (1= P)ts) + (1 = ) (Bt + (1 = B)ts)
= afti+ (1 —a)fta + (a(l = f) + (1 — ) (1 = 5))t3
= a,@tl + (1 - Oé)ﬂtg + (1 ﬂ)tg = a1t1 + (12t2 + (thg.

Offenbar gilt a; > 0 wegen a, 5 € (0,1) sowie a1 +az+as = af+8—af+1-F=1
wie behauptet. A

Aufgabe 9.14: Sei T' C R? ein offenes Dreieck und E := {v : T — R : Ja,b,c €
R mitv(z) = a + bx1 + cxa, © = (x1,x2) € T'}. Zeigen Sie, dass dim E = 3.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 9.14: Die Abbildung L : E — R3 mit

E>v(z) =a+bxy +cxg > (a,b,¢)”

ist linear und bijektiv. Also ist £ isomorph zum R3. A
Aufgabe 9.15: Sei A = (a; ;)i j=1... 0 € RM=DXM=1) A1 > 9 eine Tridiagonal-
matrix mit Qi5 = 2, 1 = 1, .. .,M — 1 und Qi 41 = Qi1 = —1, 1 < < M — 2.

Zeigen Sie, dass fiirk =1,...,M — 1

vk.= (sin (ik%))iz1 VIR Ui = (2 — 2cos (k%)) = 4sin® (g%),

EERRE)

Eigenwerte bzw. Eigenvektoren von A sind.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 9.15: Es gilt
(AV*), = 2sin (k%) ~sin (214%) = 2sin (k%) ~ 2sin (k%) cos (k%)
= (2-2cos (k77 )) sin (k57 ) = mVi
Nun sei 2 < i < M — 2, dann gilt
(AVE), = 2VE-VE, - VE,
— 2sin (zkzﬂ) ~sin ((i - 1)1@%) ~sin ((i + 1)1@%).

Wegen sin(km) = 0 bleibt diese Formel auch fiir i = M — 1 giiltig. Damit gilt mit
den Additionstheoremen

(AVF); = 2sin (zk%) — {sin (zk: ) cos (k%) — sin (k%) cos (zk%)}
— [sin (zkﬂ) cos (kM) — sin (kﬂ) cos (zkﬂ)}
= 2(1 — cos (k%)) sin (zk ) = i VE,

also die Behauptung. A
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Aufgabe 9.16: (Konvergenzrate der Galerkin-Approximation.) Seien V, H reelle
Hilbert-Raume mit V. — H und sei a : V x V — R bilinear, stetig und koerziv. Wir
setzen D(A) :={u eV :3f € Hmita(u,v) = (f,v)g fiiralleve V}.Zu0 < h <1
sei Vi, C V ein endlich-dimensionaler Unterraum. Zu jedem v € D(A) gebe es eine
Konstante c,, > 0 derart, dass disty (u, Vi) := inf{|ju — x||v : x € Va} < cu @(h) fiir
0 < h <1, wobei ¢ : (0,1] — (0, 00) eine Funktion mit limy o p(h) = 0 ist.

a) Man zeige, dass es eine Konstante ¢; > 0 gibt, so dass Folgendes gilt: Sei f € H
und seien v € V, uy, € Vj, die Losungen des Problems a(u,v) = (f,v)ny, v € V
und des approximativen Problems a(up, x) = (f, X)u, X € Vi. Dann gibt es eine
Konstante c¢; > 0 mit |ju — up||v < c1 @(h) || fllm, 0 < h < 1.

b) Setze D(A*) .= {w € V : 39 € H mit a(v,w) = (v, g) g fiir allev € V'}. Es gebe
auch zu jedem w € D(A*) eine Konstante ¢, > 0 derart, dass disty (w, V3,) <
ek p(h), 0 < h < 1. Man zeige, dass es eine Konstante co > 0 gibt derart, dass
lu = unllar < e p(h)? | fll, 0 < h < 1.

c) Sei H = Ly(2), Q C R? ein Polygon. Sei (Ty)n>o eine quasi-uniforme Familie
von zuliissigen Triangulierungen und sei Vj, durch (9.35Y) gegeben. Die Form
a sei so, dass D(A) C H?*(Q) und D(A*) C H?(Q). Man zeige, dass es eine
Konstante c3 > 0 gibt derart, dass ||[u — up || 1,0y < cs B? || fllL,0), 0 <h < 1.

Anleitung: a) Benutzen Sie das Céa-Lemma und das Prinzip der gleichmdifiigen Be-
schriinktheit. b) Wenden Sie wie im Beweis von Satz 9.32*Y a) auf das duale Problem
an.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 9.16: Zu f € H gibt es nach dem Satz von Lax-
Milgram eindeutige Losungen L f € V und Ly, f € V), der Probleme

CL(Lf,'U) = (f?U)H, v eV und
a(Lnf,x) = (£,X)a, X € Vh

Die Abbildungen L, L) : H — V sind linear und stetig (siche den Beweis des
Satzes von Lax-Milgram). Beachte, dass Lf € D(A). Nach dem Céa-Lemma ist

c . C
ILf = Lufllv < EdIStV(U,Vh) < Cug@(h)

mit u := Lf, wobei C die Stetigkeitskonstante von a und « die Koerzivitdtskon-
stante von a bezeichnen. Fiir jedes f € H ist also die Menge

{So(lh)(L—Lh)f:0<h§1}

in V beschrankt. Aus dem Prinzip der gleichméfigen Beschranktheit erhélt man
eine Konstante ¢; > 0, so dass

ILf = Lufllv < cre(h)|| flla

fir alle f € H,0 < h < 1. Damit ist a) bewiesen.
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Nun betrachten wir das duale Problem. Zu g € H gibt es eindeutig bestimmte
Elemente w € V, wy, € V};, mit

a(v,w) = (v,9)g, veV und
a(x,wn) = (69u, X€EVh

Teil a) der Aufgabe liefert uns eine Konstante c, > 0, so dass

lw —whnllv < cap(h)]lglla

unabhéngig von g € H.

Wir kommen nun zu dem Beweis vonb). Sei f € H fest,u := Lf, up := Ly f.Nach
dem Satz von Riesz-Fréchet gibt es g € H mit ||g||g = 1, so dass ||u — up||g =
(10—, ).

Zu diesem g betrachten wir die Losung w des dualen Problems sowie die appro-
ximativen Losungen wy, € V3, 0 < h < 1. Damit konnen wir folgendermafien
abschétzen:

lu—upllg = (w—un,g)g =alu—up,w)=alu—up,w—wp)
< Cllu—unllvllw —wallv
< Cap®|flreap)lglln = Cercap(h)?||f |-

Hier haben wir die Galerkin-Orthogonalitat
a(u_uhax>:(f7X)H_(f7X)H:05 XGVh
auf x := wy, angewandt.

c) Ergibt sich aus b) mit Hilfe von Satz 9.27AY.






10 Losungen zu den Aufgaben
Kapitel 10

Aufgabe 10.1: Schreiben Sie Maple®-Skripte zur Bestimmung der Losungen der in Ta-
belle 2.1 aufgefiihrten partiellen Differenzialgleichungen. Wiihlen Sie dabei Anfangs-
bzw. Randbedingungen so, dass die Bestimmung einer Losungsformel mit Maple® mog-
lich ist.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 10.1: Die folgenden Worksheets stehen zur Ver-
fugung:

| Gleichung | Dateiname | Sheet |
Lineare Transportgleichung | LinTransport 10.1AY
Burgers-Gleichung Burgers 10.1

Viskose Burgers-Gleichung | Burgers-viscous | 10.1
Wirmeleitungsgleichung heat-bsp-laplace | 1047V
heat-bsp-fourier | 10.3AV

Poisson-Gleichung Poisson 10.3
KdV-Gleichung Kdv 10.4
Kdv-Numerisch 10.5
Black-Scholes-Gleichung BlackScholes 10.62Y
Monge-Ampere-Gleichung | Monge-Ampere 10.6
Minimalflachengleichung Minimalflaechen | 10.7
Plattengleichung Platten 10.8

Fiir die Navier-Stokes- und Maxwell-Gleichungen stellen wir keine Worksheets
zur Verfligung, da diese Gleichungen keine analytische Losung erlauben. A
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File: Burgers.mw

restart:
infolevel [pdsolve] := 5; -1
eq := diff(u(t, x), t)+u(t, x)*(diff(u(t, x), x)) = 0; 1

eq = %u (t, z) + u (¢, z) %u(t,x) =0
> Sol := pdsolve(eq); 1
Checking arguments ...
First set of solution methods (general or quase general solution)
Second set of solution methods (complete solutions)
Trying methods for first order PDEsSecond set of solution methods successful

Sol := u(t,x) = RootOf (—x+ _Zt+ _F1(_Z))

Maple®—Worksheet 10.1: Burgers-Gleichung.
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File: Burgers—-viscous.mw

> infolevel [pdsolve] := 5:
> eq := diff(u(t, x), t)+tu(t, x)x(diff(u(t, x), x)) =
epsilon* (diff (u(t, x), x, x)):

2

3] 0 3]
eq = o.u (t, z) + u (t, z) %u(t, z)=¢ @u(t, x)

> pdsolve (eq) :
Checking arguments ...
First set of solution methods (general or quase general solution)
Second set of solution methods (complete solutions)
Trying methods for second order PDEs
Third set of solution methods (simple HINTs for separating variables)
PDE linear in highest derivatives - trying a separation of variables by *HINT = *
Fourth set of solution methods
Trying methods for second order linear PDEsPreparing a solution HINT ...
Trying HINT = _F1(t)*_F2(x)
Fourth set of solution methodsPreparing a solution HINT ...
Trying HINT = _F1(t)+_F2(x)
Trying travelling wave solutions as power series in tanh ...
* Using tau = tanh(C[0]+C[1]*t+C[2]*x)*
Equivalent ODE system: {-epsilon*C[2]"2*(-1+tau”2)/2*diff(diff(u(tau),tau),tau)+(-
C[1]*(-1+tau”2)-u(tau)*C[2]*(-1+tau”r2)-2*epsilon*C[2] *2*(-
1+tau”2)*tau)*diff(u(tau),tau)}
* Ordering for functions: [u(tau)]
* Cases for the upper bounds: [[n[1] = 1]]
* Power series solution [1]: {u(tau) = A[1,0]+A[1,1]*tau}
*  Corresponding system [1] for the coefficients {Alijl, CIk]}:
{(C[1]+A[1,0]*C[2])*A[1,1], C[2]*(A[1,1]+2*epsilon*C[2])*A[1,1]}
* Triangularized solution [1] via casesplit: [\‘casesplit/ans\‘([A[1,0] = -
C[1]/C[2], A[11] = -2*epsilon*C[2]],[C[1] <> 0, C[2] <> 0, epsilon <> 0]), \'ca-
sesplit/ans\“([A[1,1] = OL,[])]* Solution [1] for {A[ij], C[k]}: [[A[1,1] = 0], [A[1,0] =
-C[1]/C[2], A[1,1] = -2*epsilon*C[2]]]
* Solution(s) in terms of {tau, A[ik] and CJ[jl}: [{u(tau) = -C[1]/C[2]-
2*epsilon*C[2]*tau}, {u(tau) = A[1,0]}]
travelling wave solutions successful.

u(t,z) = —% —2¢e_C3 tanh (_C1 +_C2t+ _C3x)

Maple®-Worksheet 10.2: Viskose Burgers-Gleichung.
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File: Poisson.mw

> restart:
> infolevel [pdsolve] := 5:
eq := diff(u(x, y), x, x)+tdiff(u(x, v), v, y) = £(x, vy):
2 2
eq = %U(w,y) + (%zu(w, y) = f(z,y)

> pdsolve (eq) :
Checking arguments ...
First set of solution methods (general or quase general solution)
Trying differential factorization for linear PDEs ...
differential factorization successful.
First set of solution methods successful

x p_b
u(m,y):_F](y—ix)+_F2(y+z’a:)+// f(ai_a—2i_b+iz+y)d_ad b

Maple®-Worksheet 10.3: Poisson-Gleichung.
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File: Kdv.mw

> restart:

> infolevel [pdsolve] := 5:
> eq := diff(u(t, x), t)-6*u(t, x)x(diff(u(t, x),
x))+diff(u(t, x), x, x, x) = 0:
0 0 9
eq = au(t,m)—6u(t,w) au(t,x)—i— % (t,z) =0

Checking arguments ...

First set of solution methods (general or quase general solution)

Second set of solution methods (complete solutions)

Third set of solution methods (simple HINTs for separating variables)

PDE linear in highest derivatives - trying a separation of variables by *HINT =
*Fourth set of solution methods

Preparing a solution HINT ...

Trying HINT = _F1(t)*_F2(x)

Fourth set of solution methods

Preparing a solution HINT ...

Trying HINT = _F1(t)+_F2(x)

Trying travelling wave solutions as power series in tanh ...

* Using tau = tanh(C[0]+C[1]*t+C[2]*x)

* Equivalent ODE system: {-C[2]73*(-1+tau”2)*(1-
2*tau2+tauNd)*diff(diff(diff(u(tau),tau), tau), tau)-C[2]A3*(-1+taur2)*(-
6*tau+6*taur3)*diff(diff(u(tau) tau) tau)+(-C[1]*(-1+tau”2)+6*u(tau)*C[2]*(-
1+tau”2)-C[2]73*(-1+tau”r2)*(6*tau’r2-2))*diff(u(tau) tau)}

* Ordering for functions: [u(tau)]

* Cases for the upper bounds: [[n[1] = 2]]

* Power series solution [1]: {u(tau) = A[1,0]+A[1,1]*tau+A[1,2]*tau’2}

* Corresponding system [1] for the coefficients {A[ij], C[k]}: {-(-

C[1]+6*A[1,0]*C[2]+2*C[2]"3)*A[1,1], -24*C[2]7\3*A[1,2]+12*A[1,2]72*C[2],
18*A[1,1]*C[2]*A[1,2]-6*A[1,1]*C[2] 3, -16*C[2]"\3*A[1,2]+2*A[1,2]*C[1]-
12*A[1,2]*A[1,0]*C[2]-6*A[1,1]"2*C[2], -18*A[1,1]*C[2]*A[1,2]-

A[L1J*C[1]+6*A[1,1]*A[1,0]*C[2]+8*A[1,1]*C[2] 3, -
2*A[1,2*C[1]+12*A[1,2]*A[1,0]*C[2]-12*A[ 1, 2] A2*C[ 2] +40*C[2] A3*A[1,2]
+6*A[1,1172*C[2]}

* Triangularized solution [1] via casesplit: [\‘casesplit/ans\‘([A[10] = (-
4/3*C[2]"3+1/6*C[1])/C[2], A[1,1] = 0, A[1,2] = 2*C[2]*2],[C[1] <> 0, C[2] <>
0]), \‘casesplit/ans\‘([A[1,1] = 0, A[1,2] = 0L[])] * Solution [1] for {Alij], CIk]}:
[[A[1,1] = 0, A[1,2] = 0], [A[1,0] = -1/6*(8*C[2]"3-C[1])/C[2], A[1,1] = 0, A[1,2] =
2*C[2]72]]

* Solution(s) in terms of {tau, A[ik] and CJ[jl}: [{u(tau) = -1/6*(8*C[2]"3-
C[1])/C[2]+2*C[2]"2*tau”r2}, {u(tau) = A[1,0]}]

travelling wave solutions successful.

8_C8%—_C2

u(t,z) =—-1/6 3

+2_C3” (tanh (_C1 +_C2t+ _C3x))?

Maple®-Worksheet 10.4: KdV-Gleichung.
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File: KdV-Numerisch.mw

> restart:

> Eqgl := diff(u(x,t) t) -6 *x u(x,t)*diff(u(x,t),x) +

diff(u(x,t),x,x,x) = (,);
1o} 0 o?
Eq1 = au(w,t)—6u(x,t) %u(ac,t)—i— ax3u(x,t)—0
0 022
> Eg2 := {u(2,t)=u(0,t), D[1] (u) (2,t)=D[1] (u) (O,t),

D[1,1] (u) (2,t)=D[1,1] (u) (0,t)};
Eq2 = {u(2,t) =u(0,t), D1 (u)(2,t) = D1 (u) (0,t),
(D11) (u) (2,%) = (D1,1) (u) (0,1)}

> Eg3 := {u(x,0) = cos(Pix*x)};
Eq8 := {u(x,0) = cos(mz)}
> Solnl := pdsolve(Eqgl, Eg2 union Eg3, numeric,

spacestep=0.01, timestep=0.01);
> Solnl:-plot3d(t=0..1.2, x=0..2);

Maple®-Worksheet 10.5: Numerische Losung der KdV-Gleichung.



125

File: Monge—-Ampere .mw

> restart:
> with (VectorCalculus) :
> infolevel [pdsolve] := 5:
> H := Hessian(u(x, y), [x, yl)
Zru(wy) mulzy)
H = , 5

L agamu(x’y) ;Tﬂu(x,y)

> eq := Det(H) = 0:
( Lou(r,y)  ou(,y) )
eq := Det , ; =0

| aoasu(@y)  Faul(z,y)

> Sol := pdsolve (eq) :

Checking arguments ...

First set of solution methods (general or quase general solution)
Trying methods for PDEs “missing the dependent variable” ...
Second set of solution methods (complete solutions)

Trying methods for second order PDEs

Third set of solution methods (simple HINTS for separating variables)
Fourth set of solution methods

Preparing a solution HINT ...

Trying HINT = _F1(x)+_F2(y)+_F1(x)*_F2(y)

Trying travelling wave solutions as power series in tanh ...
Trying travelling wave solutions as power series in In ...

Sol .=

Maple®-Worksheet 10.6: Monge-Ampere-Gleichung.



126 Kapitel 10. Lésungen zu den Aufgaben Kapitel 10

File: Minimalflaechen.mw

restart:

>
> infolevel [pdsolve] := 5:
> eq := (l+diff(u(x, y), y))"2x(diff(u(x, y), X%,
x))—2x (diff(u(x, y), x))*(diff(u(x, y), y))*(diff (u(x,
y), X, y))+(l+diff(u(x, y), x))"2x(diff(u(x, y), y, y)) =
0:

2 2

eq = <1 + gyu(%y))z %u(%y) -2 (%u(% y)) (%u(% y)) aTay“(“"’ )

) ?
I (1 + 55t (m,y)) a—wu(x,y) =
> pdsolve (eq) :

Checking arguments ...
First set of solution methods (general or quase general solution)
Trying methods for PDEs “missing the dependent variable” ...
Second set of solution methods (complete solutions)
Trying methods for second order PDEs
Third set of solution methods (simple HINTs for separating variables)
PDE linear in highest derivatives - trying a separation of variables by *HINT =
*Fourth set of solution methodsPreparing a solution HINT ...
Trying HINT = _F1(x)*_F2(y)
Fourth set of solution methodsPreparing a solution HINT ...
Trying HINT = _F1(x)+_F2(y)+_F1(x)*_F2(y)
Trying travelling wave solutions as power series in tanh ...
* Using tau = tanh(C[0]+C[1]*x+C[2]*y)
* Equivalent ODE system: ...
Trying travelling wave solutions as power series in In ...
* Using tau = In(C[0]+C[1][*x+C[2]*y)*
Equivalent ODE system: ...
* Triangularized solution [1] via casesplit: [\’casesplit/ans\’([A[1,1] = 0],[])]
* Solution [1] for {A[ij], C[k]}: [[A[1,1] = O]]
* Solution(s) in terms of {tau, A[i,k] and C[j]}: [{u(tau) = A[1,0]}]
* Using tau = In(C[0]+C[1]*x+C[2]*y)
* Equivalent ODE system: ...
* Using tau = tanh(C[0]+C[1]*x+C[2]*y)
* Equivalent ODE system: ...
Trying extended travelling wave solutions in In (not power series) ...
extended travelling wave solutions successful.

u(z,y) =_C8+_C4 (LC3+_Clz+_C2y)

Maple®-Worksheet 10.7: Minimalflichengleichung (Ausgabe stark gekiirzt).
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File: P

>

latten.mw
restart:
infolevel [pdsolve] := 5:
eq := diff(u(x, y), %, %, %, x)+2x(diff(u(x, y), x,
y))+diff(u(x, v), v, v, ¥y, y) = 0:
o* ot ot
eq == @u(m,y)—l—ZaTayzu(Ly)—l—a—zﬁu(m,y)zo
pdsolve (eq) :

u(z,y) = _F1(y —iz) + _F2 (y —iz)x + _F3 (y +iz) + _Ff (y +iz)z

Xy

Maple®-Worksheet 10.8: Plattengleichung.
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Aufgabe 10.2: Schreiben Sie Programme zur Losung der inhomogenen Wiirmeleitungs-
gleichung mittels Finiter Differenzen und Finiter Elemente. Vergleichen Sie die Laufzei-
ten mit denen von Worksheet 10.5Y.

Losungsvorschlag zu Aufgabe 10.2: Im Folgenden ist ein Matlab-Programm
angegeben. Die Laufzeiten sind bei beiden Programmen in etwa gleich (0.07sec).
Bei derart ,kleinen” Problemen sind keine wesentlichen Laufzeit-Unterschiede
zu erwarten. A

Waermeleitungsgleichung mit Dirichlet-RBen
- implizite Euler-Methode -

=0 : Dirichlet (=frl!)
0 Anfangsbedingung (=fr!)

h : Ortsschrittweite
k : Zeitschrittweite
n0 : Anzahl der Iterationen=*10

A o o0 2 d° AP o o° o° o° o

h=0.05;k=0.02; % Gitterweiten
nO0=floor(1l/k); % Iterationen

fr = @(x) ones(size(x)); % Anfangsbedingung
f = 0@(t,x) (-l)*x(t."2+x).*x(exp(-t.*x)); % inhomogene rechte Seite
frl = @(t) exp(-t);

x=[0:0.05:1];n=length(x);
xi = fr(x);
xi = xi’;

n0=10%n0; t0=n0x*k;
[xg,vgl=meshgrid([0:h:1], [0:k:t0]);

%$—— Aufstellung der Steifigkeitsmatrix
r=k/ (h"2);

a=zeros(n,1);
b=zeros(n,1);
c=zeros (n,1);

b(3:n)=-r;
c(l:n-2)=-r;
c(n=-1)=-2+r;

A=spdiags([c a b], -1:1, n, n);
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o

B=-A

for
B(

end;

cpe=
1=0;

zg =
for

end;
ept=

mesh

xlabel ("x");ylabel ("t’);zlabel ("U(x,t)");

Systemmatrix fuer impliziten Euler
7

iz=1:n,

iz,iz)=2-2*r;

cputime;

zeros (n0+1,size(xi, 1));
iz=1:(n0+1),
t=(iz-1) *xk;

fkk=f (t,x);
xrl = frl(t);
t=izxk;

fkkl = f£(t,x);

xrll = frl(t);
d=Bxx1i;
d=d-k=* (fkk’ +fkk1l’);
d(l)=xrll;

xi=A\d;

zg (iz, :)=xi’";

cputime-cpe

(xg9,v9,29);
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