EIGENWERTPROBLEME

Viele numerische Losungsansétze von z.B. physikalischen Problemen erfordern die Losung eines
sogenannten Eigenwertproblems. Zu einer Matrix A € R™*" finde man eine Zahl A € C und
einen Vektor v € C", v # 0, sodass die Eigenwertgleichung

Av = v

erfiillt ist. Die Zahl X\ heifit Eigenwert und der Vektor v Eigenvektor zum Eigenwert \.
Betrachten wir nun zunéchst einige konkrete Beispiele, die auf ein Eigenwertproblem fiihren.

Beispiel 2.0.1 (Sturm-Liouville-Problem) Die mathematische Modellierung zur Beschreibung
der Uberlagerung von Schwingungsvorgingen — wie sie etwa beim Briickenbau durchgefiihrt wird,
um Resonanzen zu vermeiden, die einen Briickeneinsturz verursachen konnten — fiihrt auf das
sogenannte Sturm-Liouville Problem: Zu einer bekannten stetigen Funktion 7(z) > 0,z € [0, 1],
finde man die Zahl A und die Funktion u(x), die die Differenzialgleichung

—u" () = Ar(z)u(z) =0, x€(0,1) 2.1

mit den Randbedingungen
u(0) =u(l) =0

erfiillen. Um die Losung iiber ein Diskretisierungsverfahren numerisch anzunidhern, betrachten wir
Gitterpunkte

und ersetzen u” (x;) durch den zweiten zentrierten Differenzenquotienten

uw(zj + h) — 2u(x;) + u(x; — h)

h? ’
Es ergibt sich so ein System
Au—ARu =0 2.2)
fiir die Unbekannten A und w; ~ u(z;),i =1,...,n — 1, wobei
2 -1
1 9 _1 r(x1) 0
1 r(x2)
A:ﬁ , R= . . (2.3)
-1 2 -1 )
1 9 0 r(Tp—1)

Mit RY/? = diag(\/r(z1),...,\/T(@n_1)), R~/? = (RY?)71, B := R"Y2AR'/? sowie

v = RY%y erhilt man aus (2.2) die transformierte Gleichung
Bv = M\,
also ein Eigenwertproblem.

Bemerkung 2.0.2 Da R regulir ist, hiitte man die Gleichung (2.2) auch von links mit R~! multi-
plizieren und so das Eigenwertproblem R~ Au = \u erhalten konnen. Im Gegensatz zur Matrix
B ist die Matrix R~ A jedoch nicht symmetrisch.
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Beispiel 2.0.3 (Wellengleichung auf [0, 1]) Wir betrachten die Wellengleichung

1
= u(t, ) — ugy(t,x) =0, t>0,z€(0,1) 2.4)

mit den Anfangs- und Randbedingungen

u(t,0) = u(t, 1) = 0, £>0 2.5)
u(0,z) = up(x), z € [0,1] (2.6)
ut (0, z) = uy (), z € [0,1]. 2.7)

Wendet man nun den Separationsansatz u(t,z) = T'(t) - X (x) auf (2.4) an, so ergibt sich

1 1T X'()

2 T X (x) —T(t)X"(z) =0 ZTW ~ X() = const. = —\.
Es folgt
~T"(t) = AET(t) =0 (2.8)
—X"(z) = XX (z) =

0, (2.9)

X(0)=X(1)=0 (2.10)

Es ist also als Teilproblem das Sturm-Liouville-Problem (2.9) — (2.10) bzgl. X zu 16sen. Zu gege-
benem A € R muss die Funktion 7", welche (2.8) geniigt, von der Form

T(t) = acos(VXet) + bsin(VA ct)

sein. Kann man nun m Eigenpaare (A, X), k = 1,..., m des Sturm-Liouville-Problems nihe-
rungsweise numerisch bestimmen, so ist fiir beliebige ax, by € R

NE

au(t,x) =

(ak cos(y/ g ct) + by, sin(mct)) Xi(z)

=
Il

1

eine Niherungslosung von (2.4) — (2.5). Durch geeignete Wahl der Koeffizienten aj und by kann
man erreichen, dass auch die Anfangswerte (2.6) und (2.7) niherungsweise angenommen werden.
Hierbei fordert man die Ubereinstimmungen

~ = !
(0, ;) = Zak Xi(zi) = uo(x;),
k=1
(0,2;) = > b/ M e Xp(w) =u(z;),  i=0,...,n,
k=1

wobei x; die Gitterpunkte aus der Diskretisierung des Sturm-Liouville-Problems seien. Dies ist
ein lineares Gleichungssystem, aus dem man die Koeffizienten bestimmen kann.

Bemerkung 2.0.4 (Fourierreihen) Man kann zeigen, dass \, = k?x? fiir k € N die Eigen-
werte des Sturm-Liouville-Problems (2.9) — (2.10) sind mit den zugehoérigen Eigenfunktionen
Xk (x) = sin(kmx). Beachtet man nun, dass fiir N € N die endliche Linearkombination

] =

un(t,x) == (ak cos(kmet) + by sin(lmrct)) sin(kmx)

i

1
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die Anfangswerte

N
N(0,x) = Z ay sin(kmz)
k=1

N

(0,z) = Zbkk‘ﬂc sin(kmz)
k=1

9
ot "N

annimmt und wihlt a;. als die Fourierkoeffizienten von u
1
ay = 2/ uo(s) sin(kms) ds
0

sowie by, gemil by, = % mit den Fourierkoeffizienten (3, von u

Br =2 /1 uy(s)sin(kws) ds,
0

so lost unter bestimmten Differenzierbarkeitsanforderungen an ug und u; die Funktion

u(t,x) := A}gnoo un(t,x) = Z (ak cos(kmet) + by, sin(knrct)) sin(kmx)
k=1

die Wellengleichung auf [0, 1].

Eigenwerte beschreiben nicht nur physikalische Eigenschaften, sondern spielen auch eine wichtige
Rolle in der Mathematik, beispielsweise in der Numerik, um die Norm oder Konditionszahl einer
Matrix zu bestimmen.

Beispiel 2.0.5 (Norm und Konditionszahl) i) Fiir eine beliebige Matrix A € R™*" gilt

[All2 = 1/ e(ATA),

wobei ¢ wiederum den Spektralradius einer Matrix, also den Betrag des betragsgrofiten
Eigenwertes, bezeichnet.

ii) Fir eine symmetrische Matrix A € R"™*" gilt
[All2 = o(A) -
iii) Fiir eine nichtsinguldare symmetrische Matrix A € R™*" gilt
ra(A) = o(A) o(A™),
wobei rg(A) = || Al|]2||A~||2 die Konditionszahl von A bzgl. der 2-Norm bezeichnet.

2.1 GRUNDLAGEN AUS DER LINEAREN ALGEBRA

Bevor wir uns der Abschidtzung sowie der numerischen Berechnung von Eigenwerten widmen,
werden an dieser Stelle zunichst elementare Ergebnisse aus der linearen Algebra zusammenge-
fasst, welche in Zusammenhang mit der Eigenwertberechnung stehen.

Sei A € C"*™, X\ € C ein Eigenwert der Matrix A und v € C \ {0} ein zugehoriger Eigenvektor:

Av = . (2.11)

Zusitzlich zur Definition (2.11) eines (rechtsseitigen) Eigenvektors v € C™ \ {0} kann man auch
linksseitige Eigenvektoren betrachten. z € C™ \ {0} heiBt linksseitiger Eigenvektor von A, falls
o A = \aH gilt, wobei 2 denjenigen Vektor bezeichnet, der aus = durch Bildung der konjugiert
komplexen Eintrige und Transponieren hervorgeht.

Numerik III, 13. November 2011
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Satz 2.1.1 Die Eigenwerte einer Matrix A € C"*" sind gerade die n Nullstellen des zugehirigen
charakteristischen Polynoms
Ps(N) :=det(A — \I).

Beweis. Die Eigenwertgleichung (2.11) besagt offensichtlich, dass (A — AI)v = 0 gilt, also die
Matrix A — AI singulir ist. Letzteres ist zu det(A — AI) = 0 dquivalent. O

Definition 2.1.2 Die Menge aller Eigenwerte einer Matrix A € C"*" wird als Spektrum bezeich-
net und man verwendet die Schreibweise

o(A) = {\ € C| \ ist Eigenwert von A} .

Satz 2.1.3 Sei 0(A) = {A1,..., \n}. Es besteht folgender Zusammenhang zwischen der Deter-
minante bzw. der Spur von A und den Eigenwerten \;:

det(A) = f[ )\z s
i=1

tI‘(A) = iaii = i)\z .
=1 =1

Beweis. Die zweite Identitit erhalt man z.B. dadurch, dass man den Koeffizienten vor A"~ ! im
charakteristischen Polynom untersucht.

aj; — A aiz - a1n

Gn1 App — A
= (a11 — A) - ... (ann, — A) + Terme mit weniger als (n — 1) (a;; — A)-Termen
n—2
= (=N)"+ (-N)"" a1 +agm+ ... +am) + Z cp AP
k=0

= (A=) A= A2) (A= An)

Ein Unterraum S C C™ mit der Eigenschaft
reS=AxeS

wird als invariant bzgl. A bezeichnet. Der Aufspann eines (rechtsseitigen) Eigenvektors bildet
somit einen eindimensionalen Unterraum, der invariant bleibt unter der Multiplikation mit A. Es
sei

AX =XB, BeCF* XeCm¥,

dann ist Bild(X) invariant bzgl. A und aus By = \y,y € CF\ {0} folgt
A(Xy) = (AX)y = (XB)y = AXy.

Falls X vollen Spaltenrang hat, dann impliziert AX = X B also o(B) C o(A). Fiir den Fall
einer reguliren quadratischen Matrix X gilt fiir das Spektrum von A und B = X ~! AX folgendes
Ergebnis.
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Lemma 2.14 Sei A € C"*" beliebig sowie X € C"*"™ eine reguliire Matrix. Dann gilt
o(A) =o(XTAX).
Ahnliche Matrizen haben also das gleiche Spektrum.

Beweis. Die Aussage folgt mit direkt mit Satz 2.1.1 aus der Tatsache, dass @hnliche Matrizen das
gleiche charakteristische Polynom haben:

det(XTAX) = det(X 1A - M) X) = det(X 1) det(A — M) det(X) = det(A — \).
O

Multipliziert man eine hermitesche Matrix A € C™*™ mit einer nichtsinguliaren Matrix X € C"*"
wie folgt
XHTAX = BeC™™,

so hat B im Allgemeinen nicht die gleichen Eigenwerte wie A. Der Sylvester’sche Trigheitssatz
sagt aus, dass wenigstens die Vorzeichen der Eigenwerte sich nicht dndern.

Satz 2.1.5 (Sylvester’scher Trigheitssatz) Es sei A € C™*"™ hermitesch und X € C™" re-
guliir. Dann haben A und X" AX den gleichen Rang sowie die gleichen Anzahlen positiver und
negativer Eigenwerte.

Beweis. Z.B. Fischer (Lineare Algebra) ]

Wir kommen nun zu einer wichtigen Matrixfaktorisierung, der Schur-Zerlegung. Im Gegensatz zu
der ebenfalls aus der linearen Algebra bekannten Jordan’schen Normalform fiihrt ihre Berechnung
auf numerisch stabile Algorithmen, da man hierfiir nur orthogonale bzw. unitire Transformationen
benotigt und diese normerhaltend sind.

Diese Faktorisierung spielt beim () R-Verfahren zur Berechnung von Eigenwerten eine zentrale
Rolle.

Satz 2.1.6 (Satz von Schur) Sei A € C™*™. Dann gibt es eine unitire Matrix () € C™*"

(QQY" = QHQ = I), so dass
QYAQ =R

ist, wobei R € C™*"™ eine obere Dreiecksmatrix ist und die Diagonaleintrige r11, . . ., Ty von R
die Eigenwerte von A sind.

Ist A reell, so sollte man versuchen mit reeller Arithmetik auszukommen. Allerdings ist R dann
nur eine obere Block-Dreiecksmatrix mit 1 x 1 oder 2 x 2 Blocken.

Satz 2.1.7 (Reelle Schur-Zerlegung) Fiir jedes A € R™"*™, gibt es eine orthogonale Matrix () €
R™%" 5o dass QT AQ in quasi-oberer Dreiecksform

Ry -+ Rip
QTAQ = :
Rmm

ist, wobei jedes R;; entweder ein 1 x 1 oder 2 x 2 Block ist. Dabei sind die 1 x 1 Blocke unter

R11,..., Ry diereellen Eigenwerte von A und die 2 x 2 Blicke enthalten die Paare von komplex-
konjugierten Eigenwerten von A.

Zum Schluss dieses Abschnitts betrachten wir noch Matrixfaktorisierungen fiir eine besondere
Klasse von Matrizen.

Numerik III, 13. November 2011
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Definition 2.1.8 A € C™*" heif}t normal, wenn gilt
AT A = AAH.

Bemerkung 2.1.9 Alle hermiteschen, schiethermiteschen (AH = —4), Diagonal- und unitéren
Matrizen sind Beispiele tiir normale Matrizen.

Korollar 2.1.10 (Schur-Zerlegung von normalen Martizen) Eine Matrix A € C"*™ ist genau
dann normal, wenn eine unitire Matrix Q) € C™ " existiert mit Q7 AQ = D = diag(\y, ..., \n).

Beweis. Aus der unitiren Ahnlichkeit von A zu einer Diagonalmatrix, folgt offensichtlich, dass
A normal ist. Andererseits sei A normal und QY AQ = R sei die zugehorige Schur’sche Normal-
form. Dann ist auch R normal.

RYTR=Q"A"QQ"AQ = Q" AT AQ = Q"AATQ = Q" AQQ" A" Q = RR"

Die Behauptung folgt nun aus der Tatsache, dass eine normale, obere Dreiecksmatrix eine Diago-
nalmatrix ist. ]

Korollar 2.1.11 (Schur-Zerlegung von symmetrischen Martizen) Jede reelle, symmetrische
Matrix A € R™™ ldsst sich mittels einer orthogonalen Matrix ) € R™"™ auf Diagonalgestalt
transformieren

QTAQ = D = diag(\1, ..., \n),

wobei A1, ..., A\, die reellen Eigenwerte von A sind.

2.2 ABSCHATZUNGEN UND GEOMETRISCHE LLAGE DER EIGENWERTE

Im Folgenden werden einige Abschitzungen fiir das Spektrum einer Matrix A € C™"*" vorgestellt.
Solche Abschidtzungen konnen spiter bei der Wahl geeigneter Startwerte fiir lokal konvergente
Iterationsverfahren zur Bestimmung der Eigenwerte niitzlich sein. Eine erste Eingrenzung der
Lage der Eigenwerte von A liefert der folgende Satz.

Satz 2.2.1 (Abschitzung mittels Matrixnorm) Sei || - || eine konsistente Matrixnorm, d.h. es ge-
be eine Vektornorm || - || auf C™, sodass || Av|| < || A]| ||v||, dann gilt

IA] < || Al VAeo(A).

Beweis. Seien A ein Eigenwert von A und v # 0 ein dazugehoriger Eigenvektor. Da ||- || konsistent
ist, erhalt man
Al lvll = lIxvll = [[Av]| < [|A[ [[],

sodass |A| < || AJ| folgt. O

Definition 2.2.2 (Wertebereich einer Matrix) Sei A € K"*" (K = R oder K = C). Die Menge
aller Rayleigh-Quotienten ‘”;,7‘4; mitz € C"\ {0}, also

W(A) :=

{fH’f Lz € @"\{0}}

wird als Wertebereich der Matrix A bezeichnet.

Bemerkungen 2.2.3 i) Selbst fiir eine reelle Matrix A € R"*™ werden beim Wertebereich
alle komplexen Vektoren x € C™ \ {0} durchlaufen.

Numerik III, 13. November 2011
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ii) Der Wertebereich W (A) enthilt alle Eigenwerte von A. Ist z € C™ \ {0} ein Eigenvektor
von A, dann ist der zugehdorige Rayleigh-Quotient gerade der Eigenwert.

Lemma 2.2.4 (Eigenschaften des Wertebereichs) Sei A € K™"*™ K = R oder C.
i) W(A) ist zusammenhiingend.
ii) Ist A hermitesch, dann ist W (A) das reelle Intervall [Apin, Amax]-

iii) Ist A schiefhermitesch (A = —A™), dann ist W (A) eine rein imaginiire Menge, nimlich
die konvexe Hiille der Eigenwerte von A.

Satz 2.2.5 (Bendixson) Das Spektrum von A € K™ ist in dem Rechteck

A+ AH A—AH
o () v (4]

enthalten, wobei die Summe zweier Menge folgendermafen zu verstehen ist
A+B={a+b:ac Abe B}.

Beweis. Sei A € C ein Eigenwert von A zum Eigenvektor z € C™ mit ||z||2 = 1. Dann gilt

H Y:i
A= eto =2 Az =2 <A+2A + A 2A >ZE
A+ AH A— AH A+ AH A— AH
:xH—I_Tx—FxHTx EW(2>+W<2>

O]

Bemerkung 2.2.6 Da # hermitesch und A_QAH schiethermitesch sind, besagt der Satz von
Bendixson, dass fiir jedes A € o(A) gilt

A+ AH A+ AH
Amin <+2> < RG(A) < Amax <+2>

i {im) .2 (A2 V )<y < {1 o (A52))

Eine weitere a priori Schranke wird durch das folgende Resultat gegeben.

Satz 2.2.7 (Gerschgorin Kreise) Sei A € C"*"™. Dann gilt

o(A) € S = | JRi, Ri:{ze(C: z—aal < :|aij|}. (2.12)
i=1 j=1
J#i

Die Mengen R; werden Gerschgorin Kreise genannt.

Beweis. Sei A € 0(A) und Az = Az fiir ein 2 # 0. Dann existiert ein z; mit |z;| < |z;| Vi # j.
(Ax); sei die i-te Komponente von Az, dann ist

)\l’i = (A{L‘)l = Z aij l‘j
7=1

= |/\—a,~,~]:

Y ay | <> a5 <) aggl
— €T — |:E1| i
7j=1 7j=1 7=1

i i jti

Numerik III, 13. November 2011
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also
n
AeR;c|JRi.
i=1
0
Da A und A7 das gleiche Spektrum haben, gilt Satz 2.2.7 auch in der Form
n n
o) cSe=Jc  G={reCilz—ayl < layl}. 2.13)
j=1 i=1

i#]
Die Aussagen (2.12) und (2.13) liefern zusammen das erste Gerschgorin Theorem.
Satz 2.2.8 (Erstes Gerschgorin Theorem) Fiir eine Matrix A € C"*" erfiillen die Eigenwerte

folgende Eigenschaft
VAeo(d): AeSgnsSe.

Das zweite Gerschgorin Theorem liefert in bestimmten Fillen eine Aussage iiber die Verteilung

der Eigenwerte auf die verschiedenen Gerschgorin Kreise.

Satz 2.2.9 (Zweites Gerschgorin Theorem) Seien

k n
Ml::URij, Mgy = U Ri; .

j=1 j=k+1

Ist die Vereinigung M von k Kreisen disjunkt von der Vereinigung M der iibrigen n — k Kreise,
also My N My = (), so enthiilt My genau k und My die iibrigen n — k Eigenwerte, jeder
entsprechend seiner algebraischen Vielfachheit gezihlt.

Beweis. Sei D := diag(ai1,. . ., any,) sowie fiir t € [0, 1]
At = D +t(A — D)

Dann ist Ag = D und A; = A. Die Eigenwerte von A; sind stetige Funktionen in ¢. Wendet man
Satz 2.2.7 auf A, an, so erhilt man fiir ¢ = 0, dass genau k£ Eigenwerte von Ag = D in M, liegen
und die restlichen n — k in M, wobei mehrfache Eigenwerte entsprechend ihrer algebraischen
Vielfachheit gezéhlt werden. Fiir 0 < ¢t < 1 miissen alle Eigenwerte von A; ebenfalls in den
Kreisen liegen. Daher und aufgrund der Stetigkeit der Eigenwerte folgt, dass auch k Eigenwerte
von A; = A in M und die tibrigen n — k in My, liegen. O]

Um das dritte Gerschgorin Theorem formulieren zu kdnnen, erinnern wir uns folgende Eigenschaft
von Matrizen, die wir bereits aus Numerik I kennen.

Definition 2.2.10 Eine Matrix A € C"*"™ heiB3t reduzibel, wenn eine Permutationsmatrix P exis-

tiert, sodass
B B
T _ 11 12
PAPT — ( ! 322)
mit quadratischen Matrizen By, und Bao gilt. A ist irreduzibel, wenn A nicht reduzibel ist.
Satz 2.2.11 (Drittes Gerschgorin Theorem) Sei A € C"*" eine irreduzible Matrix. Ein Eigen-

wert A € o(A) kann nicht auf dem Rand von Sy liegen, es sei denn er liegt auf dem Rand eines
jeden Kreises R; fiiri=1,...,n.

Numerik III, 13. November 2011
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Beispiel 2.2.12 Wir betrachten die Matrix

4 0 -3 4 0 -1
A=|10 -1 1 mit AT =AT=(0 -1 1
-1 1 =2 -3 1 -2

und werden zunachst den Satz von Bendixson, Satz 2.2.5, anwenden, um die Eigenwerte der Ma-
trix A abzuschitzen. Wir erhalten

0 0 -1
=(0 0 O
10 0

4 0 -2
0o -1 1|,
-2 1 -2

A+ AT
=

A— AH
2

Wendet man auf diese beiden Matrizen Satz 2.2.7 an, so ergeben sich folgende erste Abschitzun-
gen eines Eigenwertes A von A

—5 < Re(\) <6, [Im(A)] < 1.
Die Gerschgorin Kreise von A ergeben sich zu

Ri={z€C: |z—4| <3}
Ro={2z€C: |z+1] <1}
Rs={2z€C: |z+2] <2}
sowie diejenigen von A zu
Ci={ze€C:|z—4|<1}
Co={z€C:|z+1 <1}
C3={z€C:|z+2|<4}.
Die Abschédtzung nach Bendixson und die Gerschgorin Kreise sind in Abb. 2.1 dargestellt. Hierbei

ist zu beachten, dass man die Menge R1NCs durch Anwenden des zweiten Gerschgorin Theorems
auf A und AT als in Frage kommenden Bereich fiir die Eigenwerte von A ausschlieBen kann.

7/ Abschitzung der Eigenwerte von A

Abb. 2.1: Abschédtzung nach Bendixson und Gerschgorin Kreise
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2.3 POTENZMETHODE

Die Potenzmethode oder Vektoriteration ist eine sehr einfache, aber dennoch effektive Methode
zur Bestimmung des betragsméBig grofften Eigenwertes.
Um die Grundidee des Verfahrens zu verstehen, nehmen wir zunichst an, dass die Matrix A €

C™*™ diagonalisierbar ist. Dann gibt es eine Basis v1, . .., v, von C™ aus Eigenvektoren v; von A
mit ||v;|| = 1. Des Weiteren seien die Eigenwerte von A in der Form
A1l > (A2 = | A3 > ... > |\ (2.14)

geordnet, wobei A; die algebraische Vielfachheit 1 besiafle. Gehen wir nun von einem Startvektor
(%) aus, so lisst sich dieser als Linearkombination der Eigenvektoren v; schreiben:

2@ = iaivi. (2.15)
i=1
Definiert man nun die Iterierten a*), k € N, gemal a®) .= Akz(0) o ergibt sich
k k..(0 k(o - k RS A)"
a®) — Ak, (0) — 4 (; am) = ;ai)\i v; = Aj ;ai <A1> ;. (2.16)

Falls der Koeffizient cv; von Null verschieden ist, d.h. 2(© nicht auf v1 senkrecht steht, wird sich
dieser Ausdruck dem Summanden mit dem dominanten Eigenwert A\; anndhern, also

a®) = Ak2(0) ~ /\If o vy .

Um in der Praxis einen Over- oder Underflow zu vermeiden, normiert man in jedem Iterations-
schritt den Iteratiosvektor. Insgesamt ergibt sich fiir die Potenzmethode folgender Algorithmus.

Algorithmus 2.3.1: Potenzmethode

Input: 2 mit v/2® #£0 und 2O =1

for £k=0,1,...
a®) = Az
pF) = (BT o (k) % Rayleigh-Quotient
dorry __a®
lat®]]
end

Wir fassen die bisherigen Ergebnisse der Potenzmethode in einem Satz zusammen.

Satz 2.3.1 Sei A\ ein einfacher Eigenwert der diagonalisierbaren Matrix A € C™*™ mit (2.14)
und x©) € C" sei ein Vektor, der nicht senkrecht auf dem Eigenraum von \; steht und ||z(0|| = 1
erfiillt. Dann konvergiert die Folge 1) = a®) /||a®)|| mit a*) = Az™®) gegen einen normier-
ten Eigenvektor von A zum Eigenwert \1.
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Beweis. Wir wissen aus (2.16), dass

a(k) _ Ak{E(O) — ZalAf Vi = OélA’f ('Ul + Z %1 <)\1> vi)
=2

i=1

=z

fir eine normierte Basis vy, ..., v, des C™ aus Eigenvektoren von A gilt, wobei a;; # 0 ist, da
() ¥ v vorausgesetzt wurde. Da [Ai| < |A1] furalled = 2,...,n gilt, ist klim 2, = v1 und
— 00
daher ®
(k) — a(k) S — +0 fir k — oo.
la™1 - [lzl]
O

Bemerkungen 2.3.2 i) Der Rayleigh-Quotient p'*) in Algorithmus 2.3.1 liefert im Grenzwert
den betragsgrofSten Eigenwert:
lim p(k) =)\
k—o0
i) Der Beweis des Satzes 2.3.1 ldsst sich auch auf diagonalisierbare Matrizen mit eindeutig
bestimmten betragsgroBBtem Eigenwert )1, welcher aber nicht einfach zu sein braucht, d.h.

M=d=...=\
Ml == A > M| = > [l

iibertragen. Hierbei muss der Startvektor der Vektoriteration die Bedingung c; # 0 fiir ein
i € {1,...,r} erfiillen. Man beachte, dass fiir r = 1 (A1 ist also einfacher Eigenwert) der
Grenzvektor vy ist und somit nicht von der Wahl von z© abhingt, sofern nur a;; # 0 ist. Ist
A1 ein mehrfacher dominanter Eigenwert, v > 1, so hingt der gefundene Eigenvektor von
den Verhiltnissen o1 : «a : ... : o, und damit vom Startvektor 20 ab,

iii) Man sieht in (2.16), dass fiir die Potenzmethode lineare Konvergenz mit Konvergenzfaktor
|A2/A1| bzw. |Ar41/A1| vorliegt. Das Verfahren konvergiert also umso besser, je mehr die
Betrige der Eigenwerte von A getrennt sind.

Falls A symmetrisch ist, sind die Eigenvektoren v; orthogonal. Mit Hilfe dieser Orthogona-
lititseigenschaft kann man zeigen, dass in diesem Fall der Konvergenzfaktor sogar | \a /A1 |?
bzw. |Ar+1/\1|? betrigt.

iv) Allgemein konvergiert das Verfahren nicht gegen A1 und einem zu A\, gehorigen Eigen-
vektor, sondern gegen \;, und einem Eigenvektor zu )\, sofern in der Zerlegung von z(°)
gilt

=@y =...= Qp_1, ap #0
und es keinen von \j verschiedenen Eigenwert gleichen Betrags gibt.
Praktisch konvergiert jedoch auch im Falle oy = 0 das Verfahren gegen \; und einem zu-
geh(')'n('g)en Eigenvektor, da infolge von Rundungsfehlern agl) # 0 gilt (agl) der Koeffizient
von ).

v) Da dieses Verfahren in jeder Iteration nur eine Matrix-Vektor-Multiplikation erfordert, ist
der Aufwand der Potenzmethode nach k Iterationen O(kn?).

Sei nun A € C™*" eine nicht diagonalisierbare Matrix mit eindeutig bestimmten betragsgrofitem
Eigenwert A1, d.h. aus [A;| = |\;| folgt \; = A;. Ersetzt man die Darstellung (2.15) des Startvek-
tors 2(9) durch eine als Linearkombination von Eigen- und Hauptvektoren von A, so kann man
auf dieselbe Weise wie im diagonalisierbaren Fall zeigen, dass unter analogen Voraussetzungen
an (%) in der Potenzmethode 2.3.1 der Rayleigh-Quotient p("’) gegen A\ und z (k) gegen einen zu
A1 gehorigen Eigenvektor konvergieren.
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Beispiel 2.3.3 Wir betrachten das Eigenwertproblem aus Beispiel 2.0.1 mit R = [, also Az = A\x
mit A € R(®=D*("=1) wie in (2.3). Die Eigenwerte der Matrix A lassen sich explizit angeben:

4 1
An—k = ﬁsm (?mh), k=1,2,...,.n—1, h:=—.

Die Nummerierung ist hierbei so gewahlt, dass Ay > Ao > ... > A\, gilt. Wegen

>—\l\9\>—t

’ _ A2 sin?(1(n — 2)7h) B sin($m — wh)

~ sin? (5(n—1)7h) sin2(§7r — imh)

_COSQ(Trh) (1-— ( ))2 " _§22 )
T cos?(3mh) T (1- %(, n)2)2 +O(h") =1 7" + O(h")

ist fiir h < 1 eine sehr langsame Konvergenz mit dem Konvergenzfaktor |§—f P11 %TFQhQ
(quadratisch, da die Matrix symmerisch ist) zu erwarten. Dies wird bestétigt von den Ergebnissen
in Tabelle 2.1 und Abbildung 2.2, die aus der Anwendung der Vektoriteration auf die Matrix A
mit & = 5 und dem Startvektor z(° O /15O 2, @ = (1,2,...,29)7 resultieren.

R\
k |P(k) — A1 ‘p|fk71>7;\1|

1 1.79e+3 0.5117
4.81e+2 0.8151
15 1.64e+2 0.9319

50 43.60 0.9758
100 17.01 0.9844
150 8.12 0.9857
200 3.90 0.9852

Tab. 2.1: Konvergenz der Vektoriteration angewandt auf Beispiel 2.0.1

10 : :
10%(|P(k) -\l
2klog(|22) +log (|0 — Au])

log (]p®) — A1)

0 50 100 150 200 250
Anzahl an lterationen

Abb. 2.2: Halblogarithmische Darstellung der Entwicklung des Fehlers
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Beispiel 2.3.4 Es soll der betragsgrofite Eigenwert der Matrix

7 4 9 3
2 249
A_31()4
2 7 5 1

bestimmt werden. A besitzt das Spektrum o(A) = {15.2806,4.4616, —2.7330, —7.0092}. Da A
nicht symmetrisch ist, erwarten wir somit eine lineare Konvergenz der Potenzmethode mit Kon-
vergenzfaktor

~ 0.4587.

A2 ’ ~7.0092
Al 15.2806

Dieses theoretische Ergebnis wird von den konkreten Resultaten der Vektoriteration angewandt
auf die Matrix A mit Startvektor z(9) = (0.5,0.5,0.5,0.5)” in Tabelle 2.2 bestitigt.

k
B 10 — x| | ol
0 0.4694 -
1 0.2625 0.5592
) 5.987e-4 0.1095

10 | 1.916e-5 0.5453
15| 3.608e-7 0.4504
20 | 7.385e-9 0.4596
25 | 1.498e-10 0.4586
30 | 3.043e-12 0.4587

Tab. 2.2: Konvergenz der Vektoriteration angewandt auf Beispiel 2.3.4

2.4 INVERSE ITERATION NACH WIELANDT

Seinun A € C™*" reguldr. Um den in vielen technischen Anwendungen gesuchten betragskleins-
ten Eigenwert \,

’)\1‘ > ’)\2‘ > ... ‘)\n—1| > ‘)\n| >0
zu finden, kann man die Tatsache ausnutzen, dass der betragskleinste Eigenwert von A der inverse
betragsgroBte Eigenwert von A~ ist, d.h. fiir die Eigenwerte v; von A~! gilt

|vn| > vp—1] > ... > |v1], wobei v; = )\—,i =1,...,n.
Die Anwendung der Potenzmethode auf A~! liefert also eine Moglichkeit, v, = ﬁ, also
auch den betragskleinsten Eigenwert von A zu bestimmen. In jeder Iteration ist dann der Vek-
tor a® = A~12(*) zu berechnen; dies entspricht dem Losen des linearen Gleichungssystems
Aa®) = 2(¥) Dies ist die sogenannte inverse Iteration nach Wielandt.

Mit Hilfe einer Verschiebung kann man auch die Berechnung der anderen Eigenwerte erreichen.
Hierbei wird vorausgesetzt, dass man eine gute Niherung 4 fiir einen Eigenwert \; von A kennt,
sodass

=Nl <lp=XN|  Vi#j
gilt. Dann hat die Matrix (A — I)~! den betragsgroBten Eigenwert (\; — 1)~ ! und die gleichen
Eigenvektoren wie A. Somit liefert die inverse Iteration angewandt auf A— . eine Approximation
zu ﬁ, woraus sich \; ergibt.
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Algorithmus 2.4.1: Inverse Iteration nach Wielandt mit Spektralverschiebung
Input: p~J\;, =© mit vaa:(O) #0 und [z =1
for £=0,1,...

Lése (A—pl)a® =z®
pk) = x(k))Ta(k) % Rayleigh-Quotient

end

Bemerkung 2.4.1 Pro Iteration muss also ein lineares Gleichungssystem gelost werden, des-
sen Koeffizientenmatrix aber konstant ist. Bestimmt man also einmal eine L R-Zerlegung von
A — pl, so sind pro Iterationsschritt zwei Dreieckssysteme zu losen, was einem Aufwand von
O(n?) entspricht.

Mit Satz 2.3.1 konnen wir nun folgern, dass der Rayleigh-Quotient p(*)
1
N
Aj—
erfiillt. GemaB der Konvergenzanalyse der Potenzmethode in Abschnitt 2.3 ergibt sich die Kon-
vergenzgeschwindigkeit aus dem Verhiltnis zwischen /\J%u und dem betragsmaBig zweitgrofiten

(k) fir k — oo

p

Eigenwert von (A — puI)~!, also durch den Faktor

1

1
max =—-u= min [\;—
i—pl min A=l A=

i#]j
1 1 :
— —_— min |\;
EYET [Aj—ul i;éj| i Hl

bestimmt wird.

Bemerkungen 2.4.2 i) Ist p eine gute Schiitzung von \;, so gilt

)\A_
"]7M|<<1
min |A; — pf
i#£]

und das Verfahren konvergiert in diesem Fall sehr rasch.

ii) Die Kondition von A — pl strebt fiir ,,immer besser”* gewihltes p gegen unendlich, die
Matrix ist fiir ;1 = \; fast singulidr. Daraus entstehen aber keine numerischen Schwierigkei-
ten, da nur die Richtung des Eigenvektors gesucht wird. Man ersetzt im GauB-Verfahren ein
auftretendes Pivotelement ¢ = 0 durch die relative Maschinengenauigkeit eps.

Durch geeignete Wahl des Spektralverschiebungsparameters p kann man also mit der inversen
Vektoriteration 2.4.1 einzelne Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix A bestimmen. In der
Praxis ist aber oft nicht klar, wie man fiir einen beliebigen Eigenwert \; diesen Parameter p
geeignet wihlen kann.

Die Konvergenzgeschwindigkeit der Methode kann man noch erheblich verbessern, wenn man
den Parameter . nach jedem Schritt auf die aktuelle Anniherung A(%) := ﬁ + p von \; setzt.
Da die LR-Zerlegung dann aber in jedem Schritt neu berechnet werden muss, steigt damit der
Rechenaufwand sehr stark an.
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Beispiel 2.4.3 Wir betrachten die Matrix aus Beispiel 2.3.4 und wenden zur Berechnung des
Eigenwerts A3 = 4.4616 dieser Matrix den Algorithmus 2.4.1 mit 4 = 3.5 und Startvektor
() = (0.5,0.5,0.5,0.5)7 an. Die Resultate in Tabelle 2.3 bestitigen die obigen theoretischen
Betrachtungen zur Konvergenz des Wielandt-Verfahrens, nach denen wir lineare Konvergenz mit
einem Konvergenzfaktor in der Groenordnung

A3 —35] _ |44616-35] _ 0.9616 _ ..
min A —3.5]  [—27330-35] 62330
erwarten.
(k) —
k ‘)‘(k) - >\3| |)|\()\k—1):\§\‘3|
0 0.8734 —
1 3.716e-3 0.0042
2 2.737e-3 0.7364
3 1.902e-4 0.0695
4 4.580e-5 0.2407
5 5.665e-6 0.1237
6 9.805¢e-7 0.1731
7 1.419e-7 0.1448
8 2.260e-8 0.1592
9 3.424e-9 0.1515
10 | 5.329e-10 0.1556

Tab. 2.3: Konvergenz des Wielandt-Verfahrens mit ¢+ = 3.5 angewandt auf Beispiel 2.3.4

Fiir die inverse Vektoriteration, wobei man den Parameter ;1 nach jedem Schritt auf die jeweils
aktuelle Anniherung A(%) vom A3 setzt,

o =35 pp =AY firk>1

sind einige Ergebnisse in Tabelle 2.4 dargestellt. Die Resultate zeigen, dass die Konvergenzge-
schwindigkeit wesentlich schneller (genauer: quadratisch statt linear) ist.

E|IAF) — g [ A
0| 0.8735 5.3351
1| 7.245e-3 | 44544
2 | 1490e-5 | 44616
3| 5.819-12 | 44616

Tab. 2.4: Konvergenz des Wielandt-Verfahrens mit 1, = A(*~1) angewandt auf Beispiel 2.3 .4

Beispiel 2.4.4 Gegeben sei die Matrix

a= (339

mit dem Spektrum o (A) = {1, 2}. Gehen wir von einer Approximation yt = 1 — ¢ von A = 1 mit
0 < |e] < 1 aus, so ist die Matrix

-nn= (2300
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fast singuldr; ihre Inverse ist gegeben durch

_ 1 3+e€ -3
— 1:
(A= pl) 62+6< 2 —2+6>'

in der Wielandt-Iteration herauskiirzt,

Da sich der Faktor T1+e bei der Normierung k1) — HZEK‘; i

ist die Berechnung der Richtung einer Losung von (A — pl )a(k) = 2 gut konditioniert.

2.5 QR-VERFAHREN

Die in den vorherigen Abschnitten vorgestellten Methoden der Vektoriteration und der inversen
Iteration nach Wielandt haben den schwerwiegenden Nachteil, dass man mit ihnen nur bestimmte
Eigenwerte bestimmen kann. So liefert die Potenzmethode nur den betragsmafBig grofiten Eigen-
wert und bei der Wielandt-Iteration bendtigt man zur Bestimmung eines Eigenwertes \; zunichst
einen geeignet gewdhlten Parameter p; ~ \;. In diesem Abschnitt werden wir uns nun einem
effizienteren Verfahren zuwenden, mit dessen Hilfe man nicht nur einen, sondern gleichzeitig alle
Eigenwerte einer Matrix A € R"*™ approximieren kann — dem QR-Verfahren.

2.5.1 Das Basisverfahren der QR-Iteration

Konnte man die Schur-Zerlegung QY AQ = R aus Satz 2.1.6 einer Matrix A € R™*" auf direkte
Weise, also mit einer endlichen Anzahl an Operationen berechnen, so hitte man das Eigenwert-
problem gelost, da die Eigenwerte \;(A) dann gerade durch die Diagonalelemente r;; der oberen
Dreiecksmatrix R gegeben wiren. Leider ist die direkte Bestimmung der Matrix @) fir n > 5
nicht moglich — dies folgt aus dem Abelschen Theorem (vgl. [Quarteroni et. al., Ubung 8, Seite
258]). Daher kann das Eigenwertproblem nur durch den Ubergang zu iterativen Methoden gelost
werden. Den Basisalgorithmus fiir das Verfahren, welches wir im Weiteren vorstellen und unter-
suchen mochten, liefert die QR-Iteration.

Algorithmus 2.5.1: QR-Basisiteration

Input: A€ R™"
setze A0 =4,
for k=1,2,...

A1) — Qr Ry % Bestimme QR-Zerlegung
AP = RQy,

end

Pro Iterationsschritt fallt also der Aufwand einer QR-Zerlegung O(n?) und einer Matrixmulti-
plikation (’)(nQ) an. Insgesamt bendtigt man also fiir dieses Verfahren C’)(kmaxn?’) Operationen,
wobei knax die Anzahl der Iterationen im Verfahren ist.

Hierbei ist zu beachten, dass fiir die Iterierten A*) folgende Eigenschaften erfiillt sind.
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Lemma 2.5.1 Es sei A € R™*", sowie A fiir k € Ng wie in Algorithmus 2.5.1 definiert. Dann
gilt:

i) Die Matrizen A% sind orthogonal dhnlich zu A.
ii) Ist A symmetrisch, so sind es auch die Matrizen A®)
iii) Ist A symmetrisch und tridiagonal, so haben auch die Matrizen A*) diese Gestalt.

Beweis. ad i) Sei A € R™*™. Mit den Bezeichnungen aus Algorithmus 2.5.1 gilt dann

AW = RiQy = QF QuRiQr = QF ARV Q= ..
=QrQf 1 QTAYQ . Qr=(Q1 . Qu)TAQ1-...- Q)

ad ii) Sei A € R™™ nun zusitzlich symmetrisch. Mit i) folgt, dass es fiir alle & € Ny eine
orthogonale Matrix P, € R™*™ gibt, sodass

A®) = prap,
gilt. Daraus folgt
(AO)T = (PFAP,)" = PLATP, = PF AP, = AW
Fiir den Beweis von iii) sei auf [Deuflhard/Hohmann, Lemma 5.9] verwiesen. ]

Fiir die QR-Basisiteration erhalten wir folgendes Konvergenzresultat, das Wilkinson' im Jahr 1965
in seiner Arbeit [Wilkinson65] beschrieben hat.

Satz 2.5.2 (Wilkinson) Es sei A € R™ "™ symmetrisch mit Eigenwerten
IA1] > M| > ... > A >0
und A%®), Q. sowie Ry, seien wie in Algorithmus 2.5.1 definiert. Dann gilt:
i) lim Qp =1,
k—o00
ii) lim Ry = diag(A1,...,An),
k—o00

A

Wa920(¥

k) fiir i > j, wobei A®) = (a(k))”

iy Ji,j=1"

Bemerkungen 2.5.3 i) Sofern A keine symmetrische Matrix ist, aber die Eigenwerte von A
immer noch getrennt sind, d.h.

IA1] > A1 > .o > A,

kann man zeigen, dass die Folge A®) anstatt gegen eine Diagonal- gegen eine Dreiecksma-
trix konvergiert:

Al % x e %
0 )\2 *

fm AT =
: - .ox
0 -+ o 0 A\

!James H. Wilkinson, * 27. September 1919 in Strood, Kent; T 5. Oktober 1986 in London, war ein britischer
Mathematiker, der die numerische Mathematik vor allem durch Arbeiten zur Riickwirtsanalyse von Rundungsfehlern
bereichert hat. 1970 wurde ihm der Turing-Preis verliehen.
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ii) Haben wir nun ein Matrix A € R™ "™ mit einem Paar konjugiert komplexer Eigenwerte,
also A\py1 = A, fiireinr € {1,...,n — 1} und somit

A1l > (A2l > o> A = Mg > 0> A,

so konvergiert die Folge AK) gegen eine Matrix der Form

0
Ar—1 * * *
k k
lim A®) — 0 aly a1(”,r)+1 *
P . k k ’
= . 0 a7("+)1,r a7(~+)1,r+1 *
0 0 0 Ao o *
0 0 A

(k) (k)
wobei die Matrix [ “' rr+l | fiir k — oo im Allgemeinen divergiert, aber deren
Qr4+1r Qr41,r+1

a

Eigenwerte konvergieren gegen A, und A\, = A\, 1.

Beweis von Satz 2.5.2. Wir zeigen zunichst induktiv, dass fiir £ € N gilt:

A¥=Qi...QpRi...Ry .
——_— e ——
::Pk ::Uk

Fiir £ = 1 ist die Behauptung klar. Aus der Konstruktion der Ak) folgt wie im Beweis zu Lemma
2.5.1, dass

Qer1Ripr = AW = QT ... QT AQ:...Qx = PT AP,
gilt und somit auch der Induktionsschritt
IH
AL = AAF = APU, = PAWUL, = PLQpy1 Ri1 Uy, = PoyaiUsyr -

Da P, € R™"*™ orthogonal ist und Uy, eine obere Dreiecksmatrix, konnen wir die QR-Zerlegung
A¥ = P,U;, von A* durch die QR-Zerlegung der A, ..., A®) ausdriicken. Ferner ist A diago-
nalisierbar, da A symmetrisch ist, und daher folgt

AP =QTARQ  mit A = diag(Ai,..., \).

Da man durch eine geeignete Permutation von A immer erreichen kann, dass () eine LR-Zerlegung
(Q = LR mit einer unipotenten unteren Dreiecksmatrix L und einer oberen Dreiecksmatrix R
besitzt, nehmen dies wir im Folgenden 0.B.d.A. an. Damit gilt

AR = QTA*Q = QTA*LR = QT (AFLAF)(A*R).

Fiir die unipotente untere Dreiecksmatrix (A*LA~F) gilt
AN
(AkLAik)ij = lz'j <l> ,
Aj
insbesondere verschwinden alle Nicht-Diagonalelemente fiir £ — oo, d.h.

(A*KLA ™" =T+ FE, mitE, —0 firk — co.
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Damit folgt mit einer QR-Zerlegung von I + Ej, = @kﬁk, dass
A" = QT(I + Ep)A"R = (QTQu)(RkA*R) (2.17)
wobei alle Diagonaleintrige von fik positiv gewahlt seien, was diese Zerlegung eindeutig macht.
Aus lim FEj = 0 folgt
k—o0 " .
lim Qr=1, lim R,=1.
k—o0

k—o0

Wir haben in (2.17) eine weitere QR-Zerlegung von A* gefunden, daher gilt bis auf Vorzeichen
der Diagonale _ _
Py =Q"Qy, Up = RA"R.

Fiir den Grenziibergang & — oo folgt dann schlie3lich

Qr = Pk:T—lpk = 65_162 QTék = é£_1@k — 1
Ry = UkUk__ll = EkAkR RilAf(kfl)Rlz_ll = fikAEI;_ll — A

und
lim A% = Jim QuRy =T-A=A.

k—oo

O]

Der QR-Algorithmus 2.5.1 in seiner Grundform ist sehr aufwendig. Pro Iterationsschritt A®*) —
A®+1) benstigt man bei vollbesetzten Matrizen O(n?) Operationen. Zudem besitzt das Verfahren
in dieser Form auch den Nachteil, den schon die inverse Iteration nach Wielandt aufwies: Sind
einige Eigenwerte von A betragsmaBig nur schlecht getrennt, d.h |[\;/A;| ~ 1 fiir j # k, so ist die
Konvergenz des Verfahrens nur sehr langsam, vgl. Satz 2.5.2 iii).

Im Folgenden werden fiir beide Probleme Losungsansitze vorgestellt. Eine Moglichkeit, den Auf-
wand des Verfahrens zu verringern, besteht darin, die Matrix A auf einfachere Gestalt zu trans-
formieren und auf diese transformierte Matrix die QR-Iteration mit einem geringeren Aufwand
anzuwenden. Sogenannte Shift-Techniken oder Verschiebungen sorgen schlieBlich fiir eine Verbes-
serung des Konvergenzverhaltens des Verfahrens.

2.5.2 Transformation auf Hessenberg-Form
2.5.3 Das QR-Verfahren fiir Matrizen in Hessenberg-Form
254 Das QR-Verfahren mit Verschiebungen

2.6 VERFAHREN FUR SYMMETRISCHE MATRIZEN

2.6.1 Die Methode der Sturmschen Ketten
2.6.2 Das Lanczos-Verfahren

2.7 SINGULARWERTZERLEGUNG
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