
Universität UlmInstitut für Numeris
he Mathematik Prof. Dr. Dirk LebiedzMar
 FeinJo
hen SiehrÜbungen 6 zur Modellierung und Simulation III (WS 2012/13)http://www.uni-ulm.de/mawi/mawi-numerik/lehre/wintersemester-20122013/vorlesung-modellierung-und-simulation-3.htmlAufgabe 6.1 (Numeris
he Bere
hnung von Phasenportraits mehrdimensionaler ni
htlinearer Systeme)Implementiere das klassis
he Runge-Kutta Verfahren 4. Ordnung
Yk+1 = Yk +

1

6
(k1 + 2(k2 + k3) + k4)wobei

k1 = ∆t F (Yk)

k2 = ∆t F (Yk +
1
2k1)

k3 = ∆t F (Yk +
1
2k2)

k4 = ∆t F (Yk + k3)für folgende Modellprobleme und untersu
he damit das Verhalten in Abhängigkeit von vers
hiedenenAnfangswerten und Parametern:a) Van-der-Pol Oszillator (überführt in ein System erster DGL)
ẏ1 = y2

ẏ2 = µ(1− y21)y2 − y1mit µ ∈ R. Wie ändert si
h die Eigens
haft des Fixpunktes (0, 0)T für −2.5 ≤ µ ≤ 2.5?b) Lotka-Volterra Beute-Räuber-Modell
ẏ1 = y1(α− βy2) Beute
ẏ2 = −y2(γ − δy1) Räubermit α, β, γ, δ > 0.(Hierbei wurde die Abhängigkeit der Variablen bzgl. der Zeit aus Gründen der Ans
hauli
hkeit fallengelassen.)Wie sind die Parameter in den jeweiligen Modellen zu verstehen?Aufgabe 6.2 (Steife AWP: Explizite vs implizite Verfahren)Steife AWP stellen besondere Herausforderungen an numeris
he Verfahren. Ein einfa
hes steifes AWPist das Davis-Skodje System

ẏ1(t) = −y1(t)

ẏ2(t) = −γy2(t) +
(γ − 1)y1(t) + γy1(t)

2

(1 + y1(t))3
γ > 0 (1)

y1(0) = 3

y2(0) = 1.5.Sei γ = 60. Löse (1) auf dem Zeithorizont [0, 1] für die äquidistante S
hrittweite ∆t = 0.03 wie folgt:
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a) Expliziter Euler Yk+1 = Yk +∆t F (Yk), k = 0, 1, 2, . . .. Was stellt man bzgl. der exakten Lösung
y1(t) = c1 exp(−t)

y2(t) = c2 exp(−γt) +
c1

c1 + exp(t)fest? Bestimme hierfür zunä
hst c1, c2 in Abhängigkeit des Anfangswertes. Wel
hes Verhalten siehtman für ∆t → 0?b) Impliziter Euler Yk+1 = Yk + ∆t F (Yk+1), k = 0, 1, 2, . . .. Dies erfordert jedo
h das Lösen desni
htlinearen GS in jedem Zeits
hritt:
G(Yk+1) := Yk+1 − Yk −∆t F (Yk+1)

!
= 0wel
hes mit Hilfe des Newton Verfahrens

G′(Y
[ν]
k+1)δ = −G(Y

[ν]
k+1), Y

[ν]+1
k+1 = Y

[ν]
k+1 + δ, [ν] = 0, 1, 2, . . .

Y
[0]
k+1 = Ykgelöst werden kann. Implementiere den impliziten Euler analog zu Teil a) und benutze dabei dieanalytis
he Ja
obimatrix. Was fällt auf im Vgl. zum expliziten Euler?


