
Universität UlmInstitut für Numeris
he Mathematik Prof. Dr. Dirk LebiedzMar
 FeinJo
hen SiehrÜbungen 11 zur Modellierung und Simulation III (WS 2012/13)http://www.uni-ulm.de/mawi/mawi-numerik/lehre/wintersemester-20122013/vorlesung-modellierung-und-simulation-3.htmlAufgabe 11.1 (Hopf Bifurkationen: Übergänge von Glei
hgewi
hten zu Grenzzyklen)Betra
hte das System
ẋ = −y + µx+ xy2

ẏ = x+ µy − x2
(1)a) Zeige, dass eine Hopf-Bifurkation am Fixpunkt (x∗, y∗) = (0, 0) mit si
h änderndem µ auftritt. Fürwel
hes µ tritt diese ein?b) Visualisiere die Hopf-Bifurkation numeris
h mit den Verfahren aus Blatt 6.
) Bestimme die Eigens
haft der Hopf-Bifurkation analytis
h: Ist diese super- oder subkritis
h?Hinweis: S
hreibe (1) zuerst in der Form

ẋ = −ωy + f(x, y)

ẏ = ωx+ g(x, y),wobei f and g ni
htlineare Terme enthalten. Bestimme hierauf
a =

1

16

(

fxxx + fxyy + gxxy + gyyy +
1

ω
{fxy(fxx + fyy)− gxy(gxx + gyy)− fxxgxx + fyygyy}

)

,wobei die partiellen Ableitungen an (x∗, y∗) ausgewertet werden. Dann gilt für die Hopf-Bifurkation:
a < 0 superkritis
h (stabiler Grenzzyklus)
a > 0 subkritis
h (instabiler Grenzzyklus).Aufgabe 11.2 (Oszillierende 
hemis
he Reaktionen)Ein einfa
hes dimensionsloses 
hemis
hes System stellt der Brusselator dar:

ẋ = 1− (b+ 1)x+ ax2y

ẏ = bx− ax2y,mit a, b > 0 und �Konzentrationen�, x, y ≥ 0.a) Bestimme alle Fixpunkte und klassi�ziere sie.b) Visualisere die Hauptisoklinen und �nde die trapping-Region des Flusses.
) Zeige, dass eine Hopf-Bifurkation auftritt und bestimme den kritis
hen Wert b = bcrit.d) Argumentiere mit dem Satz von Poin
aré-Bendixson, ob es Grenzzyklen für b < bcrit oder b > bcritgibt.e) Was ist die ungefähre Periode des Grenzzyklus für b ≈ bcrit?f) Erstelle numeris
h Phasenportraits für si
h ändernde Parameter (halte beispielsweise a konstantund variiere b). Zei
hne au
h die Hauptisoklinen aus b) ein.
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