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1 NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

Nachdem wir uns in der Vorlesung Numerik | mit dem Losen dime Gleichungssysteme
beschaftigt haben, wenden wir uns nun nichtlinearen Glgigen (in einer oder mehreren Va-
riablen) zu. Diese Gleichungen treten haufig als Teildudgbei der Behandlung komplexerer
Probleme auf.

Abb. 1.1: Losung von zwei Gleichungen in zwei Unbekanni2ie. durchgezogenen Linien sind
Niveaulinien zuf(z,y) = 0, die gestrichelten Linien zy(x,y) = 0. Die gesuchten Losungen
sind die Schnittpunkte der vollig unabhangigen Nuléimi Die Anzahl der Nullstellen ist im All-

gemeinen a-priori nicht bekannt.

1.1 PROBLEMSTELLUNG UND BEISPIELE

In der Numerik 1 haben wir lineare Gleichungssysteme
Az =0b, AeR"™™ beR"

betrachtet, d.h. in diesem Fall hatten wir ein lineare Fionkl : R™ — R"™. Ist nun allgemein
ein System vom nichtlinearen Gleichungen in Unbekannten gegeben, d.h. mit einer stetigen,
nichtlinearen Funktion

F:R" - R",

so kdnnen wir das gegebene Probléif) = b in eine Nullstellenaufgabetransformieren, so
dass Losungem € R™ der Gleichung

F(z):=F(z)—b=0 (1.1)

zu bestimmen sind. Noch allgemeinéf:: Q2 — W mit MengenQ), W C R"™. Wir beschranken
uns aber in dieser Vorlesung auf den B&ll= R™. Fr

e n = 1 spricht man von eineskalarenGleichung,
e flrn > 1 von einemSystem

Zur Motivation stellen wir zunachst mehrere Modellbeidgj bei denen nichtlineare Gleichungen
auftreten, vor.



Kapitel 1: Nichtlineare Gleichungen

Beispiel 1.1.1 (Erste einfache Beispieleé)Vir beginnen mit einigen einfachen Beispielen, die
aber bereits einen Eindruck von der Vielfalt nichtlineaBdeichungssysteme vermitteln.

(@) Losef(x) = 0 fur f(x) = 2% — 2px + ¢ mit p,q € R. BekanntermaRen gibt es zwei
Losungenr; 2 = p & /p? — ¢. Fallsp? — ¢ < 0 gibt es keine reelle Losung. An diesem
ganz einfachen Beispiel sieht man bereits, dass ExisteshEunmtleutigkeit im nichtlinearen
Fall nicht trivial sind.

(b) Es mussen aber nicht immer Zahlen (oder Vektoren) deaigdgen Losungen sein. Als
Beispiel betrachte man nichtlineare Differentialgleichan, z.B. die Transportgleichung
(,Burgers—Gleichung*):

d d
Eu(t,x) + u(t,:ﬂ)%u(t,x) =0, (kurz: wus+wuu, =0)
wobeiu(t, x) die Geschwindigkeit eines Teilchens zur Zegtm Ortx ist. Die Unbekannte
ist also eind~unktion man sucht in eineranendlich-dimensionaleRaum (den Raum aller
in t und x stetig differenzierbareb Funktionen). Anwendungen sif&l Simulationen des
StralBenverkehrs oder Informationsausbreitung im Interne

(c) Numerische Transformation von Wahrscheinlichkeiext&illungsfunktionen und die Be-
rechnung von Quantilen. Aus der Wahrscheinlichkeitsraognkennen Sie Tabellen von
Quantilen z.B. der Standardnormalverteilung. Diese kdnmicht exakt berechnet werden,
sondern ergeben sich als Losung eines nichtlinearen émabl

(d) Fast alle,realen* Phanomene sind nichtlinear — werden oft zur Véagimung linearisiert.

Wie man schon an obigem Beispiel sieht, hat man hier kgiaadlichen® Kriterien fur Existenz
und Eindeutigkeit. Dies hat naturlich auch Konsequengemie numerischen Losungsverfahren.
Im Folgenden zeigen wir weitere Beispiele.

Beispiel 1.1.2 (Zinssatz bei einem Kredit)Wie hoch darf der Zinssatz sein, wenn man einen
Kredit Uber 10.000 Euro in 10 Jahren abzahlen mdchte unu ahstens 250 Euro monatlich
aufbringen kann? Oder allgemeiner eine Kreditsunfigdn n Jahren mit monatlichen Rate®
getilgt haben mochte?

Der Einfachheit halber rechnen wir den jahrlichen Zirsgah einen monatlichen Zinssatz um,
d.h. verzinst man monatlich mit einem Prozentsatnder jahrlich mitp, so erhalt man am Ende
des Jahres jeweils das Gleiche. Die Beziehung zwispherm ist also(1 +m)'? =1 + p.

Fur den Restbetraff; des Kredits naclh € N Monaten gilt:

K; = Ki1(14+m)-R,

K1 = KZ(I—i—m)—R:[Kz_l(l—i—m)—R](l—i—m)—R,
= Kia(1+m)® = R[(1+m)+1],

K, : Ko(l+m)" =R [1+m)" ' +...+(1+m)+1],
= Ko(14+m)"=RI[(1+m)"—1]/m,
= (Ko—R/m)(1+m)"+ R/m.

Zu gegebener Kreditsumni€,, monatlichem Zinssatz: und Tilgungsdauer{ Monate) berech-
net sich die Ratd?, um den Kredit vollstandig zu tilgen, indem wif,, = 0 setzen, d.h.

R=Kym((1+m)"/[(1+m)"—1].
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Abschnitt 1.1: Problemstellung und Beispiele

Auch die Tilgungsdauer lasst sich analytisch darstellen

 log(R/(R—m Kp)
B log(1 +m) '

(Wie ist hier das Ergebnis zu interpretieren, fallaicht ganzzahlig ist?) Wie gewinnt man jedoch
m zu gegebeneiy, > 0,n € N, Ky > R > K/n aus der Gleichung

(mKo—R)(14+m)"+R=07

Es ist offensichtlich, das8 < m < 1 gilt und f(m) := (m Ky — R)(1 +m)"™ + R nur eine
Nullstelle in(0, 1) hat. Aber wie kann man diese einfach, schnell und numeristfi estimmen?

10°

f(m)
[f(m)]|

_ L L L L L L L L L
0 0.002 0.004 0.006 0.008 0.01 0.012 0.014 0.016 0.018 0.02
m

Abb. 1.2: Der Graph vorf(m) := (m Ko — R)(1 + m)" + R (links, y-Achse linear skaliert,
x € [0,0.02]) bzw. | f(m)]| (rechts, logarithmisch-skaliert, € [0, 0.1]) fur Ky = 10000, R = 250
undn = 48. Die Funktionf hat eine Nullstelle bei und beiz 0.008.

Beispiel 1.1.3 (Nullstellen von Orthogonalpolynomen)Sei P,, der Vektorraum der Polynome
vom Grad kleiner gleich. Die LegendrePolynome P, € P, (n = 0,1,2,...) erfullen die
Drei-Term-Rekursion

Py(z) =1, Pi(z) =z, (n+1)Py1(z) = 2n+ 1)aP,(z) — nP,_1(x), neN.

Die ersten Legendre-Polynome lauten

Py =1, Py = — (523 — 3x),

P =z, Py = = (352" — 3027 + 3),

(6325 — 702 + 15z) .

0|~ 0|~ N~

1
Py = 5(3952 —1), Py=

Die Nullstellen deiLegendrePolynome liegen irf—1, 1) und die Nullstellen vorP, trennen die
Nullstellen vonP,;; (n € N). Mit Hilfe dieser Eigenschaft lassen sich sukzessive Vatiés

finden, in denen Nullstellen liegen, z.B. hat die NuIIsteIIeél) = 0 und somit liegen die Null-
stellengf), 52) von P, in (—1,0) und (0, 1), die NuIIsteIIengf’), 53), gé‘g’) von Ps in (—1,5&2)),
(552), 52)) und ( 52), 1). Diese Eigenschaft deregendrePolynome gilt auch fur weitere Ortho-
gonalpolynome (siehe Sa®? in Kapitel 3). Die Berechnung der Nullstellen ist u.a. wighim
Zusammenhang mauzQuadraturformeln.
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Beispiel 1.1.4 (Extremalstellen von skalaren Funktionen)Die mehrdimensionale Erweiterung
derRosenbrockFunktion f : R” — R mit

n—1

fl@) = [(1—2)* +100(zi1 — 27)%], = €R”

i=1

hat fur n» > 4 mindestens ein lokales Minimum in der Umgebung \on, zs, ..., z,)T =
(—=1,1,...,1)" neben dem globalen Minimuiy, ..., z,)" = (1,...,1)T. Diese Extremalstel-
len erfullen notwendigerweise die GleichuRy = 0. Wie kann man nun fiin > 4 ein solches
lokales Minimum bestimmen? Dies bedeutet, gia R™ \ {(1,...,1)T} ist zu bestimmen mit
g(fE) = (gl(iﬂ),,gn(ﬂ?))T:O,
d
g1(z) = 8—f = —2(1 — x1) — 400z (x5 — 22),
1
() - 9F | . 2 2 _
gi(x) = s —2(1 — ;) — 400z;(zip1 — x7) +200(x; —z7q), 1=2,...,n—1,
(2
d
gn(x) = 8—xfn = 200(z, — 22 _4).

1.1.1 Notation

Sei X der zugrunde liegendBanachRaum. Auf3erdem bezeichnen wir njit || eine beliebige
Norm auf.X. Wir betrachten hier die Falle

e X =R versehen mitder Betrags-Norin | = | - | und
e X =R"

Vektorenz € R™ werden hier grundsatzlich aBpaltenvektorenverstanden. Mit:” bezeichnen
wir den durch Transposition entstehenden Zeilenvektor.

Wenn nicht explizit anders erwahnt, verwenden wir a&af = R" die Euklidische Norm
[T = 1l []2 mit:

n 1/2
||90H2=\/90T5'3=<Z:6?> . zeR™
=1

Weitere nitzliche>-Normen sind hier die Betragssummennorm

n
ol = 3 Jail
i=1

und die Maxiumsnorm

l2lloo = max |il.

Seie > 0 undz* € R", dann bezeichnen wir digffene e-Umgebung umz* mit K (z*):
K (z*):={z e R": ||2" — z|| < €}.
Ist die skalarwertige Funktiofi : R™ — R stetig differenzierbar, dann wird
9
8 (2)
Vi(z)= : eR"

o
W];(SU)

'Rosenbrock, Howard Harry (1920 - 2010)

Numerik II, 28. Juni 2013



Abschnitt 1.1: Problemstellung und Beispiele

derGradient von f im Punktz genannt. Istf zweimal stetig differenzierbar, dann nennt man

OI () ... gld—(x)

0x1011 €T 0x10zn x
Vi (x) = : : e R™ T
9? 9?
anafazl (x) e 8J1"8fxn (x)
die Hesse-Matrix von f im Punktz.
Ist F : R™ — R" stetig differenzierbar, dann ist
VF (z)” Go(@) .. G(@)
Jp(x) = : = : : €R™"
VE,(x)" g%(:v) gTFz(x)

die JacobiMatrix von F' im Punktz.

1.1.2 Grundlegende Begriffe: Konvergenzgeschwindigkeit

Wir betrachten stets eine Folge als ein iteratives Verfalateg Approximation einer Unbekannten
x*, z.B. der Losung vorF'(z) = 0. Also mdchten wir naturlich, dass

k) *

2 -z, k—o o

moglichst schnell konvergiert. Oder, anders ausgedy ek vorgegebenen> 0 (einer Toleranz)
mochten wir moglichst wenige Schritte unternehmen, also

lz®) — % < e

mit einem moglichst kleinem = n(e) € N. Dies fuhrt auf den Begriff deliKonvergenzordnung
die ein Maf fir die Konvergenzgeschwindigkeit ist.

Definition 1.1.5 (Konvergenzgeschwindigkeit)Sei(z(*)) <y eine konvergente Folge mit®) ¢
R™ und Grenzwert* € R".

1. Man bezeichndt:*)),.cy als (mindestendinear konvergent (oderQ-linear konvergent),
wenn es eif) < p < 1 gibt mit

|2®+D) — || < plla™® —2*||, k=0,1,....
Die zahlp wird Konvergenzfaktor (oder auchKontraktionsrate ) genannt.
2. Gibt es eine gegen Null konvergente Falgg)iecn mit
2D — 27| < ppfla® — 2|, k=0,1,...,

so heiBt(z®)),cn (mindestenspuperlinear konvergent (oder Q-superlinear konver-
genl.

3. Gibteseirp > 0 und einl < g € R mit
2D — ¥ < plla® —2*||%, k=0,1,...,

so heil3t(xy)ren konvergent mit (mindesten&onvergenzordnung q. Fiirq = 2 spricht
man auch von (mindestengladratischer Konvergenz (oder(-quadratischer Konver-

gen2.
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4. Man nennfxy)ren R-linear konvergent mit Rate0 < v < 1 gegenc™, falls es eine Folge
(ar)ken C (0,00) gibt, dieQ-linear mit Ratey geger0 konvergiert, so dass gilt:

2™ — 2*|| < o filrk — oco.

5. Die Folge(xy)ren heifSt R-superlinear konvergent mit Rate0 < ~ < 1 gegenx*, falls
es eine Folgéay )en C (0, 00) gibt, dieQ-superlinear mit Rate geger0 konvergiert, so
dass gilt:

2™ — 2*|| < o filrk — oco.

6. Die Folge(xy)ren heil3t R-quadratisch konvergent gegenx™, falls es eine Nullfolge
(ar)ken C (0,00) gibt, dieQ-quadratisch gegemkonvergiert, so dass gilt:

H:E(k) - $*|| < ok furk — oo.

Bemerkung 1.1.6 (Charakterisierung der)-Konvergenz viaLandauscher-Symbolik) Mit
der o- und?-Notation kann man die Definitionen auch wie folgt schreitigine Folge(z*)),.cx
mit z(¥) — 2* hei3t (mindestens)-superlinear konvergent, falls

2D —2*| = o(||l2™ —2*),  furk — oo,
die Folge hei3t (mindesteng)-quadratisch konvergent, falls

|z®+D) — 2| = O(|a® — 2*||?), firk — .

Bemerkung 1.1.7 (Charakterisierung derQ-Konvergenz iiber Briiche) Eine Folge(z®));ex
mit z(¥) — 2* wird auch algQ-superlinear konvergentbezeichnet, falls

i Hx(lc—I—l) _ x*H 0
m —— =
b=oo [lz) = 2]
gilt und als@Q-quadratisch konvergent, falls

b 20 —27]

Diese Charakterisierungen sind allerdings nur mégliagnme*) + =* fir allek € N gilt.

Moativiert durch diese Beschreibung definiert man

Definition 1.1.8 (@-und R-Faktor) 1. Q-Konvergenz:

(a) Fiir eine Folgéx™®)),cn mitz*) — z* undp € [1, 00) wird

lim sup,_o, W falls 2 + 2*  fur allek € N,
Qq(z™) == 4 0, falls 2 — o fur allek > ko,
+00, sonst.

der Quotienten-Konvergenzfaktor (Q-Faktor) von (z(*)),cn genannt.
(b) Die Grol3e

Oq (™) := inf{p € [1, +00) Qp(z")) = o0}
heitQ-Konvergenzordnung der Folge(z*)),.cx.
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2. R-Konvergenz:

(a) Fir eine Folgéx™®)),cn mitz™*) — z* undp € [1, 00) wird

Ry (z® limsup,,_, [|[#®) — z*||V*,  fallsp =1,
) =
v limsupy,_,o, [|[z®) — 2*||/?", fallsp > 1,

derWurzel-Konvergenzfaktor ( R-Faktor, engl. root-factor) von(z*)),.cy genannt.
(b) Die GroB3e

Ry(a™) == inf{p € [1, +00) Ry(z™) =1}
heilt R-Konvergenzordnung der Folge(z®)),cx.

Bemerkung 1.1.9 Die Definition Q-Konvergenz basiert somit auf dem Quotientenkriterium fii
Reihen, wahrend di&-Konvergenz auf dem Wurzelkriterium fiir Reihen basiefffe@bar impli-
ziert Q-Konvergenz die entsprechenBleKonvergenz.

Bemerkung 1.1.10 Firp = 1 undp = 2 gilt
Q1(z™) =0 Q-superlineare Konvergenz
0<Q(z®) <1  Q-lineare Konvergenz
0 < Q2(z™) < +00  Q-quadratische Konvergenz

1.2 XALARE NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

Betrachten wir zunachst die Situation in einer RaumdinoendMit anderen Worten, in diesem
Abschnitt beschaftigen wir uns zunachst mit Verfahren lzosung einer skalaren nichlinearer
Gleichung

flx)=0.

wobei! :=[a,b] C Rundf : I — R eine stetige Funktion.

1.2.1 Bisektionsmethode

Die Bisektionsmethode ist ein sehr einfaches robustesakerh, das jedoch nur figkalareGlei-
chungen geeignet ist.

Herleitung des Algorithmus: Diese Methode, motiviert durddberlegungen aus der reellen ein-
dimensionalen Analysis (siehe Intervallschachtelung$t (1.1) dadurch, dass sie die Losung
durch systematisch kleiner werdende Intervalle eins@hliMan geht von der Annahme aus, es
sei ein Intervalll := [a, b] bekannt mitf(a) - f(b) < 0. Da wir f stetig vorrausgesetzt haben
konnen wir den Zwischenwertsatz anwenden. Mit anderertépdie Annahmeé (a) - f(b) < 0
liefert die Existenz eine Nullstelle* € (a,b), d.h. die Existenz eines* im Inneren von/ mit

f(z%) =o.

Zunachst wird in den Mittelpunktn = 1 (a + b) des Intervalls der Funktionswertf (m) be-
stimmt. Istf(m) # 0 entscheidet nun das Vorzeichen, in welchem der TeilintierV@, m|, [m, ]
die gesuchte Losung* liegt. Nun passt man die Intervallgrenzen entsprechendadass:™ im
neuen halbierten Intervall liegt und beginnt von vorne.
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Etwas mathematischer: Wir bezeichnen die Grenzen des Agsgmervalls] mit ap = a
und by := b wahlen als Startwert den Mittelwent”) := L(ag + by). Filhren einen Vor-
zeichentest durch, um zu prifen, auf welcher Seite desMithkis die Nullstelle liegt. Falls
f(x®)f(ap) < 0 ist wahlen wir das linke Teilintervall als neues Intervalhd setzen
a1 = ag.by = z©, ansonsten, wahlen wir das rechte Teilintervall und setze
a1 == 2 by := by. Von dem neuen Teilintervall bestimmen wir unsere nachstéerte wie-
derum als Mittelpunkt:(!) = 1(a; + b1). Wir erhalten damit folgenden Algorithmus:

Algorithmus 1.2.1 (Bisektionsmethode)Seien! := [a, b] mit f(a)f(b) < 0, ¢ > 0 gegeben und
setzeny := a, by :=b.
Furk=0,1,2...:

1) Berechner®) = 1(ay, + by,) und f(z)).
2) Falls|f(z®))| < ¢, STOPP.
3) Falls f(z®)f(ax) < 0, setze
(k)

Ap41 i= Ak, bpyr =™,

sonst

ap1 =™ by = by

Bemerkung 1.2.1 (Abbruchbedingungen)Seie > 0 eine gegebene Toleranz. Man kénnte an
die folgenden zwei Abbruchbedingungen fiir das Bisektierfahren denken: Einerseits das in
Algorithmus 1.2.1 Schritt 2 verwendete Abbruchkriteriumej dem gefordert wird, dass der Funk-
tionswert in der aktuellen Naherung betragsmaliig sedin kvird:

[f@M)] <.

Und andererseits, das im nachfolgenden Matlab-Programmevelete Abbruchkriterium, bei
dem der Algorithmus abbricht, wenn das Intervall sehr kigird:

lak — bi| < e.

MATLAB -Funktion: BisektionsMethode.m

function Nullstelle = BisektionsMethode(a,b,func,epsilon)
% Initialisierung
temp=[]
fa = func(a); fb = func(b);
whi | e abs(a-b) > epsilon
m = (a+b)/2;
fm = func(m);
it fm ==
Nullstelle = m;
return
elseif fa*xfm < 0
b m;
13 fbo = fm;
14 el se
15 a
16 fa

© 00 N O OB~ W N PP

e
N B O

m;
fm;
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end

temp = [temp;m];
end

% Losung
Nullstelle = m;

MATLAB -Beispiel:

Testen wir nun die Bisektions- >> n = 48;
methode anhand von Bsp. 1.1.2>> KO = 10000;
Wie hoch darf der Zinssatz sein,> fR =@2(50?) (1 KO-R) + (Lem) neR:
wenn man einen Kredit ibaép.000 >~ ' = @(mM) (M *BY-K) > {(1+m) n+k;
Euro in 48 Monaten zuriickzahlen >> m = Bisektionsmethode(eps,1,f,1e-7)

m =
mbchte, z_alber nu250 Euro monat- 0.00770145654678
lich aufbringen kann? >> p = 100 * ((1+m)"12-1)

p =

9.64343564476941

Nach der Umrechnung in den jahrlichen Zinssatz sehen a&s evir uns den Kredit nur erlauber
kdnnten, wenn der Zinssatz niedriger al65% ist.

Offenbar wird die Intervalllange in jeder Iteration haki Die Methode konvergiert somit. Gleich-
zeitig erhalten wir eine a-priori Fehlerabschatzung.shialten wir in der folgenden Bemerkung
fest.

Bemerkung 1.2.2 (Konvergenz des BisektionsverfahrensBetrachten wir den Mittelpunkit*)
des Intervalls nach dér-ten Intervallhalbierung als Naherung ah so gilt die a-priori Fehler-
abschéatzung

N b—a
|£E<k)—56 | < o

k=0,1,2,....

Da die Fehlerschranke wie eine geometrische Folge abniitiest, man manchmal, dass die
»Konvergenzordnung“l sei (also lineare Konvergenz vorliege). Nach Definition.q.kt das
Bisektionsverfahremicht QQ-linear konvergent, da auf der rechten Seite der Abschgtzicht
|z(k=1) — 2*| steht, man also keine monotone Reduktion des Fehlers haibEBeispiele, bei
denen der Fehler springt, vgl. [QSS8,2]. Allerdings ist das Bisektionsverfahrétilinear kon-
vergent, denn die Folge der Betrage der absoluten Fefller= z*) — z*, d.h. (8;.)ken, Mit
= \e(k)], wird durch die linear konvergente Folgey,).cn, Mit oy, := b — a/2F majorisiert.

1.2.2 Regula-Falsi

Herleitung des Algorithmus: Wiederum gehen wir davon aus, dass ein Interfal: [a, b] mit
f(a)- f(b) < 0 bekannt sei. Anstatt nuhdurch Hinzufuigen eines Mittelpunkts in zwei Intervalle
zu zerlegen, wahlen wir eine zusatzliche Stéllelie Nullstelle der Geraden durch, f(a)) und
(b, (b)), d.h. ) £6) - bf(a)
—a a — a
T @ T e - )
Mit den beiden Intervallena, &], [£, b] verfahren wir nun analog zur Methode der Intervallhal-
bierung. D.h. durch einen Vorzeichentest priifen wir wiegiewelchem der beiden Teilintervalle

(1.2)

at.: ,Regel des falschen Ansatzes"

Numerik II, 28. Juni 2013
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die Nullstelle liegt, und nehmen das entsprechende Irtealganeues Intervall. Als Algorithmus

yA

=Y

Abb. 1.3: Die geometrische Interpretation der Regulaiffdithode.

ergibt sich somit:

Algorithmus 1.2.2 (Regula-Falsi) Seienl := [a,b] mit f(a)f(b) < 0, € > 0 gegeben und setze
ap := a, by :=b.
Furk=0,1,2...:

1) Berechner®) = —“kf((ll)’:)) b’zf() und f(z(*)).

2) Falls|f(z*))| < ¢, STOPP.
3) Falls f(ax)f(z®) < 0, setze

. o (k
i1 = ag, by =W,

sonst

(k).

Agq1 = b1 = bg-

Satz 1.2.3 (Konvergenzordnung Regula-Falsi-Methodels seiz* einzige Nullstelle von f in
I := [a,b], f € C3(I) und f'(z*) - f"(x*) # 0. Dann betagt die Konvergenzordnung der
Regula-Falsi-Methode = 1.

Beweis. Es bezeichnéz(®)),.cy die sich aus aus obigem Algorithmus 1.2.2 ergebende Folge vo
,Mittelpunkten®, d.hz*) € (a;, by) (k € N). Es seien

gpi=ap —x", 5% =b —x*.
Aus (1.2) und der Voraussetzurfgz*) = 0 folgt

oy e a® g~ (o= @) (k) = (b — 27) f(ax)
. (o) = f(ax)

erf(x* +€k) kf(x + %)
£ +€k) flx* 4 €f) ’

Numerik II, 28. Juni 2013
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Da f € C3(I) nach Voraussetzung gilt, liefert di@aylor’-Entwicklung:

e f"(x*) +...}
2f(a) + .

epfel f' (@)

- (a%)Qf”(x*) o= el f () + 5
(e

(
e (@) + .} — {eff (=) + 3(ef
epler — e " (@) + ...
(%) + 3(eb +ed) f(a*) + ...}

+
1

™M
~Q

—~
—

Nach der Herleitung des Algorithmus gilf, < z* < b;,. Demzufolge besitzes] und sz entge-
gengesetztes Vorzeichen und es gilt weier- ¢ > 0. Fir hinreichend kleings¢| und|<? | folgt
damit
" *
o ) ot (1.3)

2f(x*)

Mit f”(x*) # 0 gilt aber weiterhin, dasg in einer hinreichend kleinen Umgebung vehkonvex

oder konkav ist, und folglich bleibt ein Intervallende fesid wird im Verfahren nur umbenannt.

Deshalb ist nur direkt proportional zu einem der beiden vorhergehemgemjersz. Die asym-
ptotische Fehlerkonstant@ ist fur eine konkave Funktion gegeben durch

|
2(a")

a *
s €k:€k71:...:€1:x1—1’7

und damit konvergiert die Folg@:(k))keN linear. Analoges gilt fir konvexe Funktionen mg
anstatty. O

MATLAB -Funktion: RegulaFalsi.m

1 function Nullstelle = RegulaFalsi(a,b,func,epsilon)
2 fa = func(a); fb = func(b); % Initialisierung
3 m = (axfb-b *fa)/(fb-fa); fm = func(m);

4 whil e abs(fm) > epsilon

5 1f fa*xfm < 0

6 b =m;

7 fb = fm;

8 else

9 a=m

10 fa = fm;

11 end

12 m = (axfb-b *fa)/(fb-fa);

13 fm = func(m);

14 end

15 Nullstelle = m; % Losung

Taylor, Brook (1685-1731)

Numerik II, 28. Juni 2013
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MATLAB -Beispiel:

Testen wir nun das Regula-Falsi->> n = 48;
Verfahren anhand Bsp. 1.1.2 mit>> KO = 10000;

Ko = 10000, n = 48 undR = 250. >> R = 250; i
>> f = @(m) (m=*KO-R) *(1+m)"n+R;
>> m = RegulaFalsi(le-5,0.1,f,1e-7)
m =
0.00770147244890
Bei einem genaueren Vergleich mit dem Bisektionsverfalstelit man bei diesem Beispiel eine

langsamere Konvergenz des Regula-Falsi-Verfahrens fest.

Bemerkung 1.2.4 (Abbruchbedingung fur Verfahren 1. Ordnung) Wir hatten bereits Uber
denkbare Abbruchbedingungen im Rahmen des Bisektiorawerfs nachgedacht. Allgemeiner
formuliert kbnnte man zu einer gewiinschter Zielgenagiigk> 0 einerseits an die Bedingung

2®) — 2| < e

und andererseit an die bereits angesprochene Bedinguri§))| < e denken. Allerdings enthallt
erster Abbruchbedingung die unbekannte NullstefleFur Verfahren 1. Ordnung gilt mit der
Dreichecksungleichung:

o) — G| > ) _ g D) _ x| > (é - 1) o) _ g

also

|z*) — (1)),

’m(kJrl)_x*’Sl_C

Auf der rechten Seite dieser Ungleichung komrnhicht mehr vor! Oftmals verwendet man daher
flir Verfahren 1. Ordnung auch

|z(k) — g (k+1)] _
ECT

als Abbruchbedingung.

1.2.3 Die Sekantenmethode

Als Modifikation des Regula-Falsi-Verfahrens verzichteanrbei der Sekantenmethode darauf,
die Losung durch zwei Naherungswerte einzuschlief3en.

Herleitung des Algorithmus: Zu zwei vorgegebenen Naherungswerié® undz("), welche die
Losung nicht notwendigerweise einzuschlieRen brauchestimmt manz(?) als Nullstelle der

Sekante
W) = ()
p= (1) — 2(0)

zu (2@, f(z@)) und (2™, f(z(1)). Ungeachtet der Vorzeichen bestimmt man:alds (% eine
nachste Naherung®.

Die Iterationsvorschrift der Sekantenmethode ergibt denmit zu
x(k) — x(kil)

Fl@®) = fat=1)’

g* D) = 2 (8) _ ¢ () E=1,2,.... (1.4)

Als Algorithmus ergibt sich somit:

Numerik II, 28. Juni 2013
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Algorithmus 1.2.3 (Sekantenverfahren) Wahle (%), (1) € R, e > 0.
Faurk=1,2...:

1) Berechne
pk) — p(k=1)

fl@®) = fat=1)

26+ = 2 0) _ p(p®)
2) Falls|f(z**+1D)| < ¢, STOPP.

yA
y=fx)

X2

|

ve) %0

Abb. 1.4: Die geometrische Interpretation der Sekantehouget

Bemerkung 1.2.5 Man beachte, dass das Sekantenverfahren im Gegensatz zordegegangen
Verfahren ein zweistufiges Verfahren ist.

Satz 1.2.6 (Konvergenzordnung Sekantenverfahrenfalls f'(z*)- f”(z*) # 0 gilt, ist die Kon-
vergenzordnung der Sekantenmethpde (1 + /5).

Beweis. Wir betrachten die Sekantenmethode als Modifikation desiRdealsi-Verfahrens. Fur

hinreichend kleine Fehlge,_;| und || bleibt (1.3) fur die Sekantenmethode gultig, bzw. geht

Uber in ")
x*
N 1. 1.
€kt 1 Qf,(m*)e?ké‘k 1 (1.5)

Es besteht jedoch der Unterschied, dass bei Erhohung sah beide Werte,,_; unde; andern.
Mit der KonstanterC' := | f”(z*)/(2f'(2*))| gilt fur hinreichend gro3es

ekl ~ Clek| - ler—1l-

Nach unserer Definition der Konvergenzordnung versuchemwvi dieseDifferenzengleichung
mit dem Ansatz
|5/€| = p|5k—1|pa p>0,p=>1

zu losen. Einsetzen ergibt
2 1
(ert1l =) plerl” = p- pPlenal?’ = C - plexalP* (= Clexl - len-1l).
Diese letzte Gleichung kann aber fir alle (hinreichend3grok nur dann gelten, falls

PP=Cundp’=p+1
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erfullt sind. Die positive Losungy = %(1 + +/5) der quadratischen Gleichung ist des-
halb die Konvergenzordnung der Sekantenmethode. Die dsjisghe Fehlerkonstante ist
p= Cl/p — (0618 [

MATLAB -Funktion: SekantenMethode.m

function x1 = SekantenMethode(x0,x1,func,epsilon)

% Initialisierung

x0 = func(x0); fx1 = func(xl);

whi | e abs(fxl) > epsilon && abs(fx0-fx1) > epsilon

tmp = x1;
x1 = x1 - fx1 = (x1-x0)/(fx1-fx0);
x0 = tmp;
X0 = fx1;
fx1 = func(xl);
end

MATLAB -Beispiel:

Testen wir nun abschlieRend die Se>> n = 48;
kantenmethode an Bsp. 1.1.2 mit> KO = 10000;
R
f

Ko = 10000, n = 48 undR = 250. >> R = 250;
>> f = @(m) (mx*KO-R) *(1+m)"n+R;

>> m = SekantenMethode(le-2,0.1,f,1e-7)
m =
0.00770147248822
Im Vergleich zu den oben gemachten Tests ist hier das Staxtail kleiner zu wahlen.

1.2.4 Fixpunkt-Iteration

Idee: Wie schon bei klassischen Iterationsverfahren zur Lodimegrer Gleichungssysteme be-
steht die einfache Idee darin, das Nullstellen—Probfgnm) = 0, in ein Fixpunkt—Problem um-
zuschreiben. Wir werden schnell sehen, dass diese Idedi@uskisteme von nichtlinearen Glei-
chungen verwendet werden kann. Die Fixpunkt—Funktioretadéinn

o(z) ==z — f(x).

Offensichtlich gilt f(z*) = 0 genau dann, wenn* = ¢(x*), also wennc* Fixpunkt von¢ ist.
Nun sind auch andere Definitionen figrdenkbar, so dass wir eine ganze Klasse von Verfahren
erhalten.

Die Konvergenz von Fixpunkt—Iterationen wird durch dg@anactscher? Fixpunktsatz geklart.
Wir formulieren und beweisen diesen hier in einem etwasealigineren Rahmen als er aus der
Analysis bekannt sein durfte. Insbesondere kann der 8diezser Formulierung auch im nachsten
Abschnitt Uiber nichtlineare Gleichungssysteme angetvardden.

3Banach, Stefan (1892-1945)

Numerik II, 28. Juni 2013
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Satz 1.2.7 (Banachischer Fixpunktsatz)
X sei ein linear normierter Raum mit Norfh ||, E C X sei eine vollsindige Teilmenge voX .
Die Abbildung® : X — X erfulle folgende Bedingungen:

(i) Selbstabbildung®(E) C E, also® : £ — E.

(i) Kontraktion: Es gelte||®(z) — ®(y)|| < L||z —y|| Va,y € E (LipschitZ-Stetigkeit) mit
einer Konstanter < 1.

Dann gilt:
(a) Es existiert genau ein Fixpunkt von® in E.
(b) Die Iteration
2D = o ®), k=0,1,2,... (1.6)
konvergiert @ir jedesz(?) € E gegen den Fixpunkt*.

(c) A-priori-Fehlerabschtzung:

lz®) — | < - Hw(” — 2. 1.7)
(d) A-posteriori-Fehlerabscitzung:
lz®) — 2% < . Hw(’“) — 2. (1.8)

Beweis. 1) Zeige, dasgz*)),cn eine Cauchy-Folge ist: Mit einer Teleskopsumme und der
Dreiecks—Ungleichung gilt

(htm) _ ()| [z ktm) _ plhtm=1) | p(ktm=1) 4 x(k—f—l) 4 kD) _ )

Hw(ker) _ x(kerfl)H 4.+ Hw(kJrl _ x H

2

IN

sowie aufgrund der Kontraktivitat:

2D — 2B = o) — et
< Lllz® — 2zt < < LFlz® — 2O, (1.9)

also wegern. < 1 und der (endlichen) geometrischen Reihe

Hx(ker) - x(k)H < (Lkerfl o+ Lk)H.%'(l) - x(O)H
1-L™
= Lk Hx — 20
Lk k
< 1 _ -
< Zojlat) 2O =g,

Also ist (z(®)) .y eineCauchy-Folge. DaF vollstandig ist, existiert ein Grenzwett, d.h.

H:U(k) — koo 0.

4Lipschitz, Rudolf (1832-1903)
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2) Zeige, dass* ein Fixpunkt ist: Mit der Dreiecks—Ungleichung und der dismnsvorschrift
gilt
lz* = @) = fo* —2® + 2 — (")
lz* — 2 ® ) + [@(2*D) — oz

< ot — 2@ +Lla*D — ¥ =P o,

IN

koo, ko0
alsoz* = ®(z*), dak € N beliebig war.
3) Eindeutigkeit: Seienx* undz** zwei Fixpunkte, d.h.
¥ = ®(z") und 2™ = O(x™).
Dann gilt furz* # z**

[@(z%) = @(z™)[ < Llla" —a™|
= L|®(z") —o(=")]
[®(27) — @),

A

dal < 1. Diesist ein Widerspruch zu* # 2**, also folgtz™ = 2**.
4) Fehlerabscltatzung: Fur jedesn > 0 gilt wie in 1)

2® — || < Ja® — g®ED| 4 |pEED — B2 g — g
= o@E@* ) —2@@®)| +||o@@") - e@FTD))|
+ o4 || B (FFYY — ()|
< L+ L2+ 4 L) ||l* Y — 2B 4 p||arm=l) — |

1-L™
o e R )

1-L
—— Mmoo
m—oo — 0
1-L

also (d) und mit (1.9) folgt dann (c).

U
Bemerkung 1.2.8 1. FirX =R, |- | = |- | (Betrag) undt = [a,b] oderE; = R erhalt man
den Satz fiir skalare Gleichungen. In diesem Fall bezerchnedie Fixpunkt-Funktion mit

o.

2. Man beachte, dass der Satz insbesondere auch fir wteddhensionale Raume, wie z.B.
Funktionenrdume gilt.

Es stellt sich nun die Frage, wie man die VorraussetzungeBateactschen Fixpunktsatzes nach-
prufen bzw. nachrechnen kann. Die nachfolgende FolgeausglenmBanactschen Fixpunktsatz
beantwortet dies.

Folgerung 1.2.9 Sei¢ € C1(R) mit ¢ : [a,b] — [a, b] mit

max |¢/(z)| =: L < 1, (1.10)
z€a,b]

dann besitzt genau einen Fixpunkt und Satz 1.2.7 gilt fir|| = | - |.

Numerik II, 28. Juni 2013
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Beweis. Mit dem Mittelwertsatz gilt

6(x) = ¢(y)l = [¢'(E) (@ —y)| < [z —y] A |¢'(&)] = Ll — ],

also ist¢ eine Kontraktion. O

FUr Fixpunkt-lterationen kann man ein einfach zu handhdbes Kriterium herleiten, um die Kon-
vergenzordnung zu bestimmen.

Lemma 1.2.10 (Konvergenzordnungskriterium fir die Fixpunkt-lteration) Sei¢ : R — R
(p + 1)-mal stetig differenzierbar in einer Umgebung voh= ¢(z*) und es gelte

oV =0, j=1....p=1, o) #0,

dann konvergiert:*+1) := ¢(z(¥)) lokal genau von der Ordnung.

Bemerkung 1.2.11 (Lokale Konvergenz), Lokal* heif3t wiederum fiir alle Startwerté?) ¢ R,

die nahe genug bei* liegen! Zur lllustration des Begriffslokal“betrachten wir aldJbung das
Beispiel f(z) = arctan(xz) = 0 und lose dies mit dem lokalen Newton-Verfahren, welches im
nachsten Abschnitt behandelt wird.

Beweis. Furp = 1 folgt die Behauptung aus Satz 1.2Bafaclscher Fixpunktsatz).
Sei alsop > 1: Wir entwickeln(z) um z* und erhalten mit einergy, € (z(*), 2*)

2B = (k)
(k) _ p*\i (k) _ x\p+1
« x T N T T
= ¢(z*)+ # ) (%) +%¢(p+l)(§k)
~ 4 J: ~— (p + 1)
=z* 7 =0, j=1,....p—1
also mit der Dreiecksungleichung
(D) g 1 . ® —*|
25 — 2o p §17!|¢(p)(90 )|+W|¢(p (&),
k—o0
—
somit folgt die Behauptung. O

Beispiel 1.2.12 (Einfluss der Formulierung der Fixpunkt-Funktion) Die Eigenschaften von
(vor allem die Grol3e der Konstantén beeinflussen die Iteration mafl3gebich. Daher ist u.U. eine
Umformung sinnvoll:

f(x) =2z —tanx, ¢1(z) = L tanz,

¢2(z) = arctan(2z).

Beachte, ist weder Selbstabbildung adif= [0, 5] noch Kontraktion! Man untersuche dies fiir

2.
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Abb. 1.5: Die geometrische Interpretation déswtonVerfahrens.

1.2.5 Das Verfahren vonNewton

Einerseits, da man das Sekantenverfahren aus dem vorawggega Unterabschitt aber auch als
Vereinfachung des nun folgendéfewtor-Verfahren fir skalare Funktionen betrachten kann,
greifen wir hier schon mal vor und betrachten der Vollstgkeit halber zum Abschluss dieses
Abschnitts Uber skalare nichtlineare Gleichungen noaN\#awtonVerfahren im Eindimensiona-
len. Im nachsten Anschnitt wird dieses Verfahren, weldiels auch sehr gut zur Losung nichtli-
nearer Gleichungssysteme eignet genauer behandelt.

Andererseits werden wir sehen, dass die MethodeNemtonzur Klasse der Fixpunkt-lterationen
gehort.

Herleitung des Algorithmus: Ist die gegebene Funktiori(z) der zu lésenden Gleichung
f(x) = 0 stetig differenzierbar, so wird im Verfahren vdtewtondie Funktionf(z) im Nahe-
rungswertz(¥) linearisiert und der iterierte Werf**+1) als Nullstelle der Tangente irt*) definiert
(vgl. Abbildung 1.5). Mit anderen Worten, kann man deswvtonVerfahren fir skalare Gleichun-
gen geometrisch motivieren: der Schnittpunkt der Tangeiitter x-Achse ist die neue Naherung
z*+1) | Aus der Tangentengleichung

T(x) = f(@™) + (@ — 2®) (@)
ergibt sich die Iterationsvorschrift

(k)
L) _ () % , (1.11)

Somit erhalten wir den Algorithmus

Algorithmus 1.2.4 (Newton-Verfahren) Wahlez(®) € R, e > 0.
Furk=0,1,2...:

1) Falls|f(z®)| < ¢, STOPP.

2) Berechne

(k)
gkt = k) _ F@) . (1.12)

>Newton, Isaac (1642-1727)
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Im nun folgenden Satz verwenden wir, dass die MethodeNewtonzur Klasse der Fixpunkt-
Iterationen mit der Funktion

f(x)
f'(x)

o(x) =z — mit  ¢(z*) = x*. (1.13)

gehort, um die lokale quadratische KonvergenzewtonVerfahrens zu zeigen.

Satz 1.2.13 (Lokale Konvergenz deslewtonVerfahrens fur skalare Probleme) Es sei
I := [a,b] ein echtes Intervall mit < z* < bund f € C3(I) mit f'(z*) # 0, d.h.z* ist
eine einfache Nullstelle voji(x). Dann existiert ein Intervally; = [z* — §,2* + §] mitd > 0,
fur welches die Fixpunkt-Funktiop : Is — I definiert geraf3 (1.13) eine Kontraktion darstellt.
Ferner ist fir jeden Startwert:(") ¢ I; die Konvergenz der Folgery ) ey desNewtonVerfahrens
mindestens von quadratischer Ordnung.

Beweis. Fur die erste Ableitung von erhalten wir

PR f@@) _ f@ @)
. O T

Da f(z*) = 0, f'(z*) # 0und f € C?(I) vorausgesetzt sind, gilt auehl(z*) = 0. Aus
Stetigkeitsgriinden existiert dann éin> 0 derart, dass

|¢'(z)| <1 furallex € [z* — 82" + 6] =: Is

gilt. Somit ist ¢ eine Kontraktion inls. Weiterhin sind furls die Voraussetzungen dd3a-
nachschen Fixpunktsatzes erfullt und damit ist die Konvemeaon () xen gezeigt.

Zum Beweis der Konvergenzordnung definieren wift!) := 2 +1) — 2* Eine Taylor-
Entwicklung vong um z* und ¢’ (z*) = 0 liefert

e(k-i—l) — x(k-ﬁ-l) = ¢($(k)) _ ¢($*)

= ¢z + M)~ ¢(a")

— () + ey 4 0

¢ (2" + Ope™) — p(a*) mit6 € (0,1)

= )" + 6e®)

Damit gilt also

|5U(k+1) — 1 " (k)

< - s 0 =: My, .

2 — 2 205;}11@ (2" + Ope'™)| k
Da aber auch

() = F'(@)?f" (@) + f (@) [ (@) [P (x) = 2f () [ ()
frx)?

giltund f € C3(I) vorausgesetzt wurde, existiert éihc R mit M, < C, furk =0,1,2,... und
somit ist dadNewtonrVerfahren quadratisch konvergent. O
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MATLAB -Funktion: NewtonSimple.m

function [xnit] = NewtonSimple(x,f,Df,tol, maxit,param)
nit = 0;

fx = f(x,param);

whi | e norn(fx) > tol && nit <= maxit

nit = nit+1;
x = X-Df(x,param)\fx;
fx = f(x,param);

end

nit

Beispiel 1.2.14Vergleichen wir nun die Bisektionsmethode, das Sekantéiven und dablew-
ton-Verfahren angewandt auf das Problem aus Bsp. 1.1.Zmie 10000, n = 48 und R = 250
sowie Anfangsbedingungen= eps, b = 1 fiir die Bisektionsmethode;© = 1/2, z(!) = 1 fir
das Sekantenverfahren unt) = 0.1 fur dasNewtonVerfahren, so erhalten wir die in Abb. 1.2.5
dargestellte Konvergenz.

10

10° - a

10° o B

10° + H \

Fehler
o

10° L a]

-10 ‘

10k \

107k L

—#— Sekanten

B - Bisektion

Newton

10’]4 I I I I I I I I

0 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Anzahl Iterationen

Abb. 1.6: Konvergenz von Bisektions-, Sekanten- ielvtonVerfahren angewandt ayf(m) =
(m-Ko—R)-(1+m)"+ Raus Bsp. 1.1.2 mik{y, = 10000, n = 48 und R = 250.

1.2.6 Effizienz

Was nutzt eine hohe Konvergenzordnung, wenn man diese ehnvOperationeperkauft'? Ein
solches Verfahren ware ineffizient. Djeeuersten” Operationen sind i.d.R. bei der Auswertung
der Funktionf versteckt. Dies konnte ja z.B. die Losung einer partielEfferentialgleichung

bedeuten. Daher verwendet man die Anzahl der Funktionsatisvgen als Synonym fir den
Aufwand bzw. die Anzahl der Operationen.

Definition 1.2.15 (Effizenzindex) Seim die Anzahl von Funktionsauswertungen pro lterations-
schritt. Damit definiert man defffizienzindex

ind := pm, (1.14)
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wobeip die Konvergenzordnung des Verfahrens angibt.

Beispiel 1.2.16 Wir fassenp undm fur die oben vorgestellten Verfahren zusammen.

Verfahren RS ind
Fixpunkt-lteration| 1 1 1
Newton 2 |2 V2
Sekanten L5 | 1 | & 1.6(> v2)!
Regula Falsi 1 1 1

Unter der Annahme, dass die Auswertung yoin etwa so aufwendig ist wie die vofi.

Bemerkung 1.2.17 Bislang haben wir neben der Stetigkeit vbr- aul3er entsprechenden Diffe-
renzierbarkeit belNewton— keine Eigenschaften vahivorausgesetzt. Flir speziellere Funktionen
kann man durch Ausnutzung der zusatzlichen Informatiaférientere Verfahren konstruieren.
Eine Klasse,spezieller* Funktionen sind Polynome.

1.2.7 Nullstellen von Polynomen

Auf den ersten Blick kbnnte man meinen, dass die Nullstekstimmung von Polynomen eine
eher akademische Fragestellung ware. Dem ist nicht sobEganz konkrete Anwendungen z.B.
bei der Bestimmung von Eigenwerten als Nullstelle des ¢haraitschen Polynoms oder in der
Computergraphik z.B. bei der Darstellung von Flachen uastitnmung von Durchstosspunkten.
Es stellt sich heraus, dass man fur Polynome VarianteiNdadonVerfahrens konstruieren kann,
die global konvergieren.

1.2.7.1 Globale Konvergenz debllewton-Verfahrens
Fur Polynome kann man unter bestimmten Voraussetzungagiatiale Konvergenz deslewton
Verfahrens fur Polynome beweisen. Grundlage ist der falgeSatz.

Satz 1.2.18Falls fur P € P,,, p(z*) = 0,
P(z) >0, P'(z) >0, P"(x) >0 Vx> a*, (1.15)

gilt, dann liefert dasNewtonVerfahren iirr alle Startwertez(?) > z* eine monoton fallende Folge,
die gegenc* konvergiert.

Beweis. Der Beweis ist klar, wenn man z.B. die folgende Zeichnungdoétet.

Numerik II, 28. Juni 2013



22

Kapitel 1: Nichtlineare Gleichungen

Bemerkung 1.2.19 Aus Satz 1.2.18 bekommt man Schrankemftimit Hilfe der Koeffizienten
vonP.

Folgerung 1.2.20 Sei P € P,, undz* sei die betragsgrofite Nullstelle, = 1. Dann gilt: Das
Newton-Verfahren konvergiert fiir alle®) mit || > |z*| und sgn(z(?)) = sgn(z*).

n .
Definition 1.2.21 (Begleitmatrix) SeiP(x) := ) aja’ € P,, a,, = 1, dann heif3t die Matrix
j=0

0 1
0
A= 0 . e R™™ (1.16)
0 1
_<—a0 el e —Qp—9 ~—an,1_

Begleitmatrix vonp.
Bemerkung 1.2.22 Es gilt
Pa(A) =det(AM — A) = P(\) = Pyr(N),

also istp das charakteristische Polynom vdn Insbesondere sind also die Eigenwerte yodie
Nullstellen vonP. Dies kbnnen wir nun benutzen, um die gesuchten Schrardwealkiten.

Seil| - || eine Norm auf deniR™ und || - || die induzierte Matrix—Norm, also
A
4] = sup | Az
el

Fur einen Eigenwerh* von A zum Eigenvektorr™ gilt auf Grund der Submultiplikativitat von

-1
(Al = A" = [ Az”]] < [|A] =",

d.h. wegen
AT < [|A] (1.17)
ist die Matrix-Norm eine obere Schranke.

Beispiel 1.2.23 (a) Fur die Zeilensummennorth || gilt also
n—1
X <max (1,3 ag] o (1.18)
§=0

(b) Fur die Spaltensummennorin ||; gilt analog
N < max{|ag|,1 + |ai],..., 1 + |an—1|} (1.19)

Diese Abschatzung kann man weiter verbessern, denn Eegémwsind invariant unter
Ahnlichkeits—Transformatione AD—!. Wahle dazu speziell

aq 0

(n—1
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also
[ 0 al/ag 0 ]
DAD™! = 1.2
: an—2/an—1 ( O)
0 ce ce 0 Ap—1
L —ao/a1 e N —an_g/an_l —Qn-1 |
Mit || - ||1 (Spaltensummennorm) erhalt man also
)\*Smax{ % ,2 a yeey 2 n-2 ,2]0,”_1\} (1.22)
ai as Qan—1
und mit|| - ||« (Zeilensummennorm)
a a Qpp—
< 22 2 2222 Janl. (1.22)
a1 a2 n—1

1.2.7.2 Berechnung weiterer Nullstellen und Mackey—Trick
Mit dem obigen Verfahren kann man die betragsgrofte Mlidksberechnen. Was macht man,
wenn man z.B. alle Nullstellen benotigt? $edie betragsgrofite Nullstelle van, dann gilt

P(z) = (x — 1) Py (a)

mit P, € P,_1, daP entsprechend faktorisiert werden kann. Man konnte Ruberechnen, die
betragsgrofite Nullstelle voR, bestimmen und dieses Vorgehen iterieren. Dies flhrtdiligs
auf erhebliche Probleme:

e Rundungsfehler verstarken sich durch die Faktorisieemaym. Man kann dann die Appro-
ximationen(ty, . .., t,) als Starwerte fur eine neue Iteratig/N@chiteratiori) verwenden,
der Aufwand ist aber grof3.

e Man muss die Abspaltung explizit berechnen (die Polynoraidia fuhrt zu einem hohen
Aufwand).

Es gibt aber einen einfachen, aber sehr wirksamen Auswegdyldekey—Trick: Seienty,...,t,
die r betragsgroften Nullstellen vdn, dann gilt:

-1
r

P.(x) = P(z) H(x —t5) fur o #t;.

Jj=1

Fur dasNewtonVerfahren brauchen wiP/(x). Hierfur gilt mit der Kettenregel:

-1

Plx) = P2)|[[z-1t) +P(x)z(:7113)2n(w—ti)l

L — (x
=1 =1 i
-1
T T 1
= H(x—t]—) P'(x)—P(x)Zx_t_ . T FE
j=1 j=1 J

Also qilt fur x # ¢; fur den benotigten Quotienten:
P, () _ P(z)
B0 pray - Pla) 3 (2 — 1)

: (1.23)
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d.h., dieNewton-Korrektur

(k)
L) _ ) _ (@)
PL)

kann leicht berechnet werdeshne P, oder P! explizit zu berechnen!

Allerdings: Das Ausléschungs—Problem hat man immer noch. Ein Auswed sbgenannte
»Sturm’sche KetténUbung).

1.3 NICHTLINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

In diesem Abschnitt beschaftigen wir uns mit dem Losehttimearer Gleichungssysteme

wobei{2 ¢ R™"undF : Q — R"™ eine stetige Funktion ist.

1.3.1 Fixpunkt-Iteration

Analog zum eindimensionalen Fall wandeln wir das NullstelProblemF(z) = 0 in ein
Fixpunkt-Problem mit Fixpunkt-Funktion

O(x) =z — F(x)
um.

Folgerung 1.3.1 Sei€Q2 C R™ abgeschlossen und konvekx,: Q) — R"™ stetig differenzierbar mit
o : Q) — Q. Falls fur eine beliebige Vektornortn- || aufR™ und die zugehbérige Matrixnorm

max || Jo(z)|| =L < 1 (1.24)
e
gilt (Jg Ist die Jacobi-Matrix von®), dann gelten die Aussagen von Satz 1.2.7.

Bemerkung 1.3.2 (Erzielen einer gewiinschte Genauigkeitara priori Fehlerabschatzung)

Der Banaclsche Fixpunktsatz 1.2.7 sagt auch aus, wie viele Iteratioman machen muss, um
eine gewiinschte Genauigkeit zu erzielen.

Ziel:

lz®) —a*| < e
mit einer Toleranz > 0. Wegen der a priori Fehlerabschéatzung (c) ist dies eérfalls

Lk:

Tl =20 <,

also wegerl. < 1

und damit

+1) _ 4 (0)
k > log (%) /log(Ll)- (1.25)
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Beispiel 1.3.3Betrachte das System
6z = cosz + 2y, 8y =axy?+siny (1.26)

aufQ = [0,1] x [0, 1]. Gesucht sind als@,y € [0,1] mit (1.26). Definiere also die Fixpunkt-
Funktion® : R? — R2 durch

1 1
ZCoST + 3
(I)(.%'7y):< 16 2 1 3y >

gTY” + gsiny
Fur diese Funktion untersuchen wir die VoraussetzungemBdeactschen Fixpunktsatzes.
e Selbstabbildung:Wegen0 < cosz < 1,0 < sinz <1 Va,y € [0,1] (1 < %) giltalso
0 < %cosx + %y < %

1 _ 1
3 —2<1

+
0 %y—kgsmy §§+§ =<1

=

Also gilt ® : 2 — Q, ® ist also eine Selbstabbildung.

e Kontraktion: Wahle||- || (die induzierte Matrixnorm ist die Zeilensummennorm). \&eg

Jo(z,y) = <

OOIHO"’_‘

sinx %
2 1 1
Yy ny—kgcosy
gilt
11 1 1 1
HJ<1>Hoo=maX{—\smx]+§ gy +4xy+§cosy} 5:: L.

<

<

S
[SIES

Somit erfullt die Fixpunkt-Funktion die VorraussetzunggesBanactschen Fixpunktsatzes und
wir kdnnen diesen anwenden. Wahle Z.B,, yo) = (0,0). Angenommen, wir wollten die Losung
bis auf einen Fehler von= 0.1 bestimmen{zy, y1) = ®(zo,y0) = (3,0)

(T2,52) = P(x1,91) =P (1,0>

_ (% cos ( ) ,0>6' (0.164,0).

Mit der Abschatzung (1.25) gilt mi¢ = 0.1, L = § und || (z1, y1) — (20, %0)|lso = &

| =

1
5 log 10 —1
n > log 6 /1 (2):wi1,74,
1 1 log 2
032 08
—20_10
6 3

also reichen obige zwei Schritte aus, um die gewiinschte@gkeit zu erzielen.

1.3.2 Newton—Verfahren fir Systeme

Wir wollen nun analog zum eindimensionalen Fall das NulklsteProblem
F(z)=0

fir Funktionen

F:R"-=R"n>1, FeC*R") (1.27)
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mit demNewtonr-Verfahren losen. Man beachte, dass die erste Ableitungedgorwertigen Ab-
bildung F' hier eineMatrix ist. Die Jacobi-Matrix oder Funktionalmatrix ist gegeben durch

. g—i(x) gTF:L(m)
)= (Gew) = | ermn
=t 9u(z) ... n(a)
Also macht ein Ausdruck der Form
F(z)
Jr(z)

keinenSinn!

Herleitung des Algorithmus: Die Iteriertez(*) sei bereits berechnet. Die Idee ist £%z) durch
Taylor-Entwicklung am Entwicklungspunki(*) linear zu approximieren. Mit dem Satz von Tay-
lor gilt

F(z) = F(@W) + Jp@@®)(@ — 2®) + O(|lz — 2®|3).

Wie in Abschnitt 1.2.5 bestimmt man in deften lteration also anstelle der Nullstelle véidie
Nullstelle 2(*+1) des Taylorpolynoms ersten Grades

T(z) = F(z®) + Jp(2®)(z — ).
Falls die MatrixJy in z(*) regular (invertierbar) ist, folgt
T*) =0 — 2*) =2 _ (Jp@®) T FE®).

Formal miissten wir also die inverse Mat(ik-(z*))~! berechnen, was naturlich numerisch vollig
unbrauchbar ist. Man kann dies aber leicht umgehen. Wiseris detk-ten Iteration ein lineares
(n x n)-Gleichungssystem der Form

Tp( 2D = Jo (00 (k)

mit Koeffizientenmatrix.Jp(z*)) losen. Da dies aufwendiger ist als eine einfache Fixpunkt-
Iteration, reduziert man den Aufwand um eine Matrix-Vektdultiplikation durch eineNewton
Korrektur-lteration

JF(:U(]C))S(]C) - —F(:c(k)), 2kt — (k) 4 (k)
Somit erhalten wir den Algorithmus:

Algorithmus 1.3.1 (Newton—Iteration) Seiz(?) € R” ein “geeigneter” Starwert.
Furk =0,1,2,...:

1) Bestimme eineNewtonSchritts*) € R™ durch

Jp(a®)s®) = — () (1.28)
2) Newton—Korrektur z*t1) = 2 (k) 4 4(k)

Bemerkung 1.3.4 In 1.) hat man also ein lineares Gleichungssystem zu ldgénhaben somit
die numerische Losung eines nichtlinearen Gleichungssys auf die numerische Lésung einer
Folge von linearen Gleichungssystemen Ubertragen. Je@difse vom macht man dies iterativ
oder mittelsL. R/Q R-Zerlegung (vgl. Numerik 1).
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Bemerkung 1.3.5 (Invarianzeigenschaft)Sei A € R™*™ einer regulare Matrix. Offensichtlich
ist das Problem der L6sung vaf(x) = 0 aquivalent zu dem Problem

G(z) := AF(x) =0.
Zugleich gilt auch
Jo(x)'G(z) = (AJp(x)) tAF(z) = J () A AF(z)
= Jp (@)F(2),
d.h. sowohl das zu I6sende Probléttc) = 0 als auch dablewtonVerfahren sind affin-invariant.

1.3.2.1 Schnelle lokale Konvergenz ddsewton-Verfahrens

Es stellt sich natlrlich die Frage, ob man die lokal quasithe Konvergenz deblewton
Verfahrens fur skalier Gleichungen auch bei Systemealerbie Antwort ist,ja“, falls folgende
Voraussetzung erfillt ist.

Voraussetzung 1.3.6Sei2 ¢ R" offen und konvexF : Q — R", F € CY(Q2), Jp(z) regular
fur allex € Q und es gelte

|(Jp(x))™ H <pB Vxeq, (2.29)
Weiterhin seiJr auf() Lipschitzstetig mit Konstante, d.h.,
|Jr(x) = Jr(y)l < Alle —yl| Yo,y € Q (1.30)

und es existiere* € Q mit F(z*) = 0.

Lemma 1.3.7 Unter Voraussetzung 1.3.6 gilt
[1F(z) = F(y) = Jr(y)(z —y)| < %Hx —yll* Va,y e (1.31)

Beweis.Seip(t) := F(y + t(x — y)), t € [0,1]. Dann gilty € C1([0,1]) Vax,y € Q und mit
der Kettenregel gilt

¢'(t) = Jr(y + t(z — y)) (= — y).
Dann gilt

le'®) = O = NJrly+ta—y) = Jr@)l= —y)l

< ey +tz =) = Jr@l - [z =yl
0

§! ,
< -tz -yl

N

Auf der anderen Seite gilt:

1
F(z)=Fy) = Jr@)(z —y) = ¢(1) = ¢(0) = ¢'(0) = /(@’(t) —¢'(0)) dt,
0
also

IF(x) - F(y) - Tr(y)(@ — ) Sl/MD 0)[ dt

IN

1
i
e =yl [t =T~ gl
0
——

=1/2
und damit die Behauptung. O
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Satz 1.3.8 (Lokale Konvergenz deblewtonVerfahrens) Zusatzlich zu Voraussetzung 1.3.6 sei
() e Q ein Starwert mit

|z — 2] < w (1.32)

und
%(ﬂ’yw) < 1. (1.33)

Dann bleibt die durch da®ewton-Verfahren definierte Folgéz*)),cy innerhalb der Kugel
K, (z*) und konvergiert (mindestengyadratisclgegenz*.

Beweis. Zunachst gilt:
=0
—~ =
g g = 2 g Jp(e®)) ! (F(w(k)) — F(x*))
= ~(rE") T (F@E®) = F@*) = Jp@®)@® - a7)).
Mit Lemma 1.3.7 folgt dann

Je®D — 2t < (@) JF @) - Fat) — Jpa®)@® — 2|

(1.29) (1.31)
<8 S e

< Dja® o,

Wir erhalten also quadratische Konvergenz.

Zeige noch(z(®)),.cny € K, fur k = 0 ist dies gerade (1.32). Weiter induktiv:

33)

I.A. 1
HCE(k+1) —x*H < ﬁfYHx(kJ) _x*HQ ( z ) %WQ ( p

2
O

Bemerkung 1.3.9 (a) FallsF € C?(), dann gilt (1.30) — wir haben also etwas weniger
Regularitat gefordert.

(b) Die Konstanters,~ sind durch das Problem gegeben. Dabei bedeutet (1.33)dasgute
Startwertebendtigt. Dies sichert dann diekale quadratische Konvergenz.

(c) Unter obigen Voraussetzungen kann man zeigendadie einzige Nullstelle iy 3., (z*)
ist.

Wir liefern nun einen Konvergenzsatz, der eine geringemguReitat vonf voraussetzt.

Satz 1.3.10Sei2 ¢ R™ offen und konvexF' : 2 — R™ eine stetig partiell differenzierbare
Funktion mit invertierbareldacobiMatrix Jz(x) fur alle z € Q. Es gelte fernerifr einw > 0 die
folgendeLipschitzBedingung:

175" (2)(JF (z + sv) = Jp(2))o]| < swlv®

furalles € [0,1], z € Qundv € R” mitz + v € Q. Weiterhin existiere einedsungz* € 2 und
ein Startwertz(?) € Q derart, dass

2
pi=lz* =29 <= und K,(z*)C Q.
w
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Dann bleibt die durch daslewtonVerfahren definierte Folgéz*)),c fur & > 0 in der offenen
Umgebungk,(z*) und konvergiert gegen*, d.h.

|2®) — 2| < p furk >0
und

lim z®) = 2*
k—oo

Die Konvergenzgeschwindigke#if3t sich abscéitzen durch
[2+D) — %] < gnw — 2| furk =0,1,2,...
und datiber hinaus ist die &sungz* eindeutig inK ,,(z*).

Beweis. Als ersten Schritt des Beweises leiten wir aus ldpschitzBedingung furz,y € Q her,
dass gilt:

175" (@) (F(y) = F(z) = Jp(2)(y — 2))| < %Hy — % (1.34)

Aus %F}‘(QJ"‘S(ZJ—QJ)) = VFj(z+s(y—z))-(y—x) folgt die LagrangeForm des Mittelwertsatzes
der Integralrechnung

1
/ (mx Fsly—a) - JF<z>) (y—2)ds = Fy) — F(x) - Jr(x)(y — ).

Da auch/ ' (=) unabhangig von ist, erhalten wir fur die linke Seite von (1.34)

770 (P - Po) - Je)y o)) |
- ‘ /01 J;l(:v) <JF(90 +s(y—x)) — J($)> (y —x)ds

1
</
0

! 2 w 2
< [ sully — ol ds = 5y -l
0

ds

T\ (@) <JF(w T s(y— ) JF<w>> - 2)

Nun erhalten wir fur die Iterationsvorschrift
2R+ — . (R) _ ijl(x(k))p(x(k))
sowie F'(z*) =0
pBD) g = (k) JE1(x(k))F(w(k)) o
2® —a* — 7 @®)(F(a®) — F(a7))

= Tl @®) | fa*) = F@®) = Jp@®)(@* - 2®)].

Mit (1.34) erhalten wir nun

2D — 27| < ZYja® — 272,

Daljz(® — z*|| = p, folgt daraus

2 — 2% < %Hfﬂ(o) — 2| ||2© = 2*|| < [|]2©@ — 2|
~———

_wp_.
=5 =a<l
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und somit induktiv furk > 0

lz®) — 2*| < gllw(kfl) — 2| l2* 7Y = 2*| < aMf2@ — 2*| < 2@ — 2| (k> 0).
—_——
<HF=a<l

Daraus folgt|z(¥) — z*|| < p fur alle k > 0 und die Folge(z(¥)),cx konvergiert gegen™.

Zum Beweis der Eindeutigkeit in der Umgebuhg ., (z*) um z* mit Radius2/w benutzen wir
nochmals (1.34).

Seiz™ € Ky, (z*) eine weitere Losung, alsf(z*™*) = 0 und|[z* — 2™ || < 2/w.

Einsetzen in (1.34) liefert

o™ — 2| = HJF%w*)(o—o—JF1<w*><w**—x*>>u
< Sla—at| 2" — 2],
—_————
<1
dies ist aber nur moglich, fallg*™ = z*. O

Bemerkung 1.3.11 (Merkregel) DasNewtonVerfahren konvergiert lokal quadratisch.

Bemerkung 1.3.12 (Konvergenztest)Als Naherung an den Fehlér:*) — z*|| verwenden wir
den Term||J o () F (™) (= ||Tz" (") (F(z*®)) — F(2*))|). Da man erwartet, dass der
Fehler monoton fallt, d.H|lz*+t1) — z*|| < ||z*) — z*|| gilt, testet man dieses fiir jedésdurch
dennaturlichen Monotonietest, d.h.

[T E®) F D) <017 (%) F®)||  sei erfiillt fir eind < 1. (1.35)
Im NewtonVerfahren berechnen wir zet*)
Jp(z)s®) = —p(z®)) undzF+H) = 2*) 4 (),

Somit ist der AusdrucK . * (= *)) F (z(*)) auf der rechten Seite i{1.35)gleich dem Negativen der
Newton-Korrektur s**), die sowieso berechnet werden muss. Zusatzlich muss‘hyrdefiniert
durch

Jp(z*sk) = pgED)y

bestimmt werden. Theoretische Untersuchungen und nucherBxperimente lieferr= 1/2 als
eine gute Wahl. Falls deratiirliche Monotonietest, d.h.

5] < 2115

flir eink verletzt ist, so ist daslewtonVerfahren abzubrechen und es bleibt nichts Anderes [ibrig
als einen (hoffentlich) besseren Startwert zu finden.

1.3.2.2 Hinweise zur Durchfihrbarkeit desNewtonVerfahrens und Varianten des
Verfahrens

Wir betrachten nun einige Aspekte fur die RealisierunghewtonVerfahrens fur Systeme.

Hinsichtlich der Durchfuihrbarkeit des Newton-Verfatsesind folgende drei Aspekte zu beachten:

e Oftmals kann man didacobiMatrix .Jr-(z(¥)) nicht exakt oder nur mit riesigem Aufwand
berechnen.
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e Die Bestimmung des Newton-Schritts durch (1.28) bedewstAlifstellen und das Losung
eines linearen Gleichungssystemgeader Iteration.

e Die Konvergenzresultate fur das Newton-Verfahren sirk@lier Natur. D.h. sie gelten fir
Startwertez(?) in der Nahe der gesuchten Nullsteli¢. Das Newton-Verfahren isticht
global konvergent.

Zunachst zum ersten Punkt:

Bemerkung 1.3.13 (Auswertung der Jacobi-Matrix durch numerische Approximation ) Das
Problem, dass diéacobiMatrix Jx(z*)) nicht exakt oder nur mit riesigem Aufwand berechnet
werden kann, kann durch folgende Auswege umgegangen werden

e automatische Differenziation (AD), auch algorithmischiéddenziation genannt,
e numerische Differenziation: Ersetzen der Ableitungerctuifferenzenquotienten.

Eine alternative Strategie liefert die Klasse der QiNmsivtonVerfahren, welche im nachsten Ab-
schnitt (vgl. Abschnitt 1.3.3) behandelt werden.

Die anderen beiden Aspekte motivieren die folgenden beideianten des Newton-Verfahrens.

Bemerkung 1.3.14 (Das vereinfacht®ewton-Verfahren) Um das Aufstellen und Lésen eines
linearen Gleichungssystems in jeder Iteration zu vernmeidérd hierbei in Gleichung (1.28) die
JacobiMatrix Jp(z¥)) durch.Jp (")) zu ersetzt. Dadurch haben die Gleichungssysteme in jeder
Iteration dieselbe Koeffizientenmatrix. Es reicht somitneal eineQ) R- oder L. R—Zerlegung von
Jr(2(9) zu speichern. Allerdings geht aber die quadratische Kgever i.A. verloren.

Bemerkung 1.3.15 (Wahl des Startwertes)Wie bereits erwahnt kann Konvergenz oder Diver-
genz des Newton-Verfahrens sensibel von der Wahl des $taeisv(*) abhéngen!

Man kann z.B. einige Schritte mit einem anderen Verfahreohma, um in den Konvergenzradius
zu gelangen.

Gedampftes NewtonrVerfahren Eine Moglichkeit die Konvergenz dddewtonVerfahrens zu
retten, ist haufig eine Dampfung in der Form

x(k+1) — .I(k) + )\ks(k)’ fur )\k; S (07 1] .

Fur eine einfache Dampfungsstrategie kdnnen wir demjifaingsparametex;, derart wahlen, so
dass der naturliche Monotonietest flie= 1 — X\, /2 erflllt ist, d.h.

||JF(:U(19))—1F($(/€) + )\ks(k))H < (1 _ %) HJF(x(k))—lF(x(k))H )

Dabei wahlen wit\; aus einer endlichen Folde, %, i, ..., A\min } Und brechen ggf. das Verfahren
ab, falls\; < Anin Notwendig ware. Wai,;, erfolgreich, so zeigt die Praxis, dass es effizienter
ist, mit A1 = min{1,2);} fortzufahren anstatt wieder mk;; = 1 anzufangen. War der
Monotonietest mit\; verletzt, so testet man erneut mit/2. Daraus ergibt sich der Folgende

Algorithmus:
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Algorithmus 1.3.2 (Gedampftes Newton-Verfahren) Wahle einen Startwert:(Y) e R” und
Amin > 0. Setze\; = 1
Furk =0,1,2,...

1.) Falls|F(z®)| <, STOPP.
2.) Bestimme(*) e R™ durch Lsen von

Jp(z®)s®) = — p(z0),
3) Damfungsschritt:Setz@\lgO) =N\

Furi=0,1,...:

a) Berechne Testschriit#+1:%) .= z(*¥) 1 )\,(f)s(k) und piiife

‘ A
177 (@) )| < (1 - %) 1@ (1.36)
b) Falls der Monotonietest (1.36) éilft ist, akzeptiere Bmpfungsparameter gehe zu 4.),
sonst
(4)
\(+D) Ap
kT

c) Falls AU < A, ABBRUCH.

4.) Neuer Iterationsschritt:Berechne

g+ = gk _ )\,(j)s(k), und Mg = min{l, 2)\,(5)}.

Bemerkung 1.3.16 (Globale Konvergenz des gadcpften NewtonVerfahrens)

Durch das Einfuhren der Dampfung wird digwton-Verfahren globalisiert. D.h. der Bereich
der Konvergenz wird erweitert. Allerdings konvergiert dasiampftaNewtonVerfahren nur noch
linear.

MATLAB -Funktion: Newton.m
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1 function [u,nit] = newton(u,F,DF,tol,maxit,param)

2 Fu = F(u,param);

3 DFu = DF(u,param);

4 s = -DFu\Fu;

5 lam = 1;

6 tmp = nmax(toltol *nor n(s));

7 nit = 0;

g while norn(s) > tmp && nit <= maxit

9 nit = nit + 1;

10 u_old = u;

11 lam = mi n(1,2 *lam);

12 for k=1:30

13 u=uuold + lam =+ s; % Daempfung mit Parameter lam
14 Fu = F(u,param);

15 i f norm(DFu\Fu) <= (1-lam/2) * norn(s)

16 br eak % Abbruch der for-Schleife, falls
17 end % Konvergenztest erfuellt

18 lam = lam/2; % lam noch zu grol3 --> halbieren
19 end

20 DFu = DF(u,param);

21 s = -DFu\Fu;

22 end

1.3.2.3 Beispiele: Dadlewton\Verfahren flr Optimierungsprobleme

Man kann dadewton-Verfahren auch zur Minimierung zweimal stetiger Funkéioyi : R” — R
benutzen. Die zweimal stetige Differenzierbarkeit yoergibt, dass der GradieRtf : R — R"
stetig differenzierbar ist. Die notwendige Bedingungar§rdnung

Vf(z)=0

ist somit ein Gleichungssystem, auf welches wir das Newterfahren anwenden kénnen.
Zur lllustration betrachten wir zwei Beispiele:

Beispiel 1.3.17 (Extremalstellen deRosenbrocki-unktion) Es gilt fir

n—1

flz)= Z (1 —2;)® +100(zi41 — 27)?], x€R"
i=1

aus Beispiel 1.1.4, dass dlacobiMatrix A := A(x) := J¢(x) folgende Eintrage enthalt

ai1 = 2+ 120023 — 400x2,
aj; = 202+ 120027 — 400z41, j=2,...,n—1,
ann = 200,
aj,j+1 = ajJrl,j = —400£Cj, j = 1, e, — 1,
ajr = 0, [j—Fk@ >2.

MATLAB -Funktion: rosenbrock.m

1 function value = rosenbrock(x,param)
2 n = size(xl);
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3 value(2:n,1) = 200 * (x(2: end)-x(1: end-1)."2);
4 value(l:n-1,1) = value(1:n-1,1) - 2 *(1-x(1:  end-1)) ..
5 - 400 *x(1: end-1). *(x(2: end)-x(1: end-1)."2);

MATLAB -Funktion: D _rosenbrock.m

function D = D_rosenbrock(x,param)

n = size(x,1l);

do(2:n,1) = 200;

do(1:n-1) = dO(1:n-1) + 2 + 1200 *X(1:n-1)."2-400 *X(2:n);
dml = -400 *x;

dpl = -400 =x([1,1:n-1]);

D = spdi ags([dm1,d0,dp1],[-1 O 1],n,n);

~N O OB W NP

MATLAB -Beispiel:

Man kann z.B. neben dem globa->> n = 6;
len Minimum (zy,...,2,)7 = >> x0 = [-Ljones(n-1,1)];
... 1)T mit dem Newton >> [Xnit] = NewtonSimple(x0,@rosenbrock,

Verfahren ein  weiteres loka- ~_ @D-rosenbrock1e-10,100,)

les Minimum in der Umge- = ga6:7497957099

T
bung -von (21,25, 2)" = 0.98339822883618
(-=1,1,...,1)" von finBsp. 1.1.4 0.97210667005309
finden. 0.94743743682644

0.89865118485173
0.80757395203542
nit =
5

Beispiel 1.3.18 f-Laplace) Im Folgenden betrachten wir dad_aplace Problem
Gegeben sei ein Gebigt c R?, d € Nund1 < p < co. Finde

ue WP (Q) == {u e LP(Q) | Vu € (LP(Q)?, ulpg = 0}
mit
div(|VulP=2Vu) = f  im Gebiet(2,

u = 0 auf dem Rand” := 912, (1.37)

wobeidiv den Divergenzoperatdbezeichne.
Die Losung deg-Laplace-Problems (1.37) ist der Minimierer des Energikfionals

J(u) ::/Q%|Vu|p — fudx

SFuru = (u1,...,uq)" € CH(Q;RY) seidiv(u) == Y7, G4
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tiber alle Funktionem aus demSobolev-Raum W, *(Q). Im Mehrdimensionalen ist dieses Pro-
blem im Allgemeinen nicht analytisch zu losen. Fir denZsg&ll p = 2, welches auf ein li-
neares Problem fuhrt, spricht man einfach vom Laplac®|Eno. Dasp-Laplace-Problem ist ein
typisches Beispiel fur eine grofRe Klasse von nichtlinedaeblemen.

Ohne jetzt auf die funktionalanalytischen Grundlagen wighen, beschranken wir uns kurzer
Hand auf die Approximation von durch eine stiickweise lineare Funktiop und den eindimen-
sionalen Fall{ = 1), um die Darstellung tGbersichtlich zu halten.

Gegeben sei € N. Es seix; = —1 + n+1 _(i=1,...,n), h; :=1x; —x;_1 und
%%;%i% ,fa”SJTE ha_l,wﬂ,
pilz) =4 ZEL allsy € (xy,mip1), (1.38)
0 , sonst

definiert sogenannte stiickweise linelitgtfunktionen . Man beachte, dass (z;) = d;; gilt, wo-
beid;; dasKroneckerSymbol sei.

Wir suchen nun firl < p < oo eine stiuckweise lineare Funktian,(z) = >, a;p;(z)
(diese erfullt per Definition die Randbedingungen—1) = u,,(1) = 0), welche zu gegebenem
f :]-1,1] — R das Funktional

N 1
Fum) = T(0) = / 1 }?m(w)vg — f(@)un(e) da

minimiert, mitor = (v, ... a,)”. Man beachter, (z)| ., , 2,) = hy. Y (ag—1 — o) und
Te+1 1

Z Z/ |04z80z YIP — i f(z)p;i(z) dz

i=1 k=
i 1 1 1 1
Z/ k+1 akﬂhkﬂ‘p - f(x)(oakth - ak+1hk+1) dx .
Ohne es zu beweisen, gehen wir davon aus, dass die gesushied.”

8@/() j=1,...,n

erfullt. Dies fuhrt zu dem nichtlinearen Gleichungssyst
F(a) = (Fi(a),. .., Fn(a))" =0
0

Fia) = aaij(oc)

Te+1
- 8@ Z / lawhy ) = appih [P = @) (aphiyy — arpheyy) de
b k=i—1

= —loj_1h; b — aih P2 (a1 byt — aih ) + by / f(z

1 1 \p—2 1 1 [T
Fleihiy — qipahis [P (@ihiyy — ciahi) — by / fx)de.
X

i

"Sobolev, Sergei Lvovich (1908 - 1989)
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Fur f = 1 erhalten wir
—1 _p_
u(z) :p—<1—xrﬁl> l1<p<oo (1.39)

bzw. furp = 2 gilt u,(z;) = u(z;), i =0,...,n+ 1, und flirp = 3/2 lasst sich mit, = 2/
=l 915
u(@) = un(w) = L <1 - |x|<2—P>/<p—1>) (1.40)

zeigen.

Aufgabe 1.3.19Man zeige (1.39) und (1.40).

Gilt f = 1, so lasst sichF'(«) exakt bestimmen, was in der Matlab-Routii2em realisiert ist.
Die Berechnung der Funktionalmatrg(%%j(a) ist in der Matlab-Routin®f2.m umgesetzt.

MATLAB -Funktionen: f2.m und Df2.m

function Fu = f2(u,param)
% Aufstellen des Vektors Fu
h = 1/param.M;
u = [O;u;0];
Fu=zer os(2 »param.M+1,1);
for j = 1:2 xparam.M
stima = ([1 -1;-1 1] *Uu([j,j+1]))/h"2;
fac = (u([j,j+1]) * stima)”((param.p-2)/2);
Fu(fj,j+1])=Fu([j,j+1])+h *fac *stima;
end
for j=1:2 *param.M
Fufii+1)=Fu(0.j+1])-h/2;
end
Fu([1, end])=[};

© 0 N O Ol B W NP

e S T
A WO N PR O

function DFu = Df2(u,param)
% Aufstellen der Jacobimatrix
h = 1/param.M; u = [O;u;0];
DFu=spar se(2 *param.M+1,2 *param.M+1);
for j = 1:2 xparam.M
stima = [1 -1;-1 1]/h"2;
fac = (param.p-1) * (u([j,j+1]) *stima * u([j,j+1]))"((param.p-2)/2);
DFu([j,j*+11,[i,i+1D=DFu([j,j+11,[i,j+1])+h *fac *stima;
end
DFu = DFu(2:2 *param.M,2:2 *param.M);

© 0 N O 0o WwN PP

=
o

MATLAB -Beispiel:
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Man kann z.B. dasp-Laplace- >> M = 8;
Problem naherungsweise mit den?> p = 1.2
u

folgenden Befehlen bestimmen. ~ >> U0 = (I-linspace(-1,1,2 *M+1)."2)’;
>> u0([L,end]) = [I;

>> u = Newton(u0,@f2,@Df2,1e-12,...
100,struct('M’,M,’p’,p));
>> xi = linspace(-1,1,2 * M+1);
>> plot(xi,[0;u;0],’- *);
Furp — 1 oderp — oo nimmt die Nichtlinearitat immer starker zu. So lieferBzdie Routine
NewtonSimple fur p = 1.2 und M = 8 schon keine Konvergenz mehr, jedoch die Routir
Newton mit Schrittweitensteuerung und modifiziertem Abbruchdaiim.

\Y

I I I I I I I I I
-0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8

Abb. 1.7: Naherungsweise Losung gekaplace-Problems mji = 1.2 undn = 15.

1.3.3 DasBroydenVerfahren

DasNewtonVerfahren, wie wir es bisher diskutiert haben, hat aufgre@iner quadratischen Kon-
vergenz eine grofRe Bedeutung, besitzt aber auch einigetéilacttiner davon ist, dass in jeder
Iteration dieJacobiMatrix benotigt wird. In vielen Beispielen sind die anéidghen Ableitungen
jedoch nicht bekannt.

Das aufBroyder® zuriickgehende QuablewtonVerfahren ist ein Kompromiss zwischen Neube-
rechnung dedacobiMatrix in jedem Iterationsschritt (analog zuNewtonVerfahren) und der
Verwendung einer festen Matrix im Lauf der gesamten IteratAusgehend von einer Naherung
an dieJacobtMatrix werden die Matrizen in jedem Schritt so aktualisidass sie moglichst ahnli-
che Abbildungseigenschaften aufweisen wie die exakte tiamddmatrix. Gleichzeitig achtet man
darauf, dass diese Aktualisierung moglichst wenig zlisiien Rechenaufwand erfordert. Sie er-
folgt daher mittels Rang-Korrekturmatrizen, die sich aus Termen berechnen lagsemhnehin
wahrend der Iteration bestimmt werden missen.

Die Naherungen an digacobiMatrizen seien mii3;, bezeichnet. Dann wird imh-ten Schritt des
Broyden-Verfahrens

Bps®) = —F () (1.41)

berechnet, wobei*+1) = 2(¥) 1 s(k) sei. Im Eindimensionalen liefert das Sekantenverfahren zu

8Broyden, Charles George (1933 -)
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zwei gegebenen Wertert"—1) undz(*) iterativ die Steigung der Sekante durch

f@®) — fat=D)

B = &) _ pk—1)

k>0 (1.42)

und daraus eine weitere Naherurl§™ anz* mittels
2D — ) g p(p4))
Die formale Verallgemeinerung der Sekanten-Bedingurdjlan B, lautet
Bps* Y = F(z®)) — F(z*Y) = 6F, .

Bedingungen dieser Art werdgQuasi-Newton-Gleichunggenannt. Die Bedingung genigt je-
doch nicht, umB, € R™*" eindeutig zu bestimmen. Daher versucht manifiie n die letzten
gewonnenen Informationen zu nutzen, so dagsk > n eine Losung der folgenden Menge von
n Systemen

Bp(z®) — 2*=y = F(a®)) - Fz*9)), j=1,....n (1.43)

ist. Da im Allgemeinen die Vektoren:*—7)_ ... 2() nicht linear unabhangig sind, fordern
wir zusatzlich, dass die Differenz zwischen den lineargipréximationen vonF'(z*~1) und
F(z®), namlich

dy = F(x(k)) + Bp(z — x(k)) — (F(m(k_l)) + Bp_1(z — x(k_l))> , (1.44)
in der EuklidischerNorm minimiert wird. Setzen wij = 1 in (1.43) so wird (1.44) zu
di = (Br — Bj—1)(z — aF7D). (1.45)
Zerlegt man den Vektar — z(*~1) in der Form
z— D = st 4y
mit o € R undrZs*~1) = 0, dann erhalt man aus (1.45)
dy, = a(By — By_1)s* ™V + (By — By_1)r . (1.46)
Da(Bj,—Bj_1)s%*1) = §Fj, — B;,_1s%~1 gilt, ist somit der erste Term in (1.46) unabhangig von
By, und es bleibt nur der zweite Term in (1.46) zu minimieren. Megrix By, die (B — Bx_1)r

minimiert fur aller, die orthogonal zw*—1) sind, unter der Restriktion, dass (1.43) gilt, kann
rekursiv mittels defRang-1-Updatesvon By, _;

(6Fk _ Bk_ls(k—l)) (S(lc—l))T
(S(k—l))T g(k=1)

B, =DBp_1+ (1.47)
berechnet werden. Die Methode (1.41) mit der Wahl (1.47)\als Broyden-Verfahren bezeich-
net. Zur Initialisierung setzt maB, = Jp(z() oder eine geeignete Approximation z.B. mittels
Differenzenquotienten, d.iBy);; ~ (Fi(xo + he;) — Fi(zo))/h.

Bemerkung 1.3.20Ist eine Q R-Zerlegung vonB, € R"*™ gegeben, so lalit sich di@R-

Zerlegung vomBy, k > 0 aus deK) R-Zerlegung vonB,._, (wie wir in Numerik 1 gezeigt haben)
mit O(n?) bestimmen.
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MATLAB -Funktion: Broyden.m

function [xnit] = Broyden(x,f,B,tol,maxit,param)
fx = f(x,param);
fx1 = zeros(size(fx));
nit = 0; err = inf;
| e nit < maxit && err > tol
= - B\fx;
= X + s
err = normn(s);
if err > tol
fx1 = f(x,param);
B=B+ 1/ =*s) = fx1 =* s}
end
fx = x1;
nit = nit +1;
end

Unter Verwendung deBroydenVerfahrens losen wir das nichtlineare Problem aus Bsh41l.
fur n = 6. Diese Methode konvergiert in 18 Iterationen verglichen dan 5 Iterationen, die
dasNewtonVerfahren erforderte bei gleichem Startweft) = (—1,1,...,1,)”. Die Matrix By
wurde gleich deracobiMatrix im Punkt2(?) gesetzt. Abbildung 1.8 zeigt das Verhalten der
EuklidischerNorm des Fehlers beider Methoden.

10 T T
o —*— Newton
o & - - Broyden
B
,2 o
10" =} o al N
o
-4
10 " a} - N
o]
_ 3]
10° b g
ks
K a
e
10° - R
a]
1071 B
[w]
10*127 i
10’14 I I X I I I I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18

Anzahl Iterationen

Abb. 1.8: Euklidische Norm des Fehlers fur d&eyden und NewtonVerfahren im Fall des nicht-
linearen Problems aus Bsp. 1.1.4 file= 6.

1.3.4 Gaul-Newton Verfahren fur nichtlineare Ausgleichprobleme

Zum Abschluss dieses Kapitels Uber nichtlineare Gleigearbetrachten wir hier noch mal Aus-
gleichsprobleme. In Numerik 1 hatten wir bereits linearesglaichsprobleme behandelt. Zur Er-
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innerung, bei linearen Ausgleichsproblemen hatten wirRfaklem, bestimme € R"™ mit

|Az—  b] — min
T T (1.48)

Parameter Daten, Messungen
mit A € R™*™ m > n undb € R™ betrachtet.
Hierbei ist der Ausganspunkt eine Messung mitMesspunkten¢;,b;),: = 1,...,m. Diese

Messungen unterliegen einem funktionaler Zusammenhagigher z.B. durch Modellannahmen
gegeben ist. Dies ist die Modellfunktignmit b(t) = y (¢, x1, ..., z,), in dien unbekannten Para-

meterzq, ..., z, eingehen. Waren die Messungen exakt, d.h. ohne Messfahkkwirden exakt
dem postulierten Modellzusammenhang folgen so hattetmanb(t;) = y(t;, z1,...,2,),1 =
1,...,m.In der Realitat ist dem aber i.d.R. nicht so.

Bei linearen Ausgleichsproblem wird der Spezialfall bétat, dasg einelineare Funktion in den
Parameternq, ..., z, ist:

n
y(t,z1,...,xp) :Za]—i(z‘,)xi, j=1,....,m>n,
i=1

wobei a;; : R — R beliebige Funktionen sind. Mitl = (a;;) = (a;(i)) € R™™ und
b= (by,...,b,)T erhalt man das lineare Ausgleichsproblem (1.48).

Oft ist die Modellfunktiony abernichtlinearin den Parametera, . .., x,. Dieser Fall ist Thema
dieses Abschnitts. Zur Motivation betrachten wir wiederimBeispiel:

Beispiel 1.3.21 (Gedmpfte Schwingung) Schwingungen mit einem Freiheitsgrad werden im
einfachsten Fall mathematisch durch eine Differentiableng zweiter Ordnung mit linearen Ko-
effizienten beschrieben
" B / k:

u Mu + Mu =0,
wobei M die Masse,B die Dampfungskonstante urid die Federsteifigkeit bezeichnet. Ohne
genauer auf die mechanischen Hintergriinde und die L&shegrie einzugehen halten wir fest,
dass Losungen dieser partiellen Differentialgleichuag sler Form

6t

u(t) = uge " sin(wot + ¢o)

sind. Wobeiu die Startamplitude) = —B/(2M) die Dampfungwy = \/k/M die die gedampf-
te Eigenkreisfrequenz ung, die Phasenverschiebung bezeichnet. Diese Losumag somit vier
Parameter. Als Modellfunktiop der gedampften Schwingung verwenden wir daher den Ansatz

y(t,x1, 29,13, 24) = T 22t sin(zst+  x4).

T T T T

Startamplitude Dampfung Frequenz Phasenverschiebung

Mit der Methode der kleinsten Fehlerquadrateergibt sich:

m

> (lti, w1, w2, w3, 24) — bi)* = ||F (21, 22, w3, 24) |3
=1

mit
F(z):=y(x)—b, y:R*—-R™becR™

Man beachtey ist nichtlinear inz und daher aucl’. Insbesondere ist’ auchnicht quadratisch,
also ist die Nullstelle des Gradienten nicht unbedingt keikales) Extremum!
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Nichtlineares Ausgleichsproblem:Allgemein setzen wir
F(z) :=y(x)—-b, y:R"—=R™ beR™

wobei F' eine nichtlineare Funktion ist. Das nichtlineares Ausdisproblem lautet somit Fur
F:QCR"—R™ F e C%*Q)sucher € Q mit

f(x) == ||F(z)|2 — min. (1.49)

Herleitung des Algorithmus: Die Idee ist es nun, deratige Probleme auf ¢iolgelinearer Aus-
gleichsprobleme zuriick zufuihren. Wie auch schon BéewtonVerfahren ersetzt man nur(x)
durch die Linearisierun@’(x)

T(z) = F(z®) + Jp(®)(z — ®).
Dadurch erhalt man das lineare Ausgleichsproblem: bestéist*) € R™ so, dass
ar(@) = |T(@)[3 = | F (™) + Jp(")s® |3 — min, (1.50)

also|| Az —b|js mit A = Jp(z®)), b = —F(2®), und setzem*+1) = 2% 1-5(*) Aus Numerik 1
ist bekannt, dass man zu einem linearen Ausgleichsprobie@ali3’'sche Normalengleichung
formulieren kann

2AT Az = 24T,
welche der notwendigen Optimalitasbedingwig(x) = 0 entspricht.

Algorithmus 1.3.3 (GauR—Newton-Verfahren) Wahle einen Startwert:(®) und eine Toleranz
e> 0.
Furk=0,1,2,...

1) Berechne (z(®), Jp ()
2) Bestimme(*) durch Losen der GauR-Newton-Gleichung

Je (N Jp () s®) = — Jp ()T F(2*).

3) Setzer*t+D) = z(F) 4 (k)
Bemerkung 1.3.22 (a) Die Konvergenz isti.A. linear, in speziellen Falleragatisch.

(b) Man kann wiederum Dampfungsstrategien anwenden.

(c) Eine bekannte Modifikation ist das Levenberg—Marquareitfahren, das in vielen
Statistik—Paketen verwendet wird (Numerik 111).
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INTERPOLATION

Haufig sind in der Praxis z.B. durch Marktanalysen, tedim@aViessungen von einer Funktion nur
einzelne Punkte bekannt, aber keine analytische Bescimgeitber Funktion, um sie an beliebigen
Stellen auswerten zu kdnnen. Konnte man die diskreterrDdirch eine (eventuell glatte) Kur-

ve verbinden, so ware es moglich, die unbekannte Funlktioden dazwischenliegenden Stellen
zu schatzen. In anderen Fallen will man eine schwierigd®senbare Funktion naherungsweise
durch eine einfachere darstellen. Eine Interpolatioridfan kann diese Anforderung der Ein-

fachheit erfillen.

Interpolationsaufgabe: Eine gegebene Funktigh: I — R sei geeignet zu approximieren unter
der Vorgabe, dasg an diskreten (d.h. endlich vielen) Stitzstellen die gegeh Funktionswerte
annehmen soll.

Die Interpolation ist somit eine Art der Approximation. DAgproximationsgute hangt vom An-
satz ab. Um sie zu schatzen, werden ZusatzinformationerofServations) Uber die Funktigh
bendtigt. Diese ergeben sich auch bei Unkenntnis fbidufig in naturlicher Weise: Beschrankt-
heit, Stetigkeit oder Differenzierbarkeit lassen sichfifgavoraussetzen.

Bei anderen Approximationsverfahren wie z. B. der Ausgleiggsrechnung wird nicht gefordert,
dass die Daten exakt wiedergegeben werden; das unterstbiide Verfahren von der Interpola-
tion.

Bemerkung 2.0.1 i) Ist man am gesamten Verlauf vgiinteressiert, so sollte man eine Inter-
polierndel f konstruieren, die sichmoéglichst wenig“ vonf unterscheidet.

ii) Dieselnterpolierende I f sollte eine leicht berechenbare Funktion sein - hierf¢inen sich

Polynome trigonometrische Funktionen, Exponentialfunktionen sowierationale Funk-
tionen.

2.1 DAS ALLGEMEINE INTERPOLATIONSPROBLEM

Manchmal modchte man nicht nur Daten (also Funktionswenteypolieren, sondern z.B. auch
Steigungen, Krummungen oder Richtungsableitungen. Bxafalgende allgemeine Problemfor-
mulierung hilfreich.

Definition 2.1.1 (Lineares Funktional) Sei F ein linearer Raum (z.B. ein Funktionenraum
(Cla,b], C>(Q2), La(R2), ...). Eine Abbildungu : F — R heil3tlineares Funktional, falls

plarfi + aofa) = arp(fr) + cop(fa), o1,02 €R, fi, fo € F, (2.1)
d.h. fallsy. reellwertig und linear ist.
Beispiel 2.1.2 Folgende Funktionen sind lineare Funktionale:
(@) F = Cla,b], xy € [a,b], u(f) := f(zo), Funktionswerte, Punktauswertungen.

(b) F = Cla,b], o € [a,b], u(f) := f'(x0), Steigungen, Ableitungen.
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(C) F= R[a7 b],

()= [ @) da,

a

Integrale.
(d) Mittelwerte, Mediane und andere statistische Grol3en.

Dann lautet dasllgemeine Interpolationsproblem: Sei F ein Funktionenraum undr,, ein
(n 4+ 1)-dimensionaler Teilraum vort. Weiter seien lineare Funktionale), . .., u, auf G,, ge-
geben.

{ Zuf e F findeg, € G, mit 2.2)

pi(gn) = pi(f), 3 =0,...,n.

Man kann nun die Frage der Existenz und Eindeutigkeit bexmeis

Lemma 2.1.3 (Existenz und Eindeutigkeit der losung der allgemeinen Interpolationsaufgabe)
Die allgemeine Interpolationsaufgabe (2.2) hat genau déirmjedes f € F eine eindeutige
Losungg,,, wenn

det[(1i(¢5))itj=0l # 0
fur eine (und damit jede) Basispy, . . . , v, } VONG,, gilt.

Beweis.Sei g, € G,, dann existieren eindeutig bestimmte Koeffizienten, ..., a,} mit

n
gn = Y jpj, also bedeutet (2.2)
j=0

pilgn) = Y oyuiles) = (Ga)i = wi(f) =b;
=0

mit G = (ui(e;))7 =0 @ = (a)7_g, b= (b)7_p, d.h.Ga = 0. O

Bemerkung 2.1.4 Je nach Wahl vop,, € G,, erhalt man unterschiedliche Instanzen der Interpo-
lation:

e IstG, = P, redet man vorPolynominterpolation.
o Go, = {F(m) = %, PQelP,,Q+# 0} ergibt dierationale Interpolation .

e IstG, = S*(T) so spricht man vospline-Interpolation (Vgl. Kapitel 4).

2.2 POLYNOMINTERPOLATION

Nach dem aus der Analysis bekannten ApproximationssatzWeierstraRBist es mdoglich, je-
de stetige Funktion beliebig gut durch Polynome zu appriedem. In diesem Abschnitt sei
G, = P,, d.h. der Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner gleich

Wenn man nun in der allgemeinen Interpolationsaufgabg (Ri2Funktionswertef; interpoliert,
spricht man vorLagrangelnterpolation. Werden Funktionswerte und Ableitungen interpoliert,
spricht man vorHermite-Interpolation . Beide Interpolationsaufgaben werden im Folgenden be-
handelt.
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2.2.1 Lagrange-Interpolation

Gegeben seielfn + 1) diskrete, paarweise verschiede8#itzstellen (auch Knoten genannt)
xo, ..., Ty, Und dazugehorige beliebigitiutzwerte fy, ..., fo.

Gesucht ist nun ein Polynoii € P,, vom Grad gragh < n, d.h.
P(z) = apa™ + ... + a1z + ay, Mmita, e R,v =0,...,n,
welches didnterpolationsbedingungen
P(x;) = fi, 1=0,...,n (2.3)

erfullt.

Seip; = 27,5 =0,...,n diemonomiale BasisdesP,,. Fur (2.3) erhalten wip;(f) := f(x;) al-
sopui(p;) = ;. Also ist die Matrix(u;(¢;))} ;o die Vandermonde-Matrix, die bekanntermafien
invertierbar ist, falls diex; paarweise disjunkt sind.

Um eines solches Polynoni¥(z) auch explizit zu konstruieren, werden wir zunachst dieesog
nannteLagrangeDarstellung von Polynomen einfiihren. Mit dieser Daistej kann man beson-
ders schon zeigen, dass man immer ein Polynom konstrukenem, welches die Interpolations-
aufgabe erfullt.

2.2.1.1 LagrangeDarstellung
Zur Konstruktion detLagrangeDarstellung von Polynomen bendtigen wir die folgende migfi
on:

Definition 2.2.1 (Lagrange Polynome) Die Polynome

n

(n) o (x — ;) o
j=0 J

JFi
zu den(n + 1) diskreten, paarweise verschiedenen Knotgn...,x, werden Lagrange-
Basispolynomegenannt.

Bemerkung 2.2.2 (Basis-Darstellung)Als endlich dimensionalen Vektorraum kann man die
Elemente des VektorraumB, der Polynome vom Grad kleiner oder gleiety d.h., die
Polynome, eindeutig als Linearkombination endlicher,edin unabhangiger Teilmengen—
einer Basis—darstellen. Wie man sich leicht (berlegt,dist Menge den_agrangePolynome
{Lﬁ”) ,i=0,...,n} eine Basis deB,, (Ubungsaufgabe).

Bemerkung 2.2.3 (Eigenschaft det.agrangePolynome) Per  Konstruktion erfillen  die
LagrangePolynome die Knotenbedingung

(n) . 1 firi =k,
L7 (zy) = 6ir, = { 0 fiiri £ k. (2.5)
Hieraus folgt, dasiﬁ”) i =0,...,n linear unabhangig sind.

Definition 2.2.4 (Lagrange-Darstellung) Das Polynom
P(z) =Y fiL{" () (2.6)
i=0

wird  Lagrange-Darstellung  des  Interpolationspolynoms  zu  den  Stiitzstellen
(z0, fo),-- -, (zn, fn) genannt.
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Wie angekundigt, liefert dieagrangeDarstellung einen konstruktiven Beweis fur die Existenz
und Eindeutigkeit eines Polynoni¥x), das die Interpolationsbedingun® g) erfullt.

Satz 2.2.5 (Existenz und Eindeutigkeit det.agrangeInterpolation) Zu beliebigen(n + 1)
Paaren(z;, f;) ,i = 0,...,n, mit paarweise verschiedenerusstellenz, . . ., x,, existiert genau
ein Interpolationspolynon® € P,,, das @.3) erfullt.

Beweis. (Existenz:) Die Existenz des Interpolationspolynon®§x) zeigen wir auf konstrukti-
ve Art. Zu diesem Zweck betrachten wir zu den gegebenerzSélien die(n + 1) Lagrange
PonnomeLﬁ”),i =0,...,n, aus (2.4). Diese Polynome sind vom echten Gtashd besitzen
offensichtlich die Eigenschaft (2.5). Demzufolge begitas Polynom

P(a) =" fil{" (x)
i=0

wegen .5) die geforderten Interpolationseigenschaften:
i=0 i=0

Ferner ist als Linearkombination von Polynomen vom Gratker Grad vonP kleiner oder glei-
chn.

(Eindeutigkeit:) Die Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms ergibt sigk folgt: Es seien
P und@ zwei Polynome jeweils vom Grad hdchstens gleictP, Q € P, mit

P(I‘k) :Q(.%'k) :fk (k :0,1,...,77,). (2.7)

Aus dieser Eigenschaf® ) folgt, dassD(x) := P(x) — Q(z) ein Polynom vom Grad kleiner
oder gleichn definiert mit den(n + 1) paarweise verschiedenen Nullstellan. . ., z,,. Nach dem
Fundamentalsatz der Algebra muss nun dbér) = 0 gelten, alsaP(z) = Q(x) sein. O

Bemerkung 2.2.6 (Vor- und Nachteile delLagrange Darstellung) Die LagrangeDarstellung
(2.6) ist fur praktische Zwecke meist zu rechenaufwendig, gjeet sich jedoch hervorragend
fur theoretische Fragestellungen. Insbesondere, mitked.agrange-Polynome bei Hinzunahme
einer weiteren Stutzstelle:,, 1, fn+1) komplett neu berechnet werden.

Im Laufe dieses Abschnitts werden wir eine weitere Basist@dung kennenlernen, welche sich
besser zur numerischen Berechnung eignet, alcatieangeDarstellung, dies ist die so genannte
NewtonDarstelleung. Zunachst aber zur kanonischen Basis €lansg.

2.2.1.2 Monomiale Basis Darstellung
Eine alternative Basis zur Darstellung des Interpolappohgioms mit Lagrange-Polynomen bildet
die sogenanntmonomiale Basis{1, ..., z"} vonP,, d.h. wir schreiberP in folgender Koeffizi-
entendarstellung

P(z)=ap+ a1z + ...+ apz".

Bemerkung 2.2.7 {YandermondeMatrix) Die InterpolationsbedingungenP(z;) =  f;,
1=0,...,n lassen sich wie bereits bemerkt als folgendes linearegliiegssystem auffassen:
1 xg CE% coxg agp fo
1 oz 23 ... a} a bil
1z, 22 xpy an fn
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In Numerik 1 haben wir dies®¥andermondeéVatrix schon kennengelernt und an dortiger Stelle
auch eine zunGaultAlgorithmus alternative Maglichkeit angegeben um daaugehdrige lineare
Gleichungssystem zu lésen (Aufwand fiir dieses speieltéahrersn? /24 O(n)). Das Problem
der schlechten Kondition hatten wir auch angesprochen.

Bemerkung 2.2.8 (Nachteil monomiale Basis DarstellungpPie Darstellung in monomialer Ba
sis ist numerisch instabil und sollte daher fir grafden Allgemeinen nicht verwendet werden.

2.2.2 Hermite-Interpolation
Um die HermitelInterpolation einzufiihren, bei der neben den Funktiarsswn f(x;) auch die

Ableitungen gegeben sind, benotigen wir noch einige Nmiah. Zunachst sei angemerkt, dass
generell Ableitungen verschiedener Ordnung an unterglitien Knoten gegeben sein konnen.
Notation: Wir definieren die Folge von Stutzstelle® := {z;} -0, mit

a=20<21 < <=0,

wobei Stitzstellen auch mehrfach auftreten kdnnen. 8mediner Steller; einerseits der Funkti-
onswertf (z;) und andererseits die Ableitunggh(z;), ..., f*)(z;) gegeben, so salt; in obiger
Folge(k + 1)-mal auftreten.

Gleiche Knoten nummerieren wir hierbei mit der Vielfactihei
d;i :=max{j e N|z; = x;_;}
von links nach rechts durch; z.B.

:CZ‘ o =T1 < T2 =23 =T4 <5 < Tg
| 0o 1 0 1 2 0 0

Fuhren wir nun mit diesen Abkiirzungen nachfolgende lieg€bbildung
wi 2 C"a,b] = R, p(f) = f(d")(aci), 1=0,....n

ein, so lautet diddufgabe der Hermite-Interpolation: Gegeben; (: =0,...,n). FindeP € P,
mit

wi(P) = p(f), i=0,...,n. (2.8)
Die LosungP = P(f|zo,...,x,) € P, von (2.8) heiBHermite-Interpolierende.

Satz 2.2.9 (Existenz und Eindeutigkeit deHermite-Interpolation) Zu jeder Funktionf &
C"[a, b] und jeder monotonen Folge

a=x0<x1<...<x,=0

von (i.Allg. nicht paarweise verschiedenen) Knoten gibgesau ein Polynon® < P,,, sodass
gilt:
MZ(P):MZ(f)v Z:07777‘

Beweis. Die Abbildung
p:Py — R P (ug(P),. .., pn(P))

ist offensichtlich eine lineare Abbildung zwischen dent 1)-dimensionalen reellen Vektorraum-
enP,, undR"*!, sodass aus der Injektivitat der Abbildung bereits digektivitat folgen wirde
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und damit der Satz bewiesen ware. Somit reicht es die iajektder linearen Abbildung zu zei-
gen.

Da u(P) = 0 gilt, folgt, dassp mindestengn + 1)-Nullstellen inklusive Vielfachheiten besitzt,
somit aber das Nullpolynom ist. Da fernéirm P,, = dim R"*! = n+1, folgt daraus auch wieder
die Existenz. O

Bemerkung 2.2.10 (Eigenschaften defermite-Interpolation) Stimmen alle Knoten (iberein,
d.h.xqg = 21 = --- = x,, dann entspricht das Interpolationspolynom der abgelroai Taylor-
Reihe umr = zq:

P(flxo,...,xn)(z) == Z Mf(j)(xo).

1
=

Die HermitelInterpolation und insbesondere deren effiziente Bereufpraind Thema des nun
folgenden Abschnitts. Die dort vorgestellten Schemataeffizienten numerischen Auswertung
sind, wie wir an einem Beispiel sehen werden, allerdingsirtieh auch im Fall det.agrange
Interpolation anwendbar.

2.2.3 Auswertung von Polynomen

In diesem Abschnitt werden wir uns unter anderem mit derieffien Auswertung des so ge-
mannten Interpolationspolynoms beschaftigen:

Definition 2.2.11 (Interpolationspolynom) Das nach Satz 2.2.5 eindeutig bestimmte Polynom
P € P, heif3t Interpolationspolynom von f zu den paarweise verschiedenen Stutzstellen
o, ..., Ty, Und wird mit

P = P(f|xo,...,zp)

bezeichnet.

Zur Berechnung kommen je nach Fragestellung zwei unterglitihe Ansatze zum Einsatz:
e Schema voritkert und Nevill€?,
e Schema der dividierten Differenzen.

Ist man nur an der Auswertung des Interpolationspolynéhan einer Stelle: (oder ganz weni-
gen) interessiert und will das Interpolationspolynom setidcht explizit ausrechnen so verwendet
man das Schema vakitkenund Neville

Will man hingegen das Interpolationspolynom an mehrerefie®t auswerten, so wendet man
das Schema der dividierten Differenzen an. Hierbei bemichman die Koeffezientem,, =
[xo,...,2,]f des so genannten Newtonschen-Interpolationspolynonesddidierten Differen-
zen) und wendet ein dem Horner-Schema ahnliches Schema an.

Das Newtorsche-Interpolationspolynom ist hierbei eine Darstelldieg Interpolationspolynoms
bezuglich der so genannté&ewtonBasis. Aus dem Blickwinkel der Darstellung des Interpelat
onspolynoms bzgl. deMewtonBasis entspricht das Schema vaitkenund Neville der Berech-
nung des Wertes des Interpolationspolynoms an einer gesusielle ohne die Koeffizienten,
explizit zu berechnen.

1Aitken, Alexander Craig (1895-1967)
2Neville, Eric Harold (1889-1961)
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2.2.3.1 Schema voriitken und Neville

Hier betrachen wir den Fall, dass man nur an der Auswertusdrderpolationspolynom# an
einer Steller interessiert ist. Dazu muss man nicht éfsbestimmen, sondern karfi(x) durch

rekursive Berechnung effektiver (d.h vor allem effektibmziiglich des Aufwands) bestimmen.

Motiviert wird dies im Folgenden durch das Lemma Witken

Lemma 2.2.12 (von Aitken) Fur das Interpolationspolynon® = P(f|xo,...,x,) gilt die Re-
kursionsformel

(xo — 2)P(flx1,...,zn)(x) — (x — ) P(f|z0s - - -y THe1) ()

Ty — Tp

P(flxg,...,xn)(x) = . (2.9

Hierbei gilt also insbesonder®( f|xx) = f(zk).

Beweis. Sei¢(x) definiert als der Term auf der rechten Seite von (2.9). Daing is IP,, und es
gilt:
(wo — i) f(@i) — (2 — 24) [ (23)

€Ty — Tp

o(xi) =

:f(l'i), i=1,...,n—1.
Ebenso leicht folgth(xo) = f(xo) sowieo(z,) = f(z,) und daher obige Behauptung. O

Herleitung des Algorithmus: Wir definierenf; := f(x;) furi = 0,...,n. Man beachte hierbei
P(flzi) = fi, i=0,...,n.
Fur festese vereinfachen wir die Notation weiterhin durch
Py :=P(flri_g,...,zi)(x), 1>k
Die Rekursion (2.9) schreibt sich nun

P - (550 - x)Pn,nfl - (xn - x)Pnfl,nfl
nn = )
Trog — Tp

oder allgemeiner fug; 5, i > k:

= (xj_p—xitw;—2T)

—_——

B (i—p —x) P — (v —x)Pi_1 1
Pip =
Ti—k — T4
Tr; —
= Pp1+ (Pijg—1—Pic1p-1)-
Ti—k — T4

Daraus gewinnen wir den folgenden Algorithmus:

Algorithmus 2.2.1 (Aitken-Neville-Verfahren) Gegeben seien @&¢stellenzg, x1,...,z, und
Siitzwertefo, f1,..., fa.

1) SetzeP; = f;, furi=0,...,n.

2) BerechneP;, = Pix 1+ - —(Pix—1 — Pi1x-1), j >k

Ti—Ti—
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Zur praktischen Berechnung eignet sich ddshema vonNeville: Nach diesem lasst sich
P, = P(f|zo,...,zn)(z), d.h. das Interpolationspolynom an einer festen Stelleusgehend
von den Datenfj ..., f,,) wie folgt berechnen:

Jo = P
\
i = P — P
\
- Pn—2,n—2
N\ N
fne1 = Pooio — — Poapn2 — Pyoina
\ \ N \
fn - Pn,(] - Pn,l - Pn,n72 — Puna - Py

)

MATLAB -Funktion: AitkenNeville.m

function value = AitkenNeville(x,fx,x0)

% evaluate the Interpolation polynomial given
% by (x,fx) at the point x0

for k = 2: 1 engt h(fx)

for j = |ength(fx):-1:k
I;IX(J') = () + (XO-x([))/(x()-x(j-k+1)) * (x()-fx(-1));
en
end

value = fx( end);

MATLAB -Beispiel:

Testen wir das Aitken-Neville >> x = linspace(0,1,5);
Verfahren anhand zweier Beispiele.>> AitkenNeville(x,x."2,2)
Zum einen werten wir das Interpo- 1S =
lationspolynom zuf(z) = =2 und

3 Stutzstellen an der Stellaus.

4

Zum anderen werten wir das>> x = linspace(0,1,5);
Interpolationspolynom zu >> sqri(3)/2 - AitkenNeville(x,sin(x),pi/3)
f(x) = sin(z) und 5 aquidi- 2ans =

stanten Stiitzstellen iff), 1] an der 4.387286117690792e-005

Stelle /3 aus. Man beachte, dass

sin(z) = v/3/2 gilt.
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Bemerkung 2.2.13Im Gegensatz zur Lagrange-Darstellung lasst sich bei égeddnung des
Interpolationspolynoms an einer festen Stelle mit dem Beheon Aitken-Neville zun + 1)-
Paaren ohne Probleme eine weiteres Ragr, f,+1) hinzu nehmen. Und dies somit zu einer
Berechnung des Interpolationspolynoms an einer festele 3te(n + 2) Paaren ausweiten.

2.2.3.2 Newton-Darstellung und dividierte Differenzen

Wir hatten bereits zwei Basis-Darstellungenifirkennengelernt. Allerdings eigenen sich sowohl
die LagrangeDarstellung als auch die monomiale Basis Darstellungtrsolgut zur numerischen
Berechnung des kompletten Polynoms (also nicht nur der Arswg an wenigen Stellen). Vor
diesem Hintergrund fuhren wir ddewtorschen Basispolynome ein, eine Darstellung bzgl. dieser
ist fur numerische Zwecke besser geeignet.

Das Ziel ist eine Aufdatierungsstrategie bezuglich ddgriRangrades zur Berechnung des kom-
pletten Polynoms. Mit einer Aufdatierungsstrategie karanmann auch ohne Probleme ein wei-
teres Paafx,, 1, fn+1) hinzunehmen.

Motivation: Zu gegebenen(n + 1) Paaren ist wollen wir das Interpolationspolynom
P(f|zo,...,x,) € P, somit als eine additive Zerlegung

P(f’3507 o 7'%'71)(1.) - P(f‘.%'o, cee 7mn—1)(w) + Qn(w)
——
ePy, €Pr_1 2%

darstellen, mit einem Polyno®,, vom Gradn, welches von den Stiitzstellen und einem unbe-
kannten Koeffizienten abhangt. Da flr

@Qn(xi) = P(flzo, ..., xn)(x:) — P(flzo, ..., 2n-1)(zi) =0
gilt, muss
Qn(x) = an(x — m0) -+ (¥ — Tn—1)
gelten. Furz,, setzt man ein und |6st naef), auf

_ J(zn) = P(flzo, - - 2n—1)(zn)

" (wn _xO)"'(xn _xnfl)

Offenbar ista,, der fuhrende Koeffizient vo®( f|zo, ..., x,), d.h. der Koeffizient vor:".
Wir definieren nun die bereits erwahnte Newton-Basis:

Definition 2.2.14 (NewtonBasis) Es seiemg, ...x,_1 € R und

i—1

wo =1, wi(z):= H(w —zj), w;€Py
=0

Wir bezeichnedwy, . . . ,w, } alsNewton-Basisdes PolynomrauniB,, mit Basiselementew;.

Bemerkung 2.2.15 Man beachte, dass bei der Definition der Newton-Basis wader@rdnung
der Punktex; noch ,paarweise verschieden* vorgeschrieben wurde. Je nach ledemmg,
erhalt man somit eine andere Newton-Basis. Dies ist beSt@hbilitat der folgenden Verfahren
zu berticksichtigen.
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Um nun das Verfahren der dividierten Differenzen herzateimit dem sich sowohl dieagrange
als auch di¢dermiteInterpolationsaufgabe effizient Iosen lasst, verwendie die Darstellung des
Interpolationspolynoms in détewtonBasis, d.h. dadlewtonInterpolationspolynom

n—1
P(z) = co+ci(x—mz)+ca(x —xo)(z—21) 4+ +cn H(x — )
=0

n
= Z a;w;(z),
i=0

wobei sich die unbekannten Koeffizienten.. ., ¢, prinzipiell aus den Interpolationsbedingun-
gen

P(CEQ) = Cp = f(ZC(])
P(x1) = co+ei(x— o) = f(z1)
P(xa) = co+ci(we —x0) +c2(x2 —21) (22 —20) = f(22)
sukzessive berechnen lassen (dieses LGS hat Linksdrgesthdt!):
P(.%'o) = — ()= f(wo)v
f(@1) = f(x0)

P(wl) =y + cl(acl — :CO) — ¢ =
I1 — o

Die Koeffizientency, kK = 0, ..., n nennt mardividierte Differenzen.

Definition 2.2.16 (n-te dividierte Differenz) Der fiihrende Koeffizient,, des Interpolationspo-
lynoms

P(flzo,...,2n)(®) = an2" + ap_12" ' + -+ + a1z + ag
von f zu den Knoterzy < x1 < --- < x,, hei3tn-te dividierte Differenz von f anx,...,x,
und wird mit
[0y Tl f = an
bezeichnet.

Bemerkung 2.2.17 Beim Vergleich deNewtonInterpolationspolynoms mit dem Interpolations-
polynom bzgl. der monomialen Basis

|
—

n J

Plx)y=) c¢||(x—x)= Z a;a’
=0

j=0 i

I
=)

sieht man durch Ausmultiplizieren, dass fur die Koeffiréander héchstem—Potenza,, = c,
gilt. Damit folgt a,, = ¢,, = [0, ..., xs)f

Satz 2.2.18 Newtorische Interpolationsformel) Fur jede Funktion fe C™(R) und Knoten
29 < --- < xn €Rist

n

P(z) = Z[mo, cony T wi(x)

i=0
das Interpolationspolynon®( f|zo, ..., z,) von f anxzy,...,z, also P(f|zg,...,z,) = P(z).
Gilt daruiber hinausf € C"*1(R), so folgt:

f(x) = P(z)+ [xo,...,Tn, 2] f - wni1(T) . (2.10)

Numerik II, 28. Juni 2013
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Beweis. Wir zeigen die erste Behauptung durch Induktion nach N. Furn = 0 ist die Aussage
trivialerweise erfllt. Sei also im Folgenden> 0 und

n—1
Pn,1 = P(f|$0, - ,xnfl) = Z[xo, e ,xz]f Wy

i=0
das Interpolationspolynom vofan den Stitzstellen, . . . , x,_1. Damit erhalten wir fur
P, = P(f|xo,...,z,), aufgrund der Definition der dividierten Differenz bzw. véy, dass

Py(z) = [z0,...,2n)f 2" 4+ ap12" 1+ .. 4 ag
= [0, zulf - wn(®) + Qn-1(x)

mit einem Polynon®,,_1 € P, gilt. Nun erflllt aber wegew,,(z;) = 0,7 =0,...,n—1

Qn—l = Pn - [w07--~7xn]f'wn
offensichtlich die Interpolationsaufgabe fi, . . . , z,, 1, Sodass wir erhalten:

n—1

anl = Pnfl = Z[‘T07 v axl]f s Wi
i=0
Dies beweist aber gerade die Aussage des Satzes. Insbhes@migenun, dass
Pn + [.I(],... 7xnax]f *Whpt1

die Funktionf an den Knoten, . .., z,, undz interpoliert und damit2.10). O

Aus den Eigenschaften determitelnterpolation lassen sich sofort folgende Aussagen idier
dividierten Differenzen zif ableiten:

Lemma 2.2.19 (Eigenschaften der dividierten Differenzen) i) (Rekursive  Berechnung
der dividierten Differenzen}ur x; # x;, gilt die Rekursionsformel

w0 wnlf = [0y .oy Ty vy ) f — [mo,...,mk,...,mn]f7
T — T
wobei™ anzeigt, dass die entsprechendat&ttelle weggelassen wird ('seinen Hut nehmen

muss’)

i7) (Darstellunguber abgebrochene Taylor-Reihejir zusammenfallende Knoteg = ... =
Ty gilt
£ (20)

[xo,...,xn]f:T

Bemerkung 2.2.20 Aussage) erklart die Bezeichnung dividierte Differenzen.

Beweis. Fur dasHermite Interpolationspolynom gilt mik; # zy:
[mOw"inwwmn]fxn_l‘i’ﬂj)n—Q

P(f|zo,. .. ) = (ﬁi—CC)P(fL’COa-..,fﬂ\lm...,ﬂ?n)—(ﬁﬂk—$)P(f|$0,...,fﬂ\k,...,xn)7

Ty — Tk
(2.11)
was sich durctuberpriifen der Interpolationseigenschaft zeigen kstsels Einsetzen der Defini-
tionen. Aus der Eindeutigkeit des fuhrenden Koeffizierftdgt aus(2.11) unmittelbar Behaupt-
ungi). Stimmen dagegen alle Knotep, . . ., z,, Uberein, so ist das Interpolationspolynom

n

P(flzo, ..., z)(@) = > @20 46) (40) =: P(a),

P

wie man durch Einsetzen in; (vgl. (2.8) oben) leicht einsieht. Daraus folgt, dass déwénde
Koeffizient (") (xq) /n! ist. Somit gilt auchii). O

Numerik II, 28. Juni 2013
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Die Auswertung der Rekursionsform@.11) erfolgt am zweckmaRigsten i®chema der divi-
dierten Differenzen unter Verwendung der Startwerfte;] f = f(x;) fur paarweise verschiedene
Knoten.

ro  |xolf

v [m]f [wo,w]f

vy [wo]f [wi,xe)f [wo,x1,w0)f

w3 [zslf  [wo,ws]f [z1,20,23]f  [w0, 71,22, 23] f

T4 [1'4]f [1'3,.%'4]f [.%'2,1‘3,1‘4]f [1'1,.%'2,.%'3,.%'4]f [I‘Q,...,[L’4]f

Die gesuchten Koeffizientem, desNewtonlnterpolationspolynoms findet man im obigen Sche-
ma der dividierten Differenzen in der oberen Diagonalen.

Nachfolgend werden wir das Schema der dividierten Diffeeenanhand zweier Beispiele illus-
trieren. Zum einen fur die klassischagrangelnterpolation bei der Knoten und Funktionswerte
gegeben sind und zum anderen fur Hiermite-Interpolation.

Beispiel 2.2.21 I(agrangeInterpolation via dem Schema der dividierten Differenzer) Wenn
wir das Schema auf gegebene Daten f;),7 = 0, ..., 3 anwenden, so erhalten wir

x0:0 . f():l

N
x1=3/2 : =2 — 2/3

N N
©2=5/2 : fo=2 — 0 — —4/15

N N N
563:9/2 . f3:1 — —1/2 — —1/6 — 1/45

und dasNewtonschénterpolationspolynom lautet demnach

MATLAB -Funktionen: NewtonlInterpolation.m und EvalNewtonPolym

function fx = Newtonlnterpolation(x,fx)
for k = 2: 1 engt h(fx)

1
2

3 for j = |ength(fx):-1:k

4 fx() = (x() - (-1 (x()-x(-k+1));
5 end

6 end

function value = HornerNewton(a,x0,x)
% evaluate Newton polynom
% p(x0) = a(l) + a(2) *(x0-x(1)) + a(3) *(X0-x(1))  *(x0-x(2)) + ...
% = a(l) + ( (x0-x(1)) * (a(2) + (x0-x(2)) * (a@d) ...
value = a( end);
for k=length(a)-1:-1:1
value = a(k) + value. * (X0-x(K));
end

0 N O O WN P
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MATLAB -Beispiel:

Testen wir das Differenzen- >> x=linspace(0,2,3);

Verfahren nochmals an den beider> @ = NewtonInterpolation(x,x."2)
Beispielen aus Bsp. 2.2.3.1. Zum@& =

einen werten wir das Ir;terpolatl- >> HornerNewton(a,2.x)
onspolynom zuf(z) = x* und 3 ans =

Stltzstellen an der Stelfeaus. 4

1 1

Zum anderen werten das Interpo->> x=linspace(0,1,5);
lationspolynom zuf (z) = sin(z) >> a = NewtonInterpolation(x,_sin(x));
und 5 aquidistanten Stiitzstellen in>> SAri(3)/2-HornerNewton(a,pi/3,x)

ans =
[0,1] an der Steller/3 aus. 4.3872861176907926-005

Beispiel 2.2.22 Hermite-Interpolation via dem Schema der dividierten Differenzen

Betrachten wir nun noch abschlielend das Schema fir digtmitale Hermite Interpolations-
aufgabe (d.h. auch Ableitungen werden interpoliert). UBachtung von Lemma 2.2.19, insbe-
sonderg(2.11) ergibt sich:

o - [I‘Q]f
\
zo:  [zolf — [zo,z0lf = f'(20)
\ \ )
zo:  [zolf — [zo,x0lf = f(w0) — [wo,0,x0]f = L-(20)
\ \ \
I [xl]f — [.%'o,l'l]f — [.%'o,l'o,l'l]f — [I‘Q,I‘Q,I‘Q,I‘l]f

Das resultierende Polynofd(x) mit

P(z) = f(wo) + (z — 7o) (f/(u"?o) + (@ — x0) (f" (o) + (x — xo)[ﬂﬁo,wo,wowl]f))
erfullt dann die Interpolationsaufgaben
P(x0) = f(x0), P'(x0) = f'(20), P"(z0) = f"(x0) und P(z1) = f(x1).

Fur den speziellen Fall, dass an allen Knatgn. . . , z,, sowohl f als auchf’ interpoliert werden
sollen, erhalt man die folgende Darstellung des IntetfmiapolynomsP(x).

Satz 2.2.23 (Darstellung des Interpolationspolynomsgs seiw(z) = (x — xg) - -+ - - (x — 2,
und L,i") (z) seien dieLagrangePolynome zu den Knotety, . . ., z,,. Dann hat

Ple) =3 flon) (1= 505 @ -0 ) 020) + 3 o - o) (0
k=1

k=1

die Interpolationseigenschaften

P(zy) = f(zg) und P'(xy) = f'(zx), k=0,...,n.

Numerik II, 28. Juni 2013
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Beweis. Es seix, einer der Knoten, . . . , z,,, dann folgt sofort aus der Interpolationseigenschaft
derLagrange-Polynome

P(xg) = f(x0),
da

n n n

W'(z) = (x — x1) und somitw’(x,) = H(.%'g —x) #0
=0 k=
k

RN)

k=0
k#L
gilt. Fur die Ableitung vonP ergibt sich

w' (k) W' ()

Pl(z) = Zf(m)[(l_ w”(xk)m—wk>)2<L§f’<x>>/——“’"(“)L/i”)@)} L ()
k=1

+ 3 F @)@ = 22 (@) + L @) L (@),
k=1

sodass wir nun Folgendes erhalten:

UJ”(.IZ)

W' (p)
w(z)

Nutzt man aus, dass|" (x) = oo dilt (siehe Hausiibung), so folgt aus

P'(ae) = (o) (2" @) = 5 22) + ().

w(@) = L (@)(@ - 2w ()
nach zweimaligem Differenzieren
W (@) = (L ()" (@ — 20w (w0) + 2L (@) (w0).
Damit gilt an der Stelle:,

S = AL )

Einsetzen in die Ableitung voR schlief3t den Beweis ab. O

2.2.4 Interpolationsgute

Geht man davon aus, dass die Stutzwgytals Funktionswerte einer Funktiofi: [a,b] — R an
den Stutzsteller; € [a,b] gegeben sind, so stellt sich die Frage nach der Gite depthétion,
d.h. wie gut approximiert das Interpolationspolynom dialion aufia, b].

2.2.4.1 |Interpolationsfehler
Bei der nun folgenden Darstellung des Approximationsfehle

£(z) = f(z) - P(a)

erweisen sich die im vorherigen Abschnitt hergeleiten BEsghaften der dividierten Differenzen
als hilfreich:

Satz 2.2.24 (Interpolationsfehler) Es seif € C™[a,b] und f"t1)(z) existiere @r alle z ¢
(a,b); weiterhin geltea < zp <27 <--- < z,, < b. Dann gilt:

(x—x0) - (x— ) L0
@) = Pl o)) = I D) (242)

wobeimin{z, xg,...,z,} < £ < max{z,xg,...,x,} ISt

Numerik II, 28. Juni 2013
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Beweis.Nach Konstruktion vorP(f|xo, ..., x,) gilt:
P(f‘xovaxn)(xk):f(xk)v k=0,1,...,n.
Es sei nune fest und dabei ungleichg, 1, . .., z,. Ferner sei
- P e
K(z) = L0 = PUlR0, -y 20)(@) (2.13)
(I'—I'O)""'(x—wn)
Nun betrachten wir die Funktion
W(t) = f(t) = P(flao,.. 2)(t) = (t —@0) -+~ - (t — 2a) K (). (2.14)
Die FunktionTV (¢) verschwindet also an den Stellers= zy,...,t = =, und durch(2.13) auch
an der Stellee = . Nach dem verallgemeinerten Satz volle® verschwindet die Funktion
WD () an einer Stellg mit min{z, 2o, ..., z,} < £ < max{z,xo,...,z,}. Das(n + 1)-
fache Differenzieren vo(2.14) nacht liefert
WD) = FFU(E) = (n 4+ DIK (@),
sodass gilt:
0=WrHI(E) = FHD(E) — (n+ 1)K ().
Damit erhalten wir aber unmittelbar
1
K — (n+1) ¢y 2.15
@) = G/ O (2.15)
Nach Einsetzen vofR.15) in (2.14) erhalten wir die Behauptung fiir= z, daz Nullstelle von
W ist. ]

Bemerkung 2.2.25 (Darstellung des Interpolationsfehle)s Im Beweis zum Approximations-
fehler (vgl. Satz, 2.2.282.12)) haben wir gezeigt

f(@)=P(f|xo,...,zn)(x) = %ﬂnﬂ)(&)’ min{xo, ..., Ty, z} < { < max{zg,..., T, x}.

Und mit dem Satz iber didewtonDarstellung gilt:
f(l') - P(f’ﬂUO? s 7'%'71)(1.) = [1'0, s 7xn7x]f ' wn-l—l(x)'

Somit folgern wir: Fir alle Knotery < --- < x,, existiert eint € [x¢, z,,], sodass gilt:

_ ")

n!

[0, 20l f (2.16)

2.2.4.2 Tschebyschefinterpolation

Wie das folgende Beispiel zeigen wird, hat die Verteilung 8&itzstellenzy, . .., x,, Uber das
Interpolationsintervall entscheidenden Einfluss auf dikeGler Approximation. Ein klassisches
Beispiel hierfur stammt voRungé:

Die Interpolationspolynome( f|x1, . .., z,,) zur Funktionf (z) = ﬁ im Intervall I := [—5, 5]

bei aquidistanten Stitzsteller), = —5 + %k zeigen bei wachsendem einen zunehmenden
Interpolationsfehler.

3Rolle, Michel (1652-1719)
“Runge, Carl (1856-1927)
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MATLAB -Beispiel:

Das Interpolationspolynom zun = 12;
12 aquidistanten Stitzstellen undf = @(x)  1./(x."2+1);
Stiitzwerten zur Funktion x = linspace(-5,5,n);
fx = f(x);
1 s = linspace(x(1),x(end),10 *N);
fla) = 14 22 for j=1:length(s)
ps() = AitkenNeville(x,fx,s(j));
istin Abb. 2.2.4.2 dargestellt. end
plot(x,fx,’ *'.5,ps,’r-',s,f(s),’k’)

1.2

1

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5

Wie wir im weiteren zeigen werden, kann man bei geschickiehtaquidistanter Wahl der Stutz-
stellen dagegen eine Konvergenz erhalten. Genauer gesdden wirz1, . .., x,, als die Nullstel-
len der von[—1, 1] auf I transformierteriTschebyschefiPolynomeund erhalten dadurch punkt-

weise Konvergenz fin — oo. Man beachte das dieses Phanomen nicht von Rundungsfehler
abhangt.

Bei der Berechnung des Approximations- bzw. des Interfmmiatehlers haben wir gesehen, dass

F (g
f(l‘) —P(f]xo,...,xn)(ac) - mwn-ﬂ(m)v LS [a7 b]

furein¢ = £(x) € (a,b) gilt. Wir suchen nun Knotemy, ..., x, € [a,b], die dasMinimax-
Problem

max |wyy1(x)| = max [(z —x¢) ... (x — z,)| = min

z€|a,b] z€[a,b]

l6sen. Anders formuliert, es gilt das normierte Polynom ; € IP,,.; mit den reellen Nullstellen
Zo, ..., T, ZU bestimmen, fur das

max |wpy1(x)| = min
z€[a,b] L0,y Ty
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gilt. Im Folgenden werden wir sehen, dass geradeTdighebyschefPolynomeT,, diese obige
MinimaxAufgabe losen (sie lo6sen sie bis auf einen skalaren Faktd eine affine Transformati-
on). Somit sind die Nullstellen der Tschebyscheff-Polyerofiis auf eine affine Transformation)
gerade die gesuchten Stutzstellgn. . . z,,.

Zunachst reduzieren wir das Problem auf das Intervall, 1] mit Hilfe der Umkehrabbildung
folgender Abbildung

20 —a—>
y:[aab]_)[_LlL xHy:y(:U): b ’
—a
d.h. die Umkehrabbildung lautet:
x:[-1,1] — [a,b], y— z=12x(y) = b—|2—a+ b;a .

Ist jetzt P € P, mit grad P = n und fuhrendem Koeffizientes, = 1 die Losung dedinimax
problems

max |P(z)| = min,
ye[flvl}

so stelltP(z) := P(y(z)) die Losung des urspriinglichen Problems mit filhrenderffienten
2" /(b — a)™ dar. Fury € [—1, 1] definieren wir dieTschebyscheffPolynomedurch (vgl. hierzu
auch Kapitel 3):

T, (y) = cos(narccos(y)), y € [—1,1] (2.17)
und allgemein fiiy € R durch dieDrei-Term-Rekursion
Toy) =1, Ti(y) =y, Ti(y) =2yTh-1(y) — Th—2(y), k > 2. (2.18)

Wir benotigen im Folgenden die Eigenschaften GschebyschefPolynome, die wir in Kapitel 3
detailliert diskutierten werden und hier der Einfachheiltoer bereits schon mal wiedergeben:

Bemerkung 2.2.26 (Eigenschaften der Tschebyscheff-Polgme) (i) Der fihrende Koeffi-
zient vonT,, ista, = 2" 1, n>1

(i1) |Ta(y)| <1 fury € [-1,1].

(13i) Die Nullstellen voril,,(y) sind

2k + 1
yk::cos< i 7'('), k=0,1,...,n—1.
2n

() |T,(y)| nimmt seinen maximalen Wert im Interv&# 1, 1] an den(n + 1) Extremalstellen
Up = cos(%ﬂ) firk =0,...,n an, d.h.

k
IT.(y)|=1 < y=7y,=-cos (—W> mitk=0,...,n.
n
Satz 2.2.27 (Minimal-Eigenschaft der Tschebyscheff-Paiypme) Jedes PolynonP € P, mit
fuhrendem Koeffizienten, # 0 nimmt im Intervall|—1, 1] einen Wert vom Betrag |a,,|/2"~*
an. Insbesondere sind dieschebyschefPolynomeT,, (y) minimal befglich der Maximumsnorm
[ fllco = maxye_1 47| f(y)| unter den Polynomen vom Gradmit fuhrendem Koeffizientezt 1.
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Beweis.(Annahme:) Sei P ¢ P, ein Polynom mit fuhrendem Koeffizienter), = 2"~! und
|P(y)| < 1fury e [—1,1]. Dann istT;, — P, ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich — 1)
(beide besitzen,, als fuhrenden Koeffizienten). An dérschebyscheffAbszisseny,, := cos(’%)
gilt:
Tn(Yor) =1, Pa(Yor) <1 = Po(Yor) — Tn(Yax) <O,
T0(Yors1) = =1, Pa(Worgr) > -1 = Pu@orq1) — Tn(Uors1) > 0,

d.h. die DifferenzT,, — P, ist an den(n + 1)-Tschebyscheffbszissen abwechselnd positiv
und negativ, damit besitzt die Differenz mindestenBlullstellen in[—1, 1] im Widerspruch zu
0+# T, — P, € P,.1. Demnach muss es fur jedes Polynéhe P, mit fUhrendem Koeffizienten
a, = 2" ! einy € [-1,1] geben derart, das®, (y)| > 1 erfullt. Fur ein beliebiged® € P,, mit
a, 7 0 folgt die Behauptung daraus, daBs := %Pn ein Polynom mitz,, = 2"~ ! ist. O

2.3 RATIONALE INTERPOLATION

Zur Interpolation einer Funktion, welche einen Pol besitiér deren Graph eine Asymptote auf-
weist sind im Allgemeinen Polynome nicht gut geeignet.

Zu diesem Zweck untersuchen wir im Folgenden die Interjfosiahittels einer gebrochen ratio-
nalen Funktion ,
Riz) = potpirt... +pr’ P,,(ac).
Qo+ qar+...+quar Qux)
Die Polynomgrade/, ;. der PolynomeP, € P, und@,, € P, seien hierbei vorgegeben, sodass
R(z) an(n + 1) paarweise verschiedenen Knoteg . .., z,, die vorgegebenen Funktionswerte
fo:= f(xo),..., fn:= f(z,) annimmt, somit also gilt:

(2.19)

R(ZCZ):fZ, ’L'ZO,...,’I’L.

Da Zahler und Nenner i(2.19) jeweils mit einer von Null verschiedenen Zahl multiplizierer-
den durfen, enthalt der Ansat2.19) v + u + 1 freie Unbekannte. Damit nun die Anzahl der
Interpolationsbedingungen mit der Anzahl der Unbekanmgmy, ..., p., g0, q1,- - -,qu Uber-
einstimmt, muss zwangslaufig+ @ = n erflllt sein.

Beispiel 231zg=1,21 = 1,290 = 2, fo =2, f1 = 3, f2 =3
Wir setzenv = 0, 4 = 2, d.h. wir verwenden den Ansatz

Po

R(x) = .
(@) g0 + 1z + gox®

Die Interpolationsaufgabe fuhrt uns zum Gleichungssyste

Py (z;) — Qulwi) - f(xi) =0,

d.h. im vorliegenden Fall

po—2@-a+gq¢) =0
po—2(@+q@+gq) = 0
po—3(q0 +2q1 +4q2) = 0
Nach derCramerscherrRegel besitzt dieses lineare Gleichungssystem die eihzigeng
36
R(x)

- 14 — 3 + 22’

Numerik II, 28. Juni 2013



Abschnitt 2.3: Rationale Interpolation

61

Beispiel 2.3.2Wahlen wir zu den Daten von Beispiel 2.3.1 den Angatz v = 1, so setzen wir

R(z) = po + p1x
g+ qrz’

bzw.
po +p1xi — fi(qo + qux;)) =0, i=0,1,2
Dies fuhrt uns zu folgendem linearen Gleichungssystem:

po—p1—2(qo—q1) = 0,
po+p1—3(@+q) = 0,
po+2p1 —3(q0 +2q1) = 0,

welches die (bis auf einen gemeinsamen Faktor) eindeutigarg

p0:3> P1:3> q0:1> Q1:1
besitzt, sodass wir folgendes Ergebnis erhalten:

R(z) = 3113; — R =3 [Widerspruch (Vgl.R(zo) = 2)]

Bemerkung 2.3.3 Die nichttriviale Lésung des LGS zur Bestimmung vBfx) braucht nicht in
jedem Fall die Interpolationsaufgabe zu erfillen. Da dawgahler als auch Nenner einen ge-
meinsamen Linearfaktdr: — x;) besitzen kénnen, wird sich dieser bei der Losung weghiirz
Die daraus resultierende gebrochen rationale Funlﬁ(mj wird dann im Allgemeinen den Funk-
tionswertf; an der Stellec; nicht annehmen (vgl. hierzu Beispiel 2.3.2).

Bemerkung 2.3.4 Auch fir die rationale Interpolation existieréeville-artige Algorithmen zur
Auswertung des Polynoms, ohne dies vorher bestimmt zu habenAlgorithmen zur Bestim-
mung der Koeffizienten, &hnlich dem dividierten DifferenzVerfahren. Man schlage z.B. in
[Stoér/Bulirsch] unter den Stichwortérhielscher Kettenbruch, reziproke Differenzen nach.

MATLAB -Funktion: RationalAitkenNeville.m

function value = RationalAitkenNeville(x,fx,x0)
% evaluate the rational interpolation polynomial (n,n+1) r esp. (n,n

% given by (x,fx) at the point x0
fxml = fx;
for j = length(fx):-1:2
it x0™=x(j)
fx() = () + (xX0-x())/(x()-x(-1)) * (fx()-fx(-1));
el se
value = fx(j); return
end
end

for k = 3: | engt h(fx)

temp = fx;
for j = length(fx):-1k
d = fx(j)-fx(j-1);
% if fx(j)==fxm1(-1) % abs(fx(j)-fxml(j-1))<le-10 * max(1,max(abs

(fx()),abs(fxm1(j-1))))

Numerik II, 28. Juni 2013
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% fx(j) = NaN;
% else
%((x0-x(j-k+1))/(x0-x(j)) * (1-d/(fx(j)-fxm1(j-1)))-1)
() = x(@)+d/((x0-x(j-k+1))/(x0-x(j)) * (1-d/(fx(j)-fxm1(j
-1)))-1);
% end
end
fxml = temp;
end

value = fx( end);

MATLAB -Beispiel:

Vergleichen wir die rationale Inter- >> format long

polation (Zahler- und Nennerpoly- >> f = @(x) cot(x  *pi/180);
nom quadratisch) mit der einfachen™>> X = linspace(1,5,5);
Polynominterpolation 4. Ordnung. >> AitkenNeville(x,f(x),2.5)

. By o . ans =
Die Werte furcot(1°), cot(2°), ..., 52 74709740132512

cot(5°) liegen vor und der Wert fir > RationalaitkenNeville(x,f(x),2.5)
cot(2°,30) soll durch Interpolation ans =

angenahert werden. 22.90376554340344
Man beachte die unterschiedliche>> f(2.5)
Genauigkeit. ans =

22.90376554843120

Das die deutlich bessere Approximation durch das ratiolméFpolationspolynom kein einzel-
ner Zufallsbefund ist wird durch die folgende Grafik bagtaidie den relativen Fehler zwischen

Interpolationspolynom und exaktem Wert grafisch wiedergib

2.3.1 Pade-Approximation

Als Pace’-Approximation wird eine rationale Funktion bezeichnetreh Potenzreihenentwick-
lung mit einer gegebenen Potenzreihe bis zum hdchsten G@einstimmt. Falls die rationale

Funktion die folgende Form
m k
R(z) = —Zk:g i %

hat, dann wirdR(z) als Pace-Approximation zur Potenzreihe

[e.9]

fa) =3 ot

k=0
bezeichnet, falls

R(0) = f(0) undebenso
d d
wR(Q]) o0 = wf(.%') 33:07 k: 1,2,...,m—i—n
gilt.

Padé, Henri (1863-1953)
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Abb. 2.1: Die Werte furot(1°), cot(2°), . ..,cot(5°) liegen vor. Dargestellt ist der relative Fehler
zwischen Interpolationspolynom (zu den gegebenen Datahflar exakten Funktion fur das ein-
fache Interpolationspolynom (gestichelte Linie, y-Achisg&s) mit einem Maximalwerts 0.03
und fUr ein rationales Interpolationspolynom (gepurkienie, y-Achse rechts) mit einen maxi-
malen Absolutwerts 5.8 - 1079,

Die Gleichungen (2.20) un@.43) fuhren zum + n + 1 Gleichungen mit den Unbekannten
ao, - - -, am,m Undby, ..., b,. Der einfachste Weg zu diesen Gleichungen zu gelangerghiektrin,
R(z) und f(z) mit dem Nenner vorR(x) zu multiplizieren und einen Koeffizientenvergleich in
den erstenn + n + 1 Monomenl, z, z2, . .., ™™ durchzufiihren.

Betrachten wir allerdings nur den Spezialfadl= n, so erhalten winy = ¢y und die Verbleiben-
den Koeffizienteru, b erfullen die Gleichungen

n
Z blcn,lJrk =  —Cn+k, k= 1, oo n (2.22)
I=1
k
Zblckfl = ag, k= 1,...,n (2.23)
1=0
Man startet also zuerst mit (2.22), welches die GleichurmygrBestimmung voib, . .., b, dar-

stellen. Obwohl diese Gleichungen eihéplitzmatrix erzeugen, wendet man nicht das spezielle
Verfahren furToplitzmatrizenan. Erfahrungen zeigen, dass diese Gleichungen haufigumaie
gular sind. DieL R-Zerlegung ist hier aus Stabilitatsgrinden vorzuzielidschdem dié’s nun
bekannt sind, liefert (2.23) eine explizite Darstellung diiea’s.

Die Pade-Approximation wird haufig dann angewendet, wenn die zu@amierende Funktion
f(z) nicht bekannt ist. Wir gehen davon aus, dass es moglictastWert vonf (x) und einiger
Ableitungen an der Stelle = 0, z.B. f(0), f/(0), f”(0) zu bestimmen. Dies sind natirlich bereits
die ersten Koeffizienten der Potenzreihenentwicklungy alseist keinesfalls klar, ob diese be-
tragsmafig kleiner werden und ob die Reihe Uberhauptetgrert. Wir wollen die Moglichkeiten
derPade-Approximation an einem Beispiel illustrieren, fur eina@lyse der Methode verweisen
wir auf [Cuyt/Wuytack].
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Beispiel 2.3.5Man stelle sich vor, man konnte die ersten funf Terme e@enzreihe einer un-
bekannten Funktiorf (=) generieren, und diese sind
1 1, 49 5 175

~24 - —x° —
fa)m24got g’ = oR™ + gt

Wir wahlenm = n = 2 fur unserePade-Approximation. In der nachfolgenden Abbildung sind
die abgebrochene PotenzreihendarstellungPdae-Approximation und die exakte Funktion

1/3

f(@) = (7+ (1 +2)?)

Die dargestellte Funktiorf hat einen Verzweigungspunkt bei = —1, daher konvergiert die
Potenzreihe lediglich in-1 < x < 1. Im grof3ten Teil der nachfolgenden Abbildung ist die
Reihe divergent und der Wert der abgebrochenen Entwickiahgzu sinnlos. Nichstdestoweniger
liefert die Pade-Approximation sehr gute Werte zumindest bis- 10.

MATLAB -Funktionen: pade.m und horner.m

function [ab] = pade(c)

c=c(:); n=( | engt h(c)-1)/2;

b =[1;- toeplitz(c(n+l: end-1),c(n+1:-1:2))\c(n+2: end)];
a = [toeplitz(c(l:n+l),[c(D), zeros(l,n)]) b]

A W N P

function value = horner(a,x0)

value = a( end);

for k = | ength(a)-1:-1:1
value = value. *x0 + a(k);

end

a b W N P

MATLAB -Beispiel:

Vergleich  von  abgebrochener>> c¢ = [2,1/9,1/81,-49/8748,175/78732];
Reihenentwicklung, Pade- >> x = linspace(0,10,400);

Approximation  und  exakter >> [&b] = pade(c) A
Darstellung der Funktion plot(x,(7+(1+x)."(4/3)).”(1/3),’k-", ...
x,horner(c,x),’b-.", ...
1/3 x,horner(a,x)./ horner(b,x),’r:")
. >> axis([0,10,1.5,6])
>> legend('exakt’,’abgebr. Entwicklung’,

V
\Y%

flz) = (7+ (1 +x)4/3>

Das Ergebnis ist in Abb. 2.3.1
dargestellt. 'Pade’,2)
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Abb. 2.2: Vergleich von abgebrochener Reihenentwicklupage-Approximation und exakter
Darstellung der Funktiotf(z) = (7 + (1 + z)¥/3)1/3.
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NUMERISCHEINTEGRATION UND
ORTHOGONALE POLYNOME

Die Numerische Integration oder Quadraturtheorie behadaePrinzipien und Algorithmen zur
numerischen Berechnung von Integralen gegebener Fuektidtierbei beschranken wir uns vor-
erst auf die Berechnung dBemannintegrals

b
10)= [ 1) d.

Dabei stelltf eine (von Computern ausfuhrbare) Vorschrift dar, die etaftet zu jedem € [a, ]
den entsprechenden Funktionswgeu ermitteln (in den meisten Anwendungen fistine stiick-
weise stetige oder stiickweise glatte Funktion).

Aufgabe: Gegeben sef : [a,b] — R, mitz.B. f € Cla, b]. Approximiere den Ausdruck

b
1(f) = / f(@)dz,

mit der Vorstellung, das$( f) nicht, bzw. nicht,leicht’ exakt bestimmt werden kann. Dazu kon-
struiert man NaherungsformelpQuadraturformeln *)

In:Cla,b) =R, f— L.(f)

die das Integral moglichst gut approximieren und dessgari&Echaften erhalten, so dass Qer-
draturfehler

Eo(f) = I1(f) = In(f)

klein wird. Hierzu wird der Integrand durch eine Approximnoat, welche man z.B. durch Polyno-
minterpolation erhalt ersetzt und diese integriert.

Bevor wir diese Idee der Konstruktion vdp vertiefen, Fragen wir uns zunachst, weldtendi-
tion das Problem der Integralberechnung besitzt? Mit

b
£ = [ £l = 1051,

der so genannteh!-Norm gilt

Lemma 3.0.1 (Kondition der Integration) Die absolute und relative Kondition der Integralbe-
rechnung bzgl|| - || lauten:

i)
Kabs= 1, FKrel = —==. (3.2)
abs re |I(f)|
Beweis.Seiof € Li([a,b]) eine Stdrung, dann gilt
b

/(f+6f)dx—/bfdx

a

b

/6fdx

a

b
< / 6f|dx = |6f]x

und hier gilt Gleichheit genau dann, wefifi > 0. O

!Riemann, Georg Friedrich Bernhard (1826-1866)
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D.h. in absoluter Betrachtung ist die Integration ein digas Problem. Relativ betrachtet birgt
die Integration z.B. von stark oszillierenden Integrarfsahwierigkeiten.

3.1 QUADRATURFORMELN

Die Grundidee der Quadratur besteht aus dem Folgenden:
e Unterteile[a, b] in m Teilintervalle [tx, tx11],k = 0,1,...,m — 1, z.B. aquidistant

b—a
—.

th=a+kH, k=0,...,m, H=

e Approximiere den Integrandefiauf jedem Teilintervallty, tx1] durch eine,einfach* zu
integrierende Funktiopy, (z.B. ein Polynom vom Grad kleiner gleiechbzgl. (n + 1) Stutz-
stellen in dem Intervalltx, tx+1]) und verwende die Approximation

m—1 it m=1 g
I(f) = fy)dy ~ 9x(y) dy.

Fur g, verwenden wir zunachst die Polynominterpolation.

Wir beginnen in diesem Abschnitt mit einfachen Beispielexi,denen wir jeweils zunachst nur ein
Teilintervall betrachten auf welchem wir den Integranddaheaimer ,einfachen” Funktion appro-
ximieren, dieser Ansatz wird dann jeweils fiir > 1 Teilintervalle ,zusammengesetzt‘. Dadurch
erhalt man sog. zusammengesetzte oder summierte Regeln.

Insgesamt betrachten wir drei Beispiele; In den ersten Begpielen verwenden wir auf je-
dem Teilintervall konstante Funktionen zur Approximatiorh. konstante Interpolationspolyno-
me nullten Grades bzgl. einer Stitzstelle und im drittersjiel auf jedem Teilintervall lineare
Funktionen, d.h. Interpolationspolynome ersten Gradgs bweier Stitzstellen.

Im Anschluss konstruieren dann so genannte interpolatwiuadraturformeln und motivieren
damit die allgemeine Definition von Quadraturformeln. \&iin werden wichtige Eigenschaften
von Quadraturformeln behandelt.

3.1.1 Einfache Beispiele

Beginnen wir mit den sicherlich einfachsten QuadraturielrmAllgemein ersetzen wir zunachst
den Integranterf auf dem Intervalla, b] durch eine konstante Funktion.

] _—
Y

a b a b

Abb. 3.1: Links: Linke Rechteckregel, rechts: Mittelpurgel
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Beispiel 3.1.1 (Linke Rechteckregel)Zunachst wahlen wir als konstante Funktigulen Funk-
tionswert am linken Rand, d.lyg = a, g(y) = f(zo). Zur Veranschaulichung siehe Abbildung
3.1. Die resultierende Quadraturformel

RY(f) = 1(f) = (b—a)f(a)
wird linke Rechtecksregelgenannt. Naturlich kbnnte man auch analog den rechted ®ahlen.

Nun zerlegen wir das Integrationsintervatl, b] in m > 1 Teilintervalle I, = [tg,tx+1],
ty =a+kH,k =0,1,...,m — 1 und BreiteH = (b — a)/m. Auf jedem Teilintervall wahle
als konstante Funktiop, den Funktionswert am linken Rand des Teilintervalléy) := f(tx),
y € [tk, tx+1]. Wir erhalten die Quadraturformel

[y

m—

Ry (f)=H Y f(t),

k=0

diese wirdzusammengesetzte linke Rechtecksreggénannt.
Nun zur Analyse: Sef hinreichend glatt. Wegen

fly) = fte) + (v — tr) f'(§)

mit einem¢ € (4, tx+1) (Taylor-Restglied) folgt

tet1 tet1
/ Fy)dy = Hf(t) + / )y —t) dy
ti 173

= 5(t) +

(trst — 1) = / gy dy + O(H?).

173

Damit gilt

k=0
m—1 thy1
<[ @ - Hpw)
k=0 .’k
_O(HQ)
mb=a
:H

Beispiel 3.1.2 (Mittelpunktregel) Wir setzen

cy = {f: [a,b] — R | f) stetigund sup |f")(z)] < M}

a<x<b

fur r € Nund M > 0, und betrachten Grafik 3.2: Sei nup € (a, b), dann gilt furf € C*[a, b]:

b ! b
[ir-piieoar < s L i gan (3.2)

a<x<b
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Abb. 3.2: Graph einer Funktiof.

Weiterhin ergibt sich mit, := b — a:

b zo b
J(xp) ::/ |z — xo| dz = —/ (x — o) dx—l—/ (x — o) dx
a a o

b

_ (z — 900)2 (v — 900)2 0
2 r=x0 2 r=a
(b= x0)? n (a — zo)?
N 2 2
a® + b2
= a5 —zola+b)+ 5

Wir wollen die Stutzstellery nun so wahlen, das$(xg) bzw. der rechte Teil der Ungleichung
(3.2) minimal wird. Mit

J'(20) = 220 — (a+b) = 0

ergibt sich als einziger kritischer Punkg = “T“’ welcher.J minimiert, daJ” (z¢) = 2 > 0. Wir
erhalten dieMittelpunktregel (zur Veranschaulichung siehe Abbildung 3.1)

M(f) = Io(f) = (b—a) - f("’+ b). (3.3)

2

bei der als konstante Funktigrty) = f((a + b)/2) genommen wird.
Mit obiger Herleitung haben wir auch gezeigt, dassf¥iir= sup,, <, |f'(z)| gilt:

[r@-tn| < B2

sup —
fecl) 1! 2
(a+b)? (a+b)? a®+0b
- M. —
)
_ ]w.(b—a)Q7
4

also die rechte Seite ein MaR fur die vgh3) in C](\}) garantierte Genauigkeit ist.
Nun zerlegen wir das Integrationsintervédl b] wieder inm > 1 Teilintervalle I, = [t, tg+1],
tr =a+ Hk,k =0,...,m. Auf jedem Teilintervall setze

te +tpat
.gk‘(y) = f <T+> ) Yy e [tk>tk‘+1]'
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Mit zj, := % (t; + tj,11) liefert Taylorentwicklung umy, fiir f € C3(ty, tj11)

Fy) = flaw) + (y — ze) f(2e) + %(y — ) f"(x1) + O(H?),

und damit
tr Tr tr41
/ fdy = [ f)dy+ / £ () dy
tet1 12 Tk
= S+ [ @m0 ) dy+ )
tk
thy1
st + [ - f ) dy+ )
— Hf(xy) +O(HY),
denn

oz

Tk 0 — tr41
/ (y—:vk)dy:/ zdz:—/ zdz:—/ (y — k) dy.
tr - 0 Ty

2
Mit Quadraturknoterc, = a + (2k + 1)H/2,k = 0, ..., m — 1 erhalten diesummierte Mittel-
punktregel

mit dem Fehler
[I(f) — My(f)| = O(H?) fur f e C%(ty, tpsr).

Nun ersetzten wir den Integranten durch eine lineare Fankizw. durch lineare Funktionen auf
Teilintervallen.

Beispiel 3.1.3 (Trapezregel)Wahlen wirg als lineare Interpolation (Lagrange Interpolationspo-
lynom vom Grad 1) vory bzgl. der Knotencyg = a undx; = b so erhalten wir die so genannte
Trapezreget

A b—a

0(f) = 5= (fla) + £(b).
Um die zusammengesetzte Trapezregel zu erhalten, zenégén b] wie im Fall eines Knotens
(d.h.n = 0) in m > 1 Teilintervalle I;, = [t,tx+1], tx = a + Hk,k = 0,...,m der Breite
H = b — a/m und wahleg, als lineare Interpolation voii bzgl. der Stutzstellemy, t;,, mit
Quadraturknoteny,, d.h.

lht1 =Y y—tg
ar(y) = %f(tk) + Tf(tk+1)7 Y € [ti, thy1]

Das fulhrt zu
Tyt

9u(y)dy = 5 (F(tkn) + 7).
i
Dies setzt man zusammen aufb| = [to, ¢

m:
Lin(f =gz fltrsn) + f(te)
k=0

Da jeder Term bis auf den ersten und letzten doppelt gerdétdt erhalten wir die sogenannte
Trapezsumme

T()i= hun(£)i= H{31@) 4 F0) +o 4 Fn) + 50 f (34

Numerik II, 28. Juni 2013
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3.1.2 Konstruktion und Definition von Quadraturformeln

In obigen Beispielen haben wir stets den Integranflelurch eine Approximatiorf ersetzt, d.h.
f =~ fund dannf exakt integriert. Wir haben also als Quadrafr

L(f)=1(f)
gewahlt. Um hohere Genauigkeit zu erzielen, reichen tieons bzw. lineare Funktionen, wie bei
der Mittelpunkts- bzw. der Trapetzregel, offenbar nichd.au

Die Kernidee der Mittelpunkts- bzw. der Trapezformel liegggentlich darin, die Funktiori durch
eine Interpolierende”(f|xo, ..., x,) bzgl. der Stutzstellen; (die - wie bei der Mittelpunkts-
regel - von dert; verschieden seien konnen) zu ersetzen, sodass sichefég die Quadratur
einfach ausfilhren lait. Es liegt somit nahe, als Appraion / das Interpolationspolynom ah
beziglich der Knoten zu wahlen, d.h.

A~

f(z) = P(flzo,...,xn)(x).

Wir verwenden dand (P(f|zo, . .., x,)) als Approximation zu (f) = f:f(m)dm, setzen also:

Lu(f) = I(P(f|zo, ... 22)).

Konstruktion interpolatorischer Quadraturformeln: Die Idee bei der Konstruktion von Qua-
draturformeln ist e¢n + 1) Stutzstellen zu wahlen und, wie bereits erwahnt, daghal Uber das
Interpolationspolynom zu diesen Knoten als Naherung armagral vonf zu verwenden.

Da ein besimmtes Integral Uber ein beliebiges Intervah| - ohne Beschrankung der Allgemein-
heit - mittels Variablentransformation auf das Intery@lll ] transformiert werden kann, betrachten
wir zunachsta, b] = [0, 1].

Die auf[0, 1] transformierten Stutzstellen nennen wir

Die (n + 1) Stutzstellenr, ..., 7, € [0, 1] seien der Einfachheit halber aquidistant, d;h= ih
furi =0,...,n mit h = 1/n. Mit der Lagrange-Darstellung des Interpolationspolysom

Ply) =Y fm)L (), L") =]] y—m)
=0

= (Ti = 75)

i
folgt dann
[ :17'7:1 " )L™ (1 T:" Ti 1(")77':n Ti) A
L= [ P /Ogﬂz)@ @) d ;f(z)</0 L ar ) > 1o

=:\;

Dies nennt man ein@uadraturformel mit Gewichten \; undKnoten (Stutzstellen ;.

Um eine allgemeine Quadraturformel fur beliebige Intéevgz, b] zu bekommen, wird das Inter-
vall [a, b] nun auf0, 1] transformiert. Mitz = a + 7(b — a) unddzx = dr(b — a) = (b — a)dr
erhalten wir

b 1
I(f):/ f(x)dx:(b—a)/o fla+7(b—a)) dr.
=f(r)

Damit erhalt man die Quadraturformel

n

L(f)=0b-a)) fla+mb—a) X\

1=0
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mit \; := fol LE") (1) drundT; = ih fur h = 1/n. Man beachte, die Gewichgg sind unabhangig
von den Integrationsgrenzenb und vom aktuellen Integranten und missen flr gegebantea-St™
stellen also nueinmalberechnet werden.

Wir fassen dies zusammen und definieren allgemein das dirfaamktionall,, als Quadraturfor-
mel:

Definition 3.1.4 (Quadraturformel) Unter einerQuadraturformel zur Approximation des be-
stimmten Integrals

b
1(f) = / f(z) da

versteht man
L(f)=(®b-a))_ Xf(z) (3.5)
=0
mit denKnotenzxy, . .., x, und denGewichten\g, ..., \, € R, wobei
d =1 (3.6)
=0
gilt.

Bemerkung 3.1.5 1. Eine Eigenschaft wie (3.6) wirgPartition der Eins“genannt.

2. Sind die Gewichte nicht negativ, dann stellt (3.6) einen&axkombination der Funktions-
wertef(xg), ..., f(zy,) dar.

3. Fir die konstante Funktiof(x) = ¢ = const,x € [a, b] folgt aus (3.6)

L) =b-a) 3 he=clb—a) = I(f),
=0
=1

d.h., konstante Funktionen werderaktintegriert. Dies ist der Grund fiir die Forderung
(3.6).

Definition 3.1.6 (Interpolatorische Quadraturformel) Seil ein Integral undl, eine Quadra-
turformel dazu. Man nennt die Quaraturfornmeferpolatorisch, wenn gilt

1 (ONE
\i = (LM, i=o,...,n.

Bemerkung 3.1.7 Mit anderen Worten, im Rahmen der Herleitung der Quadratoréin haben
wir interpolatorische Quadraturformeln verwendet. Im feadieses Kapitels werden wir noch
andere Quadraturformeln kennen lernen, dies sind die sangéggnGaul3-Quadraturformeln
(vgl. Abschnitt 3.4).
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3.1.3 Exaktheitsgrad und Quadraturfehler

Aus der Konstruktion der interpolatorischen Quadratumfeln ergeben sich sofort Konsequenzen:
e derartige Quadraturformeln sind fur alfec P,, exakt,

e aufgrund der Eindeutigkeit der Polynom-Interpolatiordistse Quadraturformel dainzige
exakte bzgl. der Knoteny, . .., x,.

Dies fassen wir in den folgenden Lemma zusammen:

Lemma 3.1.8 (Eindeutige exakte interpolatorische Quadraitrformel) Zu (n + 1) paarweise

verschiedenen Knoteny, . .. , 2, gibt es genau eine Quadraturformel
Li(f)=(b—a) Y Nif (), (3.7)
=0

die fur alle P € P,, vom Grad kleiner oder gleich exakt ist.

Beweis.Wie bei der Konstruktion verwenden wird dLeagrangePonnomeLE”) setzen diese in
die Quadraturformel ein und erhalten:

13 @)L @) = 3 ) I(E (@) = (b a) > Nif (@2): (3.8)
=0 0=1 =0

Dadurch erhalten wir die Gewichte

L " w
i = (b—a)/a L;” (x)dx

auf eindeutige Weise zuriick. O

Nun untersuchen wir allgemein den Fehler von QuadratudbrnmDazu definieren wir

Definition 3.1.9 (Quadraturfehler, Exaktheitsgrad, Fehleordnung) Seil ein Integral,l,, eine
Quadraturformel z{n + 1) Knoten.

1. Dann heiBE, (f) := I(f) — I,(f) Quadraturfehler.

2. Die grof3te Zaht € N fir die gilt

Eq(f) =1(f) = I.(f) =0, VfeP,
wird Exaktheitsgrad der Quadraturformel genannt.

3. Zu gegebepem Exaktheitsgraavird r + 1 Ordnung oderFehlerordnung der Quadra-
turformel I,, genannt.

Bemerkung 3.1.10 (Exaktheitsgrad interpolatorischer Qudraturformeln) Nach Lemma
3.1.8 hat jede interpolatorische Quadraturformel,(die- 1) Stutzstellen verwendet, mindestens
den Exaktheitsgrad.

Bemerkung 3.1.11 (Test der Ordnung einer Quadraturfo[mel) Der Quadraturfehler ist offen-
bar linear. Daher kann die Ordnung einer Quadraturforfndbiclzt liber die Monome getestet
werden: GiltE,,(z7) = 0,j = 0,...,r — 1 undE,(x") # 0, so hatl,, die Ordnung-.
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Hat der Integrand’ ,schone" Eigenschaften, d.h. ist er z:B+ 1-mal stetig differenzierbar, so
kann man den Interpolationsfehler mit Satz 2.2.24 abgehatintegration tber den Interpolati-
onsfehler liefert eine Fehlerschranke fur den Integretiehler.

Lemma 3.1.12 (Fehlerschranken interpolatorischer Quadreurformeln) Es gilt fur

b

L) i= [ Pl 0)a)ds

a

die Fehlerabscétzung

)l < (b-a) | max H - | Ll 39)
o y€la,b] (n+1)!
(b - CL) (n+1)

< T N [ee]

S ] )
fur f € C"[a, b].
Beweis. Lagrange—Darstellung fif( f|xo, . .., z,) einsetzen und Fehlerdarstellung der Polyno-
minterpolation anwenden. O

Bemerkung 3.1.13 (Fehlerschranken)Die Fehlerschranken aus Lemma 3.1.12 sind niht
optimal. D.h., die Schranken sind in der Regel zu grol3. 8eféiSchranken kénnen von Hand
bewiesen werden (mittels Anwendung der Mittelwertsatreder Analysis).

3.1.4 Konvergenz einer Quadraturformel

Das Ziel ist es, mit moglichst geringem Aufwand ein Intégredglichst genau zu approximie-
ren. Als Mal3 fur die Genauigkeit haben wir im letzten Abgtitaten Quadraturfehler eingefuhrt.
Man kann sich zusatzlich noch fragen, ob, bzw. unter welddedingungen Quadraturformeln,
fur wachsende Anzahl von Stutzstellen gegen das exategriad konvergieren.

Wir betrachten dazu in diesem Abschnitt nun Folgen von Qaladlormeln(fn)neN und untersu-
chen, wann diese gegen das zu approximierende Integratigiaren. Zunachst definieren wir:

Definition 3.1.14 (Konvergenz einer Quadraturformel) Sei(fn)neN eine Folge von Quadratur-
formeln. Gilt

b
I.(f) m/ f(z)dz furjedesf € Cla, b], (3.10)
So spricht man von ddfonvergenz der Quadraturformeln (fn)neN.

Die folgenden zwei Satze liefern nun Bedingungen unterederolgen von Quadraturformeln
(I, )nen konvergieren. Insbesondere sind dies Bedingungen an digcite.

Satz 3.1.156ze@) Seia < x(()") <. < 2™ <b und selem(”) eEREk=0,.
Dann sind dieiir n € N genald

Ly (Cla b, | - loo) = (R ]), = In(f wa

definierten Quadraturformelf, genau dann konvergent, wenn die beiden folgenden Bedirgung
erfullt sind:
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R SINOI
p 2 ] < o0

(12)
I(P) = lim I,(P), VP ecP=P(a,b).

n—oo

wobeiP(a, b) die Menge der Polynome auf dem Interv@all b) bezeichnet.

Beweis.Der Beweis dieses Satzes erfordert grundlegende Kenatd&s-unktionalanalysis und
wird deshalb an dieser Stelle ausgespart. Man findet ihnsdektoweniger beispielsweise in
[Heuser, Seite 159]. O

Satz 3.1.16 §tekloy Unter den Voraussetzungen des SatzesSamyogelte
AW >0 neNO0<k<n (3.11)

fur die Gewichte)\,(gn) der Quadraturformel,,. Dann konvergieren die Quadraturforme(lﬁl)neN
genau dann, wenn si@rfalle P € P,, konvergieren.

Beweis.Nach dem Satz voSze@ ist der Beweis erbracht, wenn dort unter der Voraussetzang v
(3.11) (2) aus(ii) folgt. Es gelte alsdii) im Satz vonSze@. Fur f = 1 gilt mit (i)

was weger(3.11) die Aussagéi) impliziert. O

3.2 KLASSISCHE INTERPOLATORISCHEQUADRATURFORMELN

Wir haben Quadraturformeln tber Lagrange-Interpolationaquidistanten Knoten konstruiert,
d.h. durch Polynominterpolation. Damit haben wir die attgéne Definition der Quadraturfor-

meln motiviert. Im Fall, dass die Gewichte der Quadratumfelrden Integralen tber die Lagrange-
Polynome entsprechen haben wir von interpolatorischerd@uaformeln gesprochen.

Im Spezialfall, dass diese Quadraturformeln durch Polyintarpolation argleichverteilterkKno-
ten, d.h. aquidistanter Stutzstellen - so wie wir sie akehstruiert haben - , entstehen, spricht
man vonNewton-Cote%-Formeln. In diesem Abschnitt schauen wir uns diesen Spezialfalhnoc
mal etwas genauer an und fassen einige Eigenschaften zesarivir werden sehen, dass die
einfuhrenden Beispiele zu diesen klassischen Quadoataein gehoren.

AuRBerdem werden wir sehen, dass die Satze aus dem voreélggehnitt Grenzen fur die nu-
merische Stabilitat dieses Ansatzes liefern. Dies fuhg auf diezusammengesetzteiNewton-
CotesFormeln.

2Cotes, Roger (1682-1716)
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3.2.1 Newton-Coted~ormeln

Definition 3.2.1 (Newton-Coted-ormeln) Bei aquidistanter Knotenwahl < zo < x1--- <
x, < b heilen die resultierenden Integrationsformeln

L(f)=(—a))_ Nif(z:)
=1

Newton-Cotes-Formeln
Die Newton-Cotes-Formeln heiBabgeschlosserwennxy = a undx,, = b, d.h.
b—a

ri=a+ith, h= , 1=0,...,n.
n

Die Newton-Cotes~ormeln heiBemffen, wennxz, < a undx,, < b, wobei meist

b—a
n—+1

1 . .
xi:a+<z+§>h mit b= . i=0,....n (3.12)
gewahlt wird.

Bemerkung 3.2.2 Es ist klar, dass die Mittelpunkt- und die Trapezregel, welwir bereits ken-
nen gelernt haben, abgeschlossBligsvton-Cotes~ormeln sind. Man erhalt sie mit=0,n = 1.

Der Ausdruck fur die abgeschlossengewton-Cotegsewichte)\; vereinfacht sich durch die Sub-

stitution s := @ zu
/H x_x] doe = — / s—la-
b—a (i — x5) on !
J#Z

J#Z

und fur die offenerNewton-Coteg-ormeln erhalt man unter der Wahl (3.12) der

/ (z—=j) / %n )d 1
Ai “bh—a H T; — xj) Cn+1 S

;éz

oL

Bemerkung 3.2.3 (Praktische Berechnung via a priori Tabelerung der Gewichte) Die
Newton-Cotes~ormeln besitzen den Vorteil, dass die Gewichte zwarvondh abhéngen nicht
aber vona, b. In der Praxis berechnet man daMécht zunachstf = P(f|...) und dannl,,(f),
sondern sucht direkt die Form (3.5) der Quadraturformél, chan berechnet die Gewichte. Diese
kénnena priori tabelliert werden.

Bemerkung 3.2.4 (OffeneNewton-Coted-ormeln) Die offenen Newton-Cotes~ormeln kann
man vor allem dann verwenden, wenn die Auswertung des brtelgn; an den Integrationsgren-
zen schwierig ist, z.B. wenjfi am Rand eine Singularitat hat. Allerdings haben sie einglide
schlechtere Ordnung als die ebenfalls offenen Gaul3-Quadraund finden daher in der Praxis
kaum Anwendung.

Im folgenden Beispiel tabellieren wir daher die Gewichtewiehtigsten geschlossen&iewton-
CotesFormeln. Da die Stitzstellen und Gewichte von dem Polygrahn abhangen, den wir
wahlen, schreiben wir hier, wie auch schon zuvé?,) und A§”).

Beispiel 3.2.5 (Geschlosser¢ewton-Coted~ormeln) Wahlen wir (n + 1) aquidistante Stitz-
stellen aufa, b], d.h.
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WobeiTZ.(") = i/n, die Stitzstellen aup, 1] sind. Bezeichneé”) = )\E")n die Gewichte aufo, 1].
Dann gilt mith = (b —a)/n

(b—a) Z)\ a—|—7’ b—a —hZa a—|—7’ (b—a)). (3.13)

lauten die Eckdaten der wichtigsten geschlosséd@nton-Coteg-ormeln

n| ™ ol Restglied Name

10,1 33 SH3f7(€) Trapezregel

210,11 121 =27°h fW(¢) | Simpson—Regel, Keplersche Fassregel
310,3,21 |4,8,8,1 3379h5fW(¢) | Newtonsched/s8-Regel

40,4131 | L 82 128 L B 4-ThTfO)(¢) | Milne-Regel

Als Beispiel betrachte die Simpson-Regel, in obiger Fonmetdiese
. b—a (1 a+b 1
I = —_ — .
2(f) = = (6f<> f( >+6f(b)>

Bemerkung 3.2.6 In obigem Zugang entspricht die Anzahl der Stitzstellem &xaktheitsgrad
des Interpolationspolynoms und damit der QuadraturfarBiels wiederum entspricht der Genau-
igkeit der Quadraturformel. Vielleicht kann man ja mit wegen Stitzstelle dieselbe Genauigkeit
erreiche, oder — anders ausgedriickt — mit geschickt gesvaBtitzstellen eine hbhere Genau-
igkeit erreichen. Mit dieser Frage wollen wir uns nun bestién.

Bemerkung 3.2.7 (Grenzen deNewton-Coted-ormeln) Bei den Newton-Cotes~ormeln tre-
ten durchaus negative Gewichte auf, d.h. der Satz 3.1.16&teklovkann dann nicht angewandt
werden. Jedoch hilft auch der Satz 3.1.15 &megonicht weiter, da - wies. Polyazeigte - eine
Funktion existiert, fiir die dié&lewton-Cotes~ormeln nicht konvergieren.

Fir abgeschlossengewton-Cotes~ormeln taucht bei. = 8, fir offene Newton-Cotes~ormeln
bein = 6 das erste Mal ein negatives Gewicht auf. Man sollte die jéyesi Newton-Cotes
Formeln nicht fim gré3er als diese jeweiligen Werte verwenden!

Die Gewichte deNewton-Cotes~ormeln sindrationalund kénnen miMaple berechnet werden.
Die folgenden ZeilertMaple-Code berechnen die Gewichte der abgeschlossilesvion-Cotes
Formeln farn = 8 und die der offenemewton-Cotes~ormeln fiirn = 6:

MAPLE-Beispiel:

> n:=8:
> zaehler:= (x,i)—> quo(product((xk),k=0..n),(xi),x):
> seq(int(zaehler(x,m)/subs (x=m, zaehler(x,m)),x=0./n)m=0..n);

989 2944 —464 5248 —454 5248 —464 2944 989

28350 14175 14175 14175 2835 14175 14175 14175 28350
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> n:=6:

> zaehler:= (x,i)—> quo(product((xk),k=0..n),(xi),x):

> seq(int(zaehler(x,m)/subs (x=m, zaehler(x,m)),
x=—1/2..n+1/2)/(n+1),m=0..n);

4949 49 6223 —6257 6223 49 4949

27648 7680 15360 34560 15360 7680 27648

Wie man sieht, enthalten beide Quadratur-Formeln neg&léeichte.

3.2.2 Zusammengesetztdewton-Coted~ormeln

Wir haben gesehen, dass bei den geschlossiiegvion-Cotes-ormeln abn = 7 und fur die
offenen Newton-Cotes-ormeln abn = 5 negative Gewichte auftreten. I.A. kdnnen wir keine
Konvergenzl,,(f) — I(f) fur n — oo erwarten.

Einen Ausweg bieten die sogenannten zusammengesetzterswodamierten Quadraturfomeln.
Als Spezialfall zusammengesetztdewton-Cotes-ormeln haben wir in den einfihrenden Bei-
spielen bereits die summierte Mittelpunktsregel und dep€zsumme kennen gelernt.

Allgemein ist die Idee zusammengesetzter Quadratur, dassdess Integrationsinterval, b] in
m Teilintervalle zerlegt und die Quadraturformg](f) auf die Teilintervalle der Langél =
(b — a)/m anwendet.

m—1 m—1 n
S S n,k n,k
Inn(F) = " Tl (F) = 3 DN (™)
k=0 k=0 1=1

Sei nunn fest und man betrachte eine Folge von zusammengesstgon-Cotes-ormeln

(I (f))men:

Beispiel 3.2.8 (Anwendung des Satzes v@re® auf die summierte Mittelpunktsregel)
Wir wenden den Satz voBze@ auf die summierte Mittelpunktsregel an. Betrachte hieline e

Folge von Knoten
2k+1 b—
(1,m) = a -+ + . a

——\ k=0,...
xk 2 m+17 I 7m7
mit den Gewichten
Am _ boa
k m+1

Es gilt: 3, |\\™| = b — a, demnach isti) in Satz 3.1.15 erfiillt. Weiterhin giltii) aufgrund der
Stetigkeit (damit deRiemannintegrierbarkeit) der Polynome ajuf, b und der Fehlerabschatzung
fur die summierte Mittelpunktsregel.

Lemma 3.2.9 (Fehlerschtzung der Trapezsumme) Es gilt
\B1(f) = [L(f) = Tu ()| = OH?) fur f e C?([a,b]) (3.14)

Bemerkung 3.2.10 (Ineffizenz bei hoher gewlinschter Genagkeit) Angenommen, man
maochte mit der Trapezsumme (3.4) die Genauigkeit Wn° erreichen. Die Fehlerschatzung
(3.14) besagt dann

[1(f) = Tu(f)| = O(H?) <1077,



80

Kapitel 3: Numerische Integration und orthogonale Polyaom

also musst? in der GréBenordung voi0~—° sein, demnach musd ~ 10=3 gelten und bei
aquidistanter Schrittweite folgt dann fiir die Anzahl &groten

b—a
= ~ 103.
m [ H} 0

Dies ware viel zu ineffizient, wir brauchen Alternativen!

3.3 EXTRAPOLATION UND ROMBERG-INTEGRATION

Wir wollen nun die Strategie zur nachtraglichen Steiggrder Genauigkeit kennenlernen, die
auch eine lokal angepasst@daptive") Wahl der Stitzstellen erlaubt. Bisher habenQuiadratu-
ren bzgl. eines festen Knoten gitters betrachtet. Nun vedese wir eine Folge von Knotengittern.

Die Idee besteht darin zu einer Folge von absteigendentSeohiten verschiedene Approxima-
tionen an ein Integral zu berechnen, z.B. die Trapezsumimgn/ = 1,..., k. Dann wendet
man Polynominterpolation zu den Paafké#, Ty, ), ..., (Hx, Tx,) an, um eine Interpolierende
zu bestimmen. Wir wissen, dass

lim I (f) = lim Ip,,(f) = I(f)

H—0 m— 00

gilt und werten daher das Polynom bei der optimalen Scleitesd = 0 aus.

Da H = 0 aullerhalb des gesicherten Berei¢Hs, Hy] liegt wird dieses Verfahren (welches
auch in anderen Bereichen Anwendung findetfjrapolation genannt. Prinzipiell lasst sich die-
ses Vorgehen auf beliebige Quadraturen anwenden, es aigheallerdings besonders gut fur
die Tapezsumme, von der es eine asymptotische Entwicklaad-dhlers gibt. Wir betrachten in
diesem Abschnitt die summierte Trapezregel (3.4), welchesinerseits bereits im Rahmen der
einfuhrenden Beispiele kennen gelernt haben und von deandiererseits gesehen haben, dass es
eine zusammengesetzte Newton-Cotes Formel ist. Zur Etingg3.4) lautete:

R H ! b—a
Tu(f) = hom(f) = 5 fl@)+2> fle)+ () p, H:=—.

2 ; m
=1
Ausgangspunkt ist nun die folgende Aussage:

Lemma 3.3.1 (Asymptotische Entwicklung des Fehlers der Trgezsumme inH?) Sei
f € C?"[a,b]. Der Fehler der Trapezsumme besitzt easgmptotische Entwicklung

Tu(f) —I(f) = oH® + H" + -+ + 7, H* + O(H*'*?) (3.15)
fur Ty (f) aus (3.4) mit Koeffizienten

e = G (PP = £V @) (3.16)

unabl&ngig vonH und By, sind dieBernoulli-Zahlen also

By =1, i (" * 1> B, = 0. (3.17)

1%
v=0

Beweis. Stoer, Taylor plus Symmetrie. O
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Als Ansatz zur Erhdohung der Ordung wahlt man eine Komlmmahus zwei Trapezsummen zu
unterschiedlichen Schrittweiten und hofft dadurch dier@rdy der asymptotischen Entwicklung
des Fehlers zu erhohen. Ersetzt man in (3715) f) z.B. durch

T (1) i= 5 T(f) ~ 3T (1), (319)
dann gilt
Ty(f) = 1(F) = 5(Tu(H)~1() ~ 5 (Ton () ~ 1(5)
= 372H2 + §T4H4 + o+ O(H?12)
—%7241{2 — %7416H4 + -+ O(HT2)
= O(HY).

Durch die geschickte Kombination van; (f) und Ty (f) fallt also der fithrende Term vai2 in
der asymptotischen Entwicklung weg. Diese Idee kann malogufér allgemeine Schrittweiten
H,, Hy anstelle vonH, 2H, oder auch fur andere Quadraturformeln realisieren.

Die Frage ist nun, wie macht man das praktisch, d.h., wie komam an geeignete Kombinationen
wie in (3.18)? Eine Moglichkeit ware, die entsprechen@deichungssysteme aufzustellen und zu
l6sen, dies ist jedoch unbequem, aufwendig und instabiHf" ~ H,! Den allgemeinen Zugang

nennt marExtrapolation. Extrapolation ist hierbei - wie bereits erwahnt - das Besten eines
Zusammenhangs Uber einen gesicherten Zusammenhang.hinau

3.3.1 Idee der Extrapolation

Die Idee lautet allgemeine wie folgt:
e seienH; und H, zwei Schrittweiten (fUr spatet = 2)
e seiP € P,_; = IP; ein Interpolationspolynom (Gerade) mit
P(H?) =Ty(f) fur H= Hy, Hy, (3.19)

also

TH2(f) _THl(f) (HQ _ H12)

P(H?) =T (1) + ~* 15—

PO) |
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e extrapoliereP(H) auf H = 0, also

1

PO) = W(TH1(f)(H22_H%)_H%(THz(f)_THl(f))

= O(H{Hj),
falls T die asymptotische Entwicklung (3.15) besitzt.

Um das entsprechende allgemeine Resultat allgemein zudsmw&enodtigen wir noch eine Hilfs-
aussage.

Lemma 3.3.2 Fur die Lagrange-Funktionerliﬁ”) zu Sitzstellenzy, . . . , z,, gilt
n 1, furm =0,
S L) =< o, fur 1 <m <n, (3.20)

(=)"xg...zpn, fUrm=n+1.
Beweis. Ubung O

Nun haben wir alle Vorbereitungen abgeschlossen und kbdae Fehler abschatzen.

Satz 3.3.3 (Fehlerschtzung) Sei f € C?%*a,b] und P € Py mit P(H?) = Ty, (f) fur
{=1,..., k, dann gilt

/f(x)dm — P(0)| = O(H?--- H). (3.21)

Beweis. Verwende die Lagrange-Darstellung mit den Basis-Polynome
k

_ H? - H?
V@) = [ oy i=0,.. k1,
=1 Herl - Hé
0#£i+1
dann hat das Interpolationspolynom die Gestalt
ZTH NEEY@,

also mit der asymptotischen Entwicklung und Lemma 3.3.2

P0) = ZT ALE D (0)

k
= ZL (0 {[(f) —i—ZmHEé—FO(Hi%“)}

(=1

k k k k
k— k— k—
= 1Y LSO+ Y me Y LE P OH + Y0 L 0=
&= =1 i=1

i=1

=1 hohere Ordnung
[0, (<k-1
T (=D HE.HE 0=k

k
=1
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O

Dies kann man fuk verschiedene Stitzstellen und Verfahren der Ordumg einerRekursion
machen:

1. Erzeuge Datenpaare:BerechneTy; (f) fur k verschiedene Stutzstellef; 1, ..., H;,
i=1,2,....

2. Interpolation: Bestimme das Interpolationspolynom AfP:

Bip(H?) = P(T.(f)[H]_jpyq5- - HY)(HP) € Pr_a(HP)

k+10
zu den Wertepaare(t; ;, Ty, ,(f)), j=0,...,k— L.
3. Extrapolation: T; ;, := P; ;(0), 1 < k <.

Zur Erinnerung, wir kdnnen ddseville-AitkerSchema zur Auswertung eines Interpolationspoly-
noms verwenden:
r —x;

Po="Ffi, Pir=Pr1+——

(Pig—1—Pi1p-1), 1>k,
XTj — Ti—k

und dies Ubertragt sich dann filiy;, zu der folgenderRekursion

Tiy = Tu,(f), firi=1,2,...,

Tig—1 — Ti—1,k—1
Tip=Tip1+ — ’

Hi_p41\? ’ - =7
(T -1

Bemerkung 3.3.4 (Unterschied zunNeville-AitkenSchema) Man beachte, dass die vorstehen-
de Rekursion im Gegensatz zideville-Aitken-Schema um einen Index verschoben ist. Das Ex-
trapolationstablau, welches man analog zum Schema\emille erhélt, fangt erst beim Spalten-
index1 an.

Wir werden nun einen Algorithmus auf Basis obiger Rekurgmmmulieren: Geht man nun da-
von aus, dass eine Grundschrittweliegegeben ist, und bildet die Schrittweitéfy durch Tei-
len von H mit einer geeigneten Folge;. D.h. man erhalt eine Schrittweitenfoldél;);cn mit
H; = H/m;, dann ergibt sich der folgende Algorithmus

Algorithmus 3.3.1 (Romberg-Quadratur) Gegeben sei eine Grundschrittwee Wahle eine
Schrittweiten folge,, Hy, ..., mit H; = H/mj,mjq1 > m;.

Fari=1,2,---:
1. Bestimmd;  := Ty, (f).

. . Ty bo1—T5—1 p—
2. Furk=2,...i: Berechnel; , = T, 1 + -~
("%’—k-u) -1

3. FallsT;; ein geeignetes Abbruchkriterium @éiif, STOPP.

Bemerkung 3.3.5 Rom bergQuadratur) (a) Obiges Verfahren funktioniert fur alle
Quadratur-Verfahrem p-ter Ordnung mit entprechender asymptotischer Entwiaklun

(b) Die Trapezregel hat eine asymptotische Entwicklung f wie wir in Lemma 3.3.1 gese-
hen haben, alsp = 2, dieser Fall heiSRomberg-Quadratur .
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(c) Die Schrittweiten-Folge

H
Hj = — Mjy1 > My,
mj

ist noch offen.
(d) Nach Satz 3.3.3 ist der FehtefH?Y - -- HY).

(e) Der AufwandA; zur Berechnung def; ; hangt i.W. von der Anzahl der Auswertungen von
f ab.

In Algorithmus 3.3.1 wird weder genauer drauf eingegangers ein geeignetes Abbruchkriteri-
um ist, noch erlautert, wie eine Schrittweitenfolge zihiea ist. Flr Letzteres werden wir im nun
folgenden Abschnitt Beispiele kennen lernen.

3.3.2 Beispiele fur Knotenfolgen
Wir betrachten nun Folgefin;);cny und ordnen dieses Aufwandsfolgen

.A = {Al,AQ,...}
Zu, wobei
A; = Anzahl der zur Berechnung vdh ; notwendigenf-Auswertungen

3.3.2.1 RombergFolge
Die folgende klassischRombergFolgefiihrt zu einem einfachen Rechenschema

Definition 3.3.6 (Romberg-Folge) Die Folge(m?);cy definiert durch
mit =21 dh. {1,2,4,8,16,...}. (3.22)

wird Romberg-Folge genannt.

Der Vorteil ist die Moglichkeit der effizienten rekursiv&@erechnung, aIS(AZR = mZR + 1, d.h.
{2,3,5,9,17,...}, wie folgende Skizze zeigt:

1 1 e J 2 Auswertungen
2 1/2 o . o 1 neue
4 1/4 o—e—o0o—e—o 2 neue

Beispiel 3.3.7 RombergFolge) Fur 4, = g betrachte die Trapezsumme

2m—1
T (f) = %{f(am > f<a+z‘%>+f(b)}

i=1

m—1 m—1 ;
— %{f(a)+2lzlf(a+iH1)+f(b)}+% 1f<a+222_1H1>.
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Fur dieRombergFolge (3.22), d.hH; = H - 2!, gilt also

1 mi—1 ‘
Tin=5Tiaa+Hi Z; fla+ (25 — 1) Hy). (3.23)
]:

Bemerkung 3.3.8 (Stabilitit bei Verwendung derRombergFolge) Die RombergFolge fiihrt
auf eine Quadraturformel mit positiven Gewichtatb(ng), was aus Stabilitatsgriinden wichtig
ist.

3.3.2.2 Bulirsch-Folge
Vom Aufwand her giinstiger als dRombergFolge ist dieBulirsch-Folge

Definition 3.3.9 (Bulirsch-Folge) Die Folge(m?P);c definiert durch

2 i =24,
1,2,3,4,6,8,12,16,24,..., mP=¢ 3.271 i=2j+1, (3.24)
1, i=1,

mit A; = 2,3,5,7,9,13,17,..., d.h.AP = mP + 1, allerdings treten hier negative Gewichte auf.
wird Bulirsch-Folge genannt.

Bemerkung 3.3.10 (Vorteil der Bulirsch-Folge) Dam? < ml furi > 2 gilt, folgt AP < AE
fari > 2, was zeigt, dass der Aufwand flir die Bulirsch-Folge gesiras fir die Romberg-Folge
ist.

Bemerkung 3.3.11 (a) Die Verwendung einer asymptotischen Entwicklung sgfftschwei-
gend die entsprechende Glattheit iomoraus!

(b) Wenn manf nicht kennt, odelf lokal stark variiert, ist es sinnvoll, die Schrittwegelaptiv
zu steuern, d.h.,

e grof3e Schrittweiten in Bereichen, in dengnglatt ist,
e kleine Schrittweiten in Bereichen, in dengrvariiert.

Dazu bendtigt man berechenbare so genannte Fehlerschéiiz den echten Fehler, d.h.
Cie <& < (e

Man kann zeigen, das$$j, 1 — T} x| ein solcher ist, d.HI(f) — Tk7kﬂTk7k,1 — T |
Das Prinzip lautet dann

e £ ,grof3*: Unterteile das Intervall, verwende niedrige Ordpun
e ¢ ,klein “: verwende hohe Ordnung, vergrobere eventuell desvall.

Details: [DH], 9.5-9.7.

3.4 GaulsQUADRATUR

Wir haben gesehen, dass bei interpolatorische Quadraturém + 1) Stutzstellen die Gewich-
te so gewahlt werden konnen, dass diese mindestens déthEksgradn haben. Bisher waren
dabei die Stitzstellen vorgegeben. Es stellt sich nun iigd; ob wir Quadraturen mit hocherer
Ordnung erreichen, wenn wir sowohl die Gewichte als auckzStéllen frei wahlen.
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Wir verfolgen also dagiel, Qudraturformeln zu konstruieren, die exakt sind von riobgt hoher
Ordnung, d.h. R

fur alle P € Py mit N maximal (naturlich hanglv vonn ab!).

Bevor wir uns allerdings mit der Konstruktion solcher Quadrformel beschaftigen, d.h. wie mit
der Wahl der Stutzstellen und Gewichte, Gberlegen wirwas N maximal konkret bedeutet.
Hierzu halten wir zunachst das folgende fest:

Satz 3.4.1 (Obere Grenze fir die Ordnung von Quadraturforrmeln) Sinda < :cé") < e <
2 < bund ist], eine Quadraturformel bzglnl("),z' =0,...,n, so gilt fir ihre Ordnungk:

k<2n+ 2.

Beweis. Die Anwendung der Quadraturformel in der Form
b(f) = (b—a) Y A ()
n a kT
k=0

auf das Polynom

vom Grad2n + 2 liefert die Aussage

b n
Pa)dz—(b—0a)S A" P) >0,

alsol(P) > 0, 1,(P) = 0, speziellI(P) # I(P) und damit die Behauptung. O

Der vorstehende Satz besagt, dasqfii 1) Stutzstellen Polynome vom Grad kleiner gleich
2n + 1 exakt integriert werden. Man kann sich leicht Uberlegeassddiesemaximale Exakt-
heitsgrad auch erreicht wird:

Sei die Anzahh der Teilintervalle vorgegeben. Die Quadraturformeln Imatie Gestalt

L(f)=(b—a) > ANV (i) dx

i=0
Versucht man sowohl die + 1 Stitzstellen als auch die + 1 Gewichte so zu wahlen, dass die
Fehlerordnung mdglichst grof3 wird, so hat n2an+ 2 Unbekannte:

NO) (n)

0 ,...,A%"),xo "”7331(?)’
Wenn man zur Bestimmung dieser Unbekannten den folgendeomalen Ansatz wahlt
n . b 1 . .
(b—a)d A"y = / lde = — (K —alth), =0,
: J
=0 a

so ist dies eimichtlineares Gleichungssystenmit 2n + 2 Gleichungen un@n + 2 Unbekannten.
Hat dieses Gleichungssystem eine Losung, so integriertadiultierende Quadraturformel Poly-
nome bis zum Gradn + 1 exakt. Mit zunehmendem wird dieses Gleichungssystem allerdings
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immer unlbersichtlicher. Und insbesondere gehen, wieitseerwahnt, die Knoten nichtlinear
ein.

Die Frage ist nur, wie man die Knoten und Gewichte systetagiswahlen kann? Daher verfolgt
man einen etwas allgemeineren Ansatz: Hierzu betrachtedasigewichtete Integral

b
1(f) = / f(@)w(z) d

mit einer integrablen Gewichtsfunktian : [a,b] — R. Wir nennenw positiv, fallsw(z) > 0 fur
allez € (a,b).

Bevor wir uns aber mit der numerischen Integration einesh&sl Integrals genauer beschafti-
gen, stellen wir noch einige mathematische Konstrukte aufilgung: Dies sind im Wesentlichen
orthogonale Polynome und ihre Eigenschaften.

3.4.1 Orthogonale Polynome

In diesem Abschnitt werden orthogonale Polynome bzgl. getstet..?-Skalarprodukte definiert
und ihre Eigenschaften betrachtet. Zunachst wiederhweiedie Definition eines Skalarprodukts:

Definition 3.4.2 (Skalarprodukt) Es selV ein reeller Vektorraum. EiGkalarprodukt (oder in-
neres Produkt) auf V ist eine symmetrische positiv definite@&rform(-,-): V. x V — R, d.h.
furz, y, z € V unda, 8 € R gelten die folgenden Bedingungen:

i.) positive Definitheit
(x,z) >0, wund(z,z)= 0 genaudann, wenn= 0,
ii.) Symmetrie
(@,9) = (y,2),
iii.) Bilinearitat
(az + By, 2) = a(z,2) + By, 2) -

Man beachte, dasg hier nicht endlich-dimensional zu sein braucht! Fur Skaladukte gilt die
Cauchy-Schwarkngleichung:

Satz 3.4.3 Cauchy-SchwardJngleichung) Es seil” ein reeller Vektorraum(-,-): V- x V — R
ein Skalarprodukt auf V. Dann gilt

(z,y) < V(z,2)V/(y,y) -

Beweis.Der Fally = 0 ist trivial. Es bleibt also der Falj # 0 und damit(y,y) # 0. Fur jedes
a € Rqilt
0 < ($ —Qay,r — ay) = (CE,I) - 20[($,y) + QQ(yay) .

Wahlt man nun speziell := (z,y)/(y,y), so ergibt sich

(2,y)°
(y, )

0< (z,2) —

)

also
(2,9)* < (z,2)(y,y) .-
Nun liefert Ziehen der Quadratwurzel die Behauptung. O
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Mit Hilfe einer positiven, stetigen Gewichtsfunktion kien wir nun das gewichtete
L?-Skalarprodukt einfiihren und definieren im Anschluss diga@onalitat bzgl. dieses.

Satz 3.4.4 (Gewichtetes Skalarprodukt)Es seiw € C(a,b), w(zx) > 0 fur z € (a,b) eine
positive Gewichtsfunktion. Dann ist

b
(F.9) == (f.0) = / w(@) f(2)g(x) da

fur f, g € Cla, b] ein Skalarprodukt.

Beweis. Die Aussage ergibt sich unmittelbar aus der Verifizierungogg&annten Skalarproduktei-
genschaften aus der Linearen Algebra (Additivitat, Hoarotat, Symmetrie, positive Definitheit)
und wird deshalb an dieser Stelle ausgespart. O

Definition 3.4.5 (Orthogonalitat) Wir bezeichnen zwei Funktionefy g € C'a, b] bzgl. des Ska-
larprodukts(-, -),, alsorthogonal, falls gilt:

(fag)w =0.

Bemerkung 3.4.6 (Norm und Momente zum gewichteten Skalargrdukt) Im Folgenden set-
zen wir voraus, dass die durch das Skalarprodukt induziéoten

Q=@ llu==V(Q, Q)

fur alle Polynome?) € P,, n € N wohldefiniert und endlich ist. Somit existieren auch die Mo-
mente

b
My ::/ w(z)z" dx,
da mit derCauchy-SchwarzUngleichungfolgt:
[mn| = (L, 2")o| < (1| l2" [l < oo

Beispiele 3.4.7 (Gewichtsfunktionen)Einige Beispiele von Gewichtsfunktionen seien hier ge-
nannt, die ungewodhnlich genug sind, um numerische Teehrik erfordern, aber in praktischen
Anwendungen verwendet werden.

o w(z) =x%log(1l/z) auf[0, 1] mita > 0.

Die Momenten,, = (n+a-+1)~2 sind alle endlich und die zugehorigen Orthogonalpolyno-
me werden verwendet, um Quadraturformeln zu konstruidremfegrale tbefo, 1], deren
Integranden zwei Singularitaten bei Null haben, eine fitigmische und eine algebraische
(falls #0,1,2,...).

o w(z) = e ® undw(z) = e~*" auf[0, ¢, Mit0 < ¢ < oo.

Dies sindLaguerre bzw. Hermite Gewichte auf einem endlichen Intervall. Die Momente
m,, lassen sich durch die unvollstandige Gamma-Funkgign =) = [ t*~'e — ¢ dt aus-
driicken, namlichn,, = v(n + 1, ¢) bzw.m,, = 37(3(n — 1), ¢?). Beide Varianten finden
Anwendung bei der Gauss-Quadratur von Integralen in deekatdren Quantenmechanik.

Definition 3.4.8 (Orthogonalpolynome) Es sei( P, ) .<n, €ine Folge paarweise orthogonaler Po-
lynomeP,, € P, d.h.

und exakt vom Grad, dann hei3en di€,, Orthogonalpolynome iiber|a, b] bzgl. der Gewichts-
funktionw.
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Aufgabe 3.4.9 Man zeige, dass ein Polynof), (z) = 2" +. .. € P, genau dann ein orthogonales
Polynomn-ten Grades ist, wenn

/Pg(m) w(z) dz = min {/ Q2(2) w(x) do : Qu(z) =" + .. }

gilt.

Bemerkung 3.4.10 1. DadieP,,..., P, eine Basis deB,, darstellen, folgt sofort

n—1

(P, Q) = (P, Y iP), =0 furalleQ P, . (3.26)
=0

2. Die Definition der Orthogonalpolynome ib8r25) ist keineswegs eindeutig. Eine mogli-
che Standardisierung ist z.B.

1

Py (x) =a2" 4+ ap_12" "+ ...,

d.h. der fiihrende Koeffizient ist Eins.

Definition 3.4.11 (Monisches Polynom)ist der fiihrende Koeffizient eines Polynoms Eins, so be-
zeichnet man dieses atsonisch (oder auch normiert).

Der folgende Satz liefert nun das bzgl. jedes positiven getetenZ?-Skalarprodukts eindeutig
bestimmte orthogonale momische Polynome existieren. eitfdit lassen sich diese numerisch
durch eine Rekursionsforschrift berechnen.

Satz 3.4.12 (Existenz und Eindeutigkeit monischer Orthogralpolynome) Zu jedem positiv
gewichteten Skalarprodukt, -),, (alsow(z) > 0) gibt es eindeutig bestimmte monische Orthogo-
nalpolynomeP,, € P, (d.h. mit ihrendem Koeffizienten Eins). Gilt tdich (z P,, P})., =
(Pp,z Pj), fur j,n > 0, dann erilllen die Orthogonalpolynome die folgende Drei-Term-
Rekursion:

P, (z) = (an + ) Pp_1(x) + v Pr2(x), n=1,2,... (3.27)

mit P_; := 0, P := 1und

Oy = _(-%'Pn—lvljn—l)w7 Y = _(Pn—lvpn—l)w. (328)
(Pn—hpn—l)w (Pn—van—Q)w
Beweis.Man sieht unmittelbar, dasBy, = 1 € Py gilt, den Rest der Behauptung zeigen wir
induktiv. Seien alsd, . .., P, bereits bekannte paarweise orthogonale Polynome’mit IP;
vom Grad; und fuhrendem Koeffizienten gleich Eins. Aus diesen kaomsten wir nunp?,,. Soll
P, € P, ebenso normiert sein, dann folgt zwangslaufig, dass

P,(x) — zP,_1(z) istvom Grade<n —1

undpPy, ..., P,_1,zP,_1 bilden eine Basis volt,,. Da jedochP, .. ., P,_1 eine Orthogonalbasis
vonP,,_; bzgl. (-, ), bilden, gilt
n—1
. (P, —xP,_1,P;)
Po— @By =) il mit 5y 5= =g o
7=0

(Man setze die linke Gleichung i, P),, fur £ = 0,...,n — 1 ein.) AuBerdem folgt aus der
Orthogonalitat vonP, zu P, ..., P,_1, dass hach Voraussetzung
N = — ($Pn,1,f)j)w _ (Pnflax})j)w
! (Pj>Pj)w (Pj>Pj)w
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DaxzP; € Pj;q, gilt somity; =0fir j +1 <n —1,d.h.
Yo=-=9_-3=0 bzw.esfolgt P, —x2P, 1 =Yn 2P o+ Yn_1Pn_1.
Beachtet man P, o = P, 1+ an 9P, o+ ...+ aglPy, so folgt
(Po-1,2Py2)0  (Pu1,Pa1)w

T2 = (Pn—27 Pn—Q)w B (Pn—27 Pn—Q)w

und damit
o (.%'Pn, Pn)w

T T (P, P

Die Eindeutigkeit folgt induktiv mit Koeffizienten-Vergleh. Sei@,, € P,, eine weitere Folge
orthogonaler Polynome. Wegéh, = P, = 1 ist der Induktionsanfang klar. Weiter gilt

Qn? w
Z%P mit o; = ((P P))

Aufgrund der Tatsache, dass der jeweilige fuhrende Kaeffizins ist, folgte,, = 1. Aus der
Induktions-Voraussetzung ergibt sidh = - -- = a,,_1 = 0, alsoQ,, = P,. O

Bemerkung 3.4.13 Die Abbildung

: / / f(@)g(y)log |x — y|dx dy

ist zwar ein Skalarprodukt auf der Menge der stetigen Fankti, aber die zugehdrigen Ortho-
gonalpolynome erfiillen keine Drei-Term-Rekursion. Syatmelberlegungen zeigen sofort, dass
fir0 < j + k ungerade

(z7,2%) =0
gilt. Mit Hilfe von Maple verifiziert man leicht durch mehidhes Anwenden der Anweisungen
j:=0;
k:=1;
-int(int(x7j *y'k *log((x-y)"2)/2,x=-1..1),y=-1..1);

zu verschiedenep, k > 0, dass gilt

(2 k) _ 0 ,fallsO <k + j ungerade,
ThET) = #0 ,fallsO <k + j gerade.

Wir definierenP, = 1, P = x und normieren weiter®, so, dass der fiihrende Koeffizient 1 ist.
Damit das Orthogonalpolyno, = z? + ax + b € Py orthogonal zuc ist, mussa = 0 gelten
und ausg Py, Py) = 0 folgt b = —(2%,1)/(1,1). Man beachte, dass hier

16/9 — 4/31og(2) = (2%,1) # (z,z) =1
gilt und somit die Formel der Drei-Term-Rekursi{@127) nicht gilt.

Generell sind verschiedene Formen der Normierung der @otiedpolynome maoglich. Wir fuhren
die allgemeine Darstellung der Orthogonalpolynomen der Form

Py(z) =kpz" + k2" 4+ ..., n=0,1,2.... (3.29)

ein. Zusatzlich definieren wir
b
hn(Pp) = hy ::/ w(x)P?(x)dx = ||P,|)? . (3.30)
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Bemerkung 3.4.14 (Normierung der Orthogonalpolynome)Beziiglich der allgemeinen Dar-
stellung (3.29) und (3.30) sind Polynormethonormal, wennh,,(P,,) = 1 und monisch falls
kn, = 1gilt.

Ubertragen wir nun die Drei-Term-Rekursion aus Satz 3.#il@rthogonalpolynome mit fiihren-
dem Koeffizienten Eins auf die allgemeinere Fof829), so erhalten wir folgendes Resultat.
Hierbei kann man die Koeffizienten der RekursionsformeldarsLeittermen der monischen Po-
lynomen ablesen.

Satz 3.4.15 (Existenz und Eindeutigkeit allgemeiner orthgonaler Polynome) Zu jedem Ska-
larprodukt (-, -),, gibt es eindeutig bestimmte OrthogonalpolynoRyec P,, mit fuhrendem Koef-
fizientenk,,. Diese Polynome diflen die folgende Drei-Term-Rekursion:

P, (z) = (an +bpz)Pr—1 +cnPro, n=12,..., (3.31)

mit P_, = 0, Py = k. Die Koeffizienten ergeben sich wie folgt:

ko KoK,
bn: ) n:bn L= s :1a2a-'->
kn—l “ <kn kn—l) "
knkn_ohy
C1 =bel. < oo, Cp = —ﬁ;, n:2,3,... . (332)
n—1""n—

Beweis. Die Behauptung folgt aus Satz 3.4.12 mit der Darstellung93.SeiP, (z) = k,z" +
Kzt +...,n=0,1,2..., dann hat?,(z) := P,(z)/k, fuhrenden Koeffizienten Eins und
Satz 3.4.12 liefert

Po(z) = ky, Pp(2) = k(o + 2)Ppy1(2) + kpyn Po(z), n=1,2... (3.33)
mit p—l =0, po = PQ/]{)Q = 1und
(xpnfla pnfl)w

an:— — —

(Pn—17 Pn—l)w

sowie B B
_ (Pnfla Pnfl)w _ 1/]{12171 (Pn—hpn—l)w o _k%72 hp—1 (3 34)
n (pn72a pn72)w 1/k12172 (Pn72, Pn72)w ka hn72 ’ .

n—1

Man beachte

_ k! _ k! kKN = .
xP,_1=ux (w"_l 4 onmlgn=2 4 > =P, + < n-l _ —") P,1+Q(z) mitQ eP,_o,

kn_l kn—l kn
d.h. (o 5 ) Y
TPy 1, Ph1)w n—1
an = — — = = —_n — . 335
(Pnfla Pnfl)w kn knfl ( )
Somit ergibt sich mit (3.34)
_ k2_2 hn,1 1 k?nk?n72 hnfl
knYn Pr— = —kp—o— —PF,_ =——"—"—""PF,_
K 2(56) k%,1 hn72 kn72 2(x) k% 1 hn72 2(x)
bzw. "
knx Py 1(z) = —— 2 P, 1(x)
knfl
und mit (3.35)
ko (K K.,
kn nPn— = - = Pn— .
anb 1(-7;) kn—l <kn kn—l) 1(1.)

Die letzten drei Gleichungen mit (3.4.1) liefern dann dign8eptung. O
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Satz 3.4.16 (Summenformel voiChristoffel-Darboux) Mit der fur Orthogonalpolynome zuvor
eingefihrten Notation(3.29), (3.30)gilt die Summenformel vaBhristoffef-Darboux

“P@PO) __kn  Pui@Pu®) = Pu@)Pa(®)
2 h; Knit - hn r—y : (3.36)

=0
Beweis.Furn = 0 erhalt man die Identitat (3.36) durch Einsetzen Vi) = ko und P (x)

kixz + K} und firn > 1 aus der RekursionsforméB.31). Aus dieser folgt namlich fin > 1
durch jeweiliges Einsetzen fif,,;

PnJrl(:U)Pn(y) - Pn(x)PnJrl(y)
= ((an—i—l + bn+12) P () + ¢ Pn—l(x))Pn(y)
- Pn(x)((an—l—l + b1 Y) Pu(y) + e Pn—l(y))
= bn—l—l(x - y)Pn(w)Pn(y) + Cnt1 (Pn—l(x)Pn(y) - Pn(w)Pn—l(y))
Mit (3.32) erhalten wir furz # y (by+1 = knt1/kn # 0 nach Voraussetzung)
1 ) Pr1(7) Po(y) — Po(x) Py (y)
bn+1 r—y

= P,(2)P.(y) + Z:: ‘ Pn—1(x)Pn(y; - len(l')Pn_l(y)

)

d.h.

kn, ) PnJrl(:U)Pn(y) - Pn(x)PnJrl(y)
kn+1 xr—vy
kjnJrlk:nflhnkn Pn(x)Pnfl(y) B Pnfl(x)Pn(y)
—  P,(2)P, :
(I’) (y) + k% hn—l kn-{-l T — y
kn—lhn ) Pn(x)Pn—l(y) - Pn—l(w)Pn(y)
knhn—l r—y .

(3.37)

Gelte nun (3.36) fur eim — 1 > 0 dann schlie3en wir mit (3.37) aufwie folgt

kn  Pag1(2)Paly) — Pu(z) Pt (y)
knJrl r—y

n—1
= Pu(@)Pu(y) +hn Y w
i=0 !

Division durchh,, liefert dann die Behauptung. O

Bemerkung 3.4.17 RodriguesFormel) Fir Orthogonalpolynome gilt zur Angabe dEgy, die
sog.Rodrigue§-Formel; d.h. alleP, erfiillen die folgende explizite Formel

L & (3@ (g@)"}. nemy (3.38)

Falz) = enA(z) dzm

wobei g(x) ein vonn unabhangiges Polynom sei. Die Koeffizientgnergeben sich in einigen
wichtigen Fallen aus der Tabelle des nachfolgenden Betspi

“Christoffel, Elwin Bruno (1829-1900)
®Darboux, Jean Gaston (1842-1917)
®Rodrigues, Olinde (1794-1851)

Numerik II, 28. Juni 2013



Abschnitt 3.4: GaulsQuadratur 93

Beispiel 3.4.18 (Historisch wichtige Polynome)n der nachfolgenden Tabelle werden einige,

v.a. historisch wichtige Polynomterm®,, ihre Gewichte und Standardisierungen sowie weite-

re zentrale Eigenschaften aufgelistet.

\ Wichtige Beispiele von Orthogonalpolynomen \

P, (x) Name a b w(x) Standard. b, en g(x)

P, () Legendre | —1 | 1 1 P,(1) =1 S (=2)"n! [ 1 —2a?

To(z) Tscheby | —1 | 1 | 1/vI—a2 T,(1) =1 (ﬁ/r?;ggo) (—2)n! | 1 — a2

L,(x) Laguerre 0 | e " kn, = (=1)"/n! 1 1/n! x

H,(z) Hermite | —oo | o0 e k, = 2" VT2l | (1) 1

P (@) | Jacobi || -1 | 1| (1—a) | P*P() = () (—2)"n! | 1 — 22
a, > -1 (14 x)?

Fur dieJacobiPolynome gilt

(P — 207+ DPn+a+1)I(n+B+1)
men S 2da+f+1 nlT(nt+a+B+1)

Aufgabe 3.4.19 Mit Hilfe der RodriguesFormel zeige man, dass fur diegendrePolynome gilt

0 fallsm # n

1
P, (x)P,(x)dx =
/_1 () Fn(2) {ﬁ fallsm =n.

(m,n € Np)

Bemerkung 3.4.20 (Eigenschaften delacobiPolynome) Weiterhin gelten fir die Jacobi
Polynome folgende Eigenschaften:

(i) P"O(2) = Pu(x)
(i4) P£—1/2,71/2)(x) _ (n_l/Q)Tn(x) _ L(Qn)Tn(x)
(i) (1 =) (PP) 4 (B~ a— (a+ 5 +2)2) (PP) +nn+a+ 5+ 1P =0

Bemerkung 3.4.21 (Spezialfall der Summenformel vo&hristoffel-Darboux) Man  beachte
den Spezialfall) — x in Satz 3.4.16. Es gilt

SPA@) ke Pan(@)Pa(y) = Pa(@)Paii(v)
_ ke P @) = Pon ) Pa(y) = Poni (9) (Ba(2) = Paly))
kn—i—lhn y—T xr—y

Damit gilt insbesondere fir Nullstellett von P,, .1

ANCOVACOES DY f(L ) (3.39)
n i=0 (2

Wir haben bereits in Abschnitt gesehen, dass der Inteipokiehler minimierert werden kann,
wenn man als Stitzstellen die Nullstellen decchebyschefPolynome, d.h. die Nullstellen spe-
zieller Orthogonalpolynome, wabhlt. Die Nullstellen vomti@gonalpolynomen werden auch der
Schlussel fur digsaul3Quadratur sein.

"Laguerre, Edmond Nicolas (1834-1886).
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Satz 3.4.22 (Einfachheit der Nullstellen von Orthogonalplygnomen) Es seiw € C(a,b),
w(z) > 0,z € (a,b) eine positive Gewichtsfunktioft, -),, das zugetirige Skalarprodukt. Dann
hat ein Orthogonalpolynon#; (z) von echtem Graé& genauk einfache Nullstellen itia, b).

Beweis.Es seienzy, ..., xz, die { + 1 < k verschiedenen Nullstellem < x; < b, an denenpP,
sein Vorzeichen wechselt. Das Polynom

Q) = (&~ w0) -+~ (z — 1)

wechselt dann an den gleichen Stellen sein Vorzeichenssatla Funktionv(z) P (z)Q(x) ihr
Vorzeichen in(a, b) nicht andert§(z) ist eine positive Gewichtsfunktion) und daher gilt

b
(Q.Py)o = / w(2)Q(x) Py () dx £ 0.

DajedochP; auf allen Polynomen al®, _; senkrecht und) € P, ¢ < k, steht, folgt unmittelbar:
grad@ = ¢ + 1 > k und damit die Behauptung. O

Mit der numerischen Berechnung dieser Nullstellen werdgruns in Abschnitt?? im Rahmen
der Gau3-Quadratur genauer beschaftigen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts Uber Orthogonalpolynetrabhten wir nun noch drei Beispiele
fur Orthogonalpolynom genauer.

3.4.1.1 TschebyscheffPolynome
Die TschebyschefPolynome T,,, welche wir bereits kennengelernt haben, sind orthogonal

bezuglich des Skalarprodukts
1
fW)y(y)
' Pw = —=d
O =

und werden standardisiert dur@h (1) = 1. Durch Einsetzen dieser Eigenschaft in die Formeln
von Satz 3.4.12 gewinnt man figre R die Drei-Term-Rekursion (2.18), d.h.,

To(y) =1, Ti(y) ==z, Ti(y) =2yTh1(y) — Th-2(y), k=2
Die TschebyschefPolynome besitzen weiterhin die folgendeigenschaften
(1) Sie haben stets ganzzahlige Koeffizienten.
(ii) Der hochste Koeffizient voif, ist a,, = 2" 1.
(1i1) T, ist stets eine gerade Funktion, fallgerade, und eine ungerade, fallsingerade ist.
(i) To(1) =1, Tn(=1) = (=1)".
(v)
)

(vi

IT.(y)| < 1fury e [—1,1].

Die Nullstellen vonT;, (y) sind

Y = COS <2k+17r> , k=0,1,...,n—1.
2n
(vid)
cos(k - arccos(y)), ly <1,
Ti(y) = ¢ cosh(k - Arccosh(y)), y>1,
(—1)% cosh(k - Arccosh(—y)), y < —1 .
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Abb. 3.3: Tschebyscheff-Polynomeg,, n = 0, ..., 8.

(viii) Die TschebyschefPolynome besitzen die globale Darstellung

Ti(y) = %((y + V2 =1+ (y—y2—1)%), wobeiyecR.

(iz) |T,(y)| nimmt seinen maximalen Wert im Interva# 1, 1] an den sogenannten
Tschebyscheffbszisseryj,, = cos(“F) furk = 0,...,n an, d.h.
_ km :
T.(y)|=1 < y=7y,=cos|— mitk =0,...,n.
n

AbschlieRend mochten wir fiie = 0,...,5 die T,, explizit angeben und diese sowig, 77 und
Ts auch anhand der Grafik 3.3 veranschaulichen:

Ts(y) = 4y* — 3y,

To(y) =1,
Ti(y) =y, Tu(y) = 8y* — 8y + 1,
To(y) =2y° =1,  Ts(y) = 16y° — 20y° + 5y.
3.4.1.2 LegendrePolynome
. sind orthogonal bezuglich des?-Skalar-

Die LegendrePolynomeP, € P,,n = 0,1,2,..
produkts auf—1, 1], d.h.
1
(Fa)i= | Fwatw)dy,

und sind durchP, (1) = 1 standardisiert.
Die LegendrePolynome besitzen folgend&genschaften
(1) Sie erfullen dieDrei-Term-Rekursion

Py)=1, Pi(y)=z, nP,(y)=2n—1)yP1(y) — (n —1)P—2(y),
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Abb. 3.4:LegendrePolynomeP,,, n =0, ...,8.

(ii) Py(1) =1,Py(=1) = (=1)", n=0,1,2,...

(iid)
1 ) 2)
/an(y)dy:2n+1, n=20,1,2... (3.40)
(iv) Fur Ableitung und Stammfunktion gilt
D) Poi1(y) — Pa1(y)
Py = Mt D) Par > 1 A1
W) =5 1 , 2> (3.41)
bzw. y .

[ @de= e (Rt -Paw). izt @42

Im Folgenden sind?, . . ., P5 explizit angegeben und in Grafik 3.4 zusammen RitP; und Py
aufgezeichnet:

1
Po(y) =1, P3(y) = 5(52/3 —3y),

1
Pi(y) =y, Py(y) = g(35y4 — 30y* + 3),

1 1
Py(y) = 53y° = 1), Ps(y) = 5(63y° — 705° + 15y).

Aufgabe 3.4.23 (i) Man zeige furm > 1

2m(m+1 )

1 o <2m1()((2m)+1)) fallsj =m — 1,
- ; = 2m(m-+1 )

/1(1 V)P )Pi(y)dy = § -t fallsj=m + 1,

sonst.
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(i) Man beweise (3.41) mit Hilfe von i).
(iii) Man zeige furi, j € Ny

1 . . . .
‘ , ]2 fallsi < j undj + i ungerade,
[ rwrwma={5 o

(iv) Man beweise (3.42) mit Hilfe von iii).
(v) Man zeige fum € N
Y _ 1 2 /
/_1Pn(§)d§ = m(m —1) Py(y).

3.4.1.3 JacobiPolynome

Die JacobiPonnomeP,(La’ﬁ) sind orthogonal beziglich des durch die positive Gewfahtgion

w(y) = (1—y)*(1+y)?,a > —1,8 > —1 auf dem Interval(—1, 1) induzierten Skalarprodukts
1
(f:9)w = /1(1 —y) (L + ) f(Y)aly) dy.

Somit sindLegendre und TschebyschefPolynome spezielldacobiPolynome (vgl. hierzu auch
Bemerkung 3.4.20), fur die wir im Folgenden eine Aussaleriglie Verteilung der Nullstellen
wiedergeben:

Satz 3.4.24 ([Sz])Seien|«a/, | 5] < 1/2 undxy = cos ), die Nullstellen vorp\*?) (z) in abstei-
gender Folge, d.h.

I1>xp>r1>...>a,1> -1, 0<bp<b1<...<0p_1 <.
Dann gilt

Etlt(a+f-1/2 k41
nt(atf+1)/2 S Snt(argrner

und im Fallea = 3 gilt

k=0,1,2,...

g, > Frlta/2-1/4

k=0,1,2,... —1)/2
il Tl—|—0[—|—1/2 7T7 07 )< 7[(” )/ ]’

wobei die Gleichheitlfr « = 3 = —1/2 odera = § = 1/2 gilt.

Beweis. Wir verzichten an dieser Stelle auf die Wiedergabe einesd®s dieser Aussage und
verweisen auf [Sz]. O

3.4.2 Konstruktion von Gaul3-Quadraturen
Nun zurick zur Gauf3-Quadratur, d.h. zur Konstruktion e@eadraturformel mit maximaler Feh-

lerordnung2n + 2 zun + 1 Stutzstellen. Im Beweis des Satzes 3.4.1 haben wir gesdhes das
Polynom

P(z) = H(x — xz(n))z = H(x — xin))(m — xgn)) € Popio

durch eine Quadraturformé}, mit den Knotenxz(") nicht exakt integriert wird. Die Frage stellt

sich, was man uber die Knoten sagen kann, wenn man weif3 f,gimaximalen Exaktheitsgrad
2n + 1 hat?
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Lemma 3.4.25 (Charakterisierung via Orthogonalitt) Ist I,, der Form

=(b—a) > AN f(")
k=0

exakt vom Gra@n + 1, dann gilt fir die Polynome

k
Piiq(z) = H(:U - acgk)) €Pri, k=0,....n (3.43)
=0

(die St]tzstellenrgk) sind also die Nullstellen vory . 1) die Beziehung

b
(Py, Pos)o = / Py() Py (2)o(z) de — 0 furallej = 0,....n

Beweis.WegenP;, € Py, gilt P;P,, 1 € Py, firalle0 < j < n, also
b
[ P@Pa@e@de = 1BP) = (B Pa)

a

= b—CL Z)\ n n+1(£ﬂz(n)):0
=0

O

Bemerkung 3.4.26 Nullstellen von orthogonalen Polynomen scheinen eine \g@gl fiir die ge-
suchten optimalen Knoten zu sein!

Damit sind auch die Gewichte bestimmt: falls exakt von der Ordnung ist, muss dies insbe-
sondere flr did-;agrangePonnomeLg”) bzgl. mé”) gelten.

0 = I(L")—I,(L")

b
_ / L (@o(@) do — (b — a) S AP L (20

=0
b
_ (n) _(h_ ()
= L (x)w(z)de — (b—a)X\; ",
also
. b
)\En) = b—a) /Lgn)(:v)w(:v) dx. (3.44)
Damit gilt (erstaunlicherweise):
Satz 3.4.27Seiem§€”), k =0,...,ndie Nullstellen vorP, . 1, dann gilt ir I, mit den Gewichten

(3.44) folgende Aussagé; ist exakt auf?,, genau dann, wenh, exakt aufPs,, , ; ist.
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Beweis., <" isttrivial. Sei also umgekehnfn exakt aufP,, und P € Py,,,1. Mitdem Euklidischen
Algorithmus folgt, dass Polynom@, R € IP,, existieren mit

Die orthogonalen Polynome’;, )<y, bilden eine Basis fiiP,, (aufgrund der linearen Unabhangig-
keit), also folgt

(Qa Pn+1)w =0
fur alle Q@ € P, und damit (wegerR € P,)

I(P) = 1(QP41) + I(R) = (Q, Poy1)w +I(R) = I,(R)
-0

und andererseits

.  ea ~ () NN ~ () NON O ()

alsol,(P) = I(P) fur alle P € Py, . O

Wir fassen diedJberlegungen in dem folgenden Satz zusammen:

Satz 3.4.28 (GauR3-Christoffel-Quadratur) Es seiw € C(a,b) eine positive Gewichtsfunktion
auf (a,b) und (Py)ren, eine Folge von Orthogonalpolynomen bzgl. des Skalarprsduk:).,.
Des Weiteren set € Nundzy < --- < x, die Nullstellen vorP,, ;1 (z). Dann existieren (von
abhangige) eindeutig bestimmte Gewichig--- , A\, € R, so dass gilt:

b
/ w(x)P(x)de =Xoq(z1) + ...+ Ay P(x,) furalle P € Py, . (3.46)

Beweis. Es seiP, ;1 das bis auf Vielfachheit eindeutig bestimmte Orthogonigipam bzgl.(-, ).,
vom echten Gradh + 1. Dann existiert zu jeden® € P,,.; die eindeutige Darstellung =
QP,.1 + R mit Q,R € P,. Das Ausnutzen der Orthogonalitat VOR, |, z%), = 0 fur k =
0,...,n liefert

b b b b
/ w(z)P(x) dx:/ w(z)Q(x)Pptq () dx+/ w(z)R(x) dx:/ w(z)R(x)dz. (3.47)

SeienL(()") (z),..., L (z) € P, die LagrangePolynome zuro, . . . , 2,,. Man beachte die Eigen-
schaftLy(x;) = d;1, wobeid;;, das Kronecker-Symbol ist. Es gilt dann folgende Darstellun

) = Y v L (@)
=0
und somit fur(3.47)
b b n n b
/ w(z)P(x)dx :/ w(z) (Z R(xZ)LEn)(x)> dx = ZR(I‘Z)/ w(x)LZ(n)(x) dx.
a a i=0 =0 a

Dies ist aber genau die Darstellu(®y46) mit \; = f;w(x)Lgn) (x)dz, da an den Nullstellen von
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Beweisen wir nun di&€indeutigkeit der \;. Dazu seiem\, ..., A\, und%, ceey 5\; zwei verschie-
dene Wahlen der Koeffizienten {8.46). Durch Differenzbildung erhalten wir also

0= R(z:)(\i — N,
0=1

setzen wir nacheinandét(z) = L,g")(x), k=0,...,n, so folgt sofort\, = A, fur alle
ke{0,1...,n}.

Zuletzt mussen wir noch digositivitat der \; nachweisen. Setzen wir da#(z) = (L,(C") (z))2,
dann folgt mitA\(xz) > 0, z € (a,b) und(3.46)

0< /abw(x) (Lk)(") (g;))2 dz = Ozn;M (L,ﬁ"’ (g;l-))2 —

und damit die Behauptung. O

Bemerkung 3.4.29 GauB3-ChristoffetQuadratur)  (a) Firw = 1 spricht man vonGaul3 -
Quadratur, allgmein vonGaul3-Christoffel-Quadratur .

(b) Nachteile sind einerseits, dass die Berechnung der&bgaviind Knoten vom Integrations-
intervall ab hangt, und andererseits, dass diese fiisjedau berechnet werden missen.
Eine nachtragliche Erh6hung der Genauigkeit durch Aligdang ist so noch nicht maéglich,
es muss alles neu berechnet werden!

(c) Die Berechnung der Gewichte und Knoten fir beliebigevird mit der Drei-Term-
Rekursion gemacht. Dies behandeln wir im nachsten Abgajemauer.

(d) Integrale auf mehrdimensionalen Gebietghuybatur’)
[alvbl] X X [advbd]

kann man mitTensorprodukt-Quadratur-Formeln

A A

Iy, (561) T Ind(xd)

berechnen. Die Komplexitat steigt jedoch stark mit derRdimensiond (,,Fluch der Di-
mensionet). Mégliche Auswege sind Monte-Carlo, Quasi-Monte-@aiDinngitter (siehe
Numerical Finance).

Nun zur Darstellung des Fehlers. Analog zu den interpakatiben Quadraturformeln kann man
vom Exaktheitsgrad auf den Approximationsfehler schiel3e

Satz 3.4.30 (Integrationsfehler der GauR-Quadratur) Fur f € C?**+2 gilt

. 2n+2
Eu(f) = 1) = () = TS 1 Pasal (3.48)

mit einemt, € (a, b).

Beweis.Betrachte den Hermite-Interpolantéhe P, 1 an f zu den jeweils doppelten Knoten
mg‘), k =0,...,n. Dann folgt

2 f72E)
(2n+2)V

n

F@) = Pflad?, 2l e ey () = (@ — 20V)2 . (e — 2(M)

=Ppt1(z)
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also
A2 S () o () (G
I = I(P = (b— P L/ (p P, .
(f) ( ) +(2TL n 2)| ( n+1) (b a) g )‘z (wz ) +(2TL n 2)' ( n+1, n+1)w
=In(P) - —f(z{™) =I1Pnall2

3.4.3 Berechnung der Knoten und Gewichte

Aus der Summenformel vo@hristoffetDarboux bzw. dem Spezialfall, welcher in Bemerkung
3.4.21 behandelt wird, ergibt sich die folgende Darstgluler Gewichte), zu den Knoten
xk,k:O,l,...,n.

Satz 3.4.31 (Darstellung der Gewichte)Fur die Gewichtel, ¥ = 0,1,...,n in Satz 3.4.28
gelten die Darstellungen

—1
Entt1 hn ", p?
A = 1 :(Z Z@”) . k=0,1,...,n,

Prlz+1(mk) P (wg) kn

wobeizx, die Nullstellen vorP, ; seien.

Beweis.Es seixy, k € {0,1,...,n}, eine Nullstelle vonP,, ;. Dann gilt
hm Pn+1($) — hm Pn+1($) - Pn+1($k;) _ Pl (.%' )
T—T T — X T T — T 1k

Wir definieren

Poi1(x) Py(z)/(x —x) fallsz € R\ {x}
@) :{ Pr’bi(mk)Pn(xk) " fallsx = a5, '

DaQ € Py, gilt

b n
/ w(@)Q) dr = 3N Q) = M Qrk) = e Pl () Palar) . (3.49)
a =0

Nutzen wir die Darstellun@, 1 (x) = k’,;jll (x — k) Pp(x) + (x —z ) R(x) miteinemR € P, 1,
S0 ergibt sich

/abw(x)Q(x) dr — /abw(m) (kzzan(w) + R(ﬂﬁ)) Po(x) dx

b
= k;;“/ w(z)P2(x) dx = kn—l;ilhn (3.50)

Aus (3.49) und (3.50) erhalten wir die erste und daraus n@9jdie zweite Darstellung . [

Zur numerischen Berechnung der Knoten und Gewichte greift auf die Eigenschaften der Or-
thogonalpolynome zuriick: Aus Abschnitt wissen wir, dais @rthogonalpolynome zu einem
gewichteten Skalarprodukt durch eine Drei-Term-Rekur&ierechnet werden konnen. Mit Hilfe
dieser lasst sich ein lineares Gleichungssystem formaulimit einer Tridiagonalmatrix. Die Null-
stellen der Orthogonalpolynome sind dann die EigenwedsediMatrix.
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Wie in Satz 3.4.15 bewiesen wurde, erfullen die Orthogooighome folgende Drei-Term-
Rekursion mit den Startwertel_; = 0, Py € Py:

P,(z) = (an + bpx)Py—y + cnPr2, n=12....

Schematisch dargestellt bedeutet dies:

a 1

Plz(a1+b1:r3)P0 = —b—l'Po—Fb—-Pl:xPO
1 1
Co a9 1

sz(a2+b2:v)P1+02P0 s —— - Ph—-—- P+ — - P=xP
ba ba ba

Cn+1 An+1 1
Py = (anJrl +bn+1x)Pn+Cn+1Pn71 < - ot “Phq — ot Py=axPy — — Py
bn+1 bn+1 bn+1

Aus dem Schema ist aber ersichtlich, dass wir obige Rekusich als folgendes lineares Glei-
chungssystem interpretieren kénnen, d.h.

-4 1 0 . e 0
by by ' PO(:U) PO(:U) 0
—c _a 1 : .
b2 b2 bQ . .
C. a 1
0 —% % & . N |
. 0 :
g 1 : 0
. 1 !
0 0 o i [\ Fal) P, (2) -
bnt1 brt1 hi.,—/
= A =p —
In Matrixschreibweise also
Ap =ap+r. (3.51)

Aus dieser Darstellung ergibt sich das folgende bemerkerieviResultat:

Satz 3.4.32 (Nullstellen von Orthogonalpolynomen als@sung eines Eigenwertproblems)
Die Nullstellen vonP, ., sind genau die Eigenwerte vaf, d.h. die losungen der Gleichung
Ap = zp fur p # 0. Die Eigenvektoren zu Eigenwerten, & = 0,...,n lauten bis auf ein
Vielfaches Py(xz4), . . ., Po(z1))7.

Beweis. Der Beweis ist nicht sehr schwer und bleibt dem Leser als &hdgiberlassen. O

Da P,+1 ausschielilich reelle Nullstellen besitzt, liegt die Idetey dass sichi in eine sym-
metrische Matrix mittels eineAhnlichkeitstransformation transformieren lasst. Diefachste
Maoglichkeit ware eine Skalierung mit einer Diagonalmatr

Da die Orthogonalitat die Orthogonalpolynome nur bis aof\édelfaches eindeutig bestimmt,

stehtesunsfreb, > 0,k = 1,2,3, ... zuwahlen, zumal die Nullstellen der Orthogonalpolynome
davon nicht betroffen sind. Wegép > 0 folgt somit aush, > 0und (3.32)c, < 0,k =2,3,....
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Satz 3.4.33Es seieru; € R, b; >0,j=1,...,n+1,¢; <0,j=2,...,n+ 1 und

1
—g 4 0 - .. 0
_¢c _a 1
by by b
0 —¢&@ _a 1 :
A= by b3 b ' c R™™. (3.52)
: o, 0
1
Cn+1 ngfl
U 0 =5 b
Dann existiert eine Diagonalmatriv) € R(*+1*(+1), 5o dassA := (a;)I'f}, = DAD!
symmetrisch ist, und es gilt
~ G4 ~ o~ _ \Cz‘flﬂ
ajj = T Qi1 = Gi—14 = RYERYE (3.53)
1 i—1
und Ur z = (zo,...,z,)" € R"*! ergibt sich

Dy — ( 2 Vb2 Vbns1 >T
r = |29 1, 0]—F/—,...,Tp .
\/‘CQ‘ \/’CQ'...'Cn+1’

Beweis. Aligemein gilt fir eine MatrixM = (m;;) € R(+*Dx(+1) ynd eine Diagonalmatrix
D =diag(dy, ...,dn41) € RO+ dass die Eintrage von

— , . d;
M = (my;) == DMD™" die Form m;; = d—lm” haben
J

Damit nunA symmetrisch ist, mussg; ;1 = @;—1,; gelten und somit

b;
bi—1lei|’

ﬁ dz o 1 difl
bidioy  bio1 d; ]

dh. & =d? ;- i=2,3,...,n+1. (3.54)
7 1—1 )

Dies erreichen wir nun z.B., indem wii = \/b; setzen. Dann folgt mit (3.54)

pZogp e _ b b3 b by by e b b
27 il T feal” P Phalesl  fealboles| T feacs]” Tt Phsleal  Jeacseal
Allgemein folgt aus
d2 _ bk—l
k=l |62 C3 ... Ck—1
die Darstellung
by, by,
d2 = di_ = .
T ekl o2l
Bei dieser Wahl vorD gilt for die Diagonaleintragér;;, « = 1,...,n + 1, der symmetrischen
TridiagonalmatrixA
~ d; a;
Qi = d_iaii = b
und fur die Nebendiagonaleintrage
1/2
ot —dapeyd O al e el
10—1 — e 1,0— i—1 — = = Aj—1,5 -
' le2 a2 b b/ b0
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Fir das Matrix-Vektorprodukt vo® mit einem Vektorz € R™*! gilt

Dz = diag(dl, L. ,dn+1)$ = (d1 ZCQ,dQ X1y ,dn+1 xn)T
Vb N Vb, >T

T bn—1 .

\/’CQ’ ‘02'---'Cn+1‘

= <560 b1, 21

O

Wie wir spater sehen werden, lassen sich symmetrischen&iggprobleme numerisch besser
behandeln. Anstatt alséu = A v zu analysieren, betrachten wir

DAD 'Du = )\ Du

d.h.

Al =\
mit A := DAD~! und% := Du. Unter diesehnlichkeitstransformation bleiben also die Ei-
genwerte unverandert und fur die zugehorigen Eigeiovekt gilt, dass Eigenvektoremin Du
ilbergehen. Unter der im Beweis von Satz 3.4.33 verwend&tetichkeitstransformation lauten
somit die Eigenvektoren zA4W = A& zum Eigenwertr;, £ = 0,1,...,n, bis auf eine nichtver-
schwindende Konstantee R

ﬂk=C<P0\/a Py (z5)V/ba2 Po(zr)\/bny1 )T

Der nachfolgende Satz liefert nun, dass sich die Gewictgedan Quadraten der ersten Kompo-
nenten der normierten Eigenvektoren ergeben.

Satz 3.4.34 (Numerische Berechnung der Gewichtelfs gelten die Voraussetzungen wie in
Satz 3.4.33 undi sei durch(3.52) definiert. Des Weiteren séi die Matrix, die spaltenweise
die Eigenvektoreni;, = (ﬂkl,...,ﬂk(n+1))T zu den Eigenwertem, k£ = 0,1,...,n, enthalt,
d.h.

A\ﬁ = diag(xo, ce ,xn,l)ZxA{.

Dann sind die Gewichte in Satz 3.4.28 gegeben durch

~2
M= (L) =, k=0,1,...,n. (3.55)
uk Uk
Beweis. Die Vektorenu;, seien Vielfache der Eigenvektorén, k = 1,...,n + 1, mit der Eigen-
schaft, dass fur den ersten Eintrag jew@jls = pov/b gilt. SeiV = (01]v] - - - [0,1-1) die Matrix,
die spaltenweise die Eigenvektorgpenthalt und\ = (A, A2, ..., \,)” der Vektor der gesuch-

ten Gewichte. Aufgrund der verwendeten Normierung steltteinersten Zeile jeweilpy+/b;.
Nach Satz 3.4.28 integriert die gesuchte Quadraturforraineme bis zum Gradn + 1 exakt,
d.h.

n b .
- ] (1, Ry)w fur Q = Py,
jzo/\jQ(zﬂj) N /a wle)Qie)ds = { 00 fur Q = PZ, 1<k<n+1

Damit folgt
> AiPovby (1,1).
NP (x:)\/ba/ |c 0
Dy > A ?)\/ 2/ |ea] _ P/ . ' (3.56)

> AP (@) bnt1 [ ez - cng] 0
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Die Nullstellen vonP, 1, sind einfach nach Satz 3.4.22. Damit folgt aus Satz 3.4.8&s duch
die Eigenwerte vom einfach sind. Fur Eigenvektoren, v,, zu verschiedenen Eigenwertep,
T (K # m) gilt nun, daA symmetrisch ist

AT~
m

T U ol AT

e = T U1 O = 0 Ay, =00 AT 5, = 0L ATy, = 24 0L, U -
Somit gilt o1, v, = 0 fur k& # m, d.h. Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigeemvert
stehen senkrecht aufeinander. Fir einen beliebigen gt v, ergibt sich unter Ausnutzung

von (3.56) und der eben gezeigten Orthogonalitat

T
Pyv/by

Pr(ep)V02 Pov/by(1,1)

Ve 0

P2bi(1,1), = \:2| : : =LV I=01 Z)\ Dy = A\ Of U -
. . =0
Pn—l(xlc)\/m 0
leae..cnpa]

Beriicksichtigung der vorangegangenen Normierung,w.b= po/b1ty /i1, liefert das Ergeb-
nis. ]

Bemerkung 3.4.35 Sind die Momenten,, := f; Mz)z¥ dx, k = 0,...,2n + 1, bekannt, so
lassen sich mit Satz 3.4.12 die Koeffiziente)j = 1,...,n+ 1, undv;,j =2,...,n+1,in
der Drei-Term-Rekursion

Po(x) = (an + 2)Py_1(x) + v Pr—2(x)
mittels
(xpn—hpn—l)w Yy = _(Pn—hpn—l)w
(Pn—hpn—l)w ’ " (Pn—27Pn—2)w

bestimmen. Denn gilPy,(x) = Zf:o )\j:cj, k > 0, so erhalt man fir

oy = —

k k
(Pk, Pk)w = Z Z )\z)\] /bw(x)ﬁﬂi—’—j dr = Z Z)\Z)\] . ml'+j

i=0 j=0
und
(2P, Pr)w ZZ)\)\ S -
=0 j=0

Setzt man nun die so berechneten Wer}eyj in die Tridiagonalmatrixﬁ mit den Eintragen
gegeben durclf3.53) fiir a; = «;, bj = 1 undcj = 1, ein, so sind die Quadraturstellen zur
Gewichtsfunktionv gerade die Eigenwerte voh und die Gewichte lassen sich mitt€B55) aus
den zugehdrigen Eigenvektoren bestimmen.

Numerik II, 28. Juni 2013



106 Kapitel 3: Numerische Integration und orthogonale Polyaom

MATLAB -Funktion: GaussWeightsNodes.m

function [weights,nodes,kn] = GaussWeightsNodes(momente)
n = (| engt h(momente)+1)/2;
% Orth.polynome und Koeff. mit 3-Term-Rekursion bestimmen

% p_k = ( x - aa_(k-1) ) * p_(k-1) - cc_(k-1) * p_(k-2)

h(1) = momente(1); % h = (pk, pk)

hx(1) = momente(2); % hx = (x = pk, pk)

aa(l) = hx(1)/h(1);

p{1} = 1;

p{2} = [-aa(1):1];

for k = 3in % bestimme p_k mit 3-Term-Rekurs.
g = mult(p{k-1},p{k-1}); % berechne q = p_(k-1) * p_(k-1)
h(k-1) = integ(g,momente); % berechne int_a’b omega *qg dx
hx(k-1) = integ([0;q],momente); % berechne int_a’b omega *xxq dx
aa(k-1,1) = hx(k-1)/h(k-1); % bestimme Koeff. vor p_(k-1)
cc(k-1,1) = h(k-1)/h(k-2); % bestimme Koeff. vor p_(k-2)
g{k} = [Oip{k-1}] - aa(k-1) *[p{k-1}1,0] - ce(k-1) * [p{k-2};0;0];

en

i f length(aa)==1 % sym. Matrix A aufstellen
A = aa;

el se

A = full(spdiags([ sqrt(cc(2: end));0],aa, sqrt (cc),...
[(1 0 1],n-1,n-1));

end

[V,D] = eig(A); % Eigenwerte bestimmen

nodes = di ag(D); % Quad.-stellen sind Eigenw. von A

weights = zer os(n-1,1); % Quadraturgewichte sind skalierte

for k = 1in-1 % Skalarprodukte der Eigenvektoren
weights(k) = momente(1) * V(1,k)2 / (V(,K) * V(:,k));

end

kn = integ(mult(p{n},p{n}),momente); % Koeffizient im Fehlerterm

% einige Unterfunktionen zur Behandlung der auftretenden P olynome

% Polynome miteinander multiplizieren
function p = mult(s,t)
p = zeros(length(s)+ | ength(t)-1,1);

for j = 1: | ength(s)
p(: | engt h(t)+j-1) = p(: I engt h(t)+j-1) + s(j) * 1(0);
end
end

% Polynome addieren
function r = add(p,q)
i f length(g) >= | engt h(p)

r=q();

r(l: size(p,1)) = r(1: si ze(p,1)) + p();
el se

r=p();

r(l: size(q,1)) = r(1: si ze(q,1)) + q();
end

end
% Integral auswerten
function r = integ(p,momente)
r = (pQ)y *momente(1: | engt h(p));
end
end
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MATLAB -Funktion: GaussQuadratur.m

1 function [weights,nodes,kn] = QaussQuadratur(anz_Gewichte,typ)
2 N = 2 * anz_Gewichte+1,;

3 switch typ

4 case ’legendre’

5 momente = 2./(1:N); momente(2:2: end) = 0;

6 case 'tschebyscheff

7 momente = [ pi ,0, pi/2];

8 for j= 2:anz_Gewichte

9 momente = [momente,0,momente( end) * (2 *j-1)/(2  *))];
10 end

11 case ’laguerre’

12 momente = factorial(O:N-1);

13 case ’hermite’

14 momente = ganmma((1:N)./2); momente(2:2: end) = 0;
15 case ’log’

16 momente = (1./(1:N))."2;

17 otherwise

18 di sp(’Nur "legendre", "tschebyscheff", ’ -

19 "laguerre”, "hermite", "log" m oglichl” )
20 return

21 end

22 [weights,nodes,kn] = GaussWeightsNodes(momente);

23 end

MATLAB -Beispiel:

Man kann z.B. die Quadraturstellen>> [x,w,Kn] = GaussQuadratur(2,’log’)
und Gewichte zur Gewichtsfunkti- X =

on 0.7185
w(x) — —log(x) w o 0.2815
und n = 2 berechnen lassen, sie 0.1120
erfillen dann 0.6023
Kn =
1 0.0029
- [ togta)s (@) ds
0
N Fem )
= jz;)‘jf(xj) + WKn,

mit K, = (pmpn))\/k%-

Bemerkung 3.4.36 Umfangreiche Tabellen von Stitzstellen und Gewichten exschiedenen
Gewichtsfunktionen findet man z.B. in [AS] und [St].
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Tab. 3.1: Momente fur einige Standardfalle von Orthogdpoignomen

Name a A(zx) my = f; Az)z* dx
[ 2/(k+1) fallsk gerade
Legendre | —1 ! Mk = { 0 falls k ungerade
1.3-5-....k—1
B 1 D B w v o falls k gerade
Tscheby. 1 T2 e { 0 falls k ungerade
Laguerre 0 00 e * my = k!
, 2 [ T(EL) falls k gerade
Hermite el e € Mk = { 0 falls k ungerade
. 1.35...k—1__ T(atl)
Jacobi 1 a—eera e | me= VT Tt (Fr3)79) falls k£ gerade
a=0>-1 0 falls £ ungerade
,log" 0 |1 —log(z) my = 1/(k +1)?

Bemerkung 3.4.37 (Gaul3-Qadratur in toheren Dimensionen)In hdheren Dimensionen hat
man eine solche Theorie der Orthogonalpolynome nicht, ausnén Quadraturformeln gewin-
nen kénnte. Hier bleibt einem haufig nichts anderes (ilalig) diese naherungsweise als Losung

nichtlinearer Gleichungen zu bestimmen.

3.5 SCHWIERIGKEITEN BEI DERQUADRATUR

In diesem Abschnitt diskutieren wir einige Schwierigkeitezw. den moglichen Umgang mit

schwierige Integranden.

3.5.1 Unstetige Integranden

Haufig ist der Integrand nur durch Punktauswertungen bekamd als Komposition mehrerer
Teilfunktionen definiert, die an den Nullstellen unstefigds Zum Beispiel ist eine Funktion auf
unterschiedlichen Teilintervallen, durch unterschigu#i Approximationen definiert, wie z.B. die
Besselfunktich Sind diese Nahtstellen bekannt, so sollte man das Integsaiebiet hier unter-

teilen, da kommerzielle Programme als auch die spater distlutierte adaptive Quadratur hier

versagen oder ineffizient sind.

3.5.2 Singuére Integrale

Definition 3.5.1 (Singubres Integral) Unter einer singularen Funktion wollen wir eine Funktion
verstehen, die mit Ausnahme endlich vieler Stellen aufreihetervall[a,b] definiert und stetig
ist, sodasg in jeder Umgebung einer Unstetigkeitsstelle unbeschriik

Beispiel 3.5.2Zum Beispiel ist die Funktioni //x auf [0, 1] unbeschrankt und trotzdem besitzt

8Bessel, Friedrich Wilhelm (1784-1846)
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sie endliches Integral, namlich

1
I(f):/o %d;ﬁzz

Betrachten wir nun mehrere Methoden, wie sich solche lategioch noch in,angenehmere®
Integrale umschreiben lassen:

a)

b)

Substitution

Fur einzg € [a,b] mdgen die einseitigen Grenzwerte der Ableitungen niclstiexen, z.B.
f(z) = Vasin(z) auf[0,1] undzy = 0. Hier lalt sich schon die zweite Ableiturfg(0)
nicht definieren. Die Substitution:= /2 fuhrt hier zum Ziel

/O1 Vsin(z) dr = /1 2t? sin(t?) dt.

0

Der Integrand ist nun sogar beliebig oft differenzierbar.

Regularisierung
Eine Idee, die unter dem Stichwdkbziehen der Singulaét oderRegularisierungoekannt
ist, besteht aus der Anwendung der Formel

I(f) = I(f — ) + I(s).

Im obigen Beispiel leistet das die Funktien= \/z - x
1 1 1
/ Vasin(z) dz = / ﬂsin(w)—ﬂ-xdw—k/ Vo de
0 0 0
! 2
— / vV (sin(z) — z) dx+g
0

Der neue Integrand ist jetzt dreimal stetig differenzierbéan beriicksichtige jedoch, dass
nun Nahe der Stelley = 0 fur kleine z Ausloschungen auftreten konnen.

Aufspaltung des Integrals
Eine weitere Moglichkeit besteht manchmal in der Aufspadt des Integrals, im Fall)
ware dies

/Olﬁsm(w) dw:/ogx/isin(w) dx+/:\/5sin(x) de 0<e<1

Der zweite Integrand ist nun glatt, wobei die Konstanterdégn Ableitung vore abhangt.
Fur das erste Integral erhalt man, wenn maiargz) in eine Reihe entwickelt

€ p2k+1
/Oﬂsin(x)dx = /\/_ 2k—|—1)( 1)k
22k+5/2
- Z(_1)1‘2(21% 1)!(2k +5/2)

k=0

Dieses Vorgehen ist gerechtfertigt, da man wegen der gigi@igen Konvergenz der Reihe
diese gliedweise ausrechnen darf, bzw. Summation undratteg vertauschen darf. Fur
ein kleiness kann man diese Entwicklung nach wenigen Schritten abbredbas Problem
hierbei ist die geeignete Wahl des
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d) Anwendung der Gaul3-Quadratur
Ein weiterer Kunstgriff besteht darin, dass man das Integrdie Form

bringt, wobeiw(x) die Singularitat enthalt. Zur Integration zieht man dagine Gauf}
Formel zum Gewichi(x) heran. Erneut berechnen wir das oben verwendete Integral

/01 Vzsin(r) dz

mit Hilfe einer GaulFormel zum Gewicht/z fur 2 € (0, 1]. Die JacobiPonnomeP,g’l/2
sind gerade die bezuiglich(x) = (1 + x)'/? auf (~1,1) orthogonalen Polynome. Mit den
Uberlegungen zu deBaul3Gewichten lassen sich

2
2k +3

1
mk:/ \/Exkdx:
0

Quadraturpunkte und Gewichte bestimmen.

3.6 NUMERISCHE QUADRATUR VON STARK OSZILLIERENDENINTEGRANDEN

Motivation Die Integration von stark oszillierenden Integrandeniistneimerisches Problem von
weitreichender Bedeutung mit einer Vielzahl von Anwendemg.B. in der Quantenchemie, Bild-
analyse, Elektrodynamik, Computertomographie und Stirigemechanik. Allgemein wird dieses
Problem algschwierig“eingestuft, bei dem man am besten die Oszitiaticeliminiert, z.B. durch
die Wahl Giberaus vieler kleiner Teilintervalle. Da dagjaide Kapitel nur einen Einblick in diese
Problematik und Techniken liefern soll, beschranken ws auf ein Integral der Form

1
I(f) = /0 f(@)e™9@) dy (3.57)

Bemerkung 3.6.1 Man beachte, dass sich ein beliebiges Inte%%[f(y)eiw?(y)dy mit der
Transformationy = a + (b — a)z auf die Form von(3.57) Uberfiihren laBt, dabei ist dann

f(z) = fla+ (b—a)y)/(b—a)undg(x) = g(a + (b —a)y).

Bemerkung 3.6.2 Das ibliche numerische Verfahren ein Integral der F@157) zu bestimmen,

wobei f und g als glatt vorausgesetzt werden, ware Giaul3Quadratur: Wir interpolieren den
Integranden an paarweise verschiedenen Knotehzy < ... < x, < 1 durch ein Polynom

P € P, und approximieren

1
I(f)z/ P(x)dx.
0
Unglicklicherweise liefert diese Vorgehensweisexiis> 1 vollig sinnlose Ergebnisse.

Ein alternativer Ansatz stammt in seiner ersten Idee hMonis N. G. Filon(1928). Anstatt den
ganzen Interpolandefi(x)e™9(®) zu interpolieren, interpolieren wir an den Stellan . . . , z,, die
Funktion f (x) durch ein PolynonP( f|zo, ..., x,)(x) und setzen

1 n
jFilon(f) = / P(f|$0, C ,fEn)(ﬁ)@iwg(x)d-T = E )‘k(w)f(xk)>
0 k=0
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wobei A (w fo L(” (z)e™9(*) dz und L,(C")(m) sei dasLagrangePolynom zu den Knoten
[ P Man beachte dabei, dass die Konstruktion véior voraussetzt, dass sich die ersten
Momentefo1 a™e9(@) dz berechnen lassen. Dies setzen wir stillschweigend furRist dieses
Abschnitts voraus. Fallg’ # 0 in [0, 1], a3t sich zeigen (vgllserles 2003a), dass eine groRer
werdende Frequenz zu kleineren Fehlern fuhrt, genauer ausgedriickt

SFilon ¢y Ow™), , xzo>0oderz, <1
) =10 { Ow™?), , z9=0undz, =1

Diese Methode laRt sich noch dadurch verbessern, dassasdntdrpolationspolynom durch ein
allgemeinedHermite Polynom ersetzt, also ein Polynom wahlt, welches an delestry, .. ., =,
nicht nur die Funktionswerté (zo), ..., f(z,), sondern auch die Ableitungefi™ (z) an den
Stutzstellen exakt reprasentiert. Durch diese Veraigjaerung laft sich auch die Elnschrankung
g # 0in [0,1] umgehen, fallg/ an endlich vielen Stellegy, mit ¢/(¢,) = ... = ¢\"¥)(&,) und
gt (&) # 0 gilt.

w — OO

Beispiel 3.6.3Wie oben seif (x) = cos(z), g(x) = x undw > 0. Das Polynom

- W (@n) ()12
x>=g%fum-(r—w¢%¢x—xk) §jka (z — 2 (L{" (@)%,
wobei Lgﬁn) die LagrangePolynome sind unds(z) = (x — zg) - ... - (x — x,,) ist, erfullt das

Hermite'schelnterpolationsproblem

P(xk;) = f(xk;)7 P/(xk‘) — f,(xk)7 k — 07 17 27 AR ’n
fur n = 1 lautet
(3z9 — x1 — 22) (7 — 11)?

P(z) (20 — 1) f(zo) + (21 — 20)? f(x1)
(z —xo)(z —21)* , (x —21)*(z —29) ,
+ (20 — x1)2 [(zo) + (29 — x1)2 fi(@2).

Setzen wirrg = 0 undx = 1, so erhalten wir
P(z) = (1+2z)(x — 1)*f(0) + (3 = 22)2® f(1) + z(z — 1)* f'(0) + 2*(z — 1) f'(1).
Mit Maple lassen sich leicht die Integrale
1 1
/ (14 2z)(x — 1)%e™%dz, . .. ,/ 22 (z — 1)eTdx
0 0

berechnen, wobei die entsprechenden Zeilen in Maple lauten

> collect(int((1+2«x)x(x—1)"2«xexp(lxomegax) ,x=0..1), omega);
collect (int((3—2xx)*x"2 xexp (lxomega&x) ,x=0..1), omega);
collect(int(xx(x—1)"2 xexp (lxomegax) ,x=0..1), omega);
collect(int(x"2«x(x—1) xexp (lxomegax) ,x=0..1), omega);
Die entsprechende Quadraturformel lautet dann
cpiton gy _ (1 6i(L+e®)  12(1— )
gy = (T4 Z = =) f0)
—ie™  6(1+ e“") 12(1 — e™)
+ ( w? )f(l)
1 2—1—6“") 6(1 —e“)y
+ ( w_ w3 - w )f(O)
e 1+26W) 6(1 —e™)y ,,
+ (w * w >f(1)
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Fur f(x) = cos(z), g(x) = x und10 < w < 100 ist der Fehler fiQ e skaliert mitw? in der
nachfolgenden Abbildung dargestellt.

Betrachten wir nun die weitere Moglichkeit das Integrab{@ mittels einer asymptotischen Ent-

wicklung zu berechnen. Aus

dieiwg(m) _ ,L-wgl(x)eiwg(m)
X

erhalten wir nun unter der Voraussetzugig# 0 in [0, 1], w > 0 fur eine beliebige Funktior
mittels partieller Integration

1 1
/ h(x)eiwg(x)dm = / _ iz) iwg'(x)ewg(x)dx
0 0

iwg'(x)
h(:ﬂ) iwg(z) ! /1 1 d h(I) iwg(z)
iwg' () ‘ =0 Jo wdx {g’(x)} ¢ dr (3.58)

Mit der Notation

i) = f@), oralfl) = 1A k-0
und (3.58) erhalten wir somit filt(x) = oy [f](x):
! iwg(x) [f]( ) iw Uk[f](o) iw
/0 opf](z)e9@ = ( O g(1) _ o) 9(0))
1
— i ; O'k+1[f](£6)6iw9($)d$.

Per Induktion folgt nun furn > 0
1 , eiwg(1) iwg(0)
| e - —Z( ) (S -l - S - aal0)

+ <i>n/01 onlf1(2)e™I®) dy

w

Die Idee der asymptotischen Reihenentwicklung ist nun Ildmgral fo onlf](x)e9 @) dg;
wegzulassen, d%— fur w > ,hoffentlich schneller “gegen Null strebt als das entslpeede
Integral. Somit definieren wir die Quadratur

. "N g etwa(l) eiwg(0)
o p-<f>=—l§:;(5) (G o) = Sy - a1l10)

Fr streng monotong erhalten wir durch direktes Ausrechnen

oolfl = f
1"
g 1.
oilf] = —gTQf‘FEf
3 9/13 —g g/// 3q" g 1
oolf] = g 913 + 1"
_1591/3 + 109/ 1" /// 929(4) 1591/2 _4gg/// 6g 1.,
U3[f] = g,@ f + g,5 f g/4 + g_,gf
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und man sieht sofort, dass fir jedes 0 undj = 0,1, ..., ¢ Funktioneno, ; existieren, welche
von g und entsprechenden Ableitungen abhangen, sodass

1
P #0

¢
o ) = o0 F9(z Opp = ——
ol fl(z) jZO 0 fY(z) undoy, @)

Fur unser Beispiel lautet die Quadraturforni&t? mit 2 Entwicklungstermen

jasymp-(f) _ e“"f(l) — f(O) + e“"f/(l) - fl(o).

iw w?

Fur f(z) = cos(z),g(z) = z und10 < w < 100 ist der Fehler fur/*s¥™»- skaliert mitw? in
nachfolgender Grafik dargestellt (oberer Graph)

160
14
1.2

1L
081
06f
04F

0.2

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110

Abb. 3.5: Der Fehler voni*i" (oben) und®¥"?- (unten), skaliert mitw® fur f(z) =
cos(z),g(r) =2z und10 < w < 100.

Widmen wir uns noch der Einschrankung, dass# 0 in [0, 1] gelten soll, was wir in unseren
Betrachtungen immer vorausgesetzt haben. Man beachtelass fur jedeg < [0, 1] und glatte
Funktionenf und g mit ¢’(¢) = 0,¢”(¢) # 0und¢'(x) # 0 fur x € [0,1]\{¢} die folgende
Gleichheit gilt

1 4 1 1 ‘
[ rweiar = s [ dran [ (1) - fe)e o
0 0 0

1 1
= 11 [ eran s - [T SO L g,

Mit dem Satz vorde I'HospitaP folgt fiir geniigend glatt¢' und g nun, dag” # 0 in [0, 1], dass

der Grenzwert
€0 A I )
=t g(x) z—¢ g"(z)

existiert. Mit der Notation
polfl(x) = f(z)
) = < k>0

°de I'Hospital (1661-1704)
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folgt dann wieder mittels partieller Integration und Intiok

/ ()69 gy = / iwg(x)dw:g:(g)gpg[f](f)

eiwg(0)

_Z< ) ( Zwy(l){pe 1[f](1) = Péfl[f](g)} ~ 70 {pu[f](@) —p“[f](g)}>
H(2)" [ olA@eos

w

Beispiel 3.6.4

/_1 cos(@ * exp(4 x 2°)) dx = 2R (/01 exp((2z — 1) * exp(4 * (22 — 1)%)) dm)

1

MATLAB -Funktion: asymp_bsp.txt

1 > restart:
2 > f=x->1
3 >g =X -> (2 *x1) * exp(d *(2+*x-1)2):
4> rho := proc(k)
5 > local i,tmp;
6 > tmp = f(x);
7 > for ifrom 1 to k do
g > tmp:=diff(tmp/diff(g(x),x),x);
9 > end do;
10 > simplify(tmp)
11 > end proc:
2 >
13 > simplify(subs(x=(y+1)/2,rho(4)))

polfl(x) = 1

—8exp(—4y°)y(8y® +3)
(8y* +1) y=2z—1
olf1() 8exp(—8y?)(1024y° + 704y* + 144y? — 3)
9 =
(8y2 +1)* y=22—1
pslf1(@) —8exp(—12y?)y(24576y8 + 240645 + 9024y* + 1160y> — 75)
3 pr—
(8y2 + 1)6 y=2x—1
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4 SPLINES

In diesem Kapitel wird die Theorie polynomialer und ratilemeSplinefunktionen dargestellt. Zu-
erst stellt sich jedoch die Frage, warum Uberhaupt dien8pNpproximation eingefuhrt wurde.
Ein kleiner Ausflug in die Geschichte fordert Interessarzie Tage.

Bemerkung 4.0.1 (Historischer Hintergrund der Spline-Interpolation) Das Wort ,, Spline*

bedeutet etwg diinne Holzlatte”. Im Schiffsbau etwa seit dem 18. Jahreundiurden solche
Holzlatten um die Spanten gelegt, um so einen Schiffsrurngftdolz zu formen (vgl. Abbil-
dung 4.1).

/S(x)

\

Spanten Knotenpunkte ("ducks")

Abb. 4.1: Schematische Darstellung eines Schiffsrumpf

Die Latte biegt sich so, dass die Biegeenergie minimal viyg. , BiegeenergieF, eines elasti-
schen Kérpers ist gegeben durch

also dem Integral Uber das Quadrat der Krimmung
S//(x)
(Lt s/ ()22

Bei schlanken Booten ist die Biegunf beschrankt, d.h. wir haben kleine Auslenkungen. Fiir
kleines'(x) liefert s” (x) eine verniinftige Naherung atfx)

k(z) =

b
Bx [ 5P dn = |5 @)
a
also
min £ w.d.N. s(z;)=/f, i=1,...,n

wobei(z;, f;) die gegebenen Daten sind. Wir werden sehen, dass untelraepolierenden ein
Spline das Integral Uber das Quadrat der Krimmymgnimiert‘, ein Spline also dig glatteste*
Interpolationsfunktion.

Im Gegensatz zur Polynominterpolation verhindert,dalsittheitsmaf3“ das OszilliereBulerund
Bernoulli haben schon erkannt, dass die Losunges Minimierungsproblems folgende Eigen-
schaften besitzt

1. 8|(z;,:.1) € P3 (IOkal polynomial),
2. s € C?[a,b] (global glatt).

Dies wird uns zur Definition von Splines filhren. Praziserfolieren kann man die Approximati-
onseigenschaften von Spline wie folgt:
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Satz 4.0.2 (von Jackson, vgl. [Rivlin], Seite 23, in anderdform [Schonhage], Seite 182)
Seien—oo < a < b < oo,k € Nund f € C*([a,b]) sowien < k. Dann existiererr,, € Rt mit

s (5) ()

En(f) = diSt(fa Pn) - gleanf Hf - gHoo,[a,b] und

wobei

der Fehler der Bestapproximation und

w(g,h) == sup [[g(-) = g(- + &)l a,p]
[6|<h

der Stetigkeitsmodul vapist, ein MaR @ir die Glattheit vory.

Der Satz von Jackson besagt folgendesyIsglatt* in dem Sinne, dass das Stetigkeitsmodul
»Klein“ ist, dann ist auch die beste Approximation durch Rolye,gut. Ist f hingegen nicht
»glatt’ , kann man nicht unbedingt hofferf, ,gut’ durch Polynome approximieren zu konnen.
Ferner treten folgende Polynome auf,

e die Interpolationspolynome sind abhangig von der Wahkdeaten, wie schon das Beispiel
von Runge (siehe Seite 58) zeigt,

e bei Anderung eines Koeffizienten eines Polynoms tritt eine al@Bnderung ein, und
e Vviele Basen sind schlecht konditioniert.

Die einfachste Form einer stetigen Funktiprdie die Bedingung (x;) = y; fir gegebene geord-
nete Paaréz;,y;) (i = 0,...,n) erfullt, ist sicherlich der Streckenzug, d.h.

i~ Yior

'_'rl'fl)_{_yi*la Z:1>7n
Ti — Ti—1

f|($i7171'i) =
Auf jedem Intervall istf also ein Polynom hochstens ersten Grades und insgesaenstetige
Funktion. Dies wollen wir nun verallgemeinern.

Definition 4.0.3 (SplineraumS* (7)) Es seiT = {wo,...,z,} eine Knotenfolge vom + 1
paarweise verschiedenen Knoten

a=x9<--<x,=>b.

Ein Spline vom Gradk, k > 0, bezlglichT ist eine Funktiors € C’f—l[a, b], fur die auf jedem
Intervall [z;, x;41],i=0,...,n —1

S‘[ € Py

Ti,Ti4+1]
gilt. DenRaum aller Splines vom Gradk zur Knotenfolge 7 bezeichnen wir mi*(T). Unter
C~a, b] ist hierbei der Raum der stiickweise stetigen Funktioneverstehen, d.h. unstetig nur
an den Knoterx;,i = 0,...,n.

Bemerkung 4.0.4 Die vorstehende Definition der Splineraume entsprichtrdfpuateroni] S.23.
Man beachte allerdings, dass in anderen Lehrblichern Bi¢l2eufelhard] eine andere Definition
zugrunde liegt.
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4.1 KUBISCHE SPLINE-INTERPOLATION

Im Folgenden betrachten wir die Interpolation ikitbischen Splines

\
\

\\ \

Abb. 4.2: Verschiedene Funktionen aul$, C'! undC?

Welche dieser Funktionen in der Sequenz 4.2 von Grafiken adwfiSie als glatt?

Der Knick im linken Graphen ist offensichtlich, auch im reten Graphen erkennt man mit et-
was Geduld und Erfahrung eine Unstetigkeit in der KrimmadegFunktion, welche jedoch in der
rechten Grafik nicht mehr auszumachen ist.

In vielen grafischen Anwendungen geniigen diese Glatdmdasderungen an die Interpolations-
funktion, namlich sie vom Auge algjlatt zu empfinden. Dies ist einer der Hauptgriinde, wes-
wegen wir uns zuerst auf Funktionen a8i§7) ¢ C? beschranken. Der Vollstandigkeit halber
definieren wir:

Definition 4.1.1 (Kubischer Spline) Eine Funktions : [a,b] — R heil3t kubischer Spline
beziiglich einer Zerlegur@, falls s € S3(T), d.h. wenn gilt

1. 8|z;0,00) €P3, 1=0,...,n — 1 (lokal polynomial),
2. s € C?[a,b] (global glatt).

Konstruktion kubischer Splines: Geben seien geordnete Datenpa@rg vo), - - - , (zn, yn) Mit
y; = f(x;) und eine durch diese induzierte Knotenfolge= {xo,...,z,}, die das Intervall
[a, b] in n Teilintervalle zerlegt.

Fur das-te TeilintervallI; := [x;, ;11| der Langeh; := x;11 —x; wahlen wir folgende\nsatz
si(x) := s(x)

Bei n Teilintervallen haben wir alsdn unbekannte Koeffizientem;, b;, c;, d; zu bestimmen. Da-
mit die aus den lokalen Polynomenvom Grad kleiner gleicl3 zusammengesetzte Funktien
global zweimal stetig differenzierbar ist (vgl. Definitidnl.1), missen wir zusatzlich zu den In-
terpolationsbedingungen Stetigkeits und-Differenzaekbitsbedingungen fordern.

a;(z — xi)?’ + bi(x — xi)2 + ci(z — x;) + d;. 4.2)

[zixip1]

Die Interpolationsbedingungen

SZ(IZ) :f(’L), si(aczqu) :fiJrl, i:O,l,...,n—l,
ergebern Gleichungen, welche die Stetigkeit versicher stellen.
Die Stetigkeit der ersten Ableitung an den inneren Knotend.h.s € C! [a, b],
/

sioy(zg) = si(xy), i=1,....,n—1,

Numerik II, 28. Juni 2013
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liefert n — 1 zusatzliche Gleichungen. Und ditetigkeit der zweiten Ableitung an den inneren
Knoten, d.h.s € C?[a, b] ergibt noch mah — 1 Gleichungen

st (x;) =8/ (x;), i=1,...,n—1.

Zusammen ergibt dig@n +2(n — 1)) Bedingungen. Didn — (2n+2(n — 1)) = 2 verbleibenden
Freiheitsgrade werden dur&tandbedingungenfestgelegt, d.h. Ublicher Weise durch zusatzliche
Bedingungen an die ersten oder zweiten Ableitungensvan den Intervallgrenzedm undb.

Bemerkung 4.1.2 (Dimension vors3(7)) Bevor wir auf die Eigenschaften der kubischen Spli-
nes eingehen, noch eine Anmerkung Rimension vonS3(T) mit T = {xo,...,x,}. Fir das
i-te Teilintervalll; := [x;, z;11] der Langeh; := z;11 — x; wahlen wir den Ansatz (4.1) fi;.
Fir seinen Wert und die Ableitungeh s” an den Endpunkten erhalten wir

si(zi) = di = f(xi), (4.2)
si(zip1) = @b} +bhi + cihi + di = f(zit), (4.3)
si(x;) = ci, (4.4)
si(mip1) = 3aih? + 2b;h; + ¢, (4.5)
s (x;) = 20b;, (4.6)
si(ziv1) = 6azh; + 2b;. 4.7)

Gehen wir nun davon aus, dass auf dem ersten Intdmall:,] die Koeffizientenay, by, co, do
gegeben seien, so dass die Interpolationsbedingungémauf| erfullt sind. Mit anderen Worten,
auf dem ersten Teilintervall wéhlen wir ein Polynom vom &ka= 3, welches durch + 1 = 4
Freiheitsgrade beschrieben wird. Durch die Interpolatiedingungen und die Stetigkeit veh
unds” an den Knoten folgt:

si(z1) = dy = f(x1), (4.8)
81(.%'2) = alhi’ + blh% + 01h1 + dl - f(-%'2)7 (49)
si(xy) = c1 = 3a0h3 -+ 2bghg + co, (4.10)
si(z1) = 2by = 6Gaghg + 2bg. (4.12)

Aus den Gleichungeri4.8) — (4.11) folgt die Eindeutigkeit der,b,,c1,d;. Hierbei sind
bi,c1,dy durch die Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedirgem s € C?[a,b] am
Knoten x1 bestimmt. Die Interpolationsbedingung am Knoten legt den weiteren frei-
en Parameter fest. Per Induktion folgt dann auch die eiigieuBestimmung der weite-
ren ai, by, cr,di. In jedem weiteren Intervall haben wir also einen zuséien Freiheits-
grad, welcher durch die Interpolationsbedingung festgeWird. D.h. der RaumS3(T) mit
T = {xo,...,z,} besitztk + 1+ n — 1 = n + 3 Freiheitsgrade. Allgemein laf3t sich somit
zeigen:
dim S¥(T) =n + k.

Untersuchen wir nun die Eigenschaften der kubischen Spline

Satz 4.1.3 Seis ein interpolierender kubischer Spline zu der Funktjoan den Knoten
a=mx9<--- <z, =bundy eine beliebige interpolierende Funktion vgnsodass

s"(z) - (y'(w) — 5'(30)) =0, z€]lab]. (4.12)
Dann gilt ,
Il = ( / (s”<t>)2df)l/2 < [1y" ]l (4.13)
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Beweis.Aus (4.13) folgt mit y"" = s” + (y" — ")
b 2 b 2 2
/ (y"(w)) de = / (s"(m)) + 25"(:{3)(y"(x) — 5"(:13)) + (y"(w) — 5"(:13)) dx
b b
= / (3”(x))2 + (y"(z) - s"(x))zdm > / (s”(x))Qdm,
falls f;’ s"(y" — s")dx verschwindet. Dies laf3t sich aber ngit.12) und partieller Integration

unter Beriicksichtigung VOET(I’)‘[x__l »] € Ps (und somits”’ (z)| = const =: C; € R)
wiefolgt zeigen:

[i—1,24]

n

b T
/ s/l(x)(y”(:r:) — s"(w))dm = Z/ s/l(x)(y”(:r:) — s"(w))dm

a i=1 i—1

Die Aussage dieses Satzes benotigen wir inshesondere eumifdes folgenden wichtigen Re-
sultats Uber Existenz und Eindeutigkeit eines interpetiden kubischen Splines und dessen Mi-
nimaleigenschaften.

Satz 4.1.4 (Existenz, Eindeutigkeit und Minimaleigenschader kubischen Splines)

Es sei7 = {z,...,z,} eine Knotenfolge mit = 7o < --- < z, = bunds € S3(7) ein
kubischer Spline, der neben den Interpolationsbedingunge;) = f(z;) eine der folgenden
Randbedingungererfille:

(i) §'(a) = f'(a) unds'(b) = f'(b) (vollstandige Randbedingung)
(17) §"(a) =$"(b) =0 (naturliche Randbedingung)
(i1i) §'(a) = s'(b) unds”(a) = s"(b) (periodische Randbedingung)

(falls f periodisch mit Periodé — a ist)

Ein solchess € S3(7) existiert und ist eindeutig bestimmtiiFjede interpolierende Funktion
y € C?[a, b], welche dieselben Interpolations- und Randbedingungtinitegilt ferner

/ab (s"(x))? da < /ab (v (2))? da.

Beweis.Die Interpolations- und Randbedingungen sind lineas,innd ihre Anzahl stimmt mit
der Dimension vorS*(7) uberein. Somit geniigt es zu zeigen, dass firfdie 0 der triviale
Splines = 0 die einzige Losung ist.

Day = 0 alle Bedingungen erfillt, folgt mit Satz 4.1.3, dass alisti| = 0 gilt. Da s” stetig,
folgt somit auchs” = 0, somits’ = ¢o unds(x) = coz + ¢;. Aus den Interpolationsbedingungen
s(z;) = 0 folgt soforts = 0. Diese Losung ist nach obrigem eindeutig. O

Bemerkung 4.1.5 Der Satz 4.1.4 gilt unter Verallgemeinerung der Randbediggn fir beliebi-
ge Splineraumé&* (T), k > 3. Siehe z.B. [Hammerlin/Hoffmann], Seite 252.
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4.1.1 Berechnung kubischer Splines

Kommen wir nun zur Berechnung kubischer Splines. Zus#tzu den Daten
yi = f(xy), i=0,...,n,
ist es zweckmalig, die Krimmungen als Variablen
yl =s"(z;), i=0,....,n—1,

einzufuhren und didn Variablena;, b;, ¢;,d;, i = 0,...,n — 1, d.h. die Koeffizienten der stiick-
weisen Polynome;,i = 0,...,n — 1 vom Grad 3 durch diese + 1 Variablen zu ersetzen. Aus
den Gleichungeri4.2), (4.3) sowie(4.6), (4.7) und mit den Krimmungen an den inneren Knoten
yi = s"(x;) = si(z;)(= 87, 1(x5)), 1 = 1,...,n — 1 sowie den Krimmungen an den auf3eren
Knoteny( = s"(xg) = s/ (z0), yi = s"(zs) = sl,_;(x,) gewinnt man das Gleichungssystem

0O 0 0 1 a; si(x;) Yi

h? h% hi 1 bi _ 8i(Tiy1) | Yin

0 2 0 0 ¢ | s (x;) I T (4.19)
6h; 2 0 0 d; sV (wig1) Yit

Die Berechnung der Determinanten der Koeffizientenmaigbeit

0 1
h? hZ b,
3 2 . i i 1 3 .
det i i hi 1 = —det 0 2 0 = —2det by h = 12h?
0O 2 0 0 6he 2 0 6h; O ¢
6h; 2 0 0 !

und damit die Eindeutigkeit der;, b;, ¢;, d;, also vons, falls s; und s fur allei = 0,...,n — 1,
bekannt sein sollten. Das Losen vgh14) liefert nun furi = 0,...,n — 1,

L,

R 1 1 7 L 1 . . 1h /" 2 1 4 16
ai = —(Yit1 — ¥;) ci = —(Yir1 —yi) — Zhi(yiys +297). (4.16)
6h; h; 6

Es lassen sich somit die kubischen Polynasie) in jedem Teilintervall eindeutig bestimmen,
wenn neben den Stiitzwertgp auch die GroBep; bekannt sind. Damit ware neben der Interpo-
lationseigenschaft auch gleich die Stetigkeit der zweltbleitung vons(z) gesichert.

Was nun zu zeigen ware, ist, dass ausglen!’ auch die Stetigkeit vor(x) folgt. Setzen wir die

Darstellung der;, b;, ¢; undd; in (4.5) ein, so erhalten wir fii = 0,...,n — 2,
S;(I‘H_l) = 3h?az~ + 2h;b; + ¢;
2 (el — ) ) 2 () i — ) — (s + 200
i 6hl i+1 1 7 971 hi i+ 1 hz i+1 1

1 1 1 1 1
= h; <§yz/'l+l - §y§’ +yi — Eyé/ﬂ - §y§’> + h_i(yiJrl — i)

hi 1
= 2l ) + (Wi — w),
6 h;

bzw.

—
>

i—1
6

u! +yl ), i=1,...,n—1. (4.17)
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Die Stetigkeit vons’(z) an den inneren Knoten liefert mit der letzten Gleich@hg 7) wegen der
Darstellung vorr; aus (4.4) und (4.16) die Gleichung

1 1
Wi = vie1) + ghica (27 + 4t
i
i - s L 1 " "
= sii(@) = si(@i) = ¢ = ﬁ(yiﬂ — i) — Ehi(yz‘ﬂ +2y;).
(3

Sortieren vony;, nach links,y;, nach rechts und anschlieRende Multiplikation énliefert

6
hi—1

6
hic1yi—1 + 2(hi—1 + ha)yi + hiviy = — (Vi1 — ¥i) — (Yi — Yi-1)- (4.18)

hi
Diese Bedingung muss fur alle inneren Knoten. .., x,_; erfullt sein und liefert somit, — 1
Gleichungen fur die: + 1 Unbekannteny, ..., y..

Allerdings reichen diex — 1 Gleichungen fim + 1 Unbekanntey, . .., y), nicht aus, um diese
eindeutig zu bestimmen. Untersuchen wir nun die unterdtbiee Behandlung der Randbedin-
gungen.

4.1.1.1 Berucksichtigung nattrlicher und vollsindiger Randbedingungen
Die vollstandige Randbedingungs’(a) = f'(a), bzw. s'(b) = f'(b) liefert aufgrund von (4.4),
(4.5) und (4.16) die weitere Gleichung

s'(a) = sp(z0) = co = hio(yl —Y0) — é(ylf + 2yp) = f'(a)

fur den linken Rand. Somit folgt

2hou + hovf = (1 — ) — 65'(a), (4.19)

bzw. aus
sS) = s,_q(z,) = 3an,1hi_1 — 2by—1hp—1 + cp-1
= hn271 (Y — Yn_1) + hn—1yn_1 +

1 1
(Yn = Yn-1) — Zhn-1(yy, + 2yn_1)
hp—1 6

1 1 1 1 1
= hp (52/1'1/ - 52/1'1/71 + Z/Zq - gyéi - 5%1) + ho 1 (Yn — Yn—1)

1 1 1 !
= hn— ~yn “Yn— n— Yn—1) = "(b
1 <3yn+ Y 1) + hn_l(y yn—1) = f'(b),

fur den rechten Rand

Br—1yp_1 + 2hn_1yp = — (Y — Yn—1) + 61 (b). (4.20)

hnfl

Fur dienattrlichen Randbedingungy( = v, = 0 ergeben sich folgende Gleichungen

W o= 0, (4.21)
Y, = O (4.22)

Nattrliche und vollstandige Randbedingungen konnahaemischt auftreten, d.h. an der Stelle
x¢ ist nebenf (zy) auch die Ableitungf’(z() vorgegeben und an der Steltg gilt y,, = 0.
Im Fallen = 5 erhalten wir daraus folgendes lineares Gleichungssystem:
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* * * * * * yg
ho 2(ho + h1) h1
hy 2(h1 + hg) ha
ho 2(h2 + hg) hs .
hs 2(h3 + hyg) hy :
* * * * * * yg
*
%(yz —y1) — %(yl — %)
_ %(y:& —y2) — @(ZD - 1) (4.23)
%(M —y3) — %(y:a —Yy2)
hs (Y5 — ya) = 75 (4 — y3)
*

Die in diesem Schema mittelsgekennzeichnete erste und letzte Zeile ist dabei durch disl W
der Randbedingunger.19), (3.22) bzw. (3.35), (3.36) gegeben.

Fur vollstandige Randbedingungen sind(ih23) erste und letzte Zeile durch die Gleichungen
(4.19) und (4.21) zu ersetzen, sodass wir erhalten:

2hy  ho yg %(yl - yO) - 6f/(a)
* * * * *
* * * * *
hn—l 2hn—1 yz - hnﬁ—l (yn - yn—l) + 6fl(b)

Hierbei sind die mit gekennzeichneten Zeildnbisn — 1 dem Systen{4.23) zu entnehmen.
Analog erhalten wir fir die Randbedingunggh= f"(a), y, = f"(b)

1 ! £"(a)
* X * * *
* * K * *

1)\ y £(b)

Da im letzten Gleichungssysteyj undy,, explizit bekannt sind, konnen wir es wie folgt reduzie-
ren:

Aho+h) M u « = hoyl
hy 2(h1 + hg) ho B *
’ " . . . N *

hn—2 2(hn—2 + hn—l) ygil * = hnflyg

Bemerkung 4.1.6 Man beachte, dasg = Cy undy,, = C; mit Cy,C; € R nicht die Matrix,
sondern nur die rechte Seite modifiziert, damit also aucé e@rallgemeinerung der natirlichen
Randbedingungen mdglich ist.

4.1.1.2 Beriicksichtigung periodischer Randbedingungen
Die Stitzstellenzy < --- < x,, seien nun so festgelegt, dass = zo + T, wobeiT die Periode
der gesuchten Funktion darstelle.
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Die periodischen Randbedingungen sind
f(xO) = f(wn)v f/(wO) - fl(xn) sowie fll(xO) - fll(xn)'

Mit den GroBenyy = vy, y1, - - -,yn Und den Unbekanntey| = v, vy, ...,y _, ist die Stetig-
keit an dem Stutzstellenx, . .., x,_1 zu erflllen (beachte, dass die Stetigkeit bgider beix,
aufgrund der Periodizitat entspricht).

Fur die inneren Knotem, . .., z,,—; sind die Gleichungen gegeben dufdhl8). Aber auch zum
Knotenz sind die Gleichungen durdfi.18) gegeben, wenn man bei der Formulierung

hoy = -2 1 =2p —Tp-1=hp 1

Yl = Yy undy 1 =y, 1

beachtet, da zu jedem Knoten nur die Informationeny; 1, y;, y;+1 undy;’ ,,v;, vy, ; benotigt
werden, d.h. die Daten vom linken, rechten Nachbarn sowie Kooten selbst.

Periodel’
f—— =
h_l hn—l
| |
1 | 1 1 1 1 1 1 1 |
T_1 X Tp—1 Tn

Abb. 4.3: Nummerierung im Fall periodischer RandbedingomigPeriodel’

Das System lautet dann allgemein file= N,z 1 =29+ T

2(hny + ho)  ho hn Zy/gl)/
ho 2(h0 + hl) h1 yé/
hy 2(h1 + hg) ho .
hy—o 2(hy—2+hn-1)  hn—1 ,,:
hn hn—1 2(hy—1+ hn) In-1
YN

(1 = y0) = 5 (Yo — yn)

0
%(yz - yl) - %(yl - yo)
B h—Q(ys —y2) — h_1(3/2 — 1)
hNG,l (Yn —yn-1) — hjf (yN—1 —YnN—2)

-2
%(yo —YN) — hNﬁ—l (YN —yn-1)

Bemerkung 4.1.7 Die natirlichen Randbedingungen entsprechen also gdexdsituation, dass
das Zeichenwerkzeug auf3erhalb des Interpolationsititeiyarade ist. Da bei den vollstandigen
Randbedingungen mehr Informationen Uber die zu integperide Funktion eingehen, sind auch

deren Interpolationseigenschaften besser.

Eine Matlab-Realisierung zur Berechnung der Koeffizientgnb;,c;,d; fur alle Intervalls
[z, xi41],1=0,...,n — 1) istim Folgenden wieder gegeben.
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MATLAB -Funktion: CoeffSpline.m

function coeff = CoeffSpline(t,y,kind,param)

% param(1,1)=f'(a) bzw. f’(a) (abh angig von der Wahl von kind)
% param(2,1)=f'(b) bzw. f’(b)

n=l engt h(t);

dy = y(2: end)-y(l: end-1);

%% Berechnung des "Kerns" von A und b
hl = t(2:n)-t(1:n-1);

h2 = t(3: end)-t(1: end-2);

A = sparse(n,n);

10 B = [h1,[2 +h2;0],[h1(2: end);0]];

11 A(2:n-1,)= spdi ags(B,[0,1,2],n-2,n);

12 b = zeros(n,l);

13 b(2:n-1)=6 = ((y(3:n)-y(2:n-1))./h1(2:n-1)-...

14 (y(2:n-1)-y(1:n-2))./h1(1:n-2));

15 %% Erweiterung von A und b f Ur unterschiedliche Randbedingungen

16 switch kind

17 case ’'nat

18 A(1,1)=1; A(n,n)=1;

19 b(1)=param(1); b( end)=param(2);

20 case ’per

21 i oy(Q)™=y( end)

22 error ('This data is not applicable for periodic splines’

23 end

24 A(L,[1,2,n-1])=[2 *(h1(1)+h1l( end)),h1(1),h1( end)];

25 A(n,[1,n])=[1,-1];

26 b(1)=6 *((y(2)-y(1))/h1(1)-(y(1)-¥( end-1))/h1(  end));

27 case 'compl’

28 A(L,[1,2])=[2 +*h1(1),h1(1)];

29 A(n,[n-1,n])=[h1( end),2 *h1( end)];

30 b(1)=6 *(y(2)-y(1)-param(1));

31 b(n)=-6 *(y( end)-y( end-1)+param(2));

32 otherwise

33 error('This kind does not exist!’ )

34 end

35 %% Berechnung der y”

36 y2d=A\b;

37 %% Berechnung der Koeffizienten a,b,c,d

38 coeff=[y(1: end-1),...

39 (y(2: end)-y(1: end-1))./h1(1: end)-h1(1: end). *(y2d(2: end)+2 *
y2d(1: end-1))/6,...

40 y2d(1: end-1)/2,(y2d(2: end)-y2d(1: end-1))./(6  *hl1l(1: end))];

4.1.2 Punktauswertung kubischer Splines

Nachdem wir im letzten Abschnitt analysiert haben, wie sigus den Daten
a =1z < x1 < - < x, = bundyy,...,y, ein kubischer Spline bestimmen laft, stellt
sich nun die Frage, wie wir diesen auswerten kdnnen. Im @&&ge zu einem Polynom, sind die
Splines nur jeweils stiickweise definiert, d.h. wollen wiredner Steller € [a, b] den Splines(x)
auswerten, missen wir ersmit € [z;, z;,1] bestimmen.
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4.1.2.1 Sequentielle Suche

Bei der trivialen Realisierung, bei der man nacheinander0, 1,...,n — 1 durchgeht und testet,
ob z in [z;,x;41] liegt, bendtigt man bei einer aquidistanten Untertedlin, ; — ;| =: h,
j =0,...,n—1inn Teilintervalle durchschnittlici{n — 1)/2 Abfragen. Daz mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit /n in einem der Intervalléx;, z; 1], 5 = 0,...,n—1, liegt, wird bei einem
z, welches im letzter{n-ten) Intervall [z, 1, z,,] oder vorletzten Intervallz,,_s, x,,—1] vorher
(n — 1)-mal ein Test aufz liegt im Intervall* durchgefuhrt. Fir ein, welches imj-ten Intervall
[z;_1, ;] liegt, wird eine solch&Jberpriifungj-mal durchgefiihrt, d.h. durchschnittlich werden

1 2 n—2 n—1 n—-1 nn-1 n—-1 n-1
—+—-+...+ + + = + ~ +1
n n n n n 2n n 2

Tests bendotigt.

4.1.2.2 Birére Suche

Wie man schnell sieht, ist man mit einer binaren Suche idbudichneller. Vereinfachen wir die
Voraussetzungen insofern, dass wir von= 2° Intervallen ausgehen und unsetiege mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit in einem der Teilintervalit einem Test obr in den erster2s—!
oder den letzte*~! Intervallen liegt, reduzieren wir die ProblemgroRe aef bilfte und erhal-
ten nachs Tests das gesuchte Intervall.

Gilt nun 25— < n < 2%, so wahle mar2® — n virtuelle Intervalle[a, b] und nachs Bisektionen
hat man das gesuchte Intervall gefunden. Die Anzahl desTssfiur 251 < n < 2° gerade
s = [logy n].

Beispiel 4.1.8 (Vergleich seuentielle und bére Suche) Fur n = 100(10000) bendtigt man
durchschnittlich bei der sequentiellen Suche dartb001) Tests und bei der binaren Suche nur
7(14) Tests.

Nachfolgend fUhren wir die entsprechenddatlab-Zeilen zur Auswertung mittels sequentiel-
ler und binarer Suche an. In beiden Fallen wird das Vongehech die entsprechendéatlab-
Ausgabe verdeutlicht:

MATLAB -Funktion: sequentiellesuche.m

function k = sequentielle_suche(x,x0)
% x 1 <Xx2<x3< <xn
% Finde kleinstes k, sodass x0 in [x_k,x_(k+1)]
% und setze k = 0, wenn es kein solches k gibt
for k = 1: | engt h(x)-1

it x(k) <= x0 && x0 <= x(k+1)

return

end
end
k = 0;

MATLAB -Funktion: binaeresuche.m
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function k unten = binaeresuche(x,x0)
% x 1 <x2<x3< <xn
% Finde kleinstes k so dass x0 in [x_k,x_(k+1)]
% und setze k = 0, wenn es kein solches k gibt
I x0 < x(1) || x( end) < x0

k_unten = 0;

return
end
k_unten = 1,
k_oben = | engt h(x);
while k oben - k unten > 1
k_mitte = | oor ((k_unten + k_oben)/2); %rundet -> -inf
I T x(k_unten)<= x0 && x0 <= x(k_mitte)
k_oben = k_mitte;
el se
k_unten = k_mitte;
end
end
MATLAB -Beispiel:
Als Ausgabe erhalten wir: >> N=10"6,x=[1:N];x0=N *rand(100,1);

>> tic, for k=1:100,

N =
1000000

sequentiellesuche(x,x0(k)); end, toc

Elapsed time is 1.844000 seconds.

>> N=10"6,x=[1:N];x0=N

>> tic, for k=1:100,

N =
1000000

*rand(100,1);

binaeresuche(x,x0(k)); end, toc

Elapsed time is 0.016000 seconds.

4.1.2.3 Suche mit korrelierten Daten

Haufig kommt man bei der Auswertung des Splines noch zu speiellen Situation, namlich die
Auswertung vors an einer aufsteigenden Folge< ¢;,; von Punktert; € [a,b], j = 1,...,m.
Gilt t; € [zk,;, Tk;+1], kj € {0,...,n — 1}, soist klar, dass mat}+1 nur noch in der Teilmenge
[zk,,b] suchen muss. Ware nur noch ein Intervall zu suchen, bét8diektionsmethode einen
effizienten Suchalgorithmus, wenn aber noch mehrere lalterfir ¢4, . . . , ¢, zu lokalisieren
sind, wird das nachste;, ; in der Nahe des zuletzt bestimmtenliegen. Dies muss aber keines-
wegs dasselbe oder auch das nachste Intervall sein. Deediele folgendepJagd”-Algorithmus
ist es, das nachstg; durchgroRerwerdende Schritte einzuschachteln.
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Gilt tj+1 ¢ [k, Tk;+1] SO teste man nacheinander

tiv1 € [Thy41,Th40) 7
tiv1 € [Thy42, Tha] 7

tiv1 € [Thj4a k48] 7

Hat man hierdurch ein Intervall identifiziert, wendet maziggich diesem Intervall die Bisekti-
onsmethode an. ImWorstcase" benotigt man zweimal langer als mit der Bisslssuche, aber
im besten Fall ist man um den Faklog, n schneller.

Nachfolgend der oben erwahnt#agd‘-Algorithmus inlMATLAB Implementierung:

MATLAB -Funktion: lokalisierejagd.m

function ks = lokalisierejagd(xs,x0)
% xs(1) < xs(2) < xs(3) < ... < xs(n)
% Finde f ur alle xO's die kleinsten k's, sodass x0 in [xs(k),xs(k

+1)]
ks = zeros(! engt h(x0),1);
n = | engt h(xs);
k = 1;
for j = 1: | engt h(x0)
inc = 1;
k next = k + 1;
whi | e k_next <= n && x0() > xs(k_next) % hunting
k = k_next;

k_next = k_next + inc;
inc = 2 * inc;

end
k_next = mi n(k_next,n);
i f k next > k+1 % bisection
k = k + binaeresuche(xs(k:k_next),x0(j)) - 1;
end
ks() = ki
end
end

MATLAB -Beispiel:

Besteht der Spline ausIntervallen >> m = 20001; n = 80001,
und gesucht ist die Auswertung>> nodes = linspace(0,1,n);
anm < n Stitzstellen so benoti- zz Ef:) :S Ilnﬁgigﬁé?;é?;gd(nodes (O)o0
gﬁ]r;e:gls(sg?:rejae%\?\la gIeichu\?igl Elapsed time is 0.448687 seconds.
. >> t=zeros(m,1);
Zeit. >> ticfor j = 1:m,t()) = binaeresuche(
nodes,x0(j)); end,toc
Elapsed time is 0.349985 seconds.
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Ist jedoch die Anzahl der Aus- >> m = 80001; n = 20001,
wertung deutlich groRer als die>> nodes = linspace(0,1,n);
Anzahl der Intervalle, auf dem >> X0 = linspace(0,1,m);

der Spline stiickweise definiert ist, E/apsed time is 0.023416 seconds.
. N >> tic, s = lokalisierejagd(nodes,x0);toc
so ist IokaI|S|erejggd deut- _ t=zeros(m,1);
lich schneller albinaeresuche . s ticfor j = 1:m,t(j) = binaeresuche(
nodes,x0(j)); end,toc
Elapsed time is 1.382369 seconds.

4.2 BeézieFTECHNIK

Computer-gestitzte Konstruktionen von Objekten, wie duisch CAD-Anwendungen (Compu-
ter Aided Design), erfordern das schnelle Zeichnen und Madigren von Kurven und Flachen. In
den sechziger Jahren entwickelt®éziet undde Casteljad, die als Ingenieure bei den franzosi-
schen Automobilherstellern Renault und Citroen bestigtafiaren, die Idee fur ein Verfahren zur
Umwandlung einer beliebigen Form in eine mathematischecdVwift einer Kurve.

Als Vorbereitung fur die beiden folgenden Abschnitte werdvir hier zunachst auf die mathema-
tische Beschreibung und Darstellung von Kurven und Flaeiegehen.

4.2.1 Parametrisierte Kurven und Fichen

Die beiden haufigsten Methoden, um Kurven oder Flachehenaatisch zu beschreiben, sind die
implizite Darstellung und die parametrisierte Form.

Die implizite Darstellung einer Kurve in detry-Ebene hat die Form

f(z,y)=0.

Zu einer gegeben Kurve ist diese Darstellung eindeutig ifi®i@e multiplikative Konstante. Ein
Beispiel ist der Einheitskreis, definiert durch die Gleisyif (z,7) = 22 + 3% — 1 = 0.

In derParameterdarstellungwird jede Koordinate eines Punkts auf der Kurve seperatdeirce
explizite Funktion eines unabhangigen Parameters detties

C(t) = (x(t),y(t)", a<t<b.
SomitistC(t) eine vektorwertige Funktion des Parameterédbwohl das Intervalla, b] beliebig
sein kann, wird es Ublicherweise af 1] normiert. Der erste Quadrant des Einheitskreises ist
definiert durch die Paremeterdarstellung
x(t) = cos(t), y(t)=sin(t), a<t<m/2.
Substituiert man = tan(¢/2) so erhallt man die alternative Darstellung

1—u? 2u
= — = — <u<l1.
x(u) T y(u) T2 0<u<

Die parametrische Darstellung ist folglich nicht eindguti

Beide Darstellungsformen hab®fbr- und Nachteile, von denen einige hier genannt seien.

Bézier, Pierre (1910-1999)
2de Casteljau, Paul (1930-)
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e Fugt man einex-Koordinate hinzu, so lasst sich die gegebene Paramessztlang einer
Kurve einfach in 3-dimensionalen Raum einbetten. Durchimiglizite Form lassen sich
nur Kurven in dercy- (oderyz- oderyz-) Ebene darstellen.

e Parametrisierte Kurven haben eine natirliche Richtungn (C(a) zu C(b) fur
a < t < b). Somit lassen sich einfach geordnete Folgen von Punkisrugen. Implizit
gegebene Kurven haben diese Eigenschatft nicht.

e In der Parameterdarstellung muss man manchmal Amomalien kampfen®, die nicht im
Zusammenhang stehen mit der wirklichen Geometrie. Eindsaisst die Einheitskugel.
Verwendet man Kugelkoordianten so sind die Pole algorgkahmischwierige Punkte, ob-
wohl sie sich von den anderen Punkten nicht unterscheiden.

e Die Komplexitat vieler geometrischer Operationen und Malationen hangt stark von der
Darstellung ab. Die Berechnung eines Punktes auf einerekistyschwierig in der implizi-
ten Darstellung. Die Entscheidung, ob ein Punkt auf einev&oder Flache liegt ist jedoch
in impliziten Darstellung einfacher.

e Unbeschrankte Geometrien lassen sich nur schwer mit Benmameterdarstellung beschrei-
ben.

Lasst man beliebige Koordinatenfunktione(t), y(t), z(t) zur Beschreibung von Kurven zu, so
erhallt man eine riesige Auswahl an moglichen Kurven.chté man dies aber mit Hilfe eines
Rechners umsetzen, so gibt es einige Restriktionen zwkadtigen. Am besten ware es, man
beschrankt sich auf eine Klasse von Funktionen, die

e die gewiinschten Kurven prazise genug darstellt, wielgsiB&rechnungen oder Darstellun-
gen benotigt werden,

e einfach, effizient und stabil sind,
e wenig Speicherplatz bendtigen,
e mathematisch einfach gut verstanden sind (d.h. keine bléwan).

Eine naheliegende Wahl von Funktionen waren die Polyn@beiohl sie die letzten beiden Punk-
te in der Wunschliste erfillen, gibt es mehere wichtigerden und Flachen, die sich nicht durch
Polynome darstellen lassen, z.B. Kreise und Kugeln.

Die Darstellung einer Kurve in monomialer Basigen Grades ist gegeben durch
" .
C(t) = (z(),y(t),2(1)" =Y at!, 0<t<1,
j=0

mit a; = (z;,y;,2;)". Zu einem gegebenery lasst sich der PunkE (t,) moglichst effizient mit
demHorner-Schemaberechnen:

e fur den Grad= 1: C(ty) = ap + tpa;

o Grad= 2: C(ty) = ag + to(a; + tpas)

° Grad= 3: C(tg) = ag + to(a; + to(ag + toas))

o

° Grad= n: C(tg) = ag + to(...to(an—2 + ... to(an—1 + toay)))

In Matlab sieht der Algorithmus wie folgt aus.
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MATLAB -Funktion: horner.m

function f = horner(a,t0)
% Compute point on a power basis curve
f = a(, end);
for k = size(a?2)-1:-1:1
f = f. =tO+a(:,k);
end

4.2.2 BernsteinPolynome

Die monomile Basis ist nicht die einzige, um Polynome da#dlen. In Rahmen der Interpolation
wurden auch schon dieagrange und NewtonBasis diskutiert. Wir definieren nun zuerst eine
weitere Basis fuP,,, namlich dieBernsteir?-Ponnome Obwohl die parametrisierten Funktionen,
dargestellt in monomialer Basis oder rBiérnsteinPolynomen, mathematisch aquivalent sind, ist
die Darstellung mit Hilfe deBernsteinPolynome flir die Darstellung von Kurven und Flachen
deutlich geeigneter. An entsprechender Stelle kommenuwfidi@asen Punkt zuriick.

Definition 4.2.1 BernsteinPolynom) Dasi-te BernsteinPolynom vom Gradn beziiglich des
Intervalls|0, 1] ist das PolynonB}* € P,, mit

1

09
08 B, B
07
06
05l gt gt
0.4l
03l
02

0.1

0 L I I L L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Abb. 4.4: Bernstein-PolynomBy, . . ., B; auf dem Intervalf0, 1].

Bemerkung 4.2.2 (Affine Transformation derBernsteinPolynome) Mit der affinen Transfor-
mation

A(t) € la,b] —te[0,1), A(t) = Z:Z

3Bernstein, Sergei Natanowitsch (1880-1968)
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kann man ein beliebiges Intervddl,b] auf das Einheitsintervall, 1| transformieren. Das-te
BernsteinPolynom vom Graah beziiglich des Intervallg., b] ist dannB}'(-; a,b) € P,, mit

B(ta0) = BEO0) = B (=2 ) = oo (1) -0y

Satz 4.2.3 (Eigenschaften deBernsteinPolynome) Die BernsteinPolynome haben folgende
Eigenschaften:

(i) Positivitat: B'(t) > 0 fur allei,n und0 <t < 1.

(i) Zerlegung der Eins:) " , B'(t) = 1furalle0 <¢ < 1.

(i) By(0)=B(1) =1.

(iv) BI*(t) hat genau ein Maximum im Intervdl), 1], und zwar bet = i/n.

(v) Symmetrie:B'(t) = B)! (1 —t)furi=0,...,n.

(vi) Rekursionsformel:BP(t) = (1—t)B""*(t)+ B} (t); wir definierenB(t) = 0 furi < 0
oderi > n.

(vii) Ableitung: d
2B =n (B0 - BN 0)

mit B"71(t) = B (t) = 0.
(viii) Basis:Die BernsteinPolynome{ B, ..., B]'} bilden eine Basis voR,,.
Beweis. Vergleiche [Deuflhard] S. 228f. Satz 7.31. O

Die Gleichung (4.24) lieferB(t) = 1. Aus der Eigenschaft 4.2.3.(vi) gewinnen wir die linearen
und quadratischeBernsteirPolynome

Bi(t) = (1—t)BY(t)+tB%(t) =1—t,

Bi(t) = (1-#)B{(t)+tBy(t) =t,

Bi(t) = (1—t)Bi(t)+tBL(t) = (1 —1t)? (4.25)
Bit) = (1—-t)Bi(t) +tBi(t) =2t(1 - 1),

B3(t) = (1—1t)Bi(t)+tBi(t) =t

Die Eigenschaft 4.2.3.(vi) liefert einen einfachen Aldponius, um Werte ddBernsteinPolynome
zu einem gegebendnzu bestimmen. In Tabelle 4.1 ist dargestellt, welcﬂ’&benbtigt werden,
um B3 zu berechnen.

Beruicksichtigt man die Nulleintrage3{ , = B®, = BY = 0), d.h. man vernachlassigt die Terme
von denen man weil3, das sie verschwinden, so lassen sickubichenBernsteinPolynome,
wie in der folgenden Tabelle 4.2 dargestellt, effizient inesten.

Die FunktionAllBernstein.m kombiniert das in Tabelle 4.2 dargestellte Vorgehen mii-Gle
chung (4.24) um die Bernstein-Polynomeen Grades an einer gegeben Stelie bestimmen.

MATLAB -Funktion: AlIBernstein.m

function B = AllBernstein(n,x)
% Compute all n-th Bernstein polynomials
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0=RBY, B2,
\
B!, B}
/! \
0=B% B?
\ /! N\
By By
/ . /
1=DB) B?
. /
B B3
/
0= BY B2
Tab. 4.1: Berechnung voR;.
B, B}
0 2 /
B, B?
/ .
By By
/ . /
1=DB) B}
. / .
By B3
/! /
By B3
1 \ 3
B2 B3

Tab. 4.2: Berechnung aller kubischen Bernstein-Polynome.

3 B = zeros(n+l,1);

4 B(1) = 1,

5 for j=Lin

6 saved = 0;

7 for k=1ij

8 temp = B(K);

9 B(k) = saved + (1-x) * temp;
10 saved = x * temp;
11 end

12 B(j+1) = saved;

13 end

MATLAB -Beispiel:
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Abb. 4.5: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

Die folgenden Zeilen stellen die >> n = 8; no = 100;
Bernstein-Polynome Bj,...,B§ >> t = linspace(0,1,no);
graphisch dar. >> B = zeros(n+1,no); _
>> for k=1:n0,B(:,k)=AllBernstein(n,t(k));
end
>> hold on, for k=1:n+1, plot(t,B(k,:)),
end

Bemerkung 4.2.4 BézierDarstellung eines Polynoms)Nach Satz 4.2.3 bilden diBernstein
Polynome{Bg, ..., B]'} eine Basis de¥®,,. Daher lasst sich jedes Polynom vom Grad kleiner
gleichn als Linearkombination dies@&ernsteinBasis-Polynome darstellen

Po(t) =) _ B;Bj(t).
5=0

Die 3; heiRenBézier-Koeffizienten und diese Linearkombination wirBézier-Darstellung des
PolynomsP,, genannt.

4.2.3 Bezierkurven
Kommen wir nun zur parametrisierten Darstellung einer Kumn R
Ct) = (z1(t),...,zq(t))".

Im d-dimensionalen kann man die Komponenten einer Kurve jewé&lnalog zum ein-
dimensionalen) auch als Linearkombination BernsteinBasis-Polynome darstellen. Diese Dar-
stellung ist dann die so genanntBazierkurve:

Definition 4.2.5 (Bézierkurve) Gegeben seiem+1 Kontrollpunkte P; = (z1,...,24)7 € R4,
d € N. EineBézierkurve n-ten Grades zu gegebenent 1 PunktenP; € R, j = 0,...,n,
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d € N, istfurt € [0, 1] definiert als

(4.26)

Q
T
s8]
==
E

j=0

Bemerkung 4.2.6 Da die Bernstein-Polynome eine Zerlegung der Eins bildendie Summe
ausgewertet fiir ein festesiichts anderes als die Linearkombination der gegebenekiéBn.

Bemerkung 4.2.7 (Kontrollpolygon) Istd = 2, so heif3t die geradlinige Verbindung der Punkte
Py, ..., P, dasKontrollpolygon.

4.2.4 Derde CasteljadAlgorithmus

Wir wollen nun derde CasteljabAlgorithmus einfuhren, welcher auf fortgesetzten Konvexkom-
binationen beruht. Dieser Algorithmus liefert die Grurgdidiir die Bedeutung der Bézierkurven.
Einerseits liefert er den Funktionsweet(¢) einer Kurve an einer beliebigen Stelle und die Ablei-
tung. Andererseits ermoglicht er die schnelle BerechriergBézierkurve durch Unterteilung in
Teilsegmente.

Herleitung des Algorithmus: Betrachtet man eine Bézierkurve auf dem Inter{@|lL|, so ist es
moglich, diese in zwei neue Bézierkurven zu unterteikine auf dem Teilintervall0, ¢] und die
andere auf dem Teilintervalt, 1].

Firn = 2undC(t) = Y.7_, B(t)P; gilt

C(t) = (1—1)*Po+2t(1 —t)Py +1°Py
= (1 — t)((l — t)P(] +tP1> —|—t((1 — t)Pl —|—tP2> .
linear Iinéar

Somit kannC(t) als Linearkombination von zwei Bézierkurvérten Grades bestimmt werden.
Betrachten wir dies nun allgemeiner. Bezeichnen wir eirleedpe Bézierkurven-ten Grades mit

. P

Py

Py

Abb. 4.6: Berechnung eines Punktes durch wiederholteriénkgerpolation fur = 2/5.
C,(t: Py,...,P,), dann liefert uns die Rekursion 4.2.3.(vi) die Darstellung

Cn(t : Py, ... 7Pn) = (1 — t)Cn_l(t : Py, ... 7Pn—1) —l—tCn_l(t Py, ... 7Pn) .
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Dies liefert ein rekursives Verfahren zur Bestimmung @t,) = P,, o(t¢) auf einer Bézierkurve

n-ten Grades, namlich

. k
Pk,j(t(]) = (1 — tQ)Pk_l’j(tQ) + tOPk—l,j—f—l(tO) fur{ ;

—

Die Gleichung wird algle CasteljadAlgorithmus bezeichnet.

(4.27)

MATLAB -Funktion: deCasteljaul.m

function C = deCasteljaul(P,t)

% Compute point on a bezier curve using Casteljau

for k=1: si ze(P,2)-1
for i=1: size(P,2)-k
PG = (1-1) *P(i) +t
end
end
C = P(,1);

* P(:,i+1);

MATLAB -Beispiel:

Die folgenden Zeilen liefern >> P=[0, 1, 2, 3;
das Kontrollpolygon und die >> 0 -1, 4, 3j
Bézierkurve zu den Punkten :Z ;or: I:Tf'?:rfgt(r]()(,t;,loo);
P o= (0,0, b = (1,-1), e , _
Py = (3,4) und Py = (3,3). z: eno|C(.,k) deCasteljaul(P,t(k));
>> plot(C(1,:),C(2,:),’k-",
P(@,),P(2,),'r *");

Abb. 4.7: Kontrollpolygon und Bézierkurve, Ergebnis deatib-Beispiels.
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Bemerkung 4.2.8 (Matrix-Matrix-Vektor Darstellung des de CasteljavAlgorithmus) Der de
CasteljavAlgorithmus kann algorithmisch glinstig als Matrix-Matkektor-Produkt dargestellt
werden. SefC(t) eine Bézierkurve.-ten Grades, dann gilt

c(t)

I
'-U
o
T
'-U
3
™
3

mit einer fur jedes. konstanten MatrixB,, mit Komponenten

(—1yithtn [ T "), fari=01,...,n, k=01,...,n—1,
bit1k+1 = k i

0, sonst.

Kommen wir nochmals auf den Vergleich der Darstellungeriickird.h. die Koordinatenfunktio-
nenx(t), y(t) undz(t) sind Polynome in monomialer Basis oder in der BernsteinsB&gtrach-
ten wir diesbezuglich einige Beispiele.

Beispiel 4.2.9Es sein = 1. Aus (4.25) erhalten wiB/(t) = 1 — ¢ und Bi(t) = t. Die Darstel-
lung (4.26) nimmt dann die Form

Ct)=(1-t)Py+tP,
an. Dies ist eine gerade Linie vah, nachP;.
Beispiel 4.2.10Es sein = 2. Aus (4.25) und (4.26) erhalten wir
C(t) = (1 —t)’Py + 2t(1 — )P + t*Py.

Dies ist eine parabolische Kurve vd?, nachP, (siehe Abb. 4.8 rechts). Man beachte, dass
der Polygonzug mit den Punktdp,, P, Ps, sprich das Kontrollpolygon, die Form der Kurve
naherungsweise gut approximiert. Fir die Endpunkte Bilt= C(0) und P, = C(1). Die
tangentialen Richtungen an den Endpunkten sind parall®,z¢ Py und P, — P;. Die Kurve
liegt im Dreieck mit den Eckei?y, P, Ps.

P, = C(1) o Py

Py = C(0)

Py = C(0)

Abb. 4.8: Eine lineare (links) und quadratische (rechtsiBrkurve.

Beispiel 4.2.11Es sein = 3. Wir erhalten
C(t) = (1 — )Py + 3t(1 — t)*Py + 3t*(1 — t)Py + t°Ps.
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Beispiele kubischer Bézierkurven sind in Abb. 4.9 damgiisMan beachte, dass das Kontrollpo-
lygon naherungsweise die Kurve beschreibt. Fur die Enkifgugilt Py = C(0) undP3 = C(1).
Die tangentialen Richtungen an den Endpunkten sind pbmall®; — P, und P3 — P,. Die
Kurve liegt in der konvexen Hille der Punki®,, P, Po, P3. Keine Gerade schneidet die Kurve
haufiger als sie das Kontrollpolygon schneidet. Die Kurki@mt sich beit = 0 in die gleiche
Richtung wiePg, P, Py bzw. beit = 1 wie Py, P, Ps.

o Py

Py =Ps3 Py P;

Abb. 4.9: Kubische Bézierkurve und zugehorige Kontmljjgone.

4.2.5 Bezierflachen

Die Kurve C(t) ist eine vektorwertige Funktion in einer Variablen. EinadHe ist eine vektorwer-
tige Funktion in zwei Parameternundt und stellt die Abbildung eines Gebiefsder st-Ebene
in den 3-dimensionalen Raum dar, namlich

S(s,t) = (x(s,1),y(s, 1), 2(s,)))T, (s,t) € R.

Es gibt mehrere Moglichkeiten, die Koordinatenfunktiorzel definieren. Der sicherlich einfachste
und haufig verwendete Ansatz, ist der des Tensorprodukts, d

S(s,t) = (@(5,1),y(5,1), 2(5,1))) = D D fils)g;(1)by
1=0 7=0
mit
bij = (:Uij,yij,zij) 0 S S,t é 1.

Man beachte, dass die Definitionsmenge dieser Abbildun@dasirat0, 1]2 ist. Verwendet man
als Basisfunktionen wieder die Bernstein-Polynome salerhan

S(s.t) =Y Y BI'(s)Bl(t)P;; 0<st<1. (4.28)
i=0 j=0
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Fur ein festes gilt

Co(t) =S(s0,t) = > Y Bi"(s0)B}(t)Py

= 3 BM1)Q;(s0), (4.29)

Mittels (4.29) kann man also (4.28) zu gegebenan () durch mehrmaliges Anwenden des
eindimensionalerde CasteljatAlgorithmus bestimmen. Dieses Vorgehen ist in der Routine
deCasteljau2.m realisiert.
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MATLAB -Funktion: deCasteljau2.m

function S = deCasteljau2(P,s,t)
% Compute a point on a Bezier surface
n = sizelP,2); m = size(P3);
iIf n<=m
for j = 1m
Q(:,j) = deCasteljaul(squeeze(P(:,:,))),s);
end
S=deCasteljaul(Q,t);
el se
for i = 1mn
Q(:,i)=deCasteljaul(squeeze(P(:,i,:)),1);
end
S=deCasteljaul(Q,s);
end

In Abb. 4.11 ist das Kontrollnetz und die Bézierflache pwthaft dargestellt.

Abb. 4.11: Beispiel eines Kontrollnetz und Bézierflach&?.

4.3 (GRUNDLEGENDEALGORITHMEN

MATLAB -Funktion: CurveKnotins.m

function [U,Q] = CurveKnotins(p,U,P,tk,s,r)
if p < s+r, Q=P; return, end
% compute new curve from knot insertion
np = | engt h(U)-p-1;
% unaltered control points
Q = P(,1k-p);
Q(:,k-s+r:np+r)=P(:,k-s:np);
R = P(:,k-pik-s);
for j=lr % insert new knot r times
L=k-p+-1;
for i=l:p-j-s+1
alpha = (t-U(L+i))/(U(i+k)-U(L+i));
R(:,i) = alpha * R(:,i+1)+(1-alpha) *R(:,0);
end
Q(,L+1) = R(,1);
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16 Q(:,k+r-j-s)= R(:,p-j-s+1);

17 end

18 %copy remaining control points

19 Q(:,L+2:k-s)= R(:,2:k-s-L);

20 % new knot vevtor

21 U = [U(L1:K),t =*ones(l,),U(k+1: end)];

MATLAB -Funktion: CurveSplit.m

1 function [U1,P1,U2,P2] = CurveSplit(p,U,P,t)
2 1 f t==UQ)

3 Ul=[];P1=[];U2=U;P2=P; return

4 elseif t==U( end)

5 Ul=U;P1=P;U2=[];P2=[]; return

6 end

7k = FindSpan(p,U,t);

8 s = sun((t==U));

9 if p>s

10 [U,P]=CurveKnotins(p,U,P,t,k,s,p-S);

11 end

12 Ul = U([L:k+p-s,k+p-s])-U(1);

13 Ul = Ul/max(Ul1); P1 = P(:,1:Kk);

14 U2 = U([k+1l-s,k+1-s: end])-U(k+1-s);

15 U2 = U2/max(U2); P2 = P(,k-s: end);

MATLAB -Beispiel:

Die folgenden Zeilen stellen die >> P =[0,1,5,5;
Bernstein-Polynome B, ..., B 0,2,0,1];

graphisch dar. >> U =[0,000,1,1,1,1];
>>p = 3
>> t = 1/3;
>> [U1,P1, U2, P2] = CurveSplit(p,U,P,t)
Ul =
0 00 01 1 1 1
P1 =
0 0.3333 1.0000 1.7407
0 0.6667 0.8889 0.9259
U2 =
0 00 01 1 1 1
P2 =

1.7407 3.2222 5.0000 5.0000
0.9259 1.0000 0.3333 1.0000
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Abb. 4.12: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

Halbierung

,,,,,,,

Ci1,Ca Ci1,Co2 Ci2, Co1 Ci2, Cap

Abb. 4.13: Testen auf gemeinsamen Schnitt der einzelneveken Hullen nach Halbierung der
einzelnen Bézierkurve@; = C;; UC; 2 undCy = Cy; U Cy .
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MATLAB -Funktion: isLine.m

function [flag,PO,P1] = isLine(P,toll,tol2)

S = nean(P,2);

PmS = P-Sones(1, size(P,2));

[i,k] = max( sun( abs(PmS)));

rot = GivensRotMat(PmS(1,k),PmS(2,k));

Q = rot’" *([PmS(1,:);PmS(2,)]);

h = max(Q.[.2)-  mn(Q,[.2);

i f h(2) <= nax(toll,tol2 *h(1))
flag = 1,

PO = S + rot *[h(1);0])/2;

P1 = S + rot *[-h(1);0]/2;

el se
flag

end

0; PO=[;P1=[];

© 0 N O O B WN P
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15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26

MATLAB -Funktion: Linelntersect.m

function [flag,s] = Linelntersect(x,y)
% check for intersection of two line segments
% 0 no intersection, 1 one or more intersection points
dx = x(:,2)-x(:,1); mx = nor n(dx);
dy = y(.,2)-y(:,1); my nor n(dy);
dw = (y(:,2)+y(,1)-x(;,2)-x(:,1)); mw = nor nm(dw);
flag = 1is=[];
I f abs(det ([dx,dy])) >= 1le-12 *mxxmy % check for non parallel
I f " sun(abs(dx,dy\dw)>1)
t = [dx,dy]\dw;
s = ((x(:,2)+x(:,1))+t(1) *dx)/2;
return
end

el sei f det ([dx,dw]) < max(le+10 *real m n,1e-12 *mxmw) % on common

line

mm = [((x(:,2)+x(;,1))/2) *[LAL(YC.2)+y(1))/2) *[1,1]1;

dd = [dx,dx,dy,dy];
xx = [dw+dy,dw-dy,-dw+dx,-dw+dx];
for j=1:4
t = xx(.)) *dd(:,))/(dd(..j) *dd(-,)));
I T abs(t)<=1
s = mm(:,j)+t/2 *dd(:,));
return
end
end
end
flag = 0;

MATLAB -Funktion: comConvHull.m
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1 function flag = comConvHull(xy,st)

2 1 f comBoundingBoxes( ni n(xy,[],2), max(xy,[],2), ...

3 m n(st,[],2), max(st,[],2))

4 flag = 1;

5

6 i f inConvHull(xy, nmean(st(:,1: end-1),2)), return, end
7 i f inConvHull(st, mean(xy(:,1:  end-1),2)), return, end
8

9 for j =1 size(xy,2)-1

10 for k = 1. si ze(st,2)-1

11 i f Linelntersect(xy(:,j;j+1),st(:,k:k+1))

12 return

13 end

14 end

15 end

16 end

17 flag = 0;

MATLAB -Funktion: CurveBisection.m

function points = CurveBisection(pl,U1,Q1,p2,U2,Q2,tol)
[flagl,al,bl] = isLine(QL,tol(1),tol(2));
[flag2,a2,b2] = isLine(Q2,tol(1),tol(2));
i f flagl && flag2 % both segments are lines
[ fl ag,points] = Linelntersect([al,bl],[a2,b2]);
el se

xy = myConvHull(Q1,flagl,al,bl);

st = myConvHull(Q2,flag2,a2,b2);

points =[];

i £ comConvHull(xy,st) % intersection of convex hulls non empty
[U11,Q11,U21,Q21] = CurveSplit(p1,U1,Q1,( max(Ul)- m n(U1))/2);
[U12,Q12,U22,Q22] = CurveSplit(p2,U2,Q2,( max(U2)- m n(U2))/2);
points = [points,CurveBisection(p1,U11,Q11,p2,U12,Q12 tol)];
points = [points,CurveBisection(p1,U11,Q11,p2,U22,Q22 tol)];

points = [points,CurveBisection(pl,U21,Q21,p2,U12,Q12 tol)];

points = [points,CurveBisection(pl,U21,Q21,p2,U22,Q22 tol)];
end

end

© 0 N O O~ WN P
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function h = myConvHull(Q, f!l ag,a,b)
% Q
% [flag,a,b] = isLine(Q,le-7,1e-7)

N N NN
A W N PP

if flag
h = [a,b,a];
el se
h = Q(:,convhull(Q(1,:),Q(2,2));

end

N N NN
0 ~N o o
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Abb. 4.14: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

MATLAB -Beispiel:

Die folgenden Zeilen stellen die >> P1=[3 0,0,7,6;

Bernstein-Polynome B§, ..., B§ 3,2,1,2,1]; p1=3;
graphisch dar. :Z g; : [[(7),(2),(1),2,;/2,1,1,1,1];
3,0,1,2,0]; p2=2;
>> U2 = [0,0,0,1/3,2/3,1,1,1];

>> CurveBisection(p1,U1,P1,p2,U2,P2, ...
[1e-9,1e-7])
ans =
1.5038 4.6028 2.5178
1.5037 1.6214 1.5214

4.4 B-SPLINES

In Abschnitt 4.1 haben wir uns mit den kubischen Splines tgftigt und diese mit einem direkten
Ansatz der Form

si(z) = a;(x — xi)?’ + bi(z — :r:l-)2 + ci(z — x;) + d;,

hergeleitet. Bis auf eine Verschiebung uiyist dies ein monomialer Ansatz. Im Folgenden wollen
wir uns mit einem allgemeinerémnsatz beschaftigen, der durch die Anwendung in der Compu-
tergrafik motiviert ist.

Wir hatten bereits gesehen, dass die Dimension des Spimerém S*(7) = k + n =: £ ist.
Die Frage ist nun: Kann man eine einfach handhabbare Bas#{7") konstruieren? Wir suchen
nun eine geeignete Basis, die ahnlich gute Eigenschafielies Bernstein-Polynome hat.

Zunachst halten wir aber der Vollstandigkeit halber,fdass es eine numerisch nicht brauchbare
Basis aus den Monomen und abgebrochenen Potenzen gibt:

4Allgemeiner bzgl. des Polynomgrads auf jedem Teilinténais auch der Glattheitsanforderung an den Knoten
zwischen den Teilintervallen, bzw. an den beiden Endpumkte
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Bemerkung 4.4.1 (Basis fur den Splineraum)Fiir dieabgebrochenen Potenzen

v | ¥, fallsz >0,
7Y 0, fallsz <0,

gilt (z — z;)% € S¥(T),i=1...,n — 1. Es gilt sogar, dass
(2, i=0,..  k}U{(z—=)k, i=1,....,n—1} (4.30)
eine Basis fiilS* (T') bildet (Ubung). Diese ist jedoch numerisch unbrauchbar, denn
e sie besteht ausglobalen“ Funktionen,
e sie ist aulest schlecht konditioniert.

Wir werden in diesem Abschnitt eine Basis fiir den Splineraif (7') einfuhren, deren Basis-

funktionen einen Trager minimaler Lange haben (MonomeehaganzZR als Trager) und deren

Elemente sich effektiv und numerisch stabil berechneretasd/ir erinnern daran, dass mit dem
Trager (engl. support) einer Funktiofi: R — R die Menge

suppf) := {z € R, f(z) # 0}

bezeichnet wird, wobei der Strich den Abschlufd der Mengeibbret. Splines, die in dieser Basis
dargestellt werden, nennt m&iSplines Der heutige Erfolg der Splines hangt i.W. an der Kon-
struktion dieser Basis.

Vorab betrachten wir allerdings zwei Spezialfalle, dicgeuschiedliche Basen veranschaulichen:

Beispiel 4.4.2 (Basis vois”(7)) Gegeben sei eine Knotenfol@e = {x¢ = 0,2y, x2, z3}. FUr
k = 0 bedeuteC*~([a,b]) = C~'([a,b]), dass es sich um unstetige Funktionen Byis= P,
handelt, also um stiickweise Konstanten. Eiie 0, n = 3 undzg = 0 kann man leicht zwei
Basen vorS°(7) angeben:

1 40,0 1
g1,0
92,0 N NY NY

pug
P
L

70 i i3 i3 o i a5 i3

Abb. 4.15: Zwei Basen vos§°(7).

goo(x) = V=1=(z— 560)9r, NY = Xzizisn)s ©=0,1,2.

gr0(z) = (z — 1),
g20(x) = (z — 22)7,

wobei

' 1, fallsz; <z < i
Xzizin) 7= sonst.

die Indikatorfunktion auf dem halb offenen Intervatl, ;1) bezeichnet. Offenbar ist die zweite
Basis, lokaler*: Die Trager von{N; ; : i = 0, 1,2} sind bezuglich der Knoten; minimal.
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90,3

Abb. 4.16: Erste Basis fi$'(7) gemaR (4.30).

Beispiel 4.4.3 (Basis vois' (7)) Gegeben sei eine Knotenfol@e= {xq, z1,z2,x3}. FUrk =1
bestehtS?(7) aus stiickweise linearen stetigen FunktionensF&r 3 erhalten wir wiederum zwei

Basen, zunachst gemaf (4.30)

{o%,a} U{( — 214, (@ — 22)4 ).

Abb. 4.17: Zweite Basis fif'(7) bestehend aygHutfunktionen.

Mit der folgenden Umbenennung := xz;,7 = 0,...,n und zwei Hilfsknotent_; < ¢y, und
ty > t3 (deren Lage aufz, b] keinerlei Einfluss hat), definiert man

r—1lj—1 ) )
Ti—t;_1° tji-1 <z <ty

TN ) tiei—
N;(z) = t;:f_;, t; <x <tjy1, (4.31)
0, sonst.

Man kann sich leicht tiberlegen, dass die so definie{rféﬁ; j=0,...,n} eine Basis vois*(7)
bilden: Zunachst giltV; € S'(7) und die Kardinalitat ist. + 1 = dim S'(7'). Bleibt noch die

lineare Unabhangigkeit zu zeigen. Angenommen, es gelte

n

Z Cijl(CU) =0

J=0
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fur allex € [a,b]. Dann gilt dies insbesondere fir alte=¢;,i = 0,...,n. Wegen
Nj(t;) = b

folgtc; = Ofurallej =0,...,n.

4.4.1 Rekursive Definition der B-Splines-Basisfunktionen

Wie bereits erwahnt, will man analog zu Bernstein-Polyeoneine Basis fir den Splineraum
konstruieren, die ahnlich gute Eigenschaften hat. Dsbaesondere einen lokalen Trager. Aul3er-
dem soll die Darstellung bzgl. dieser Basis die NachteileB#zier-Kurven Uberwinden. Bézier-
Kurven haben zwei wesentliche Nachteile:

e Der Aufwand zur Berechnung ist grof3, wenn man viele Korpiroikte hat.
¢ Die Kontrollpunkte haben globalen Einfluss auf den Kurvelaud.

B-Splines sind hierbei, wie wir sehen werden, eine Verafigmerung von Bezierkurven, bei de-
nen die Kontrollpunkte nur noch lokalen Einfluss haben. Véfirderen so genannt®-Spline-
Basisfunktionerrekursiv und zeigen spater, dass diese eine Basis des&plms bilden. Wir
definieren B-Splines durch die folgende Rekursionsforroelde Boor, Coxund Mansfield

Definition 4.4.4 (B-Spline-Basisfunktionen)Sei7 = {t1,ts,...,t,} eine nichtfallende Kno-
tenfolge reeller zZahlen, d.h; < t;11,i = 1,...,m — 1. Die t; werden alKnoten und T
alsKnotenvektor bezeichnet. Dig-te B-Spline-Basisfunktion vom Gradek (Ordnungk + 1)
Nf,k =0,....m—1,:=0,...,m — k — 1 ist definiert firk = 0 als stlickweise konstante
Funktion der Form

1 fallst, <z < t;
0 L ) 1> i+1
N (z) = { 0 . sonst (4.32)
und firk > 0 durch
xr—t; t; —x
NE(z) := —— NF(2) + = NE-L(z). (4.33)
Livk — U Livk1 — tit1

Bemerkung 4.4.5 (Eigenschaften von B-Spline-Basisfunkthen) (i) N? ist eine Treppen-
funktion, die auf dem halboffenen Intervéil, ;1) Eins ist und sonst verschwindet. Ver-
gleiche hierzu Abbildung 4.15 rechts.

(i) Man beachte die rechtsseitige Stetigkeit in der DefinilerN?, d.h.

lim N(z) = NPy (tivn)-

mHtZ:q

(iif) Fur k> 0 ist N¥(t) eine Linearkombination von zwei Basisfunktionen vom Gréede 1).

(iv) Die Berechnung einer Menge von Basisfunktionen egerdinen KnotenvektdF und einen
Gradk.

(v) Dasi-te Knotenintervallt;, t;11) kann die Lange Null haben, da aufeinanderfolgende Kno-
ten nicht verschieden sein miissen(4183) kann der Nenner im Bruch Null werden; dieser
Quotient sei per Definition Null.

(vi) Die Nk (t) sind stiickweise polynomiale Funktionen auf der reellehs&c Normalerweise
ist nur das Intervallty, t,,+1] von Interesse.

(vii) Die Berechnung der Basisfunktionen kann in dem bekamiDreiecksschema erfolgen.
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(viii) Die N? liefern auf dem Intervallty, t,,+1) eine Zerlegung der Eins und sind positiv.

Wie in vorstehender Bemerkung erwahnt, missen die Knatdt verschieden seilhnlich wie

in Beispiel 4.4.3 definieren wir zu einer KnotenfolGeeine erweiterte Knotenfolg&, bei der
7 durch Hilfsknoten an den Intervallenden erganzt werddierdings fallen hier die Hilfsknoten
mit den Randknoten zusammen:

Definition 4.4.6 (Erweiterte Knotenfolge) Zu einer Knotenfolgel’ = {xq,...,x,} mitn + 1
paarweise verschiedenen Knoten nennen wir die Knotenﬁilge{tl, vy tpgop mMitn 4 2k =
¢+ k = m Knoten, welche dadurch erzeugt wird, dass die Randkriefach gezahlt werden und
die Knoten wie folgt benannt werden

a= x9 < X1 < < zTHp=0b
==ty < g1 < < lpjhyr = =gk

eineerweiterte Knotenfolge.

Bemerkung 4.4.7 (Nummerierung der erweiterten Knotenfol@) Natiirlich ist auch eine ande-
re Nummerierung der erweiterten Knotenfolge méglich.gieiche hierzu Beispiel 4.4.3.

Bemerkung 4.4.8 (Begrundung fur das Einfuhren einer erveiteten Knotenfolge) Zunéchst
stellt sich die Frage, warum wir Uberhaupt eine erweitéht®tenfolge bendtigen. Mit, + 1
paarweise verschiedenen Knoten kbnnen k unabhangige B-Splines vom Gradkonstruiert
werden, wobei bezogen auf die Kardinalitat n + k des Splineraums nodi: Freiheitsgrade
frei sind. Durch das Einfiihren einer erweiterten Knotégdawird diese Liicke geschlossen.

Die rekursive Definition der B-Spline-Basisfunktion (4)3®.33) liefert einen einfachen Algo-
rihmus, um die Werte der B-Spline-Basisfunktionen zu eigegebenen € [ti,t;+1) und einer
gegebenen erweiterten Knotenfol@iezu bestimmen. Hierzu betrachten wir zwei Beispiele:

Beispiel 4.4.9 (Rekursive Berechnung der B-Spline-Basigfiktionen) Es sei7 = {ti =

0,ts = 0,t3 = 0,t4 = 1,t5 = 1,tg = 1} und k = 2. Die B-Spline-Basisfunktionen vom
Grade0, 1 und2 zu dieser Knotenfolge lauten dann:

Stuckweise konstante B-Spline-Basisfunktionen:

N)(z) = N(#)=0 —oco<z<o0
NQO(QC) _ 1 0<z<1

0 sonst
N)(z) = N{(z)=0 —oco<z<o00

Stuckweise lineare B-Spline-Basisfunktionen:

x—0 0—=
Ni(z) = O_ONOO(:U)+O_ONP(30) =0 —00 < x < 00
Ni(z) = O_ONl (z) + 1 _0N2(9C) = o sonst
1 o x—=0 4 l1—z 4, = 0<z<l1
No(@) = g=gM+ 77N = 4 sonst
-1 1—
Ni(z) = ° N + fo(:c) =0 —00 < x < 00
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Stuckweise quadratische B-Spline-Basisfunktionen:

2
9 _ x—0 1 I RO ) 0<z<l1
9 -0 1-— ) 22(1 - ) 0<zr<1
r—0 R z? 0<z<1
Ni@) = T + =M@ = 0 sonst

Bemerkung 4.4.10 (B-Splines-Darstellung als Verallgemegrung der Bézier-Darstellung)

Man beachte, das¥? auf das Intervall0, 1) restringiert gerade die quadratischen Bernstein-
Polynome sind. Aus diesem Grunde ist die B-Spline-Dartstglimit einem Knotenvektor der
Form

U={0,...,0, 1,...,1}
—_—— N —
(k4+1)—mal (k+1)—mal

eine Verallgemeinerung der Bézier-Darstellung ist.
Beispiel 4.4.11Es seiT = {tl =1l =13=0,t4 = 1,15 = 2,tg = 3,t7 = tg = 4,19 = t19 =

ti1 = 5} undk = 2.
Die B-Spline-Basisfunktionen vom Graéfel und?2 lauten dann:

Stuckweise konstanten B-Spline-Basisfunktionen:

Nl(z) = NY(z)=0 —oco<z<o0
1 0<2<1
NQO(x) - { sonst
1<x<?
N)(z) =
3( ) {0 sonst
NO(z) = 1 2<x<3
0 sonst
N5O(w) _ 1 3<z<4
0 sonst
N(z) = 0 —co<z<o00
NO(z) = 1 4<x<5b
0 sonst
N)(z) = —00 <z <00

0 0—
Ni(z) = ”’g_ONg( )+0_§N?(x) =0 00 < < 00
1 =0, -2z, 1=z 0<z<l1
Ni(z) = 0_0N1($)+1_0 2(z) = 0 sonst
€ 0<z<1
z—0 2—-x -
Ni(z) = I_ONQO(:U)+2_1N§(30) = (2-z 1<z<?2

0 sonst
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r—1 3—=x vl l=z<2

Ni(z) = 2_1N§](az) 3 2]\@?(30) = 3—=x 2<z<3

B 0 sonst

T — 2 4 —x vz 2=z<3

Ni(z) = V(x) + o) = {4—un 3<z<4
3—2 4-3

0 sonst

1 =3 5 4—x 4 B z—3 3<zx<4

1 =4 S5—x 9 I 4<x<5H

Ng(z) = -1 6 () + ] 7(z) = 0 sonst

N7 (z) 5 _4N7(95) + 5 5N8(95) = o sonst

-5 5

Ni(z) = ° NY(z) + xNg(x) =0 —00 <z < 00

5—-5 5—-5
NN, N3 Ni N7

ol -

Abb. 4.18: Die stiickweise linearen Basisfunktionerfzu- {0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}.

Stiickweise quadratische B-Spline-BasisfunktionenDie folgendenN? sind bis auf die ange-
gebenen Intervalle jeweils Null.

x—0 1—-2z
Ng(x) O_ONol(x) + T _ONll(:U) = (1-2) 0<z<l1
3.2
9 =0 4 2—2 4 B 2x — 5w 0<z<l1
Ni(x) = 1_ON1(9U)+2_0N2($) = {lQ—x)2 1<r<?2
5 <
1,2
ST
, T—0 . 3—t 2% , Osz<l
Ni(z) = 2_ON2(x)+ﬁN3(x) = {—5+3x—=z 1<z<?2
%(3_:,3)2 2<x <3
o e 3(z = 1) 1<z<2
Ni(z) = 3_1N§(9U)+4_2N41(x) = - y50—2? 2<x<3
%(4—3&)2 3<x <4
x—2 4—x Lz —2)? 2<x<3
Ni(z) = Nj Ni(z) = {2 =
1(x) 19 4 (2) 1_3 5(2) 16+ 10z — 222 3<ax<4
-3 5—x (x —3)? 3<x<4
N2(z) = 2 Ni(z) + Niz) = -
Nig(z) = §:4Né(x)+ﬁN%(m) = 2z—-4)(5—-2x) 4<z<5b
—4 )
Ni(z) = §_4N71(x)+ 5_§N81(x) = (x—4)? 4<x<bh
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ol -

o 1 2 3 a s

Abb. 4.19: Die stiickweise quadratischen Basisfunktiane@ = {0,0,0,1,2,3,4,4,5,5,5}.

In Abbildung 4.20 ist die Zusammensetzung B# aus den jeweiligen stiickweise polynomialen
Funktionen auf den einzelnen Teilintervallen grafisch dsigjlt.

05 Ng E

-15 1 1 1 1 1 1 | ] |
0 05 1 1.5 2 25 3 35 4 45 5

Abb. 4.20: Die Zerlegung voiVZ in seine stiickweise polynomialen Teilfunktionen.

Es ist wichtig, den Effekt von mehrfachen Knoten zu verstelidan betrachte die Funktionen
Ng, N, N3, N2 und NZ in Abbildung 4.19. Beachtet man die rekursive Definition Bassis-
funktionen (4.33), so stellt man fest, dass sie jeweils omr 4 Knoten abhangen, namlich:

Ng . {0,0,0,1}
NE . {0,0,1,2}
NZ : {0,1,2,3}
N2 : {3,4,4,5}
Ng : {4,4,5,5}

Der Begriff Vielfachheit eines Knotens kann man verstehen
e in Bezug auf eine Knoten im Knotenvektor oder
e in Bezug auf einen Knoten beziglich einer Basisfunktion.

Zum Beispiel hat = 0 die Vielfachheit3 im 0.g. KnotenvektorI, aber in Bezug auf die Basis-
funktion N istt = 0 ein Knoten mit der Vielfachhei?. Die Basisfunktionen sind stiickweise
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polynomiale Funktionen, d.h. im Inneren der Intervallen¢;,1) sind sie beliebig glatt. Unste-
tigkeiten kdonnen also nur an den Knoten auftreten.tFar0 stellt man fest, dassfg unstetig ist,
N2 CY stetig ist, N5 C' stetig ist undVZ und all seine Ableitungen dort Null von beiden Seiten
ist. N7 siehtt = 0 als doppelten Knoteny3 siehtt = 0 als einfachen Knoten un¥? enthalt

t = 0 gar nicht als Knoten.

Das Ziel ist es ja, einstabile Basis vonS*(7) zu konstruieren. Betrachte nun
B¥(T) :=spafN};j=0,...,0—1}

zu einer erweiterten Knotenfolge. Um zu zeigen, dass die durch Definition 4.4.4 erklarterkFun
tionen dies liefern und somit ihre Bezeichnung als Basldianen gerechtfertigt ist, wollen wir
spater den folgenden Satz beweisen:

Satz 4.4.12 (Basis des Splineraumsjei 7 = {zo,...,x,} eine Knotenfolge paarweise ver-
schiedener Knoten urifl = {¢1,...,t,12x}. Dann gilt

SMT) =B(T),
d.h. die B-Spline-Basisfunktionen bilden eine Basis désesaums.

Beispiel 4.4.13Sei7 = {zq,..., 24}, 70 = a, 14 = b, d.h.on =4,dim S*(7T) =2+ n =6

— 1
-2
- 3
------ 4
-5
— 6
Wenn Satz 4.4.12 bewiesen ist, gilt fiir jeden Spkine S*(7') die Darstellung als Linearkom-
bination
-1
s(z) = chf(:U), (4.34)
j=0
d.h. s lasst sich durcle = (co,...,c,_1)7 € R’ codieren. Angenommen, wir wolles{z) (oder
§'(x)) fur einz € [a, b] berechnen. Man kdnnte
e mit den obigen RekursionaN]’?(:c) fur jedesj bestimmen,
e dann mitc; multiplizieren und aufsummieren.
Man kann aber eine deutli@ffizientere Rekursionfur die c; angeben:
— z—t t
s(z) = e d = Nk=1(, _{_L]\ﬂsl }
(@ TN )+ N )

Nk}.
MO

r— 1t tivey —
= <C + Cj_1L> N]k‘l(m)

— \ itk — 1 tivk — tj

.

[

daNy~!(z) = N7} (z) = 0 fur allex € (a,b) im Beispiel 4.4.13.
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Dieses Argument wiederholt man und erhalt #ik k

s(z) = /fi o INF () (4.35)
Jj=v
mit
Cg_z/] — { ¢y, .t 1] ek toony—t 1] furv = 07 (436)
oo 5% T haewon 5 G-1 > Sonst.

Seinunz € [t;,t;+1) fur einm (dieses kann man leicht bestimmen). Wegen

N_]O(x) = X[tj,tj+1)(w)

, d.h. wegen der Lokalitat der B-Splines ergibt sichi#fie k

s) =" INV(2) =M furallex € [t;,ti41). (4.37)
=k

Natirlich hangen dieg.”] vonz ab:cg.”} = cg.”] (x). Damit erhalten wir — unter der Annahme, dass

Satz 4.4.12 qilt:

Algorithmus 4.4.1 (Rekursive Berechnung vons(z)) Gegeben sei eine erweiterte Knotenfolge

7.
1.) Furx € [a, b] bestimme, so dasg: < i < /{mitz € [t;, tit1).
2.) setzel) :=¢;, j=0,....0- 1.
3) Furv=1,...,k— 1, berechne

an] :cg-n](x), j=i—k+v,...,1i,

nach (4.36).

4.) Setzes(z) := cg-kfl] ().

Bemerkung 4.4.14 (Aufwand der algorithmischen Berechnungon s(z))  (a) Algorithmus
4.4.1 bendtigt etwa genauso viele Operationen wie (4.38BerechnungeinesN]’?!

(b) Offensichtlich ist Algorithmus 4.4.1 analog zuNeville-Aitken-Schema zur Auswertung
der Polynominterpolation.

Satz 4.4.15 (Ableitung von B-Splines)st ¢, ein j-facher Knoten, d.h.

by <ty=---= tl/+j71 < tl/+j>
o) isth an der Stell¢, mindestengk — j)-mal stetig differenzierbar. & die Ableitung voer
gilt

G0 == 1)

dt
Beweis. Siehe Deuflhard S. 245 Korollar 7.52 O

_ k-1
N NG (@) >
Livk —ti  tigks1 — Lig1
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Bemerkung 4.4.16 (Ableitungen von Splines)Wegen Satz 4.4.15 erhalt man ein analoges Sche-
ma fir die Ableitungen

n d B
sD@)=(k-1)(k—d) > VN() (4.38)
j=1+d
mit

ci, d =0,
oD :{ Ja-v_ - (4.39)

! R

tj+k—d—tj

Bemerkung 4.4.17 (Weitere Eigenschaften der B-Splines) (a) B-Splines bilden eingParti-
tion der Eins

fir allex € [a,b]. Denn wahle:; = 1 in (4.34), d.h<\’) = 1 fir alle j, dann folgt induktiv

M Tl [u 1 Lk =2 gull_l

t]4—k (v—=1) — t] \..\,__/ t]4—k (v—=1) — t] ~~—
=1

(b) Per Induktion nack zeigt man allgemeiner die so genanMarsdens’ Identi &t

~

—1k—1
(x — (tj4i — (), k>1, (4.40)
=1

I
o

J

(Ubung. Differenziert man beide Seiten naghund wertet dies fily = 0 aus, erhalt man

/—1
m (=D)F (k—1—m) .
t Jz::o <(’€ 1)) ok (0)> N (=), (4.41)

mit0,...,k—1und

k-1

Un(y) = [[tivi — v)- (4.42)

i=1

Beweis von Satz 4.4.1F € S*(T) impliziert S*(T) € B*(T).
Auf jedem Teilintervall[t;, t;11) leben genaud: B-Splines

k k
NF, 1., NE.

1— K3

Wegen (4.41) kann jedes Polynom als Linearkombinatiod\(jiedargestellt werden. Daraus folgt,
die B-Splines sind linear unabhangig, also

dim{Nf:jzl,...,n+k:n}zfzdimBk(’f)
= dim S*(7),

was die Behauptung zeigt. O
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Bemerkung 4.4.18 (a) Ein wichtiger Grund fiir den Erfolg von Splines ist diabilitat der
B-Spline-Basis: Fir allé € N existieren Konstanteh < ¢ < C < oo, S0 dass fir alle

T = {t;}s1, d = (do, ..., dp—1)" gilt

/-1
d|lo < d: Nk < O|ld| oo 4.43
c|/d|| —;3@?;1 Z_: N (z)| < C|d] (4.43)

mit||d||s := max |dj].

(b) FirdieApproximationsgutegilt: fiir alle k € N existiert0 < ¢ < oo, so dass fir aller < k
undf e C™ gilt
inf — Sklloo < e ™[ F |00
L If = Sklleo < ¢ B™[F]]

mith := max (tj4+1 —t;) und|| gl := sup |g(x)|, vgl. Satz 4.0.2
]:0 ..... /—1 x€ a,b

(c) Das Spline-Interpolationsproblem ist eindeutig Eistpenau dann, wenn in dem Trager jedes
B-Splines mindestens eine Stitzstelle fallt.

(d) Numerisch erfordert dies die Lésung eines linearericBlggssystems mit eindiridiago-
nalmatrix(O(n)!).
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4.4.2 Effiziente Auswertung der B-Spline-Basisfunktionen

Die Funktion N7 ist eine Linearkombination der Funktione¥f, N?\,, N?,, und N}, ;. Somit
ist N2 nur von Null verschieden fir € [t;,¢4).

_ nO 2
0=N N?,
\ 1 3
N} NE |
/ N\ ,
— nNO
0=Nj N;
N\ X / N\ ,
Nj+1 Nj
; / N\ , /
L= Ny Ni
\ 1 / 3
Njvo Nin
0 / 2
0= Nj+3 Nj+2

Tab. 4.3:N} ist nur auf dem Intervall;, ¢, 4) von Null verschieden.

In jedem Knotenintervallt;, ¢;.1) sind maximalk + 1 der N* von Null verschieden, namlich
Nf,k, e ,NJ’?. Auf [t3,t4) ist z.B. NY die einzige nichtverschwindende Basisfunktion vom Grad
Null. Somit sind Ng, ..., N3 die einzigen von Null verschiedenen kubischen Funktionegih a

[ts, t4). Diese Eigenschaft ist in der folgenden Tabelle 4.4 dagffest

N} NS
/
Ny Nt
/ N\
Ny N}
/ N\ /
1=NY N2
N\ / N\
N3 N3
/ /
Ny N3
N\
Ni N3
Tab. 4.4:NY ist nur auf dem Intervallts, ¢4) von Null veschieden, Somit sind aud¥g, ..., N3

die einzigen von Null verschiedenen kubischen Funktiondrita, t4).

4.4.2.1 Ableitung der B-Splines

MATLAB -Funktion: BasisFunc.m

1 function N = BasisFunc(i,p,U,t)
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2 % compute the nonvanishing basis functions
3 N = zeros(p+l,1);
4 N@) = 1;
5 for j=1p
6 left() = t - U(i+1-j);
7 right() = U(i+) - t;
8 saved = O;
9 for r=1j
10 temp = N(r)/(right(r)+left(j-r+1));
11 N(r) = saved + right(r) * temp;
12 saved = left(j-r+1) * temp;
13 end
14 N(j+1) = saved;
15 end
MATLAB -Funktion: FindSpan.m
1 function mid = FindSpan(p,U,t)
2 % returns the knot span index
3 n = | engt h(U)-p;
4 i f t==U( end) % special case
5 mid = n-1;
6 return
7 end
s low = p;
9 high = n;
10 mid = f1l oor ((low+high)/2);
11 whil e t<U(mid) | t>= U(mid+1)
12 i T t<U(mid)
13 high = mid,
14 el se
15 low = mid;
16 end
17 mid = f | oor ((low+high)/2);
18 end

MATLAB -Funktion: CurvePoint.m

function value = CurvePoint(p,U,P,t)
% compute point on B-spline curve
span = FindSpan(p,U,t);

B = BasisFunc(span,p,U,t);

value = 0 *P(:,1);

0 ~N O O~ WN P

for i=0:p
value = value + B(i+1) * P(:,span-p+i);
end
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4.4.2.2 Ableitung der B-Splines

MATLAB -Funktion: AlIBasisFunc.m

function N = AlBasisFunc(i,p,U,t)
% compute the nonvanishing basis functions
N = zer os(p+1,p+1);
N(1,1) = 1;
for j=1lp
left() = t - U(i+1-));
right() = U(i+)) - t;

saved = 0;

for r=1j
temp = N(r,j)/(right(r)+left(-r+1));
N(r,j+1) = saved + right(r) * temp;
saved = left(j-r+1) * temp;

end

N(j+1,j+1) = saved;

end

MATLAB -Funktion: CurveDerivPts.m

function PK = CurveDerivPts(p,U,P,d,r1,r2)
% compute control points of curve derivatives
r = r2-rl;
for i=lr+l

PK(:,1,)=P(:;,r1+i);
end
for k=2:d+1

tmp = p-k+2;

for i=1ir-k+2

PK( k,i)=tmp * (PK(:,k-1,i+1)-PK(:,k-1,0))/(U(rl+i+p+1)-U(r1+i+k
-1));

end

end
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Abb. 4.21: B-Spline mit Ableitungen.

MATLAB -Funktion: CurveDerivs.m

function CK = CurveDerivs(p,U,P,t,d)
% Compute curve derivatives

du = m n(d,p);

CK(1: si ze(P,1),[pt2:d+1]) = O;

span = FindSpan(p,U,t);

N = AllBasisFunc(span,p,U,t);

PK = CurveDerivPts(p,U,P,du,span-p-1,span-1);

for k=1:.du+l
CK(,k) = 0;
for j=l:p-k+2
CK(;,k) = CK(:,k) + N(j,p-k+2) * PK(:,k,j);
end
end

MATLAB -Beispiel:

B-Spline mitk = 3 mit Ableitun- >> P =[0,1,5,5;
gen 0121011];

>> U = [0,0,0,0,1,1,1,1]; k=3;
>> s = linspace(U(1),U(end),201);
>> for i = l:length(s)

C(:,k) = CurvePoint(p,U,P,s(i));
end
>> plot(C(1,:),C(2,),-, ...
P(1,),P(2,:),0);
>> hold on
>> for ] = 1 :25:length(s)
V = CurveDerivs(k,U,P,s(j),1);
quiver(V(1,1),V(2,1), ...
0.2 *V(1,2),0.2 *V(2,2))
end
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4.5 RATIONALE B-SPLINES

MATLAB -Funktion: RatCurvePoint.m

function value = RatCurvePoint(p,U,Pw,t)
% compute point on B-spline curve

span = FindSpan(p,U,t);

B = BasisFunc(span,p,U,t);

value = 0 *Pw(;,1);

for i=0:p
value = value + B(i+1) *  Pw(:,span-p+i);
end

value = value(1: end-1)/value(  end);

MATLAB -Funktion: RatCurveDerivs.m

function CK = RatCurveDerivs(p,U,Pw,t,d)
% compute derivatives on rational B-spline curve
du = min(dp);

ders = CurveDerivs(p,U,Pw,t,d);
Aders = ders(1: end-1,);
wders ders( end,);

CK(1: si ze(Aders,1),p+2:d+1) = O;

for k=l:du+l
v = Aders(:,k);
for i=lik-1
v = v - nchoosek(k-1,i) »wders(i+1)  * CK(:,k-i);
end
CK(:,k) = viwders(1);
end
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N

*

Abb. 4.22: Rationaler B-Spline mit Ableitung.

MATLAB -Beispiel:

Rationaler B-Spline mit Ableitun- >> w = [1, 1, 2]
gen > P =11, 1, O
0o 1, 1]
>> U = [0,0,0,1,1,1]; k=2;
>> s = linspace(0,1,201);
>> Pw = [P(1,). *w;P(2,). *ww];

>> for i = 1:length(s)
Cw(:;,k) = RatCurvePoint(p,U,Pw,s(i));

end
>> plot(Cw(1,:),Cw(2,),-, ...
P(@1,),P(2,), *");
>> hold on

>> for ] = 1 :25:length(s)
CK = RatCurveDerivs(k,U,Pw,s(j),1);
quiver(CK(1,1),CK(2,1),0.3 * CK(1,2)
,0.3 *CK(2,2))
end
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A LINEARE DIFFERENZENGLEICHUNG

Wir beschranken uns hier auf lineare Differenzengleigmmmit konstanten Koeffizienten.

Definition A.0.1 Sei m € N. Eine reelle Folge(a,) ist durch ag,a,...,a,—1 und
Hos f1s - - - Bm—1 (po # 0) mit der Rekursionsvorschrift

-1
Unym = Y HiGny;  firallen € Ny (A.1)
=0

eindeutig bestimmt. Diese Rekursionsvorschrift heif3¢dire Differenzengleichung-ter Ord-
nung.

Definiert man

0 1 0 0
ay
ay, = : und A := : 0 (A.2)
Ak+m—1 o ... ... 0 1
L N

so folgtag1 = Aay, also gilta,, = A™ag.

Definition A.0.2 Die Eigenwerté\q, ..., \,, von A aus(A.2) heilen auch Eigenwerte der Diffe-
renzengleichung au#\.1).

Wir beschranken uns zunachst auf den Fall, dass die Eigg@w,, ..., \,, von A paarweise
verschieden sind, d. i = B~ D B ist diagonalisierbar mit der Diagonalmatrix

A1 0
D= .
0 A
Damit gibt es Vektoren™ ... b(™ € R™ mit 4, = B~'D"Bag = APb() 4 ... + A2,b0™),

Betrachtet man die erste Zeile, so gibt es Konstanten . , ¢,,, mit

ap = AT + ...+ ey, .

Mit Hilfe der Anfangswerteu, . .., a,,_1 berechnet man die Koeffizienten, . . ., ¢,.
Satz A.0.3 Seien die Nullstelleny, ..., x,, € C des Polynoms
m—1
pla) =™ = > "
k=0
paarweise verschieden, so igt}),..., (z],) eine Basis des dsungsraums der linearen Dif-

ferenzengleichungA.1), d. h. a,, ist genau dann einedsung von(A.1), wenn es Konstanten
c1,...,cn € Rgibtmita, = 127 + ... + ¢,
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Beweis. Wir zeigen mit vollstandiger Induktion Uber
m—1
det(A — M) = (=)™ + (=)™ ' > .
k=0

fur A aus (A.2). Fumm = 1 gilt det(A — X\[) = =\ + po. FUrm > 2 gilt nach Auflosung der
Determinante nach der ersten Spalte sowie nach Induktoagssetzung

m—2

det(A — ) = —\ ((—1)m1Am1 4 (=)™ i MHM’C) (=)™ g - 1
k=0

m—1
= (=) (1) pak
k=0
Damit sindz, . .., z,, die Eigenwerte vom. Da der Losungsraum-dimensional ist, ist,, =
axl + ...+ cpal furallecy,.. ., ¢, € RLOsung von (A.1). O

Beispiel A.0.4 Die Fibonacci-Zahler{a,,) = (0,1,1,2,3,5,...) sind durch die Rekursionsfor-
mela, 12 = a,11 + a, und durch die Anfangswert@ = 0 unda; = 1 definiert. Das Differen-
zengleichungssystem hat dann die Gestalt

()= lam) meoa= ()

an+2 an+1 1 1

FUr das charakteristische Polynom gilt
—z(l—z)—1=2>—-2-1=0.

Man erhalt zwei unterschiedliche Eigenwerte

1-+5 1+
2

und z9 = 5

1-v5\" 145\
(5 el

folgt. Das Einsetzen der Anfangswerte bestimmt

=

z1

woraus

! und !
Cl = ——— Co = ——
VB VB
und fuhrt zu . .
(1) (1
Cpn = NG 5 5 .
Satz A.0.5 Seienzq, ...,z € C die Nullstellen des Polynoms

m—1
ple) =a™ =Y pyat
k=0

mit den algebraischen Vielfachheitén . . . , k, € N, soista,, genau dann bsung vor{A.1), wenn
es Polynome; € Py, gibt mita, = pi(n)z} + ... + pe(n)z}. Eine Basis desisungsraums
ware damit

o, e T e g g opke e xp, . nke e
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Beweis.Da mit A aus (A.2) der Rang vod — z;I gleichn — 1 ist, gibt es zu jedem Eigenwert
z; einen Jordanblock; € R* <k mit der Gestalt

x; 1 o ... 0
0 €Ty 1 :
JZ' = ’ 0 )
o
0 0 x
sodass
J1 0
A=B"! B
0 Jn
gilt. Sei
0 1 0 0
_ 1) (y—=1)-
J J:
1
0 0
Wegen
n n ' ki—1 n '
Ji' = (z; ]+ E)" = < ,>£U;L]E] =z ( ,>xi] EY
j=0 J ]'ZOL,_/
€P; bzgl.n

Jn 0
an= B! Big = 27qW (n) + ... + 3¢ (n).
0 Jp
Da der Losungsraumm-dimensional ist, ist,, = pi(n)z} + ... + pe(n)x} fur alle Polynome
p;i € Pg,_1 LOsung von (A.1). O

Beispiel A.0.6 Ein Beispiel fur gleiche Eigenwerte liefert die Rekurstormel

bpyo = 4bpy1 — 4by
die zum charakteristischen Polynar — 4z + 4 = 0 fuhrt. Mit x1,2 = 2 erhalt man den Ansatz

an = (c1 +con) - 2"
Wahlt man als Anfangswertl, = 1 und b; = 4, so hat die explizite Darstellung die Gestalt
bp=(14+n)-2".
Bemerkung A.0.7 Sollte eine der Eigenwertevon (A.1) komplex sein, so ist auch der komplex
konjugierte Eigenwert ebenfalls Eigenwert mit der gleichen algebraischen \Gélfeit. Sei

an = 12" + ez .

Dann folgtc := ¢, = ¢, d. h. es gilt

=2 s =2 " .
an = 2R(c - z") = 2|c||x|" cos <n arctan R + arctan o)
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Bemerkung A.0.8 Eine weitere Mdglichkeit Differenzengleichungen zudbsesteht unter Ver-
wendung der Potenzreihe

flx) = Z apa® . (A.3)
k=0

(siehe auch [Meyberg/Vachenauer]). Sei mun= max{|u;| : i = 0,...,m — 1} > 0, dann zeigt
man|a;| < C(nA)kT1=™ mit C = max{|a;| : i = 0,...,m — 1} per vollstandiger Induktion.
Damit existiert der Grenzwert der Potenzrejie) fiir |x| < -L:. Geschicktes Aufsummieren

-1

(—1 + Zumlaf) flx) = Z bxt = Z bz
i=1 i=0

=0

eliminiert wegen
m—1
bnim = —Amin + Z Milnti =0
i=0
bis auf die erstem — 1 alle weiteren Summanden. Die Koeffizienten der erstenl Summanden
haben die Gestalt

m—1

by = —ap + Z Hi Ok —pmti -

i=m—k

Umformen von(A.3) fiihrt zu

B bo+bix+...+ bm_lwmfl
=1 fn1® F 22 A+ o™

f(z)

Zerlegt man die rationale Funktion in Partialbriiche dest&lé

- () S (506

so kann diese wiederum als Potenzreihen dargestellt urdemiKoeffizienten der urspriinglichen
Potenzreihe verglichen werden.

Bemerkung A.0.9 Allgemeiner kbnnen die Koeffizientan vonn abhangen, d. h. man erhélt die
lineare Differenzengleichung

m—1
Cntm = Z ,ul-(n)anJri fur allen € Ny, (A.4)
1=0

bei der allgemeine Lésungsansatze nicht mehr existiétgre Behandlung dieses Themas zeigt
[Elayadi]. Anwendungen und rechnergestiitzte Berechewrzmym Thema Differenzengleichun-
gen findet man u. a. in [Cull].

A.1 INHOMOGENE LINEAREDIFFERENZENGLEICHUNGEN

Ersetzen wir (A.1) durch

-1
Cngm = Z WiGpti + Cn furallen € Ny, (A.5)
i=0
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wobei (¢ ) eine reelle Folge ist. Seie{n,(j)) und (a,(f)) zwei Losungen von (A.5), so folgt
m—1
2 1 2 1
aﬁz—i)—m - agl-f)—m = Z Hi (agl-f)—i - “iw)rz‘) ’
i=0

also ist(a,(f) - a,(:)) Losung von (A.1). Ist eine sogenannte partikulare L@sur,) von (A.5)
bekannt, so sind alle Losungen von (A.5) durch Addition ldemogenen Losungen bekannt. Ein
allgemeines Verfahren zur Bestimmung einer solchen pdtikn Losung gibt es nicht. Fir einige
Spezialfalle kann man wie folgt verfahren:

1. Fall: c¢:= ¢, = const.
Eine partikulare Losung ware die konstante Folge

c

Op = ———.
I—Zz’iolﬂi

2.Fall: ¢, =p(n), mitp € P,
Verwenden Sie den Ansaiz, = > ,_, b;k!, setzen Sie diese in (A.5) ein und vergleichen Sie die
Koeffizienten vor den Monomen’.

3.Fall: ¢, =u" mituelR
Verwenden Sie den Ansatz, = b - u*, setzen Sie diese in (A.5) ein und ermitteln Gie

4. Fall: ¢, = Agsin(an) + By cos(an) mit Ag, By € R
Verwenden Sie den Ansatz = Asin(ak) + B cos(ak), setzen Sie diese in (A.5) ein und ermit-
teln SieA und B.

Beispiel A.1.1 Die Fehlerfolges,, bei der Berechnung einer Nullstelle' einer Funktionf &€
C?([a, b]) mit Hilfe des Sekantenverfahrens kann naherungsweisehdlie Rekursionsformel

Entl = U En - En—1

mit « > 0 dargestellt werden. Setzt man nup= log(sy), so ergibt sich die inhomogene lineare
Differenzengleichung

ant1 = log(u) + an + an—1. (A.6)

Wie bei der Berechnung der Fibonacci-Zahlen sind

die Losungen der homogenen Differenzengleichung und

af) = —log(u)

eine partikulare Losung von (A.6). Das fihrt zu

i = a® +a® = _log(u) + e (1—\/5> e <1+\/5>

2

und man erhalt schlieRRlich )
£y =~ - 601(%)"4—02(1-9/5)” .
u
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Mit \; := 1‘2‘/3 und )y := % ist

1 1 1
En+1 _ eq){ZJr —l—cg)\g7L —cl)\rf)\g—cg)\;”L _ e—\/gcle 1 (n - OO)

in Abhangigkeit vonn beschrankt. Also ist bei Konvergenz gegedie maximale Konvergenz-
ordnung gIeichHT\/g.
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