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1 NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

Nachdem wir uns in der Vorlesung Numerik I mit dem Lösen linearer Gleichungssysteme
beschäftigt haben, wenden wir uns nun nichtlinearen Gleichungen (in einer oder mehreren Va-
riablen) zu. Diese Gleichungen treten häufig als Teilaufgabe bei der Behandlung komplexerer
Probleme auf.
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Abb. 1.1: Lösung von zwei Gleichungen in zwei Unbekannten.Die durchgezogenen Linien sind
Niveaulinien zuf(x, y) = 0, die gestrichelten Linien zug(x, y) = 0. Die gesuchten Lösungen
sind die Schnittpunkte der völlig unabhängigen Nulllinien. Die Anzahl der Nullstellen ist im All-
gemeinen a-priori nicht bekannt.

1.1 PROBLEMSTELLUNG UND BEISPIELE

In der Numerik 1 haben wir lineare Gleichungssysteme

Ax = b, A ∈ R
n×n, b ∈ R

n

betrachtet, d.h. in diesem Fall hatten wir ein lineare Funktion A : R
n → Rn. Ist nun allgemein

ein System vonn nichtlinearen Gleichungen inn Unbekannten gegeben, d.h. mit einer stetigen,
nichtlinearen Funktion

F̃ : R
n → R

n,

so können wir das gegebene Problem̃F (x) = b in eineNullstellenaufgabetransformieren, so
dass Lösungenx ∈ R

n der Gleichung

F (x) := F̃ (x) − b = 0 (1.1)

zu bestimmen sind. Noch allgemeiner:F : Ω → W mit MengenΩ,W ⊂ R
n. Wir beschränken

uns aber in dieser Vorlesung auf den FallW = R
n. Für

• n = 1 spricht man von einerskalarenGleichung,

• für n > 1 von einemSystem.

Zur Motivation stellen wir zunächst mehrere Modellbeispiele, bei denen nichtlineare Gleichungen
auftreten, vor.



2 Kapitel 1: Nichtlineare Gleichungen

Beispiel 1.1.1 (Erste einfache Beispiele)Wir beginnen mit einigen einfachen Beispielen, die
aber bereits einen Eindruck von der Vielfalt nichtlinearerGleichungssysteme vermitteln.

(a) Lösef(x) = 0 für f(x) = x2 − 2px + q mit p, q ∈ R. Bekanntermaßen gibt es zwei
Lösungenx1,2 = p ±

√
p2 − q. Fallsp2 − q < 0 gibt es keine reelle Lösung. An diesem

ganz einfachen Beispiel sieht man bereits, dass Existenz und Eindeutigkeit im nichtlinearen
Fall nicht trivial sind.

(b) Es müssen aber nicht immer Zahlen (oder Vektoren) die gesuchten Lösungen sein. Als
Beispiel betrachte man nichtlineare Differentialgleichungen, z.B. die Transportgleichung
(
”
Burgers–Gleichung“):

d

dt
u(t, x) + u(t, x)

d

dx
u(t, x) = 0, (kurz: ut + uux = 0)

wobeiu(t, x) die Geschwindigkeit eines Teilchens zur Zeitt am Ortx ist. Die Unbekannte
ist also eineFunktion, man sucht in einemunendlich-dimensionalenRaum (den Raum aller
in t undx stetig differenzierbareb Funktionen). Anwendungen sind z.B. Simulationen des
Straßenverkehrs oder Informationsausbreitung im Internet.

(c) Numerische Transformation von Wahrscheinlichkeits–Verteilungsfunktionen und die Be-
rechnung von Quantilen. Aus der Wahrscheinlichkeitsrechnung kennen Sie Tabellen von
Quantilen z.B. der Standardnormalverteilung. Diese können nicht exakt berechnet werden,
sondern ergeben sich als Lösung eines nichtlinearen Problems.

(d) Fast alle
”
realen“ Phänomene sind nichtlinear — werden oft zur Vereinfachung linearisiert.

Wie man schon an obigem Beispiel sieht, hat man hier keine
”
handlichen“ Kriterien für Existenz

und Eindeutigkeit. Dies hat natürlich auch Konsequenzen für die numerischen Lösungsverfahren.
Im Folgenden zeigen wir weitere Beispiele.

Beispiel 1.1.2 (Zinssatz bei einem Kredit)Wie hoch darf der Zinssatz sein, wenn man einen
Kredit über 10.000 Euro in 10 Jahren abzahlen möchte und man höchstens 250 Euro monatlich
aufbringen kann? Oder allgemeiner eine KreditsummeK0 in n Jahren mit monatlichen RatenR
getilgt haben möchte?
Der Einfachheit halber rechnen wir den jährlichen Zinssatz p in einen monatlichen Zinssatzm um,
d.h. verzinst man monatlich mit einem Prozentsatzm oder jährlich mitp, so erhält man am Ende
des Jahres jeweils das Gleiche. Die Beziehung zwischenp undm ist also(1 +m)12 = 1 + p.
Für den RestbetragKi des Kredits nachi ∈ N Monaten gilt:

Ki = Ki−1(1 +m) −R,

Ki+1 = Ki(1 +m) −R = [Ki−1(1 +m) −R] (1 +m) −R,

= Ki−1(1 +m)2 −R [(1 +m) + 1] ,

...

Kn = K0(1 +m)n −R
[
(1 +m)n−1 + . . .+ (1 +m) + 1

]
,

= K0(1 +m)n −R [(1 +m)n − 1] /m,

= (K0 −R/m)(1 +m)n +R/m.

Zu gegebener KreditsummeK0, monatlichem Zinssatzm und Tilgungsdauer (n Monate) berech-
net sich die RateR, um den Kredit vollständig zu tilgen, indem wirKn = 0 setzen, d.h.

R = K0m (1 +m)n/ [(1 +m)n − 1] .
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Abschnitt 1.1: Problemstellung und Beispiele 3

Auch die Tilgungsdauer lässt sich analytisch darstellen

n =
log (R/(R−mK0))

log(1 +m)
.

(Wie ist hier das Ergebnis zu interpretieren, fallsn nicht ganzzahlig ist?) Wie gewinnt man jedoch
m zu gegebenenK0 > 0, n ∈ N,K0 > R > K0/n aus der Gleichung

(mK0 −R)(1 +m)n +R = 0?

Es ist offensichtlich, dass0 < m < 1 gilt und f(m) := (mK0 − R)(1 + m)n + R nur eine
Nullstelle in(0, 1) hat. Aber wie kann man diese einfach, schnell und numerisch stabil bestimmen?
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Abb. 1.2: Der Graph vonf(m) := (mK0 − R)(1 + m)n + R (links, y-Achse linear skaliert,
x ∈ [0, 0.02]) bzw. |f(m)| (rechts, logarithmisch-skaliert,x ∈ [0, 0.1]) für K0 = 10000, R = 250
undn = 48. Die Funktionf hat eine Nullstelle bei0 und bei≈ 0.008.

Beispiel 1.1.3 (Nullstellen von Orthogonalpolynomen)Sei Pn der Vektorraum der Polynome
vom Grad kleiner gleichn. Die Legendre-PolynomePn ∈ Pn (n = 0, 1, 2, . . .) erfüllen die
Drei-Term-Rekursion

P0(x) = 1, P1(x) = x, (n + 1)Pn+1(x) = (2n+ 1)xPn(x) − nPn−1(x), n ∈ N .

Die ersten Legendre-Polynome lauten

P0 = 1, P3 =
1

2
(5x3 − 3x),

P1 = x, P4 =
1

8
(35x4 − 30x2 + 3),

P2 =
1

2
(3x2 − 1), P5 =

1

8
(63x5 − 70x3 + 15x) .

Die Nullstellen derLegendre-Polynome liegen in(−1, 1) und die Nullstellen vonPn trennen die
Nullstellen vonPn+1 (n ∈ N). Mit Hilfe dieser Eigenschaft lassen sich sukzessive Intervalle

finden, in denen Nullstellen liegen, z.B. hatP1 die Nullstelleξ(1)1 = 0 und somit liegen die Null-

stellenξ(2)1 , ξ(2)2 vonP2 in (−1, 0) und(0, 1), die Nullstellenξ(3)1 , ξ(3)2 , ξ(3)3 vonP3 in (−1, ξ
(2)
1 ),

(ξ
(2)
1 , ξ

(2)
2 ) und (ξ

(2)
2 , 1). Diese Eigenschaft derLegendre-Polynome gilt auch für weitere Ortho-

gonalpolynome (siehe Satz?? in Kapitel 3). Die Berechnung der Nullstellen ist u.a. wichtig im
Zusammenhang mitGauß-Quadraturformeln.
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4 Kapitel 1: Nichtlineare Gleichungen

Beispiel 1.1.4 (Extremalstellen von skalaren Funktionen)Die mehrdimensionale Erweiterung
derRosenbrock1-Funktionf : R

n → R mit

f(x) =

n−1∑

i=1

[
(1 − xi)

2 + 100(xi+1 − x2
i )

2
]
, x ∈ R

n

hat für n ≥ 4 mindestens ein lokales Minimum in der Umgebung von(x1, x2, . . . , xn)T =
(−1, 1, . . . , 1)T neben dem globalen Minimum(x1, . . . , xn)T = (1, . . . , 1)T . Diese Extremalstel-
len erfüllen notwendigerweise die Gleichung∇f = 0. Wie kann man nun fürn ≥ 4 ein solches
lokales Minimum bestimmen? Dies bedeutet, einx ∈ R

n \ {(1, . . . , 1)T } ist zu bestimmen mit

g(x) = (g1(x), . . . , gn(x))T = 0,

g1(x) :=
∂f

∂x1
= −2(1 − x1) − 400x1(x2 − x2

1),

gi(x) :=
∂f

∂xi
= −2(1 − xi) − 400xi(xi+1 − x2

i ) + 200(xi − x2
i−1), i = 2, . . . , n− 1 ,

gn(x) :=
∂f

∂xn
= 200(xn − x2

n−1) .

1.1.1 Notation
SeiX der zugrunde liegendeBanach-Raum. Außerdem bezeichnen wir mit‖ · ‖ eine beliebige
Norm aufX. Wir betrachten hier die Fälle

• X = R versehen mit der Betrags-Norm‖ · ‖ ≡ | · | und

• X = R
n.

Vektorenx ∈ R
n werden hier grundsätzlich alsSpaltenvektorenverstanden. MitxT bezeichnen

wir den durch Transposition entstehenden Zeilenvektor.

Wenn nicht explizit anders erwähnt, verwenden wir aufX = Rn die Euklidische Norm
‖ · ‖ ≡ ‖ · ‖2 mit:

‖x‖2 =
√
xTx =

(
n∑

i=1

x2
i

)1/2

, x ∈ R
n.

Weitere nützlichep-Normen sind hier die Betragssummennorm

‖x‖1 :=
n∑

i=1

|xi|

und die Maxiumsnorm

‖x‖∞ = max
1≤i≤n

|xi|.

Seiǫ > 0 undx∗ ∈ R
n, dann bezeichnen wir dieoffeneǫ-Umgebung umx∗ mit Kǫ(x

∗):

Kǫ(x
∗) := {x ∈ R

n : ‖x∗ − x‖ < ǫ}.

Ist die skalarwertige Funktionf : R
n → R stetig differenzierbar, dann wird

∇f(x) =




∂f
∂x1

(x)
...

∂f
∂xn

(x)


 ∈ R

n

1Rosenbrock, Howard Harry (1920 - 2010)
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Abschnitt 1.1: Problemstellung und Beispiele 5

derGradient von f im Punktx genannt. Istf zweimal stetig differenzierbar, dann nennt man

∇2f(x) =




∂2f
∂x1∂x1

(x) . . . ∂2f
∂x1∂xn

(x)
...

...
∂2f

∂xn∂x1
(x) . . . ∂2f

∂xn∂xn
(x)


 ∈ R

n×n

die Hesse-Matrix vonf im Punktx.

Ist F : R
n → R

n stetig differenzierbar, dann ist

JF (x) =




∇F1(x)
T

...
∇Fn(x)T


 =




∂F1
∂x1

(x) . . . ∂F1
∂xn

(x)
...

...
∂Fn
∂x1

(x) . . . ∂Fn
∂xn

(x)


 ∈ R

n×n

die Jacobi-Matrix vonF im Punktx.

1.1.2 Grundlegende Begriffe: Konvergenzgeschwindigkeit
Wir betrachten stets eine Folge als ein iteratives Verfahren zur Approximation einer Unbekannten
x∗, z.B. der Lösung vonF (x) = 0. Also möchten wir natürlich, dass

x(k) → x∗, k → ∞

möglichst schnell konvergiert. Oder, anders ausgedrückt, bei vorgegebenenǫ > 0 (einer Toleranz)
möchten wir möglichst wenige Schritte unternehmen, also

‖x(k) − x∗‖ ≤ ǫ

mit einem möglichst kleinenn = n(ǫ) ∈ N. Dies führt auf den Begriff derKonvergenzordnung,
die ein Maß für die Konvergenzgeschwindigkeit ist.

Definition 1.1.5 (Konvergenzgeschwindigkeit)Sei(x(k))k∈N eine konvergente Folge mitx(k) ∈
R

n und Grenzwertx∗ ∈ R
n.

1. Man bezeichnet(x(k))k∈N als (mindestens)linear konvergent (oderQ-linear konvergent),
wenn es ein0 < ρ < 1 gibt mit

‖x(k+1) − x∗‖ ≤ ρ‖x(k) − x∗‖, k = 0, 1, . . . .

Die Zahlρ wird Konvergenzfaktor (oder auchKontraktionsrate ) genannt.

2. Gibt es eine gegen Null konvergente Folge(ρk)k∈N mit

‖x(k+1) − x∗‖ ≤ ρk‖x(k) − x∗‖, k = 0, 1, . . . ,

so heißt(x(k))k∈N (mindestens)superlinear konvergent (oder Q-superlinear konver-
gent).

3. Gibt es einρ > 0 und ein1 < q ∈ R mit

‖x(k+1) − x∗‖ ≤ ρ‖x(k) − x∗‖q, k = 0, 1, . . . ,

so heißt(xk)k∈N konvergent mit (mindestens)Konvergenzordnung q. Für q = 2 spricht
man auch von (mindestens)quadratischer Konvergenz(oderQ-quadratischer Konver-
genz).

Numerik II, 29. Juli 2013



6 Kapitel 1: Nichtlineare Gleichungen

4. Man nennt(xk)k∈N R-linear konvergent mit Rate0 < γ < 1 gegenx∗, falls es eine Folge
(αk)k∈N ⊂ (0,∞) gibt, dieQ-linear mit Rateγ gegen0 konvergiert, so dass gilt:

‖x(k) − x∗‖ ≤ αk für k → ∞.

5. Die Folge(xk)k∈N heißtR-superlinear konvergent mit Rate0 < γ < 1 gegenx∗, falls
es eine Folge(αk)k∈N ⊂ (0,∞) gibt, dieQ-superlinear mit Rateγ gegen0 konvergiert, so
dass gilt:

‖x(k) − x∗‖ ≤ αk für k → ∞.

6. Die Folge(xk)k∈N heißt R-quadratisch konvergent gegenx∗, falls es eine Nullfolge
(αk)k∈N ⊂ (0,∞) gibt, dieQ-quadratisch gegen0 konvergiert, so dass gilt:

‖x(k) − x∗‖ ≤ αk für k → ∞.

Bemerkung 1.1.6 (Charakterisierung derQ-Konvergenz viaLandau’scher-Symbolik) Mit
der o- undO-Notation kann man die Definitionen auch wie folgt schreiben: Eine Folge(x(k))k∈N

mit x(k) → x∗ heißt (mindestens)Q-superlinear konvergent, falls

‖x(k+1) − x∗‖ = o(‖x(k) − x∗‖), für k → ∞,

die Folge heißt (mindestens)Q-quadratisch konvergent, falls

‖x(k+1) − x∗‖ = O(‖x(k) − x∗‖2), für k → ∞.

Bemerkung 1.1.7 (Charakterisierung derQ-Konvergenz über Brüche) Eine Folge(x(k))k∈N

mit x(k) → x∗ wird auch alsQ-superlinear konvergentbezeichnet, falls

lim
k→∞

‖x(k+1) − x∗‖
‖x(k) − x∗‖ = 0

gilt und alsQ-quadratisch konvergent, falls

lim sup
k→∞

‖x(k+1) − x∗‖
‖x(k) − x∗‖ <∞.

Diese Charakterisierungen sind allerdings nur möglich, wennx(k) 6= x∗ für allek ∈ N gilt.

Motiviert durch diese Beschreibung definiert man

Definition 1.1.8 (Q-und R-Faktor) 1. Q-Konvergenz:

(a) Für eine Folge(x(k))k∈N mit x(k) → x∗ undp ∈ [1,∞) wird

Qq(x
(k)) :=





lim supk→∞
‖x(k+1)−x∗‖
‖x(k)−x∗‖q , falls x(k) 6= x∗ für allek ∈ N,

0, falls x(k) = x∗ für allek ≥ k0,

+∞, sonst.

der Quotienten-Konvergenzfaktor (Q-Faktor) von (x(k))k∈N genannt.

(b) Die Größe

OQ(x(k)) := inf{p ∈ [1,+∞) Qp(x
(k)) = ∞}

heißtQ-Konvergenzordnungder Folge(x(k))k∈N.
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2. R-Konvergenz:

(a) Für eine Folge(x(k))k∈N mit x(k) → x∗ undp ∈ [1,∞) wird

Rp(x
(k)) :=

{
lim supk→∞ ‖x(k) − x∗‖1/k, falls p = 1,

lim supk→∞ ‖x(k) − x∗‖1/pk
, falls p > 1,

derWurzel-Konvergenzfaktor (R-Faktor, engl. root-factor) von(x(k))k∈N genannt.

(b) Die Größe

Rp(x
(k)) := inf{p ∈ [1,+∞) Rp(x

(k)) = 1}

heißtR-Konvergenzordnungder Folge(x(k))k∈N.

Bemerkung 1.1.9 Die DefinitionQ-Konvergenz basiert somit auf dem Quotientenkriterium für
Reihen, während dieR-Konvergenz auf dem Wurzelkriterium für Reihen basiert. Offenbar impli-
ziertQ-Konvergenz die entsprechendeR-Konvergenz.

Bemerkung 1.1.10Fürp = 1 undp = 2 gilt
Q1(x

(k)) = 0 Q-superlineare Konvergenz
0 < Q1(x

(k)) < 1 Q-lineare Konvergenz
0 < Q2(x

(k)) < +∞ Q-quadratische Konvergenz

1.2 SKALARE NICHTLINEARE GLEICHUNGEN

Betrachten wir zunächst die Situation in einer Raumdimension. Mit anderen Worten, in diesem
Abschnitt beschäftigen wir uns zunächst mit Verfahren zur Lösung einer skalaren nichlinearer
Gleichung

f(x) = 0.

wobeiI := [a, b] ⊂ R undf : I → R eine stetige Funktion.

1.2.1 Bisektionsmethode
Die Bisektionsmethode ist ein sehr einfaches robustes Verfahren, das jedoch nur fürskalareGlei-
chungen geeignet ist.

Herleitung des Algorithmus: Diese Methode, motiviert durcḧUberlegungen aus der reellen ein-
dimensionalen Analysis (siehe Intervallschachtelung), löst (1.1) dadurch, dass sie die Lösung
durch systematisch kleiner werdende Intervalle einschließt. Man geht von der Annahme aus, es
sei ein IntervallI := [a, b] bekannt mitf(a) · f(b) < 0. Da wir f stetig vorrausgesetzt haben
können wir den Zwischenwertsatz anwenden. Mit anderen Worten, die Annahmef(a) · f(b) < 0
liefert die Existenz eine Nullstellex∗ ∈ (a, b), d.h. die Existenz einesx∗ im Inneren vonI mit
f(x∗) = 0.

Zunächst wird in den Mittelpunktm = 1
2 (a + b) des IntervallsI der Funktionswertf(m) be-

stimmt. Istf(m) 6= 0 entscheidet nun das Vorzeichen, in welchem der Teilintervalle [a,m], [m, b]
die gesuchte Lösungx∗ liegt. Nun passt man die Intervallgrenzen entsprechend an,so dassx∗ im
neuen halbierten Intervall liegt und beginnt von vorne.
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Etwas mathematischer: Wir bezeichnen die Grenzen des AusgangsintervallsI mit a0 := a
und b0 := b wählen als Startwert den Mittelwertx(0) := 1

2(a0 + b0). Führen einen Vor-
zeichentest durch, um zu prüfen, auf welcher Seite des Mittelpunkts die Nullstelle liegt. Falls
f(x(0))f(a0) < 0 ist wählen wir das linke Teilintervall als neues Intervallund setzen
a1 := a0, b1 := x(0), ansonsten, wählen wir das rechte Teilintervall und setzen
a1 := x(0), b1 := b0. Von dem neuen Teilintervall bestimmen wir unsere nächsteIterierte wie-
derum als Mittelpunktx(1) = 1

2(a1 + b1). Wir erhalten damit folgenden Algorithmus:

Algorithmus 1.2.1 (Bisektionsmethode)SeienI := [a, b] mit f(a)f(b) < 0, ǫ > 0 gegeben und
setzea0 := a, b0 := b.
Für k = 0, 1, 2 . . . :

1) Berechnex(k) = 1
2(ak + bk) undf(x(k)).

2) Falls |f(x(k))| ≤ ǫ, STOPP.

3) Falls f(x(k))f(ak) < 0, setze

ak+1 := ak, bk+1 := x(k),

sonst
ak+1 := x(k), bk+1 := bk.

Bemerkung 1.2.1 (Abbruchbedingungen)Sei ǫ > 0 eine gegebene Toleranz. Man könnte an
die folgenden zwei Abbruchbedingungen für das Bisektionsverfahren denken: Einerseits das in
Algorithmus 1.2.1 Schritt 2 verwendete Abbruchkriterium,bei dem gefordert wird, dass der Funk-
tionswert in der aktuellen Näherung betragsmäßig sehr klein wird:

|f(x(k))| ≤ ǫ.

Und andererseits, das im nachfolgenden Matlab-Programm verwendete Abbruchkriterium, bei
dem der Algorithmus abbricht, wenn das Intervall sehr kleinwird:

|ak − bk| ≤ ǫ.

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: BisektionsMethode.m

1 function Nullstelle = BisektionsMethode(a,b,func,epsilon)
2 % Initialisierung
3 temp=[]
4 fa = func(a); fb = func(b);
5 while abs(a-b) > epsilon
6 m = (a+b)/2;
7 fm = func(m);
8 if fm == 0
9 Nullstelle = m;

10 return
11 elseif fa * fm < 0
12 b = m;
13 fb = fm;
14 else
15 a = m;
16 fa = fm;
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17 end
18 temp = [temp;m];
19 end
20 % L̈osung
21 Nullstelle = m;

MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:

Testen wir nun die Bisektions-
methode anhand von Bsp. 1.1.2.
Wie hoch darf der Zinssatz sein,
wenn man einen Kredit über10.000
Euro in 48 Monaten zurückzahlen
möchte, aber nur250 Euro monat-
lich aufbringen kann?

>> n = 48;
>> K0 = 10000;
>> R = 250;
>> f = @(m) (m * K0-R) * (1+m)ˆn+R;
>> m = Bisektionsmethode(eps,1,f,1e-7)
m =

0.00770145654678
>> p = 100 * ((1+m)ˆ12-1)
p =

9.64343564476941

Nach der Umrechnung in den jährlichen Zinssatz sehen wir, dass wir uns den Kredit nur erlauben
könnten, wenn der Zinssatz niedriger als9.65% ist.

Offenbar wird die Intervalllänge in jeder Iteration halbiert. Die Methode konvergiert somit. Gleich-
zeitig erhalten wir eine a-priori Fehlerabschätzung. Dies halten wir in der folgenden Bemerkung
fest.

Bemerkung 1.2.2 (Konvergenz des Bisektionsverfahrens)Betrachten wir den Mittelpunktx(k)

des Intervalls nach derk-ten Intervallhalbierung als Näherung anx∗, so gilt die a-priori Fehler-
abschätzung

|x(k) − x∗| ≤ b− a

2k
, k = 0, 1, 2, . . . .

Da die Fehlerschranke wie eine geometrische Folge abnimmt,liest man manchmal, dass die

”
Konvergenzordnung“1 sei (also lineare Konvergenz vorliege). Nach Definition 1.1.5 ist das

Bisektionsverfahrennicht Q-linear konvergent, da auf der rechten Seite der Abschätzung nicht
|x(k−1) − x∗| steht, man also keine monotone Reduktion des Fehlers hat. Esgibt Beispiele, bei
denen der Fehler springt, vgl. [QSS1,§6.2]. Allerdings ist das BisektionsverfahrenR-linear kon-
vergent, denn die Folge der Beträge der absoluten Fehlere(k) := x(k) − x∗, d.h. (βk)k∈N, mit
βk := |e(k)|, wird durch die linear konvergente Folge(αk)k∈N, mit αk := b− a/2k majorisiert.

1.2.2 Regula-Falsi1

Herleitung des Algorithmus: Wiederum gehen wir davon aus, dass ein IntervallI := [a, b] mit
f(a) · f(b) < 0 bekannt sei. Anstatt nunI durch Hinzufügen eines Mittelpunkts in zwei Intervalle
zu zerlegen, wählen wir eine zusätzliche Stelleξ, die Nullstelle der Geraden durch(a, f(a)) und
(b, f(b)), d.h.

ξ = a− b− a

f(b) − f(a)
f(a) =

af(b) − bf(a)

f(b) − f(a)
. (1.2)

Mit den beiden Intervallen[a, ξ], [ξ, b] verfahren wir nun analog zur Methode der Intervallhal-
bierung. D.h. durch einen Vorzeichentest prüfen wir wieder, in welchem der beiden Teilintervalle

1lat.:
”
Regel des falschen Ansatzes“

Numerik II, 29. Juli 2013
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die Nullstelle liegt, und nehmen das entsprechende Intervall als neues Intervall. Als Algorithmus

y = f(x)

b= x(0)

a = x(1)

x (2) x

y

Abb. 1.3: Die geometrische Interpretation der Regula-Falsi-Methode.

ergibt sich somit:

Algorithmus 1.2.2 (Regula-Falsi) SeienI := [a, b] mit f(a)f(b) < 0, ǫ > 0 gegeben und setze
a0 := a, b0 := b.
Für k = 0, 1, 2 . . . :

1) Berechnex(k) = akf(bk)−bkf(ak)
f(bk)−f(ak) undf(x(k)).

2) Falls |f(x(k))| ≤ ǫ, STOPP.

3) Falls f(ak)f(x(k)) < 0, setze

ak+1 := ak, bk+1 := x(k),

sonst

ak+1 := x(k), bk+1 := bk.

Satz 1.2.3 (Konvergenzordnung Regula-Falsi-Methode)Es seix∗ einzige Nullstelle von f in
I := [a, b], f ∈ C3(I) und f ′(x∗) · f ′′(x∗) 6= 0 . Dann betr̈agt die Konvergenzordnung der
Regula-Falsi-Methodep = 1.

Beweis.Es bezeichne(x(k))k∈N die sich aus aus obigem Algorithmus 1.2.2 ergebende Folge von

”
Mittelpunkten“, d.h.x(k) ∈ (ak, bk) (k ∈ N). Es seien

εak := ak − x∗ , εbk := bk − x∗ .

Aus (1.2) und der Voraussetzungf(x∗) = 0 folgt

εk := x(k) − x∗ =
(ak − x∗)f(bk) − (bk − x∗)f(ak)

f(bk) − f(ak)

=
εakf(x∗ + εbk) − εbkf(x∗ + εak)

f(x∗ + εbk) − f(x∗ + εak)
.
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Daf ∈ C3(I) nach Voraussetzung gilt, liefert dieTaylor2-Entwicklung:

εk =
εak{εbkf ′(x∗) + 1

2 (εbk)
2f ′′(x∗) + . . .} − εbk{εakf ′(x∗) + 1

2(εak)
2f ′′(x∗) + . . .}

{εbkf ′(x∗) + 1
2 (εbk)

2f ′′(x∗) + . . .} − {εakf ′(x∗) + 1
2(εak)

2f ′′(x∗) + . . .}

=
1
2ε

a
kε

b
k(ε

b
k − εak)f

′′(x∗) + . . .

(εbk − εak){f ′(x∗) + 1
2(εbk + εak)f

′′(x∗) + . . .}

=
1
2ε

a
kε

b
kf

′′(x∗) + . . .

f ′(x∗) + . . .

Nach der Herleitung des Algorithmus giltak < x∗ < bk. Demzufolge besitzenεak undεbk entge-
gengesetztes Vorzeichen und es gilt weiterεbk − εak > 0. Für hinreichend kleine|εak| und |εbk| folgt
damit

εk ≈ f ′′(x∗)
2f ′(x∗)

εakε
b
k . (1.3)

Mit f ′′(x∗) 6= 0 gilt aber weiterhin, dassf in einer hinreichend kleinen Umgebung vonx∗ konvex
oder konkav ist, und folglich bleibt ein Intervallende festund wird im Verfahren nur umbenannt.
Deshalb istεk nur direkt proportional zu einem der beiden vorhergehendenεak oderεbk. Die asym-
ptotische FehlerkonstanteC ist für eine konkave Funktion gegeben durch

C =

∣∣∣∣
f ′′(x∗)
2f ′(x∗)

εak

∣∣∣∣ , εak = εak−1 = . . . = εa1 = x1 − x∗,

und damit konvergiert die Folge(x(k))k∈N linear. Analoges gilt für konvexe Funktionen mitεbk
anstattεak.

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: RegulaFalsi.m

1 function Nullstelle = RegulaFalsi(a,b,func,epsilon)
2 fa = func(a); fb = func(b); % Initialisierung
3 m = (a* fb-b * fa)/(fb-fa); fm = func(m);
4 while abs(fm) > epsilon
5 if fa * fm < 0
6 b = m;
7 fb = fm;
8 else
9 a = m;

10 fa = fm;
11 end
12 m = (a* fb-b * fa)/(fb-fa);
13 fm = func(m);
14 end
15 Nullstelle = m; % L̈osung

2Taylor, Brook (1685-1731)
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MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:

Testen wir nun das Regula-Falsi-
Verfahren anhand Bsp. 1.1.2 mit
K0 = 10000, n = 48 undR = 250.

>> n = 48;
>> K0 = 10000;
>> R = 250;
>> f = @(m) (m * K0-R) * (1+m)ˆn+R;
>> m = RegulaFalsi(1e-5,0.1,f,1e-7)
m =

0.00770147244890

Bei einem genaueren Vergleich mit dem Bisektionsverfahrenstellt man bei diesem Beispiel eine
langsamere Konvergenz des Regula-Falsi-Verfahrens fest.

Bemerkung 1.2.4 (Abbruchbedingung für Verfahren 1. Ordnung) Wir hatten bereits über
denkbare Abbruchbedingungen im Rahmen des Bisektionsverfahrens nachgedacht. Allgemeiner
formuliert könnte man zu einer gewünschter Zielgenauigkeit ǫ > 0 einerseits an die Bedingung

|x(k) − x∗| ≤ ǫ

und andererseit an die bereits angesprochene Bedingung|f(x(k))| ≤ ǫ denken. Allerdings enthällt
erster Abbruchbedingung die unbekannte Nullstellex∗. Für Verfahren 1. Ordnung gilt mit der
Dreichecksungleichung:

|x(k) − x(k+1)| ≥ |x(k) − x∗| − |x(k+1) − x∗| ≥
(

1

C
− 1

)
|x(k+1) − x∗|

also

|x(k+1) − x ∗ | ≤ C

1 − C
|x(k) − x(k+1)|.

Auf der rechten Seite dieser Ungleichung kommtx∗ nicht mehr vor! Oftmals verwendet man daher
für Verfahren 1. Ordnung auch

|x(k) − x(k+1)|
|x(k)| ≤ ǫ

als Abbruchbedingung.

1.2.3 Die Sekantenmethode
Als Modifikation des Regula-Falsi-Verfahrens verzichtet man bei der Sekantenmethode darauf,
die Lösung durch zwei Näherungswerte einzuschließen.

Herleitung des Algorithmus: Zu zwei vorgegebenen Näherungswertenx(0) undx(1), welche die
Lösung nicht notwendigerweise einzuschließen brauchen,bestimmt manx(2) als Nullstelle der
Sekante

β =
f(x(1)) − f(x(0))

x(1) − x(0)

zu(x(0), f(x(0))) und(x(1), f(x(1))). Ungeachtet der Vorzeichen bestimmt man ausx(1), x(2) eine
nächste Näherungx(3).

Die Iterationsvorschrift der Sekantenmethode ergibt sichdamit zu

x(k+1) = x(k) − f(x(k))
x(k) − x(k−1)

f(x(k)) − f(x(k−1))
, k = 1, 2, . . . . (1.4)

Als Algorithmus ergibt sich somit:
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Algorithmus 1.2.3 (Sekantenverfahren)Wählex(0), x(1) ∈ R, ǫ ≥ 0.
Für k = 1, 2 . . . :

1) Berechne

x(k+1) = x(k) − f(x(k))
x(k) − x(k−1)

f(x(k)) − f(x(k−1))
.

2) Falls |f(x(k+1))| ≤ ǫ, STOPP.

y = f(x)

x(0)x(1)

x(2) x(3)

y

x

Abb. 1.4: Die geometrische Interpretation der Sekantenmethode.

Bemerkung 1.2.5 Man beachte, dass das Sekantenverfahren im Gegensatz zu denvorangegangen
Verfahren ein zweistufiges Verfahren ist.

Satz 1.2.6 (Konvergenzordnung Sekantenverfahren)Falls f ′(x∗)·f ′′(x∗) 6= 0 gilt, ist die Kon-
vergenzordnung der Sekantenmethodep = 1

2(1 +
√

5).

Beweis.Wir betrachten die Sekantenmethode als Modifikation des Regula-Falsi-Verfahrens. Für
hinreichend kleine Fehler|εk−1| und |εk| bleibt (1.3) für die Sekantenmethode gültig, bzw. geht
über in

εk+1 ≈ f ′′(x∗)
2f ′(x∗)

εkεk−1 . (1.5)

Es besteht jedoch der Unterschied, dass bei Erhöhung vonk sich beide Werteεk−1 undεk ändern.
Mit der KonstantenC := |f ′′(x∗)/(2f ′(x∗))| gilt für hinreichend großesk

|εk+1| ≈ C|εk| · |εk−1|.

Nach unserer Definition der Konvergenzordnung versuchen wir nun dieseDifferenzengleichung
mit dem Ansatz

|εk| = ρ|εk−1|p, ρ > 0, p ≥ 1

zu lösen. Einsetzen ergibt

(|εk+1| =) ρ|εk|p = ρ · ρp|εk−1|p
2 !

= C · ρ|εk−1|p+1 (= C|εk| · |εk−1|) .

Diese letzte Gleichung kann aber für alle (hinreichend großen)k nur dann gelten, falls

ρp = C und p2 = p+ 1
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erfüllt sind. Die positive Lösungp = 1
2(1 +

√
5) der quadratischen Gleichung ist des-

halb die Konvergenzordnung der Sekantenmethode. Die asymptotische Fehlerkonstante ist
ρ = C1/p = C0.618.

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: SekantenMethode.m

1 function x1 = SekantenMethode(x0,x1,func,epsilon)
2 % Initialisierung
3 fx0 = func(x0); fx1 = func(x1);
4 while abs(fx1) > epsilon && abs(fx0-fx1) > epsilon
5 tmp = x1;
6 x1 = x1 - fx1 * (x1-x0)/(fx1-fx0);
7 x0 = tmp;
8 fx0 = fx1;
9 fx1 = func(x1);

10 end

MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:

Testen wir nun abschließend die Se-
kantenmethode an Bsp. 1.1.2 mit
K0 = 10000, n = 48 undR = 250.

>> n = 48;
>> K0 = 10000;
>> R = 250;
>> f = @(m) (m * K0-R) * (1+m)ˆn+R;
>> m = SekantenMethode(1e-2,0.1,f,1e-7)
m =

0.00770147248822

Im Vergleich zu den oben gemachten Tests ist hier das Startintervall kleiner zu wählen.

1.2.4 Fixpunkt-Iteration
Idee: Wie schon bei klassischen Iterationsverfahren zur Lösunglinearer Gleichungssysteme be-
steht die einfache Idee darin, das Nullstellen–Problemf(x) = 0, in ein Fixpunkt–Problem um-
zuschreiben. Wir werden schnell sehen, dass diese Idee auchfür Systeme von nichtlinearen Glei-
chungen verwendet werden kann. Die Fixpunkt–Funktion lautet dann

φ(x) := x− f(x).

Offensichtlich giltf(x∗) = 0 genau dann, wennx∗ = φ(x∗), also wennx∗ Fixpunkt vonφ ist.
Nun sind auch andere Definitionen fürφ denkbar, so dass wir eine ganze Klasse von Verfahren
erhalten.

Die Konvergenz von Fixpunkt–Iterationen wird durch denBanach’schen3 Fixpunktsatz geklärt.
Wir formulieren und beweisen diesen hier in einem etwas allgemeineren Rahmen als er aus der
Analysis bekannt sein dürfte. Insbesondere kann der Satz in dieser Formulierung auch im nächsten
Abschnitt über nichtlineare Gleichungssysteme angewandt werden.

3Banach, Stefan (1892-1945)
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Satz 1.2.7 (Banach’scher Fixpunktsatz)
X sei ein linear normierter Raum mit Norm‖ · ‖, E ⊆ X sei eine vollsẗandige Teilmenge vonX.
Die AbbildungΦ : X → X erfülle folgende Bedingungen:

(i) Selbstabbildung:Φ(E) ⊆ E, alsoΦ : E → E.

(ii) Kontraktion: Es gelte‖Φ(x)−Φ(y)‖ ≤ L‖x− y‖ ∀x, y ∈ E (Lipschitz4–Stetigkeit) mit
einer KonstantenL < 1.

Dann gilt:

(a) Es existiert genau ein Fixpunktx∗ vonΦ in E.

(b) Die Iteration

x(k+1) := Φ(x(k)), k = 0, 1, 2, . . . (1.6)

konvergiert f̈ur jedesx(0) ∈ E gegen den Fixpunktx∗.

(c) A-priori-Fehlerabscḧatzung:

‖x(k) − x∗‖ ≤ Lk

1 − L
‖x(1) − x(0)‖. (1.7)

(d) A-posteriori-Fehlerabscḧatzung:

‖x(k) − x∗‖ ≤ L

1 − L
‖x(k) − x(k−1)‖. (1.8)

Beweis. 1) Zeige, dass(x(k))k∈N eineCauchy–Folge ist: Mit einer Teleskopsumme und der
Dreiecks–Ungleichung gilt

‖x(k+m) − x(k)‖ = ‖x(k+m) − x(k+m−1) + x(k+m−1) + . . .− x(k+1) + x(k+1) − x(k)‖
≤ ‖x(k+m) − x(k+m−1)‖ + . . .+ ‖x(k+1) − x(k)‖

sowie aufgrund der Kontraktivität:

‖x(k+1) − x(k)‖ = ‖Φ(x(k)) − Φ(x(k−1))‖
≤ L‖x(k) − x(k−1)‖ ≤ . . . ≤ Lk‖x(1) − x(0)‖, (1.9)

also wegenL < 1 und der (endlichen) geometrischen Reihe

‖x(k+m) − x(k)‖ ≤ (Lk+m−1 + . . .+ Lk)‖x(1) − x(0)‖

= Lk 1 − Lm

1 − L
‖x(1) − x(0)‖

≤ Lk

1 − L
‖x(1) − x(0)‖ k→∞−→ 0.

Also ist (x(k))k∈N eineCauchy–Folge. DaE vollständig ist, existiert ein Grenzwertx∗, d.h.

‖x(k) − x∗‖ k→∞−→ 0.

4Lipschitz, Rudolf (1832-1903)
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2) Zeige, dassx∗ ein Fixpunkt ist: Mit der Dreiecks–Ungleichung und der Iterationsvorschrift
gilt

‖x∗ − Φ(x∗)‖ = ‖x∗ − x(k) + x(k) − Φ(x∗)‖
≤ ‖x∗ − x(k)‖ + ‖Φ(x(k−1)) − Φ(x∗)‖
≤ ‖x∗ − x(k)‖︸ ︷︷ ︸

k→∞−→ 0

+L ‖x(k−1) − x∗‖︸ ︷︷ ︸
k→∞−→ 0

k→∞−→ 0,

alsox∗ = Φ(x∗), dak ∈ N beliebig war.

3) Eindeutigkeit: Seienx∗ undx∗∗ zwei Fixpunkte, d.h.

x∗ = Φ(x∗) und x∗∗ = Φ(x∗∗).

Dann gilt fürx∗ 6= x∗∗

‖Φ(x∗) − Φ(x∗∗)‖ ≤ L‖x∗ − x∗∗‖
= L‖Φ(x∗) − Φ(x∗∗)‖
< ‖Φ(x∗) − Φ(x∗∗)‖,

daL < 1. Dies ist ein Widerspruch zux∗ 6= x∗∗, also folgtx∗ = x∗∗.

4) Fehlerabscḧatzung: Für jedesm > 0 gilt wie in 1)

‖x(k) − x∗‖ ≤ ‖x(k) − x(k+1)‖ + ‖x(k+1) − x(k+2)‖ + . . .+ ‖x(k+m) − x∗‖
= ‖Φ(x(k−1)) − Φ(x(k))‖ + ‖Φ(x(k)) − Φ(x(k+1))‖

+ . . .+ ‖Φ(x(k+m−1)) − Φ(x∗)‖
≤ (L+ L2 + . . . + Lm)‖x(k−1) − x(k)‖ + L‖x(k+m−1) − x∗‖

= L

(
1 − Lm

1 − L︸ ︷︷ ︸
m→∞−→ 1

1−L

‖x(k−1) − x(k)‖ + ‖x(k+m−1) − x∗‖︸ ︷︷ ︸
m→∞−→ 0

)

also (d) und mit (1.9) folgt dann (c).

Bemerkung 1.2.8 1. FürX = R, ‖ · ‖ ≡ | · | (Betrag) undE = [a, b] oderE = R erhält man
den Satz für skalare Gleichungen. In diesem Fall bezeichnen wir die Fixpunkt-Funktion mit
φ.

2. Man beachte, dass der Satz insbesondere auch für unendlich-dimensionale Räume, wie z.B.
Funktionenräume gilt.

Es stellt sich nun die Frage, wie man die Vorraussetzungen desBanach’schen Fixpunktsatzes nach-
prüfen bzw. nachrechnen kann. Die nachfolgende Folgerungaus demBanach’schen Fixpunktsatz
beantwortet dies.

Folgerung 1.2.9 Seiφ ∈ C1(R) mit φ : [a, b] → [a, b] mit

max
x∈[a,b]

|φ′(x)| =: L < 1, (1.10)

dann besitztφ genau einen Fixpunkt und Satz 1.2.7 gilt für‖ · ‖ ≡ | · |.
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Beweis.Mit dem Mittelwertsatz gilt

|φ(x) − φ(y)| = |φ′(ξ)(x− y)| ≤ |x− y| max
ξ∈(a,b)

|φ′(ξ)| = L|x− y|,

also istφ eine Kontraktion.

Für Fixpunkt-Iterationen kann man ein einfach zu handhabendes Kriterium herleiten, um die Kon-
vergenzordnung zu bestimmen.

Lemma 1.2.10 (Konvergenzordnungskriterium für die Fixpunkt-Iteration) Seiφ : R → R

(p + 1)-mal stetig differenzierbar in einer Umgebung vonx∗ = φ(x∗) und es gelte

φ(j)(x∗) = 0, j = 1, . . . , p− 1, φ(p)(x∗) 6= 0,

dann konvergiertx(k+1) := φ(x(k)) lokal genau von der Ordnungp.

Bemerkung 1.2.11 (Lokale Konvergenz)
”
Lokal“ heißt wiederum für alle Startwertex(0) ∈ R,

die nahe genug beix∗ liegen! Zur Illustration des Begriffs
”
lokal“betrachten wir alsÜbung das

Beispielf(x) = arctan(x) = 0 und löse dies mit dem lokalen Newton-Verfahren, welches im
nächsten Abschnitt behandelt wird.

Beweis.Fürp = 1 folgt die Behauptung aus Satz 1.2.7 (Banach’scher Fixpunktsatz).
Sei alsop > 1: Wir entwickelnφ(x) umx∗ und erhalten mit einemξk ∈ (x(k), x∗)

x(k+1) = φ(x(k))

= φ(x∗)︸ ︷︷ ︸
=x∗

+

p∑

j=1

(x(k) − x∗)j

j!
φ(j)(x∗)︸ ︷︷ ︸

=0, j=1,...,p−1

+
(x(k) − x∗)p+1

(p+ 1)!
φ(p+1)(ξk)

also mit der Dreiecksungleichung

|x(k+1) − x∗|
|x(k) − x∗|p ≤ 1

p!
|φ(p)(x∗)| + |x(k) − x∗|

(p + 1)!
|φ(p+1)(ξk)|

︸ ︷︷ ︸
k→∞
−→ 0

,

somit folgt die Behauptung.

Beispiel 1.2.12 (Einfluss der Formulierung der Fixpunkt-Funktion) Die Eigenschaften vonφ
(vor allem die Größe der KonstantenL) beeinflussen die Iteration maßgebich. Daher ist u.U. eine
Umformung sinnvoll:

f(x) := 2x− tan x, φ1(x) := 1
2 tanx,

φ2(x) := arctan(2x).

Beachte:φ1 ist weder Selbstabbildung aufI = [0, π
2 ] noch Kontraktion! Man untersuche dies für

φ2.
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*
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Abb. 1.5: Die geometrische Interpretation desNewton-Verfahrens.

1.2.5 Das Verfahren vonNewton
Einerseits, da man das Sekantenverfahren aus dem vorangegangenen Unterabschitt aber auch als
Vereinfachung des nun folgendenNewton5-Verfahren für skalare Funktionen betrachten kann,
greifen wir hier schon mal vor und betrachten der Vollständigkeit halber zum Abschluss dieses
Abschnitts über skalare nichtlineare Gleichungen noch das Newton-Verfahren im Eindimensiona-
len. Im nächsten Anschnitt wird dieses Verfahren, welchessich auch sehr gut zur Lösung nichtli-
nearer Gleichungssysteme eignet genauer behandelt.

Andererseits werden wir sehen, dass die Methode vonNewtonzur Klasse der Fixpunkt-Iterationen
gehört.

Herleitung des Algorithmus: Ist die gegebene Funktionf(x) der zu lösenden Gleichung
f(x) = 0 stetig differenzierbar, so wird im Verfahren vonNewtondie Funktionf(x) im Nähe-
rungswertx(k) linearisiert und der iterierte Wertx(k+1) als Nullstelle der Tangente inx(k) definiert
(vgl. Abbildung 1.5). Mit anderen Worten, kann man dasNewton-Verfahren für skalare Gleichun-
gen geometrisch motivieren: der Schnittpunkt der Tangentemit derx-Achse ist die neue Näherung
x(k+1). Aus der Tangentengleichung

T (x) = f(x(k)) + (x− x(k))f ′(x(k))

ergibt sich die Iterationsvorschrift

x(k+1) = x(k) − f(x(k))

f ′(x(k))
. (1.11)

Somit erhalten wir den Algorithmus

Algorithmus 1.2.4 (Newton-Verfahren) Wählex(0) ∈ R, ǫ ≥ 0.
Für k = 0, 1, 2 . . . :

1) Falls |f(x(k))| ≤ ǫ, STOPP.

2) Berechne

x(k+1) = x(k) − f(x(k))

f ′(x(k))
. (1.12)

5Newton, Isaac (1642-1727)
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Im nun folgenden Satz verwenden wir, dass die Methode vonNewtonzur Klasse der Fixpunkt-
Iterationen mit der Funktion

φ(x) := x− f(x)

f ′(x)
mit φ(x∗) = x∗. (1.13)

gehört, um die lokale quadratische Konvergenz desNewton-Verfahrens zu zeigen.

Satz 1.2.13 (Lokale Konvergenz desNewton-Verfahrens für skalare Probleme) Es sei
I := [a, b] ein echtes Intervall mita < x∗ < b und f ∈ C3(I) mit f ′(x∗) 6= 0, d.h. x∗ ist
eine einfache Nullstelle vonf(x). Dann existiert ein IntervallIδ = [x∗ − δ, x∗ + δ] mit δ > 0,
für welches die Fixpunkt-Funktionφ : Iδ → Iδ definiert gem̈aß (1.13) eine Kontraktion darstellt.
Ferner ist f̈ur jeden Startwertx(0) ∈ Iδ die Konvergenz der Folge(xk)k∈N desNewton-Verfahrens
mindestens von quadratischer Ordnung.

Beweis.Für die erste Ableitung vonφ erhalten wir

φ′(x) = 1 − f ′(x)2 − f(x)f ′′(x)
f ′(x)2

=
f(x)f ′′(x)
f ′(x)2

.

Da f(x∗) = 0, f ′(x∗) 6= 0 und f ∈ C2(I) vorausgesetzt sind, gilt auchφ′(x∗) = 0. Aus
Stetigkeitsgründen existiert dann einδ > 0 derart, dass

|φ′(x)| < 1 für allex ∈ [x∗ − δ, x∗ + δ] =: Iδ

gilt. Somit ist φ eine Kontraktion inIδ. Weiterhin sind fürIδ die Voraussetzungen desBa-
nach’schen Fixpunktsatzes erfüllt und damit ist die Konvergenz von(xk)k∈N gezeigt.

Zum Beweis der Konvergenzordnung definieren wire(k+1) := x(k+1) − x∗. Eine Taylor-
Entwicklung vonφ umx∗ undφ′(x∗) = 0 liefert

e(k+1) = x(k+1) − x∗ = φ(x(k)) − φ(x∗)

= φ(x∗ + e(k)) − φ(x∗)

= φ(x∗) + e(k)φ′(x∗) +
(e(k))2

2
φ′′(x∗ + θke

(k)) − φ(x∗) mit θk ∈ (0, 1)

=
1

2
(e(k))2φ′′(x∗ + θke

(k)).

Damit gilt also

|x(k+1) − x∗|
|x(k) − x∗|2 ≤ 1

2
sup

0<θk<1
|φ′′(x∗ + θke

(k))| =: Mk .

Da aber auch

φ′′(x) =
f ′(x)2f ′′(x) + f(x)f ′(x)f (3)(x) − 2f(x)f ′′(x)2

f ′(x)3

gilt undf ∈ C3(I) vorausgesetzt wurde, existiert einC ∈ R mit Mk ≤ C, für k = 0, 1, 2, . . . und
somit ist dasNewton-Verfahren quadratisch konvergent.
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MATLABMATLABMATLAB -Funktion: NewtonSimple.m

1 function [x,nit] = NewtonSimple(x,f,Df,tol,maxit,param)
2 nit = 0;
3 fx = f(x,param);
4 while norm(fx) > tol && nit <= maxit
5 nit = nit+1;
6 x = x-Df(x,param)\fx;
7 fx = f(x,param);
8 end
9 nit

Beispiel 1.2.14Vergleichen wir nun die Bisektionsmethode, das Sekantenverfahren und dasNew-
ton-Verfahren angewandt auf das Problem aus Bsp. 1.1.2 mitK0 = 10000, n = 48 undR = 250
sowie Anfangsbedingungena = eps, b = 1 für die Bisektionsmethode,x(0) = 1/2, x(1) = 1 für
das Sekantenverfahren undx(0) = 0.1 für dasNewton-Verfahren, so erhalten wir die in Abb. 1.2.5
dargestellte Konvergenz.
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Abb. 1.6: Konvergenz von Bisektions-, Sekanten- undNewton-Verfahren angewandt auff(m) =
(m ·K0 −R) · (1 +m)n +R aus Bsp. 1.1.2 mitK0 = 10000, n = 48 undR = 250.

1.2.6 Effizienz
Was nutzt eine hohe Konvergenzordnung, wenn man diese mit vielen Operationen

”
erkauft“? Ein

solches Verfahren wäre ineffizient. Die
”
teuersten“ Operationen sind i.d.R. bei der Auswertung

der Funktionf versteckt. Dies könnte ja z.B. die Lösung einer partiellen Differentialgleichung
bedeuten. Daher verwendet man die Anzahl der Funktionsauswertungen als Synonym für den
Aufwand bzw. die Anzahl der Operationen.

Definition 1.2.15 (Effizenzindex)Seim die Anzahl von Funktionsauswertungen pro Iterations-
schritt. Damit definiert man denEffizienzindex

ind := p
1
m , (1.14)
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wobeip die Konvergenzordnung des Verfahrens angibt.

Beispiel 1.2.16Wir fassenp undm für die oben vorgestellten Verfahren zusammen.

Verfahren p m ind
Fixpunkt-Iteration 1 1 1
Newton 2 2∗

√
2

Sekanten 1+
√

5
2 1 ≈ 1.6(>

√
2)!

Regula Falsi 1 1 1

Unter der Annahme, dass die Auswertung vonf in etwa so aufwendig ist wie die vonf ′.

Bemerkung 1.2.17Bislang haben wir neben der Stetigkeit vonf— außer entsprechenden Diffe-
renzierbarkeit beiNewton— keine Eigenschaften vonf vorausgesetzt. Für speziellere Funktionen
kann man durch Ausnutzung der zusätzlichen Informationeneffizientere Verfahren konstruieren.
Eine Klasse

”
spezieller“ Funktionen sind Polynome.

1.2.7 Nullstellen von Polynomen
Auf den ersten Blick könnte man meinen, dass die Nullstellenbestimmung von Polynomen eine
eher akademische Fragestellung wäre. Dem ist nicht so. Es gibt ganz konkrete Anwendungen z.B.
bei der Bestimmung von Eigenwerten als Nullstelle des charakterisitschen Polynoms oder in der
Computergraphik z.B. bei der Darstellung von Flächen und Bestimmung von Durchstosspunkten.
Es stellt sich heraus, dass man für Polynome Varianten desNewton-Verfahrens konstruieren kann,
die global konvergieren.

1.2.7.1 Globale Konvergenz desNewton–Verfahrens
Für Polynome kann man unter bestimmten Voraussetzungen dieglobaleKonvergenz desNewton-
Verfahrens für Polynome beweisen. Grundlage ist der folgende Satz.

Satz 1.2.18Falls für P ∈ Pn, p(x∗) = 0,

P (x) > 0, P ′(x) > 0, P ′′(x) ≥ 0 ∀x > x∗, (1.15)

gilt, dann liefert dasNewton-Verfahren f̈ur alle Startwertex(0) > x∗ eine monoton fallende Folge,
die gegenx∗ konvergiert.

Beweis.Der Beweis ist klar, wenn man z.B. die folgende Zeichnung betrachtet.
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Bemerkung 1.2.19Aus Satz 1.2.18 bekommt man Schranken fürx∗ mit Hilfe der Koeffizienten
vonP .

Folgerung 1.2.20SeiP ∈ Pn undx∗ sei die betragsgrößte Nullstelle,an = 1. Dann gilt: Das
Newton–Verfahren konvergiert für allex(0) mit |x(0)| > |x∗| und sgn(x(0)) = sgn(x∗).

Definition 1.2.21 (Begleitmatrix) SeiP (x) :=
n∑

j=0
ajx

j ∈ Pn, an = 1, dann heißt die Matrix

A :=




0 1
. . . .. . 0

0
.. . . ..

0 1
−a0 . . . . . . −an−2 −an−1



∈ R

n×n (1.16)

Begleitmatrix vonp.

Bemerkung 1.2.22Es gilt

PA(λ) = det(λI −A) = P (λ) = PAT (λ),

also istp das charakteristische Polynom vonA. Insbesondere sind also die Eigenwerte vonA die
Nullstellen vonP . Dies können wir nun benutzen, um die gesuchten Schranken herzuleiten.

Sei‖ · ‖ eine Norm auf demRn und‖ · ‖ die induzierte Matrix–Norm, also

‖A‖ = sup
x 6=0

‖Ax‖
‖x‖ .

Für einen Eigenwertλ∗ vonA zum Eigenvektorx∗ gilt auf Grund der Submultiplikativität von
‖ · ‖

|λ∗| ‖x∗‖ = ‖λ∗x∗‖ = ‖Ax∗‖ ≤ ‖A‖ ‖x∗‖,
d.h. wegen

|λ∗| ≤ ‖A‖ (1.17)

ist die Matrix-Norm eine obere Schranke.

Beispiel 1.2.23 (a) Für die Zeilensummennorm‖ · ‖∞ gilt also

λ∗ ≤ max



1,

n−1∑

j=0

|aj |



 . (1.18)

(b) Für die Spaltensummennorm‖ · ‖1 gilt analog

λ∗ ≤ max{|a0|, 1 + |a1|, . . . , 1 + |an−1|}. (1.19)

Diese Abschätzung kann man weiter verbessern, denn Eigenwerte sind invariant unter
Ähnlichkeits–Transformationen:DAD−1. Wähle dazu speziell

D :=




a1 0
. . .

an−1

0 1


 ,
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also

DAD−1 =




0 a1/a2 0
...

. . . . ..
...

. .. an−2/an−1

0 . . . . . . 0 an−1

−a0/a1 . . . . . . −an−2/an−1 −an−1



. (1.20)

Mit ‖ · ‖1 (Spaltensummennorm) erhält man also

λ∗ ≤ max

{∣∣∣∣
a0

a1

∣∣∣∣ , 2
∣∣∣∣
a1

a2

∣∣∣∣ , . . . , 2
∣∣∣∣
an−2

an−1

∣∣∣∣ , 2|an−1|
}

(1.21)

und mit‖ · ‖∞ (Zeilensummennorm)

λ∗ ≤
∣∣∣∣
a0

a1

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
a1

a2

∣∣∣∣+ . . . +

∣∣∣∣
an−2

an−1

∣∣∣∣+ |an−1|. (1.22)

1.2.7.2 Berechnung weiterer Nullstellen und Mackey–Trick
Mit dem obigen Verfahren kann man die betragsgrößte Nullstelle berechnen. Was macht man,
wenn man z.B. alle Nullstellen benötigt? Seit1 die betragsgrößte Nullstelle vonP , dann gilt

P (x) = (x− t1)P1(x)

mit P1 ∈ Pn−1, daP entsprechend faktorisiert werden kann. Man könnte nunP1 berechnen, die
betragsgrößte Nullstelle vonP1 bestimmen und dieses Vorgehen iterieren. Dies führt allerdings
auf erhebliche Probleme:

• Rundungsfehler verstärken sich durch die Faktorisierungenorm. Man kann dann die Appro-
ximationen(t1, . . . , tn) als Starwerte für eine neue Iteration (

”
Nachiteration“) verwenden,

der Aufwand ist aber groß.

• Man muss die Abspaltung explizit berechnen (die Polynomdivision führt zu einem hohen
Aufwand).

Es gibt aber einen einfachen, aber sehr wirksamen Ausweg, den Mackey–Trick: Seient1, . . . , tr
die r betragsgrößten Nullstellen vonP , dann gilt:

Pr(x) = P (x)




r∏

j=1

(x− tj)




−1

für x 6= tj .

Für dasNewton-Verfahren brauchen wirP ′
r(x). Hierfür gilt mit der Kettenregel:

P ′
r(x) = P ′(x)




r∏

j=1

(x− tj)




−1

+ P (x)

r∑

j=1

(−1)

(x− tj)2

r∏

i=1
i6=j

(x− ti)
−1

=




r∏

j=1

(x− tj)




−1
P

′(x) − P (x)

r∑

j=1

1

x− tj



 , x 6= tj .

Also gilt für x 6= tj für den benötigten Quotienten:

Pr(x)

P ′
r(x)

=
P (x)

P ′(x) − P (x)
r∑

j=1
(x− tj)−1

, (1.23)
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d.h., dieNewton–Korrektur

x(k+1) = x(k) − Pr(x
(k))

P ′
r(x

(k))

kann leicht berechnet werden,ohnePr oderP ′
r explizit zu berechnen!

Allerdings: Das Auslöschungs–Problem hat man immer noch. Ein Ausweg sind sogenannte

”
Sturm’sche Ketten“ (Übung).

1.3 NICHTLINEARE GLEICHUNGSSYSTEME

In diesem Abschnitt beschäftigen wir uns mit dem Lösen nichtlinearer Gleichungssysteme

F (x) = 0,

wobeiΩ ⊂ R
n undF : Ω → R

n eine stetige Funktion ist.

1.3.1 Fixpunkt–Iteration
Analog zum eindimensionalen Fall wandeln wir das Nullstellen-ProblemF (x) = 0 in ein
Fixpunkt-Problem mit Fixpunkt-Funktion

Φ(x) := x− F (x)

um.

Folgerung 1.3.1 SeiΩ ⊆ R
n abgeschlossen und konvex,Φ : Ω → R

n stetig differenzierbar mit
Φ : Ω → Ω. Falls für eine beliebige Vektornorm‖ · ‖ auf Rn und die zugehörige Matrixnorm

max
x∈Ω

‖JΦ(x)‖ = L < 1 (1.24)

gilt (JΦ ist die Jacobi–Matrix vonΦ), dann gelten die Aussagen von Satz 1.2.7.

Bemerkung 1.3.2 (Erzielen einer gewünschte Genauigkeit via a priori Fehlerabschätzung)
Der Banach’sche Fixpunktsatz 1.2.7 sagt auch aus, wie viele Iterationen man machen muss, um
eine gewünschte Genauigkeit zu erzielen.
Ziel:

‖x(k) − x∗‖ ≤ ε

mit einer Toleranzε > 0. Wegen der a priori Fehlerabschätzung (c) ist dies erfüllt, falls

Lk

1 − L
‖x(1) − x(0)‖ ≤ ε,

also wegenL < 1

L−k ≥ ‖x(1) − x(0)‖
ε(1 − L)

,

und damit

k ≥ log

(
‖x(1) − x(0)‖
ε(1 − L)

)/
log(L−1). (1.25)
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Beispiel 1.3.3Betrachte das System

6x = cos x+ 2y, 8y = xy2 + sin y (1.26)

auf Ω = [0, 1] × [0, 1]. Gesucht sind alsox, y ∈ [0, 1] mit (1.26). Definiere also die Fixpunkt-
FunktionΦ : R

2 → R
2 durch

Φ(x, y) :=

(
1
6 cos x+ 1

3y
1
8xy

2 + 1
8 sin y

)
.

Für diese Funktion untersuchen wir die Voraussetzungen des Banach’schen Fixpunktsatzes.

• Selbstabbildung:Wegen0 ≤ cos x ≤ 1, 0 ≤ sinx ≤ 1 ∀x, y ∈ [0, 1] (1 < π
2 ) gilt also

0 ≤ 1
6 cos x+ 1

3y ≤ 1
6 + 1

3 = 1
2 < 1

0 ≤ 1
8xy

2 + 1
8 sin y ≤ 1

8 + 1
8 = 1

4 < 1

Also gilt Φ : Ω → Ω, Φ ist also eine Selbstabbildung.

• Kontraktion: Wähle‖·‖∞ (die induzierte Matrixnorm ist die Zeilensummennorm). Wegen

JΦ(x, y) =

(
−1

6 sinx 1
3

1
8y

2 1
4xy + 1

8 cos y

)

gilt

‖JΦ‖∞ = max

{
1

6
| sinx| + 1

3︸ ︷︷ ︸
≤ 1

2

,
1

8
y2 +

1

4
xy +

1

8
cos y

︸ ︷︷ ︸
≤ 1

2

}
≤ 1

2
=: L.

Somit erfüllt die Fixpunkt-Funktion die Vorraussetzungen desBanach’schen Fixpunktsatzes und
wir können diesen anwenden. Wähle z.B.(x0, y0) = (0, 0). Angenommen, wir wollten die Lösung
bis auf einen Fehler vonε = 0.1 bestimmen:(x1, y1) = Φ(x0, y0) = (1

6 , 0)

(x2, y2) = Φ(x1, y1) = Φ

(
1

6
, 0

)

=

(
1

6
cos

(
1

6

)
, 0

)
.
= (0.164, 0).

Mit der Abschätzung (1.25) gilt mitε = 0.1, L = 1
2 und‖(x1, y1) − (x0, y0)‖∞ = 1

6

n ≥ log

( 1
6

1
10 · 1

2︸ ︷︷ ︸
= 20

6
= 10

3

)
/ log(2) =

log 10 − log 3

log 2
.
= 1, 74,

also reichen obige zwei Schritte aus, um die gewünschte Genauigkeit zu erzielen.

1.3.2 Newton–Verfahren für Systeme
Wir wollen nun analog zum eindimensionalen Fall das Nullstellen-Problem

F (x) = 0

für Funktionen

F : R
n → R

n, n > 1, F ∈ C2(Rn) (1.27)

Numerik II, 29. Juli 2013



26 Kapitel 1: Nichtlineare Gleichungen

mit demNewton–Verfahren lösen. Man beachte, dass die erste Ableitung der vektorwertigen Ab-
bildungF hier eineMatrix ist. DieJacobi–Matrix oder Funktionalmatrix ist gegeben durch

JF (x) :=

(
∂Fi

∂xj
(x)

)n

i,j=1

=




∂F1
∂x1

(x) . . . ∂F1
∂xn

(x)
...

...
∂Fn
∂x1

(x) . . . ∂Fn
∂xn

(x)


 ∈ R

n×n.

Also macht ein Ausdruck der Form
F (x)

JF (x)

keinenSinn!

Herleitung des Algorithmus: Die Iteriertex(k) sei bereits berechnet. Die Idee ist es,F (x) durch
Taylor-Entwicklung am Entwicklungspunktx(k) linear zu approximieren. Mit dem Satz von Tay-
lor gilt

F (x) = F (x(k)) + JF (x(k))(x− x(k)) + O(‖x− x(k)‖2
2).

Wie in Abschnitt 1.2.5 bestimmt man in derk-ten Iteration also anstelle der Nullstelle vonF die
Nullstellex(k+1) des Taylorpolynoms ersten Grades

T (x) = F (x(k)) + JF (x(k))(x− x(k)).

Falls die MatrixJF in x(k) regulär (invertierbar) ist, folgt

T (x(k+1)) = 0 ⇐⇒ x(k+1) = x(k) − (JF (x(k)))−1F (x(k)).

Formal müssten wir also die inverse Matrix(JF (xk))−1 berechnen, was natürlich numerisch völlig
unbrauchbar ist. Man kann dies aber leicht umgehen. Wir müssen in derk-ten Iteration ein lineares
(n× n)-Gleichungssystem der Form

JF (x(k))x(k+1) = JF (x(k))x(k) − F (x(k))

mit KoeffizientenmatrixJF (x(k)) lösen. Da dies aufwendiger ist als eine einfache Fixpunkt-
Iteration, reduziert man den Aufwand um eine Matrix-Vektor-Multiplikation durch eineNewton-
Korrektur-Iteration

JF (x(k))s(k) = −F (x(k)), x(k+1) = x(k) + s(k).

Somit erhalten wir den Algorithmus:

Algorithmus 1.3.1 (Newton–Iteration) Seix(0) ∈ R
n ein “geeigneter” Starwert.

Für k = 0, 1, 2, . . .:

1) Bestimme einenNewton-Schritts(k) ∈ R
n durch

JF (x(k))s(k) = −F (x(k)) (1.28)

2) Newton–Korrektur: x(k+1) = x(k) + s(k)

Bemerkung 1.3.4 In 1.) hat man also ein lineares Gleichungssystem zu lösen!Wir haben somit
die numerische Lösung eines nichtlinearen Gleichungssystems auf die numerische Lösung einer
Folge von linearen Gleichungssystemen übertragen. Je nach Größe vonn macht man dies iterativ
oder mittelsLR/QR-Zerlegung (vgl. Numerik 1).
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Bemerkung 1.3.5 (Invarianzeigenschaft)SeiA ∈ R
n×n einer reguläre Matrix. Offensichtlich

ist das Problem der Lösung vonF (x) = 0 äquivalent zu dem Problem

G(x) := AF (x) = 0.

Zugleich gilt auch

JG(x)−1G(x) = (AJF (x))−1AF (x) = J−1
F (x)A−1AF (x)

= J−1
F (x)F (x),

d.h. sowohl das zu lösende ProblemF (x) = 0 als auch dasNewton-Verfahren sind affin-invariant.

1.3.2.1 Schnelle lokale Konvergenz desNewton–Verfahrens
Es stellt sich natürlich die Frage, ob man die lokal quadratische Konvergenz desNewton-
Verfahrens für skalier Gleichungen auch bei Systemen erh¨alt. Die Antwort ist

”
ja“, falls folgende

Voraussetzung erfüllt ist.

Voraussetzung 1.3.6SeiΩ ⊂ R
n offen und konvex,F : Ω → R

n, F ∈ C1(Ω), JF (x) regulär
für allex ∈ Ω und es gelte

‖(JF (x))−1‖ ≤ β ∀x ∈ Ω, (1.29)

Weiterhin seiJF aufΩ Lipschitz-stetig mit Konstanteγ, d.h.,

‖JF (x) − JF (y)‖ ≤ γ‖x− y‖ ∀x, y ∈ Ω (1.30)

und es existierex∗ ∈ Ω mit F (x∗) = 0.

Lemma 1.3.7 Unter Voraussetzung 1.3.6 gilt

‖F (x) − F (y) − JF (y)(x− y)‖ ≤ γ

2
‖x− y‖2 ∀x, y ∈ Ω. (1.31)

Beweis.Seiϕ(t) := F (y + t(x − y)), t ∈ [0, 1]. Dann giltϕ ∈ C1([0, 1]) ∀x, y ∈ Ω und mit
der Kettenregel gilt

ϕ′(t) = JF (y + t(x− y))(x− y).

Dann gilt

‖ϕ′(t) − ϕ′(0)‖ = ‖[JF (y + t(x− y)) − JF (y)](x − y)‖
≤ ‖JF (y + t(x− y)) − JF (y)‖ · ‖(x− y)‖

(1.30)

≤ γ · t‖x− y‖2.

Auf der anderen Seite gilt:

F (x) − F (y) − JF (y)(x− y) = ϕ(1) − ϕ(0) − ϕ′(0) =

1∫

0

(ϕ′(t) − ϕ′(0)) dt,

also

‖F (x) − F (y) − JF (y)(x− y)‖ ≤
1∫

0

‖ϕ′(t) − ϕ′(0)‖ dt

≤ γ‖x− y‖2

1∫

0

t dt

︸ ︷︷ ︸
=1/2

=
γ

2
‖x− y‖2

und damit die Behauptung.
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Satz 1.3.8 (Lokale Konvergenz desNewton-Verfahrens) Zus̈atzlich zu Voraussetzung 1.3.6 sei
x(0) ∈ Ω ein Starwert mit

‖x∗ − x(0)‖ < ω (1.32)

und

1

2
(βγω) < 1. (1.33)

Dann bleibt die durch dasNewton–Verfahren definierte Folge(x(k))k∈N innerhalb der Kugel
Kω(x∗) und konvergiert (mindestens)quadratischgegenx∗.

Beweis.Zunächst gilt:

x(k+1) − x∗ = x(k) − x∗ − JF (x(k)))−1
(
F (x(k)) −

=0︷ ︸︸ ︷
F (x∗)

)

= −(JF (x(k)))−1
(
F (x(k)) − F (x∗) − JF (x(k))(x(k) − x∗)

)
.

Mit Lemma 1.3.7 folgt dann

‖x(k+1) − x∗‖ ≤ ‖(JF (x(k)))−1‖︸ ︷︷ ︸
(1.29)
≤ β

‖F (x(k)) − F (x∗) − JF (x(k))(x(k) − x∗)‖︸ ︷︷ ︸
(1.31)
≤ γ

2
‖x(k)−x∗‖2

≤ βγ

2
‖x(k) − x∗‖2,

Wir erhalten also quadratische Konvergenz.

Zeige noch(x(k))k∈N ⊂ Kω: für k = 0 ist dies gerade (1.32). Weiter induktiv:

‖x(k+1) − x∗‖ ≤ βγ

2
‖x(k) − x∗‖2

(I.A.)
<

βγ

2
ω2

(1.33)
< ω.

Bemerkung 1.3.9 (a) FallsF ∈ C2(Ω), dann gilt (1.30) — wir haben also etwas weniger
Regularität gefordert.

(b) Die Konstantenβ, γ sind durch das Problem gegeben. Dabei bedeutet (1.33), dassmangute
Startwertebenötigt. Dies sichert dann dielokalequadratische Konvergenz.

(c) Unter obigen Voraussetzungen kann man zeigen, dassx∗ die einzige Nullstelle inK2/βγ(x∗)
ist.

Wir liefern nun einen Konvergenzsatz, der eine geringere Regularität vonf voraussetzt.

Satz 1.3.10Sei Ω ⊂ R
n offen und konvex,F : Ω → R

n eine stetig partiell differenzierbare
Funktion mit invertierbarerJacobi-Matrix JF (x) für alle x ∈ Ω. Es gelte ferner f̈ur einω ≥ 0 die
folgendeLipschitz-Bedingung:

‖J−1
F (x)(JF (x+ sv) − JF (x))v‖ ≤ sω‖v‖2

für alle s ∈ [0, 1], x ∈ Ω undv ∈ R
n mit x+ v ∈ Ω. Weiterhin existiere eine L̈osungx∗ ∈ Ω und

ein Startwertx(0) ∈ Ω derart, dass

ρ := ‖x∗ − x(0)‖ < 2

ω
und Kρ(x

∗) ⊆ Ω.
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Dann bleibt die durch dasNewton-Verfahren definierte Folge(x(k))k∈N für k > 0 in der offenen
UmgebungKρ(x∗) und konvergiert gegenx∗, d.h.

‖x(k) − x∗‖ < ρ für k > 0

und
lim

k→∞
x(k) = x∗.

Die Konvergenzgeschwindigkeit läßt sich abscḧatzen durch

‖x(k+1) − x∗‖ ≤ ω

2
‖x(k) − x∗‖2 für k = 0, 1, 2, . . .

und dar̈uber hinaus ist die L̈osungx∗ eindeutig inK2/ω(x∗).

Beweis.Als ersten Schritt des Beweises leiten wir aus derLipschitz-Bedingung fürx, y ∈ Ω her,
dass gilt:

‖J−1
F (x)(F (y) − F (x) − JF (x)(y − x))‖ ≤ ω

2
‖y − x‖2. (1.34)

Aus ∂
∂sFj(x+s(y−x)) = ∇Fj(x+s(y−x))·(y−x) folgt dieLagrange-Form des Mittelwertsatzes

der Integralrechnung
∫ 1

0

(
JF (x+ s(y − x)) − JF (x)

)
(y − x) ds = F (y) − F (x) − JF (x)(y − x).

Da auchJ−1
F (x) unabhängig vons ist, erhalten wir für die linke Seite von (1.34)

∥∥∥∥J
−1
F (x)

(
F (y) − F (x) − JF (x)(y − x)

)∥∥∥∥

=

∥∥∥∥
∫ 1

0
J−1

F (x)

(
JF (x+ s(y − x)) − J(x)

)
(y − x) ds

∥∥∥∥

≤
∫ 1

0

∥∥∥∥J
−1
F (x)

(
JF (x+ s(y − x)) − JF (x)

)
(y − x)

∥∥∥∥ ds

≤
∫ 1

0
sω‖y − x‖2 ds =

ω

2
‖y − x‖2.

Nun erhalten wir für die Iterationsvorschrift

x(k+1) = x(k) − J−1
F (x(k))F (x(k))

sowieF (x∗) = 0

x(k+1) − x∗ = x(k) − J−1
F (x(k))F (x(k)) − x∗

= x(k) − x∗ − J−1
F (x(k))(F (x(k)) − F (x∗))

= J−1
F (x(k))

[
f(x∗) − F (x(k)) − JF (x(k))(x∗ − x(k))

]
.

Mit (1.34) erhalten wir nun

‖x(k+1) − x∗‖ ≤ ω

2
‖x(k) − x∗‖2.

Da‖x(0) − x∗‖ = ρ, folgt daraus

‖x(1) − x∗‖ ≤ ω

2
‖x(0) − x∗‖

︸ ︷︷ ︸
= ωρ

2
=: α<1

‖x(0) − x∗‖ < ‖x(0) − x∗‖
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und somit induktiv fürk > 0

‖x(k) − x∗‖ ≤ ω

2
‖x(k−1) − x∗‖

︸ ︷︷ ︸
≤ωρ

2
= α<1

‖x(k−1) − x∗‖ ≤ αk‖x(0) − x∗‖ < ‖x(0) − x∗‖ (k > 0) .

Daraus folgt‖x(k) − x∗‖ < ρ für allek > 0 und die Folge(x(k))k∈N konvergiert gegenx∗.

Zum Beweis der Eindeutigkeit in der UmgebungK2/ω(x∗) um x∗ mit Radius2/ω benutzen wir
nochmals (1.34).

Seix∗∗ ∈ K2/ω(x∗) eine weitere Lösung, alsof(x∗∗) = 0 und‖x∗ − x∗∗‖ < 2/ω.

Einsetzen in (1.34) liefert

‖x∗∗ − x∗‖ = ‖J−1
F (x∗)

(
0 − 0 − J−1

F (x∗)(x∗∗ − x∗)

)
‖

≤ ω

2
‖x∗∗ − x∗‖

︸ ︷︷ ︸
<1

‖x∗∗ − x∗‖,

dies ist aber nur möglich, fallsx∗∗ = x∗.

Bemerkung 1.3.11 (Merkregel) DasNewton-Verfahren konvergiert lokal quadratisch.

Bemerkung 1.3.12 (Konvergenztest)Als Näherung an den Fehler‖x(k) − x∗‖ verwenden wir
den Term‖J−1

F (x(k))F (x(k))‖ (= ‖J−1
F (x(k))(F (x(k)) − F (x∗))‖). Da man erwartet, dass der

Fehler monoton fällt, d.h.‖x(k+1) − x∗‖ ≤ ‖x(k) − x∗‖ gilt, testet man dieses für jedesk durch
dennatürlichen Monotonietest, d.h.

‖J−1
F (x(k))F (x(k+1))‖ ≤ θ ‖J−1

F (x(k))F (x(k))‖ sei erfüllt für einθ < 1. (1.35)

Im Newton-Verfahren berechnen wir zux(k),

JF (x(k))s(k) = −F (x(k)) undx(k+1) = x(k) + s(k).

Somit ist der AusdruckJ−1
F (x(k))F (x(k)) auf der rechten Seite in(1.35)gleich dem Negativen der

Newton-Korrektur s(k), die sowieso berechnet werden muss. Zusätzlich muss nurs(k), definiert
durch

JF (x(k))s(k) = F (x(k+1)) ,

bestimmt werden. Theoretische Untersuchungen und numerische Experimente liefernθ = 1/2 als
eine gute Wahl. Falls dernatürliche Monotonietest, d.h.

‖s(k)‖ ≤ 1

2
‖s(k)‖

für eink verletzt ist, so ist dasNewton-Verfahren abzubrechen und es bleibt nichts Anderes übrig,
als einen (hoffentlich) besseren Startwert zu finden.

1.3.2.2 Hinweise zur Durchführbarkeit desNewton-Verfahrens und Varianten des
Verfahrens

Wir betrachten nun einige Aspekte für die Realisierung desNewton-Verfahrens für Systeme.
Hinsichtlich der Durchführbarkeit des Newton-Verfahrens sind folgende drei Aspekte zu beachten:

• Oftmals kann man dieJacobi-Matrix JF (x(k)) nicht exakt oder nur mit riesigem Aufwand
berechnen.
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• Die Bestimmung des Newton-Schritts durch (1.28) bedeutet das Aufstellen und das Lösung
eines linearen Gleichungssystems injeder Iteration.

• Die Konvergenzresultate für das Newton-Verfahren sind lokaler Natur. D.h. sie gelten für
Startwertex(0) in der Nähe der gesuchten Nullstellex∗. Das Newton-Verfahren istnicht
global konvergent.

Zunächst zum ersten Punkt:

Bemerkung 1.3.13 (Auswertung der Jacobi–Matrix durch numerische Approximation ) Das
Problem, dass dieJacobi-Matrix JF (x(k)) nicht exakt oder nur mit riesigem Aufwand berechnet
werden kann, kann durch folgende Auswege umgegangen werden:

• automatische Differenziation (AD), auch algorithmische Differenziation genannt,

• numerische Differenziation: Ersetzen der Ableitungen durch Differenzenquotienten.

Eine alternative Strategie liefert die Klasse der Quasi-Newton-Verfahren, welche im nächsten Ab-
schnitt (vgl. Abschnitt 1.3.3) behandelt werden.

Die anderen beiden Aspekte motivieren die folgenden beidenVarianten des Newton-Verfahrens.

Bemerkung 1.3.14 (Das vereinfachteNewton–Verfahren) Um das Aufstellen und Lösen eines
linearen Gleichungssystems in jeder Iteration zu vermeiden, wird hierbei in Gleichung (1.28) die
Jacobi-Matrix JF (x(k)) durchJF (x(0)) zu ersetzt. Dadurch haben die Gleichungssysteme in jeder
Iteration dieselbe Koeffizientenmatrix. Es reicht somit einmal eineQR- oderLR–Zerlegung von
JF (x(0)) zu speichern. Allerdings geht aber die quadratische Konvergenz i.A. verloren.

Bemerkung 1.3.15 (Wahl des Startwertes)Wie bereits erwähnt kann Konvergenz oder Diver-
genz des Newton-Verfahrens sensibel von der Wahl des Startwertesx(0) abhängen!
Man kann z.B. einige Schritte mit einem anderen Verfahren machen, um in den Konvergenzradius
zu gelangen.

Gedämpftes Newton-Verfahren Eine Möglichkeit die Konvergenz desNewton-Verfahrens zu
retten, ist häufig eine Dämpfung in der Form

x(k+1) = x(k) + λks
(k), für λk ∈ (0, 1] .

Für eine einfache Dämpfungsstrategie können wir den Dämpfungsparameterλk derart wählen, so
dass der natürliche Monotonietest fürθ = 1 − λk/2 erfüllt ist, d.h.

‖JF (x(k))−1F (x(k) + λks
(k))‖ ≤

(
1 − λk

2

)
‖JF (x(k))−1F (x(k))‖ .

Dabei wählen wirλk aus einer endlichen Folge{1, 1
2 ,

1
4 , . . . , λmin} und brechen ggf. das Verfahren

ab, fallsλk < λmin notwendig wäre. Warλk erfolgreich, so zeigt die Praxis, dass es effizienter
ist, mit λk+1 = min{1, 2λk} fortzufahren anstatt wieder mitλk+1 = 1 anzufangen. War der
Monotonietest mitλk verletzt, so testet man erneut mitλk/2. Daraus ergibt sich der Folgende
Algorithmus:
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k

s

λ

k

s

Algorithmus 1.3.2 (Ged̈ampftesNewton–Verfahren) Wähle einen Startwertx(0) ∈ R
n und

λmin > 0. Setzeλ0 = 1
Für k = 0, 1, 2, . . .

1.) Falls‖F (x(k))‖ ≤ ǫ, STOPP.

2.) Bestimmes(k) ∈ R
n durch L̈osen von

JF (x(k))s(k) = −F (x(k)).

3.) Dämfungsschritt:Setzeλ(0)
k := λk

.

Für i = 0, 1, . . . :

a) Berechne Testschrittx(k+1,i) := x(k) + λ
(i)
k s(k) und pr̈ufe

‖JF (x(k))−1F (x(k+1,i))‖ ≤
(

1 − λ
(i)
k

2

)
‖s(k)‖ (1.36)

b) Falls der Monotonietest (1.36) erfüllt ist, akzeptiere D̈ampfungsparameter gehe zu 4.),
sonst

λ
(i+1)
k :=

λ
(i)
k

2
.

c) Fallsλ(i+1)
k < λmin, ABBRUCH.

4.) Neuer Iterationsschritt:Berechne

x(k+1) = x(k) − λ
(i)
k s(k), und λk+1 = min{1, 2λ(i)

k }.

Bemerkung 1.3.16 (Globale Konvergenz des gedämpften Newton-Verfahrens)
Durch das Einführen der Dämpfung wird dasNewton-Verfahren globalisiert. D.h. der Bereich
der Konvergenz wird erweitert. Allerdings konvergiert dasgedämpfteNewton-Verfahren nur noch
linear.

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: Newton.m
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1 function [u,nit] = newton(u,F,DF,tol,maxit,param)
2 Fu = F(u,param);
3 DFu = DF(u,param);
4 s = -DFu\Fu;
5 lam = 1;
6 tmp = max(tol,tol * norm(s));
7 nit = 0;
8 while norm(s) > tmp && nit <= maxit
9 nit = nit + 1;

10 u_old = u;
11 lam = min(1,2 * lam);
12 for k=1:30
13 u = u_old + lam * s; % Daempfung mit Parameter lam
14 Fu = F(u,param);
15 if norm(DFu\Fu) <= (1-lam/2) * norm(s)
16 break % Abbruch der for-Schleife, falls
17 end % Konvergenztest erfuellt
18 lam = lam/2; % lam noch zu groß --> halbieren
19 end
20 DFu = DF(u,param);
21 s = -DFu\Fu;
22 end

1.3.2.3 Beispiele: DasNewton-Verfahren für Optimierungsprobleme
Man kann dasNewton–Verfahren auch zur Minimierung zweimal stetiger Funktionenf : R

n → R

benutzen. Die zweimal stetige Differenzierbarkeit vonf ergibt, dass der Gradient∇f : R
n → R

n

stetig differenzierbar ist. Die notwendige Bedingung erster Ordnung

∇f(x) = 0

ist somit ein Gleichungssystem, auf welches wir das Newton–Verfahren anwenden können.
Zur Illustration betrachten wir zwei Beispiele:

Beispiel 1.3.17 (Extremalstellen derRosenbrock-Funktion) Es gilt für

f(x) =

n−1∑

i=1

[
(1 − xi)

2 + 100(xi+1 − x2
i )

2
]
, x ∈ R

n

aus Beispiel 1.1.4, dass dieJacobi-Matrix A := A(x) := Jf (x) folgende Einträge enthält

a11 = 2 + 1200x2
1 − 400x2,

ajj = 202 + 1200x2
j − 400xj+1, j = 2, . . . , n− 1,

ann = 200,
aj,j+1 = aj+1,j = −400xj , j = 1, . . . , n − 1,
ajk = 0, |j − k| ≥ 2 .

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: rosenbrock.m

1 function value = rosenbrock(x,param)
2 n = size(x,1);
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3 value(2:n,1) = 200 * (x(2: end)-x(1: end-1).ˆ2);
4 value(1:n-1,1) = value(1:n-1,1) - 2 * (1-x(1: end-1)) ...
5 - 400 * x(1: end-1). * (x(2: end)-x(1: end-1).ˆ2);

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: D rosenbrock.m

1 function D = D_rosenbrock(x,param)
2 n = size(x,1);
3 d0(2:n,1) = 200;
4 d0(1:n-1) = d0(1:n-1) + 2 + 1200 * x(1:n-1).ˆ2-400 * x(2:n);
5 dm1 = -400 * x;
6 dp1 = -400 * x([1,1:n-1]);
7 D = spdiags([dm1,d0,dp1],[-1 0 1],n,n);

MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:

Man kann z.B. neben dem globa-
len Minimum (x1, . . . , xn)T =
(1, . . . , 1)T mit dem Newton-
Verfahren ein weiteres loka-
les Minimum in der Umge-
bung von (x1, x2, . . . , xn)T =
(−1, 1, . . . , 1)T von f in Bsp. 1.1.4
finden.

>> n = 6;
>> x0 = [-1;ones(n-1,1)];
>> [x,nit] = NewtonSimple(x0,@rosenbrock,

@D_rosenbrock,1e-10,100,[])
x =

-0.98657497957099
0.98339822883618
0.97210667005309
0.94743743682644
0.89865118485173
0.80757395203542

nit =
5

Beispiel 1.3.18 (p-Laplace) Im Folgenden betrachten wir dasp-Laplace Problem.
Gegeben sei ein GebietΩ ⊂ R

d, d ∈ N und1 < p <∞. Finde

u ∈W 1,p
0 (Ω) := {u ∈ Lp(Ω) |∇u ∈ (Lp(Ω))d, u|∂Ω = 0}

mit
div(|∇u|p−2∇u) = f im GebietΩ,

u = 0 auf dem RandΓ := ∂Ω,
(1.37)

wobeidiv den Divergenzoperator6 bezeichne.
Die Lösung desp-Laplace-Problems (1.37) ist der Minimierer des Energiefunktionals

J (u) :=

∫

Ω

1

p
|∇u|p − fu dx

6Füru = (u1, . . . , ud)
T
∈ C1(Ω; Rd) seidiv(u) :=

Pd
i=1

∂ui

∂xi

.
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über alle Funktionenu aus demSobolev7-RaumW 1,p
0 (Ω). Im Mehrdimensionalen ist dieses Pro-

blem im Allgemeinen nicht analytisch zu lösen. Für den Spezialfall p = 2, welches auf ein li-
neares Problem führt, spricht man einfach vom Laplace-Problem. Dasp-Laplace-Problem ist ein
typisches Beispiel für eine große Klasse von nichtlinearen Problemen.

Ohne jetzt auf die funktionalanalytischen Grundlagen einzugehen, beschränken wir uns kurzer
Hand auf die Approximation vonu durch eine stückweise lineare Funktionun und den eindimen-
sionalen Fall (d = 1), um die Darstellung übersichtlich zu halten.

Gegeben sein ∈ N. Es seixi = −1 + 2i
n+1 (i = 1, . . . , n), hi := xi − xi−1 und

ϕi(x) :=





x−xi−1

xi−xi−1
, falls x ∈ [xi−1, xi],

xi+1−x
xi+1−xi

, falls x ∈ (xi, xi+1],

0 , sonst

(1.38)

definiert sogenannte stückweise lineareHutfunktionen . Man beachte, dassϕi(xj) = δij gilt, wo-
bei δij dasKronecker-Symbol sei.

Wir suchen nun für1 < p < ∞ eine stückweise lineare Funktionun(x) :=
∑n

i=1 αiϕi(x)
(diese erfüllt per Definition die Randbedingungenun(−1) = un(1) = 0), welche zu gegebenem
f : [−1, 1] → R das Funktional

Ĵ (un) = J (α) :=

∫ 1

−1

1

p
|u′n(x)|p − f(x)un(x) dx

minimiert, mitα = (α1, . . . αn)T . Man beachteu′n(x)|(xk−1,xk) = h−1
k (αk−1 − αk) und

J (α) :=

n∑

i=1

n∑

k=0

∫ xk+1

xk

1

p
|αiϕi(x)

′|p − αif(x)ϕi(x) dx

=

n∑

k=0

∫ xk+1

xk

1

p
|αkh

−1
k+1 − αk+1h

−1
k+1|p − f(x)(αkh

−1
k+1 − αk+1h

−1
k+1) dx .

Ohne es zu beweisen, gehen wir davon aus, dass die gesuchte L¨osung

∂

∂αj
J (α) = 0, j = 1, . . . , n

erfüllt. Dies führt zu dem nichtlinearen Gleichungssystem

F (α) =
(
F1(α), . . . , FN (α)

)T
= 0

mit

Fi(α) :=
∂

∂αi
J (α)

=
∂

∂αi

i∑

k=i−1

∫ xk+1

xk

|αkh
−1
k+1 − αk+1h

−1
k+1|p − f(x)(αkh

−1
k+1 − αk+1h

−1
k+1) dx

= −|αi−1h
−1
i − αih

−1
i |p−2(αi−1h

−1
i − αih

−1
i ) + h−1

i

∫ xi

xi−1

f(x) dx

+|αih
−1
i+1 − αi+1h

−1
i+1|p−2(αih

−1
i+1 − αi+1h

−1
i+1) − h−1

i+1

∫ xi+1

xi

f(x) dx .

7Sobolev, Sergei Lvovich (1908 - 1989)
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Fürf ≡ 1 erhalten wir

u(x) =
p− 1

p

(
1 − x

p
p−1

)
1 < p <∞ (1.39)

bzw. fürp = 2 gilt un(xi) = u(xi), i = 0, . . . , n+ 1, und fürp = 3/2 lässt sich mitn = 2M

u(x) − un(x) =

p−1
p − 2

1
1−p

M2

(
1 − |x|(2−p)/(p−1)

)
(1.40)

zeigen.

Aufgabe 1.3.19Man zeige (1.39) und (1.40).

Gilt f ≡ 1, so lässt sichF (α) exakt bestimmen, was in der Matlab-Routinef2.m realisiert ist.
Die Berechnung der Funktionalmatrix∂2

∂αi∂αj
J (α) ist in der Matlab-RoutineDf2.m umgesetzt.

MATLABMATLABMATLAB -Funktionen: f2.m und Df2.m

1 function Fu = f2(u,param)
2 % Aufstellen des Vektors Fu
3 h = 1/param.M;
4 u = [0;u;0];
5 Fu=zeros(2 * param.M+1,1);
6 for j = 1:2 * param.M
7 stima = ([1 -1;-1 1] * u([j,j+1]))/hˆ2;
8 fac = (u([j,j+1])’ * stima)ˆ((param.p-2)/2);
9 Fu([j,j+1])=Fu([j,j+1])+h * fac * stima;

10 end
11 for j=1:2 * param.M
12 Fu([j;j+1])=Fu([j,j+1])-h/2;
13 end
14 Fu([1, end])=[];

1 function DFu = Df2(u,param)
2 % Aufstellen der Jacobimatrix
3 h = 1/param.M; u = [0;u;0];
4 DFu=sparse(2 * param.M+1,2 * param.M+1);
5 for j = 1:2 * param.M
6 stima = [1 -1;-1 1]/hˆ2;
7 fac = (param.p-1) * (u([j,j+1])’ * stima * u([j,j+1]))ˆ((param.p-2)/2);
8 DFu([j,j+1],[j,j+1])=DFu([j,j+1],[j,j+1])+h * fac * stima;
9 end

10 DFu = DFu(2:2 * param.M,2:2 * param.M);

MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:
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Man kann z.B. dasp-Laplace-
Problem näherungsweise mit dem
folgenden Befehlen bestimmen.

>> M = 8;
>> p = 1.2;
>> u0 = (1-linspace(-1,1,2 * M+1).ˆ2)’;
>> u0([1,end]) = [];
>> u = Newton(u0,@f2,@Df2,1e-12,...

100,struct(’M’,M,’p’,p));
>> xi = linspace(-1,1,2 * M+1);
>> plot(xi,[0;u;0],’- * ’);

Für p → 1 oderp → ∞ nimmt die Nichtlinearität immer stärker zu. So liefert z.B. die Routine
NewtonSimple für p = 1.2 undM = 8 schon keine Konvergenz mehr, jedoch die Routine
Newton mit Schrittweitensteuerung und modifiziertem Abbruchkriterium.

−1 −0.8 −0.6 −0.4 −0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
0

0.02

0.04

0.06

0.08

0.1

0.12

0.14

0.16

0.18

Abb. 1.7: Näherungsweise Lösung desp-Laplace-Problems mitp = 1.2 undn = 15.

1.3.3 DasBroyden-Verfahren
DasNewton-Verfahren, wie wir es bisher diskutiert haben, hat aufgrund seiner quadratischen Kon-
vergenz eine große Bedeutung, besitzt aber auch einige Nachteile. Einer davon ist, dass in jeder
Iteration dieJacobi-Matrix benötigt wird. In vielen Beispielen sind die analytischen Ableitungen
jedoch nicht bekannt.

Das aufBroyden8 zurückgehende Quasi-Newton-Verfahren ist ein Kompromiss zwischen Neube-
rechnung derJacobi-Matrix in jedem Iterationsschritt (analog zumNewton-Verfahren) und der
Verwendung einer festen Matrix im Lauf der gesamten Iteration. Ausgehend von einer Näherung
an dieJacobi-Matrix werden die Matrizen in jedem Schritt so aktualisiert, dass sie möglichst ähnli-
che Abbildungseigenschaften aufweisen wie die exakte Funktionalmatrix. Gleichzeitig achtet man
darauf, dass diese Aktualisierung möglichst wenig zusätzlichen Rechenaufwand erfordert. Sie er-
folgt daher mittels Rang-1-Korrekturmatrizen, die sich aus Termen berechnen lassen,die ohnehin
während der Iteration bestimmt werden müssen.
Die Näherungen an dieJacobi-Matrizen seien mitBk bezeichnet. Dann wird imk-ten Schritt des
Broyden-Verfahrens

Bks
(k) = −F (x(k)) (1.41)

berechnet, wobeix(k+1) = x(k) + s(k) sei. Im Eindimensionalen liefert das Sekantenverfahren zu

8Broyden, Charles George (1933 - )
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zwei gegebenen Wertenx(k−1) undx(k) iterativ die Steigung der Sekante durch

βk =
f(x(k)) − f(x(k−1))

x(k) − x(k−1)
, k ≥ 0 (1.42)

und daraus eine weitere Näherungx(k+1) anx∗ mittels

x(k+1) = x(k) − β−1
k f(x(k)) .

Die formale Verallgemeinerung der Sekanten-Bedingung (1.42) anBk lautet

Bks
(k−1) = F (x(k)) − F (x(k−1)) =: δFk .

Bedingungen dieser Art werdenQuasi-Newton-Gleichunggenannt. Die Bedingung genügt je-
doch nicht, umBk ∈ R

n×n eindeutig zu bestimmen. Daher versucht man fürk ≥ n die letzten
gewonnenen Informationen zu nutzen, so dassBk, k ≥ n eine Lösung der folgenden Menge von
n Systemen

Bk(x
(k) − x(k−j)) = F (x(k)) − F (x(k−j)), j = 1, . . . , n (1.43)

ist. Da im Allgemeinen die Vektorenx(k−j), . . . , x(k) nicht linear unabhängig sind, fordern
wir zusätzlich, dass die Differenz zwischen den linearen Approximationen vonF (x(k−1)) und
F (x(k)), nämlich

dk := F (x(k)) +Bk(x− x(k)) −
(
F (x(k−1)) +Bk−1(x− x(k−1))

)
, (1.44)

in derEuklidischenNorm minimiert wird. Setzen wirj = 1 in (1.43) so wird (1.44) zu

dk = (Bk −Bk−1)(x− x(k−1)). (1.45)

Zerlegt man den Vektorx− x(k−1) in der Form

x− x(k−1) = α s(k−1) + r

mit α ∈ R undrT s(k−1) = 0, dann erhält man aus (1.45)

dk = α(Bk −Bk−1)s
(k−1) + (Bk −Bk−1)r . (1.46)

Da(Bk−Bk−1)s
(k−1) = δFk−Bk−1s

(k−1) gilt, ist somit der erste Term in (1.46) unabhängig von
Bk und es bleibt nur der zweite Term in (1.46) zu minimieren. DieMatrix Bk, die (Bk −Bk−1)r
minimiert für aller, die orthogonal zus(k−1) sind, unter der Restriktion, dass (1.43) gilt, kann
rekursiv mittels desRang-1-UpdatesvonBk−1

Bk = Bk−1 +

(
δFk −Bk−1s

(k−1)
)
(s(k−1))T

(s(k−1))T s(k−1)
(1.47)

berechnet werden. Die Methode (1.41) mit der Wahl (1.47) wird als Broyden-Verfahren bezeich-
net. Zur Initialisierung setzt manB0 = JF (x0) oder eine geeignete Approximation z.B. mittels
Differenzenquotienten, d.h.(B0)ij ≈ (Fi(x0 + hej) − Fi(x0))/h.

Bemerkung 1.3.20 Ist eineQR-Zerlegung vonB0 ∈ R
n×n gegeben, so läßt sich dieQR-

Zerlegung vonBk, k > 0 aus derQR-Zerlegung vonBk−1 (wie wir in Numerik 1 gezeigt haben)
mit O(n2) bestimmen.
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MATLABMATLABMATLAB -Funktion: Broyden.m

1 function [x,nit] = Broyden(x,f,B,tol,maxit,param)
2 fx = f(x,param);
3 fx1 = zeros( size(fx));
4 nit = 0; err = inf;
5 while nit < maxit && err > tol
6 s = - B\fx;
7 x = x + s;
8 err = norm(s);
9 if err > tol

10 fx1 = f(x,param);
11 B = B + 1 /(s’ * s) * fx1 * s’;
12 end
13 fx = fx1;
14 nit = nit +1;
15 end

Unter Verwendung desBroyden-Verfahrens lösen wir das nichtlineare Problem aus Bsp. 1.1.4
für n = 6. Diese Methode konvergiert in 18 Iterationen verglichen mit den 5 Iterationen, die
dasNewton-Verfahren erforderte bei gleichem Startwertx(0) = (−1, 1, . . . , 1, )T . Die MatrixB0

wurde gleich derJacobi-Matrix im Punkt x(0) gesetzt. Abbildung 1.8 zeigt das Verhalten der
EuklidischenNorm des Fehlers beider Methoden.
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Abb. 1.8: Euklidische Norm des Fehlers für dasBroyden- undNewton-Verfahren im Fall des nicht-
linearen Problems aus Bsp. 1.1.4 fürn = 6.

1.3.4 Gauß-Newton Verfahren für nichtlineare Ausgleichsprobleme

Zum Abschluss dieses Kapitels über nichtlineare Gleichungen betrachten wir hier noch mal Aus-
gleichsprobleme. In Numerik 1 hatten wir bereits lineare Ausgleichsprobleme behandelt. Zur Er-
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innerung, bei linearen Ausgleichsproblemen hatten wir dasProblem, bestimmex ∈ R
n mit

‖Ax− b‖ → min
↑ ↑

Parameter Daten, Messungen
(1.48)

mit A ∈ R
m×n,m≫ n undb ∈ R

m betrachtet.

Hierbei ist der Ausganspunkt eine Messung mitm Messpunkten(ti, bi), i = 1, . . . ,m. Diese
Messungen unterliegen einem funktionaler Zusammenhang, welcher z.B. durch Modellannahmen
gegeben ist. Dies ist die Modellfunktiony mit b(t) = y(t, x1, . . . , xn), in dien unbekannten Para-
meterx1, . . . , xn eingehen. Wären die Messungen exakt, d.h. ohne Messfehler, und würden exakt
dem postulierten Modellzusammenhang folgen so hätte manbi = b(ti) = y(ti, x1, . . . , xn), i =
1, . . . ,m. In der Realität ist dem aber i.d.R. nicht so.

Bei linearen Ausgleichsproblem wird der Spezialfall berachtet, dassy einelineareFunktion in den
Parameternx1, . . . , xn ist:

y(t, x1, . . . , xn) =
n∑

i=1

aji(t)xi, j = 1, . . . ,m≫ n,

wobei aij : R → R beliebige Funktionen sind. MitA = (aij) = (aij(i)) ∈ R
m×n und

b = (b1, . . . , bm)T erhält man das lineare Ausgleichsproblem (1.48).

Oft ist die Modellfunktiony abernichtlinear in den Parameternx1, . . . , xn. Dieser Fall ist Thema
dieses Abschnitts. Zur Motivation betrachten wir wiederumein Beispiel:

Beispiel 1.3.21 (Ged̈ampfte Schwingung) Schwingungen mit einem Freiheitsgrad werden im
einfachsten Fall mathematisch durch eine Differentialgleichung zweiter Ordnung mit linearen Ko-
effizienten beschrieben

u′′ +
B

M
u′ +

k

M
u = 0,

wobei M die Masse,B die Dämpfungskonstante undk die Federsteifigkeit bezeichnet. Ohne
genauer auf die mechanischen Hintergründe und die Lösungstheorie einzugehen halten wir fest,
dass Lösungen dieser partiellen Differentialgleichung von der Form

u(t) = u0e
−δt sin(ω0t+ ϕ0)

sind. Wobeiu0 die Startamplitude,δ = −B/(2M) die Dämpfung,ω0 =
√
k/M die die gedämpf-

te Eigenkreisfrequenz undϕ0 die Phasenverschiebung bezeichnet. Diese Lösungu hat somit vier
Parameter. Als Modellfunktiony der gedämpften Schwingung verwenden wir daher den Ansatz

y(t, x1, x2, x3, x4) = x1 2−x2t sin(x3t+ x4).
↑ ↑ ↑ ↑

Startamplitude Dämpfung Frequenz Phasenverschiebung

Mit der Methode der kleinsten Fehlerquadrateergibt sich:
m∑

i=1

(y(ti, x1, x2, x3, x4) − bi)
2 = ‖F (x1, x2, x3, x4)‖2

2

mit

F (x) := y(x) − b, y : R
4 → R

m, b ∈ R
m.

Man beachtey ist nichtlinear inx und daher auchF . Insbesondere istF auchnicht quadratisch,
also ist die Nullstelle des Gradienten nicht unbedingt ein (lokales) Extremum!
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Nichtlineares Ausgleichsproblem:Allgemein setzen wir

F (x) := y(x) − b, y : R
n → R

m, b ∈ R
m.

wobei F eine nichtlineare Funktion ist. Das nichtlineares Ausgleichsproblem lautet somit Für
F : Ω ⊂ R

n → R
m, F ∈ C2(Ω) suchex ∈ Ω mit

f̂(x) := ‖F (x)‖2
2 → min . (1.49)

Herleitung des Algorithmus: Die Idee ist es nun, deratige Probleme auf eineFolge linearer Aus-
gleichsprobleme zurück zuführen. Wie auch schon beimNewton-Verfahren ersetzt man nunF (x)
durch die LinearisierungT (x)

T (x) = F (x(k)) + JF (x(k))(x− x(k)).

Dadurch erhält man das lineare Ausgleichsproblem: bestimmes(k) ∈ R
n so, dass

qk(x) := ‖T (x)‖2
2 = ‖F (x(k)) + JF (xk)s(k)‖2

2 → min, (1.50)

also‖Ax−b‖2 mitA = JF (x(k)), b = −F (x(k)), und setzenx(k+1) = x(k)+s(k). Aus Numerik 1
ist bekannt, dass man zu einem linearen Ausgleichsproblem die Gauß’sche Normalengleichung
formulieren kann

2ATAx = 2AT b,

welche der notwendigen Optimalitäsbedingung∇f(x) = 0 entspricht.

Algorithmus 1.3.3 (Gauß–Newton-Verfahren) Wähle einen Startwertx(0) und eine Toleranz
ǫ > 0.
Für k = 0, 1, 2, . . .

1) BerechneF (x(k)), JF (x(k))

2) Bestimmes(k) durch L̈osen der Gauß-Newton-Gleichung

JF (x(k))TJF (x(k))s(k) = −JF (x(k))TF (x(k)).

3) Setzex(k+1) = x(k) + s(k)

Bemerkung 1.3.22 (a) Die Konvergenz ist i.A. linear, in speziellen Fällen quadratisch.

(b) Man kann wiederum Dämpfungsstrategien anwenden.

(c) Eine bekannte Modifikation ist das Levenberg–Marquardt–Verfahren, das in vielen
Statistik–Paketen verwendet wird (Numerik III).
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2 INTERPOLATION

Häufig sind in der Praxis z.B. durch Marktanalysen, technische Messungen von einer Funktion nur
einzelne Punkte bekannt, aber keine analytische Beschreibung der Funktion, um sie an beliebigen
Stellen auswerten zu können. Könnte man die diskreten Daten durch eine (eventuell glatte) Kur-
ve verbinden, so wäre es möglich, die unbekannte Funktionan den dazwischenliegenden Stellen
zu schätzen. In anderen Fällen will man eine schwierig berechenbare Funktion näherungsweise
durch eine einfachere darstellen. Eine Interpolationsfunktion kann diese Anforderung der Ein-
fachheit erfüllen.

Interpolationsaufgabe: Eine gegebene Funktionf : I → R sei geeignet zu approximieren unter
der Vorgabe, dassf an diskreten (d.h. endlich vielen) Stützstellen die gegebenen Funktionswerte
annehmen soll.

Die Interpolation ist somit eine Art der Approximation. DieApproximationsgüte hängt vom An-
satz ab. Um sie zu schätzen, werden Zusatzinformationen (Co-observations) über die Funktionf
benötigt. Diese ergeben sich auch bei Unkenntnis vonf häufig in natürlicher Weise: Beschränkt-
heit, Stetigkeit oder Differenzierbarkeit lassen sich häufig voraussetzen.

Bei anderen Approximationsverfahren wie z. B. der Ausgleichungsrechnung wird nicht gefordert,
dass die Daten exakt wiedergegeben werden; das unterscheidet diese Verfahren von der Interpola-
tion.

Bemerkung 2.0.1 i) Ist man am gesamten Verlauf vonf interessiert, so sollte man eine Inter-
polierndeIf konstruieren, die sich

”
möglichst wenig“ vonf unterscheidet.

ii) Diese Interpolierende If sollte eine leicht berechenbare Funktion sein - hierfür eignen sich
Polynome, trigonometrische Funktionen, Exponentialfunktionen sowierationale Funk-
tionen.

2.1 DAS ALLGEMEINE INTERPOLATIONSPROBLEM

Manchmal möchte man nicht nur Daten (also Funktionswerte)interpolieren, sondern z.B. auch
Steigungen, Krümmungen oder Richtungsableitungen. Dazuist folgende allgemeine Problemfor-
mulierung hilfreich.

Definition 2.1.1 (Lineares Funktional) Sei F ein linearer Raum (z.B. ein Funktionenraum
(C[a, b], C∞(Ω), L2(Ω), . . .). Eine Abbildungµ : F → R heißtlineares Funktional, falls

µ(α1f1 + α2f2) = α1µ(f1) + α2µ(f2), α1, α2 ∈ R, f1, f2 ∈ F , (2.1)

d.h. fallsµ reellwertig und linear ist.

Beispiel 2.1.2Folgende Funktionen sind lineare Funktionale:

(a) F = C[a, b], x0 ∈ [a, b], µ(f) := f(x0), Funktionswerte, Punktauswertungen.

(b) F = C1[a, b], x0 ∈ [a, b], µ(f) := f ′(x0), Steigungen, Ableitungen.
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(c) F = R[a, b],

µ(f) :=

b∫

a

f(x) dx,

Integrale.

(d) Mittelwerte, Mediane und andere statistische Größen.

Dann lautet dasallgemeine Interpolationsproblem: Sei F ein Funktionenraum undGn ein
(n + 1)-dimensionaler Teilraum vonF . Weiter seien lineare Funktionaleµ0, . . . , µn aufGn ge-
geben.

{
Zu f ∈ F findegn ∈ Gn mit

µj(gn) = µj(f), j = 0, . . . , n.
(2.2)

Man kann nun die Frage der Existenz und Eindeutigkeit beweisen:

Lemma 2.1.3 (Existenz und Eindeutigkeit der L̈osung der allgemeinen Interpolationsaufgabe)
Die allgemeine Interpolationsaufgabe (2.2) hat genau dannfür jedesf ∈ F eine eindeutige
Lösunggn, wenn

det[(µi(ϕj))
n
i,j=0] 6= 0

für eine (und damit jede) Basis{ϕ0, . . . , ϕn} vonGn gilt.

Beweis.Sei gn ∈ Gn, dann existieren eindeutig bestimmte Koeffizienten{α0, . . . , αn} mit

gn =
n∑

j=0
αjϕj , also bedeutet (2.2)

µi(gn) =
n∑

j=0

αjµi(ϕj) = (Gα)i
(2.2)
= µi(f) = bi

mit G = (µi(ϕj))
n
i,j=0, α = (αj)

n
j=0, b = (bj)

n
j=0, d.h.Gα = b.

Bemerkung 2.1.4 Je nach Wahl vongn ∈ Gn erhält man unterschiedliche Instanzen der Interpo-
lation:

• IstGn = Pn redet man vonPolynominterpolation.

• G2n :=
{
F (x) := P (x)

Q(x) , P,Q ∈ Pn, Q 6= 0
}

ergibt dierationale Interpolation .

• IstGn = Sk(T ) so spricht man vonSpline-Interpolation (Vgl. Kapitel 4).

2.2 POLYNOMINTERPOLATION

Nach dem aus der Analysis bekannten Approximationssatz vonWeierstraßist es möglich, je-
de stetige Funktion beliebig gut durch Polynome zu approximieren. In diesem Abschnitt sei
Gn = Pn, d.h. der Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner gleichn.

Wenn man nun in der allgemeinen Interpolationsaufgabe (2.2) nur Funktionswertefi interpoliert,
spricht man vonLagrange-Interpolation . Werden Funktionswerte und Ableitungen interpoliert,
spricht man vonHermite-Interpolation . Beide Interpolationsaufgaben werden im Folgenden be-
handelt.
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2.2.1 Lagrange-Interpolation
Gegeben seien(n + 1) diskrete, paarweise verschiedeneStützstellen (auchKnoten genannt)
x0, . . . , xn und dazugehörige beliebigeStützwertef0, . . . , fn.

Gesucht ist nun ein PolynomP ∈ Pn vom Grad gradp ≤ n, d.h.

P (x) = anx
n + . . . + a1x+ a0, mit aν ∈ R, ν = 0, . . . , n,

welches dieInterpolationsbedingungen

P (xi) = fi, i = 0, . . . , n (2.3)

erfüllt.

Seiϕj ≡ xj, j = 0, . . . , n diemonomiale BasisdesPn. Für (2.3) erhalten wirµi(f) := f(xi) al-
soµi(ϕj) = xj

i . Also ist die Matrix(µi(ϕj))
n
i,j=0 die Vandermonde-Matrix, die bekanntermaßen

invertierbar ist, falls diexi paarweise disjunkt sind.

Um eines solches PolynomsP (x) auch explizit zu konstruieren, werden wir zunächst die soge-
nannteLagrange-Darstellung von Polynomen einführen. Mit dieser Darstellung kann man beson-
ders schön zeigen, dass man immer ein Polynom konstruierenkann, welches die Interpolations-
aufgabe erfüllt.

2.2.1.1 Lagrange-Darstellung
Zur Konstruktion derLagrange-Darstellung von Polynomen benötigen wir die folgende Definiti-
on:

Definition 2.2.1 (Lagrange-Polynome) Die Polynome

L
(n)
i (x) :=

n∏

j=0
j 6=i

(x− xj)

(xi − xj)
∈ Pn, i = 0, 1, . . . , n. (2.4)

zu den (n + 1) diskreten, paarweise verschiedenen Knotenx0, . . . , xn werden Lagrange-
Basispolynomegenannt.

Bemerkung 2.2.2 (Basis-Darstellung)Als endlich dimensionalen Vektorraum kann man die
Elemente des VektorraumsPn der Polynome vom Grad kleiner oder gleichn, d.h., die
Polynome, eindeutig als Linearkombination endlicher, linear unabhängiger Teilmengen—
einer Basis–darstellen. Wie man sich leicht überlegt, istdie Menge derLagrange-Polynome
{L(n)

i , i = 0, . . . , n} eine Basis desPn (Übungsaufgabe).

Bemerkung 2.2.3 (Eigenschaft derLagrange-Polynome) Per Konstruktion erfüllen die
Lagrange-Polynome die Knotenbedingung

L
(n)
i (xk) = δik =

{
1 für i = k,
0 für i 6= k.

(2.5)

Hieraus folgt, dasL(n)
i , i = 0, . . . , n linear unabhängig sind.

Definition 2.2.4 (Lagrange-Darstellung) Das Polynom

P (x) :=

n∑

i=0

fiL
(n)
i (x) (2.6)

wird Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms zu den Stützstellen
(x0, f0), . . . , (xn, fn) genannt.
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Wie angekündigt, liefert dieLagrange-Darstellung einen konstruktiven Beweis für die Existenz
und Eindeutigkeit eines PolynomsP (x), das die Interpolationsbedingung (2.3) erfüllt.

Satz 2.2.5 (Existenz und Eindeutigkeit derLagrange-Interpolation) Zu beliebigen (n + 1)
Paaren(xi, fi) , i = 0, . . . , n,mit paarweise verschiedenen Stützstellenx0, . . . , xn existiert genau
ein InterpolationspolynomP ∈ Pn, das (2.3) erfüllt.

Beweis.(Existenz:) Die Existenz des InterpolationspolynomsP (x) zeigen wir auf konstrukti-
ve Art. Zu diesem Zweck betrachten wir zu den gegebenen Stützstellen die(n + 1) Lagrange-
PolynomeL(n)

i , i = 0, . . . , n, aus (2.4). Diese Polynome sind vom echten Gradn und besitzen
offensichtlich die Eigenschaft (2.5). Demzufolge besitztdas Polynom

P (x) :=
n∑

i=0

fiL
(n)
i (x)

wegen (2.5) die geforderten Interpolationseigenschaften:

P (xk) =
n∑

i=0

fiL
(n)
i (xk) =

n∑

i=0

fiδik = fk, k = 0, 1, . . . , n.

Ferner ist als Linearkombination von Polynomen vom Gradn der Grad vonP kleiner oder glei-
chn.

(Eindeutigkeit:) Die Eindeutigkeit des Interpolationspolynoms ergibt sichwie folgt: Es seien
P undQ zwei Polynome jeweils vom Grad höchstens gleichn, P,Q ∈ Pn mit

P (xk) = Q(xk) = fk (k = 0, 1, . . . , n). (2.7)

Aus dieser Eigenschaft (2.7) folgt, dassD(x) := P (x) − Q(x) ein Polynom vom Grad kleiner
oder gleichn definiert mit den(n+1) paarweise verschiedenen Nullstellenx0, . . . , xn. Nach dem
Fundamentalsatz der Algebra muss nun aberD(x) ≡ 0 gelten, alsoP (x) = Q(x) sein.

Bemerkung 2.2.6 (Vor- und Nachteile derLagrange-Darstellung) Die Lagrange-Darstellung
(2.6) ist für praktische Zwecke meist zu rechenaufwendig, sie eignet sich jedoch hervorragend
für theoretische Fragestellungen. Insbesondere, müssen die Lagrange-Polynome bei Hinzunahme
einer weiteren Stützstelle(xn+1, fn+1) komplett neu berechnet werden.

Im Laufe dieses Abschnitts werden wir eine weitere Basis Darstellung kennenlernen, welche sich
besser zur numerischen Berechnung eignet, als dieLagrange-Darstellung, dies ist die so genannte
Newton-Darstelleung. Zunächst aber zur kanonischen Basis Darstellung.

2.2.1.2 Monomiale Basis Darstellung
Eine alternative Basis zur Darstellung des Interpolationspolynoms mit Lagrange-Polynomen bildet
die sogenanntemonomiale Basis{1, . . . , xn} vonPn, d.h. wir schreibenP in folgender Koeffizi-
entendarstellung

P (x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n.

Bemerkung 2.2.7 (Vandermonde-Matrix) Die InterpolationsbedingungenP (xi) = fi,
i = 0, . . . , n lassen sich wie bereits bemerkt als folgendes lineares Gleichungssystem auffassen:




1 x0 x2
0 . . . xn

0

1 x1 x2
1 . . . xn

1
...

...
...

...
1 xn x2

n . . . xn
n







a0

a1
...
an


 =




f0

f1
...
fn


 .
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In Numerik 1 haben wir dieseVandermonde-Matrix schon kennengelernt und an dortiger Stelle
auch eine zumGauß-Algorithmus alternative Möglichkeit angegeben um das dazugehörige lineare
Gleichungssystem zu lösen (Aufwand für dieses spezielleVerfahren5n2/2+O(n)). Das Problem
der schlechten Kondition hatten wir auch angesprochen.

NotizBemerkung 2.2.8 (Nachteil monomiale Basis Darstellung)Die Darstellung in monomialer Ba-
sis ist numerisch instabil und sollte daher für großen im Allgemeinen nicht verwendet werden.

2.2.2 Hermite-Interpolation
Um die Hermite-Interpolation einzuführen, bei der neben den Funktionswertenf(xi) auch die
Ableitungen gegeben sind, benötigen wir noch einige Notationen. Zunächst sei angemerkt, dass
generell Ableitungen verschiedener Ordnung an unterschiedlichen Knoten gegeben sein können.

Notation: Wir definieren die Folge von Stützstellen△ := {xj}j=0,...,n mit

a = x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn = b,

wobei Stützstellen auch mehrfach auftreten können. Sindan einer Stellexi einerseits der Funkti-
onswertf(xi) und andererseits die Ableitungenf ′(xi), . . . , f

(k)(xi) gegeben, so sollxi in obiger
Folge(k + 1)-mal auftreten.

Gleiche Knoten nummerieren wir hierbei mit der Vielfachheit

di := max{j ∈ N | xi = xi−j}

von links nach rechts durch; z.B.

xi x0 = x1 < x2 = x3 = x4 < x5 < x6

di 0 1 0 1 2 0 0

Führen wir nun mit diesen Abkürzungen nachfolgende lineare Abbildung

µi : Cn[a, b] → R, µi(f) := f (di)(xi), i = 0, . . . , n

ein, so lautet dieAufgabe derHermite-Interpolation: Gegebenµi (i = 0, . . . , n). FindeP ∈ Pn

mit
µi(P ) = µi(f), i = 0, . . . , n. (2.8)

Die LösungP = P (f |x0, . . . , xn) ∈ Pn von (2.8) heißtHermite-Interpolierende.

Satz 2.2.9 (Existenz und Eindeutigkeit derHermite-Interpolation) Zu jeder Funktionf ∈
Cn[a, b] und jeder monotonen Folge

a = x0 ≤ x1 ≤ . . . ≤ xn = b

von (i.Allg. nicht paarweise verschiedenen) Knoten gibt esgenau ein PolynomP ∈ Pn, sodass
gilt:

µi(P ) = µi(f), i = 0, . . . , n.

Beweis.Die Abbildung

µ : Pn → R
n+1, P 7→ (µ0(P ), . . . , µn(P ))

ist offensichtlich eine lineare Abbildung zwischen den(n+1)-dimensionalen reellen Vektorräum-
enPn undR

n+1, sodass aus der Injektivität der Abbildung bereits die Surjektivität folgen würde
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und damit der Satz bewiesen wäre. Somit reicht es die Injektivität der linearen Abbildung zu zei-
gen.

Daµ(P ) = 0 gilt, folgt, dassp mindestens(n + 1)-Nullstellen inklusive Vielfachheiten besitzt,
somit aber das Nullpolynom ist. Da fernerdim Pn = dimR

n+1 = n+1, folgt daraus auch wieder
die Existenz.

Bemerkung 2.2.10 (Eigenschaften derHermite-Interpolation) Stimmen alle Knoten überein,
d.h.x0 = x1 = · · · = xn, dann entspricht das Interpolationspolynom der abgebrochenen Taylor-
Reihe umx = x0:

P (f |x0, . . . , xn)(x) :=

n∑

j=0

(x− x0)
j

j!
f (j)(x0).

Die Hermite-Interpolation und insbesondere deren effiziente Berechnung sind Thema des nun
folgenden Abschnitts. Die dort vorgestellten Schemata zureffizienten numerischen Auswertung
sind, wie wir an einem Beispiel sehen werden, allerdings natürlich auch im Fall derLagrange-
Interpolation anwendbar.

2.2.3 Auswertung von Polynomen
In diesem Abschnitt werden wir uns unter anderem mit der effizienten Auswertung des so ge-
mannten Interpolationspolynoms beschäftigen:

Definition 2.2.11 (Interpolationspolynom) Das nach Satz 2.2.5 eindeutig bestimmte Polynom
P ∈ Pn heißt Interpolationspolynom von f zu den paarweise verschiedenen Stützstellen
x0, . . . , xn und wird mit

P = P (f |x0, . . . , xn)

bezeichnet.

Zur Berechnung kommen je nach Fragestellung zwei unterschiedliche Ansätze zum Einsatz:

• Schema vonAitken1 undNeville2,

• Schema der dividierten Differenzen.

Ist man nur an der Auswertung des InterpolationspolynomsP an einer Stellex (oder ganz weni-
gen) interessiert und will das Interpolationspolynom selber nicht explizit ausrechnen so verwendet
man das Schema vonAitkenundNeville.

Will man hingegen das Interpolationspolynom an mehreren Stellen auswerten, so wendet man
das Schema der dividierten Differenzen an. Hierbei berechnet man die Koeffezientenan =
[x0, . . . , xn]f des so genannten Newtonschen-Interpolationspolynoms (die dividierten Differen-
zen) und wendet ein dem Horner-Schema ähnliches Schema an.

DasNewtonsche-Interpolationspolynom ist hierbei eine Darstellungdes Interpolationspolynoms
bezüglich der so genanntenNewton-Basis. Aus dem Blickwinkel der Darstellung des Interpolati-
onspolynoms bzgl. derNewton-Basis entspricht das Schema vonAitkenund Neville der Berech-
nung des Wertes des Interpolationspolynoms an einer gesuchten Stelle ohne die Koeffizientenan

explizit zu berechnen.

1Aitken, Alexander Craig (1895-1967)
2Neville, Eric Harold (1889-1961)
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2.2.3.1 Schema vonAitken und Neville

Hier betrachen wir den Fall, dass man nur an der Auswertung des InterpolationspolynomsP an
einer Stellex interessiert ist. Dazu muss man nicht erstP bestimmen, sondern kannP (x) durch
rekursive Berechnung effektiver (d.h vor allem effektiverbezüglich des Aufwands) bestimmen.
Motiviert wird dies im Folgenden durch das Lemma vonAitken.

Lemma 2.2.12 (von Aitken) Für das InterpolationspolynomP = P (f |x0, . . . , xn) gilt die Re-
kursionsformel

P (f |x0, . . . , xn)(x) =
(x0 − x)P (f |x1, . . . , xn)(x) − (xn − x)P (f |x0, . . . , xn−1)(x)

x0 − xn
. (2.9)

Hierbei gilt also insbesondereP (f |xk) = f(xk).

Beweis.Seiφ(x) definiert als der Term auf der rechten Seite von (2.9). Dann ist φ ∈ Pn und es
gilt:

φ(xi) =
(x0 − xi)f(xi) − (xn − xi)f(xi)

x0 − xn
= f(xi), i = 1, . . . , n− 1.

Ebenso leicht folgtφ(x0) = f(x0) sowieφ(xn) = f(xn) und daher obige Behauptung.

Herleitung des Algorithmus: Wir definierenfi := f(xi) für i = 0, . . . , n. Man beachte hierbei

P (f |xi) = fi, i = 0, . . . , n.

Für festesx vereinfachen wir die Notation weiterhin durch

Pi,k := P (f |xi−k, . . . , xi)(x), i ≥ k.

Die Rekursion (2.9) schreibt sich nun

Pn,n =
(x0 − x)Pn,n−1 − (xn − x)Pn−1,n−1

x0 − xn
,

oder allgemeiner fürPi,k, i ≥ k:

Pi,k =

= (xi−k−xi+xi−x)︷ ︸︸ ︷
(xi−k − x) Pi,k−1 − (xi − x)Pi−1,k−1

xi−k − xi

= Pi,k−1 +
xi − x

xi−k − xi
(Pi,k−1 − Pi−1,k−1) .

Daraus gewinnen wir den folgenden Algorithmus:

Algorithmus 2.2.1 (Aitken-Neville-Verfahren) Gegeben seien Stützstellenx0, x1, . . . , xn und
Sẗutzwertef0, f1, . . . , fn.

1) SetzePi,0 = fi, für i=0,. . . , n.

2) BerechnePi,k = Pi,k−1 + x−xi
xi−xi−k

(Pi,k−1 − Pi−1,k−1), i ≥ k.
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Zur praktischen Berechnung eignet sich dasSchema von Neville: Nach diesem lässt sich
Pn,n = P (f |x0, . . . , xn)(x), d.h. das Interpolationspolynom an einer festen Stellex, ausgehend
von den Daten (f0 . . . , fn) wie folgt berechnen:

f0 = P0,0

ց
f1 = P1,0 → P1,1
...

...
...

...
...

ց
...

...
... → Pn−2,n−2

ց ց
fn−1 = Pn−1,0 → . . . → Pn−1,n−2 → Pn−1,n−1

ց ց ց ց
fn = Pn,0 → Pn,1 . . . → Pn,n−2 → Pn,n−1 → Pn,n

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: AitkenNeville.m

1 function value = AitkenNeville(x,fx,x0)
2 % evaluate the Interpolation polynomial given
3 % by (x,fx) at the point x0
4 for k = 2: length(fx)
5 for j = length(fx):-1:k
6 fx(j) = fx(j) + (x0-x(j))/(x(j)-x(j-k+1)) * (fx(j)-fx(j-1));
7 end
8 end
9 value = fx( end);

MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:

Testen wir das Aitken-Neville-
Verfahren anhand zweier Beispiele.
Zum einen werten wir das Interpo-
lationspolynom zuf(x) = x2 und
3 Stützstellen an der Stelle2 aus.

>> x = linspace(0,1,5);
>> AitkenNeville(x,x.ˆ2,2)
ans =

4

Zum anderen werten wir das
Interpolationspolynom zu
f(x) = sin(x) und 5 äquidi-
stanten Stützstellen in[0, 1] an der
Stelle π/3 aus. Man beachte, dass
sin(x) =

√
3/2 gilt.

>> x = linspace(0,1,5);
>> sqrt(3)/2 - AitkenNeville(x,sin(x),pi/3)
ans =

4.387286117690792e-005
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Bemerkung 2.2.13 Im Gegensatz zur Lagrange-Darstellung lässt sich bei der Berechnung des
Interpolationspolynoms an einer festen Stelle mit dem Schema von Aitken-Neville zu(n + 1)-
Paaren ohne Probleme eine weiteres Paar(xn+1, fn+1) hinzu nehmen. Und dies somit zu einer
Berechnung des Interpolationspolynoms an einer festen Stelle zu (n+ 2) Paaren ausweiten.

2.2.3.2 Newton-Darstellung und dividierte Differenzen
Wir hatten bereits zwei Basis-Darstellungen fürPn kennengelernt. Allerdings eigenen sich sowohl
dieLagrange-Darstellung als auch die monomiale Basis Darstellung nicht so gut zur numerischen
Berechnung des kompletten Polynoms (also nicht nur der Auswertung an wenigen Stellen). Vor
diesem Hintergrund führen wir dieNewtonschen Basispolynome ein, eine Darstellung bzgl. dieser
ist für numerische Zwecke besser geeignet.

Das Ziel ist eine Aufdatierungsstrategie bezüglich des Polynomgrades zur Berechnung des kom-
pletten Polynoms. Mit einer Aufdatierungsstrategie kann man dann auch ohne Probleme ein wei-
teres Paar(xn+1, fn+1) hinzunehmen.

Motivation: Zu
gegebenen(n + 1) Paaren wollen wir das InterpolationspolynomP (f |x0, . . . , xn) ∈ Pn somit
als eine additive Zerlegung

P (f |x0, . . . , xn)(x)︸ ︷︷ ︸
∈Pn

= P (f |x0, . . . , xn−1)(x)︸ ︷︷ ︸
∈Pn−1

+Qn(x)︸ ︷︷ ︸
∈Pn

darstellen, mit einem PolynomQn vom Gradn, welches von den Stützstellenxi und einem unbe-
kannten Koeffizienten abhängt. Da für

Qn(xi) = P (f |x0, . . . , xn)(xi) − P (f |x0, . . . , xn−1)(xi) = 0

gilt, muss

Qn(x) = an(x− x0) · · · (x− xn−1)

gelten. Fürxn setzt man ein und löst nachan auf

an =
f(xn) − P (f |x0, . . . , xn−1)(xn)

(xn − x0) · · · (xn − xn−1)

Offenbar istan der führende Koeffizient vonP (f |x0, . . . , xn), d.h. der Koeffizient vorxn.

Wir definieren nun die bereits erwähnte Newton-Basis:

Definition 2.2.14 (Newton-Basis) Es seienx0, . . . xn−1 ∈ R und

ω0 := 1, ωi(x) :=

i−1∏

j=0

(x− xj), ωi ∈ Pi.

Wir bezeichnen{ω0, . . . , ωn} als Newton-Basisdes PolynomraumsPn mit Basiselementenωi.

Bemerkung 2.2.15Man beachte, dass bei der Definition der Newton-Basis weder eine Ordnung
der Punktexk noch

”
paarweise verschieden“ vorgeschrieben wurde. Je nach Nummerierung,

erhält man somit eine andere Newton-Basis. Dies ist bei derStabilität der folgenden Verfahren
zu berücksichtigen.
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Um nun das Verfahren der dividierten Differenzen herzuleiten, mit dem sich sowohl dieLagrange-
als auch dieHermite-Interpolationsaufgabe effizient lösen lässt, verwenden wir die Darstellung des
Interpolationspolynoms in derNewton-Basis, d.h. dasNewton-Interpolationspolynom

P (x) = c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)(x− x1) + · · · + cn

n−1∏

j=0

(x− xj)

=

n∑

i=0

aiωi(x),

wobei sich die unbekannten Koeffizientenc0, . . . , cn prinzipiell aus den Interpolationsbedingun-
gen

P (x0) = c0 = f(x0)
P (x1) = c0 + c1(x− x0) = f(x1)
P (x2) = c0 + c1(x2 − x0) + c2(x2 − x1)(x2 − x0) = f(x2)

...
...

sukzessive berechnen lassen (dieses LGS hat Linksdreiecksgestalt!):

P (x0) = c0 =⇒ c0 = f(x0),

P (x1) = c0 + c1(x1 − x0) =⇒ c1 =
f(x1) − f(x0)

x1 − x0

Die Koeffizientenck, k = 0, . . . , n nennt mandividierte Differenzen.

Definition 2.2.16 (n-te dividierte Differenz) Der führende Koeffizientan des Interpolationspo-
lynoms

P (f |x0, . . . , xn)(x) = anx
n + an−1x

n−1 + · · · + a1x+ a0

von f zu den Knotenx0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn heißtn-te dividierte Differenz von f anx0, . . . , xn

und wird mit
[x0, . . . , xn]f := an

bezeichnet.

Bemerkung 2.2.17Beim Vergleich desNewton-Interpolationspolynoms mit dem Interpolations-
polynom bzgl. der monomialen Basis

P (x) =

n∑

j=0

ci

j−1∏

i=0

(x− xi) =

n∑

j=0

ajx
j

sieht man durch Ausmultiplizieren, dass für die Koeffizienten der höchstenx−Potenzan = cn
gilt. Damit folgt an = cn = [x0, . . . , xn]f

Satz 2.2.18 (Newton’sche Interpolationsformel) Für jede Funktion f∈ Cn(R) und Knoten
x0 ≤ · · · ≤ xn ∈ R ist

P (x) =

n∑

i=0

[x0, . . . , xi]f · ωi(x)

das InterpolationspolynomP (f |x0, . . . , xn) vonf anx0, . . . , xn alsoP (f |x0, . . . , xn) = P (x).
Gilt darüber hinausf ∈ Cn+1(R), so folgt:

f(x) = P (x) + [x0, . . . , xn, x]f · ωn+1(x) . (2.10)
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Beweis.Wir zeigen die erste Behauptung durch Induktion nachn ∈ N. Fürn = 0 ist die Aussage
trivialerweise erfüllt. Sei also im Folgendenn > 0 und

Pn−1 := P (f |x0, . . . , xn−1) =

n−1∑

i=0

[x0, . . . , xi]f · ωi

das Interpolationspolynom vonf an den Stützstellenx0, . . . , xn−1. Damit erhalten wir für
Pn = P (f |x0, . . . , xn), aufgrund der Definition der dividierten Differenz bzw. vonPn, dass

Pn(x) = [x0, . . . , xn]f · xn + an−1x
n−1 + . . .+ a0

= [x0, . . . , xn]f · ωn(x) +Qn−1(x)

mit einem PolynomQn−1 ∈ Pn−1 gilt. Nun erfüllt aber wegenωn(xi) = 0, i = 0, . . . , n− 1

Qn−1 = Pn − [x0, . . . , xn]f · ωn

offensichtlich die Interpolationsaufgabe fürx0, . . . , xn−1, sodass wir erhalten:

Qn−1 = Pn−1 =

n−1∑

i=0

[x0, . . . , xi]f · ωi.

Dies beweist aber gerade die Aussage des Satzes. Insbesondere folgt nun, dass

Pn + [x0, . . . , xn, x]f · ωn+1

die Funktionf an den Knotenx0, . . . , xn undx interpoliert und damit(2.10).

Aus den Eigenschaften derHermite-Interpolation lassen sich sofort folgende Aussagen überdie
dividierten Differenzen zuf ableiten:

Lemma 2.2.19 (Eigenschaften der dividierten Differenzen) i) (Rekursive Berechnung
der dividierten Differenzen)Für xi 6= xk gilt die Rekursionsformel

[x0, . . . , xn]f =
[x0, . . . , x̂i, . . . , xn]f − [x0, . . . , x̂k, . . . , xn]f

xk − xi
,

wobeî anzeigt, dass die entsprechende Stützstelle weggelassen wird (’seinen Hut nehmen
muss’)

ii) (Darstellungüber abgebrochene Taylor-Reihe)Für zusammenfallende Knotenx0 = . . . =
xn gilt

[x0, . . . , xn]f =
f (n)(x0)

n!

Bemerkung 2.2.20Aussagei) erklärt die Bezeichnung dividierte Differenzen.

Beweis.Für dasHermite-Interpolationspolynom gilt mitxi 6= xk:

P (f |x0, . . . , xn) =
(xi − x)

[x0,...,bxi,...,xn]f xn−1+Pn−2︷ ︸︸ ︷
P (f |x0, . . . , x̂k, . . . , xn)−(xk − x)P (f |x0, . . . , x̂k, . . . , xn)

xi − xk
,

(2.11)
was sich durcḧUberprüfen der Interpolationseigenschaft zeigen lässtmittels Einsetzen der Defini-
tionen. Aus der Eindeutigkeit des führenden Koeffizientenfolgt aus(2.11) unmittelbar Behaupt-
ungi). Stimmen dagegen alle Knotenx0, . . . , xn überein, so ist das Interpolationspolynom

P (f |x0, . . . , xn)(x) =
n∑

j=0

(x− x0)
j

j!
f (j)(x0) =: P (x),

wie man durch Einsetzen inµi (vgl. (2.8) oben) leicht einsieht. Daraus folgt, dass der f¨uhrende
Koeffizientf (n)(x0)/n! ist. Somit gilt auchii).
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Die Auswertung der Rekursionsformel(2.11) erfolgt am zweckmäßigsten imSchema der divi-
dierten Differenzen unter Verwendung der Startwerte[xi]f = f(xi) für paarweise verschiedene
Knoten.

x0 [x0]f
x1 [x1]f [x0, x1]f
x2 [x2]f [x1, x2]f [x0, x1, x2]f
x3 [x3]f [x2, x3]f [x1, x2, x3]f [x0, x1, x2, x3]f
x4 [x4]f [x3, x4]f [x2, x3, x4]f [x1, x2, x3, x4]f [x0, . . . , x4]f

Die gesuchten Koeffizientenak desNewton-Interpolationspolynoms findet man im obigen Sche-
ma der dividierten Differenzen in der oberen Diagonalen.

Nachfolgend werden wir das Schema der dividierten Differenzen anhand zweier Beispiele illus-
trieren. Zum einen für die klassischeLagrange-Interpolation bei der Knoten und Funktionswerte
gegeben sind und zum anderen für dieHermite-Interpolation.

Beispiel 2.2.21 (Lagrange-Interpolation via dem Schema der dividierten Differenzen) Wenn
wir das Schema auf gegebene Daten(xi, fi), i = 0, . . . , 3 anwenden, so erhalten wir

x0 = 0 : f0 = 1
ց

x1 = 3/2 : f1 = 2 → 2/3
ց ց

x2 = 5/2 : f2 = 2 → 0 → −4/15
ց ց ց

x3 = 9/2 : f3 = 1 → −1/2 → −1/6 → 1/45

und dasNewtonscheInterpolationspolynom lautet demnach

P (x) = 1 +
2

3
(x− 0) − 4

15
(x− 0)(x− 3

2
) +

1

45
(x− 0)(x − 3

2
)(x− 5

2
)

MATLABMATLABMATLAB -Funktionen: NewtonInterpolation.m und EvalNewtonPoly.m

1 function fx = NewtonInterpolation(x,fx)
2 for k = 2: length(fx)
3 for j = length(fx):-1:k
4 fx(j) = (fx(j) - fx(j-1))/(x(j)-x(j-k+1));
5 end
6 end

1 function value = HornerNewton(a,x0,x)
2 % evaluate Newton polynom
3 % p(x0) = a(1) + a(2) * (x0-x(1)) + a(3) * (x0-x(1)) * (x0-x(2)) + ...
4 % = a(1) + ( (x0-x(1)) * ( a(2) + (x0-x(2)) * ( a(3) ....
5 value = a( end);
6 for k=length(a)-1:-1:1
7 value = a(k) + value. * (x0-x(k));
8 end
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MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:

Testen wir das Differenzen-
Verfahren nochmals an den beiden
Beispielen aus Bsp. 2.2.3.1. Zum
einen werten wir das Interpolati-
onspolynom zuf(x) = x2 und 3
Stützstellen an der Stelle2 aus.

>> x=linspace(0,2,3);
>> a = NewtonInterpolation(x,x.ˆ2)
a =

0 1 1
>> HornerNewton(a,2,x)
ans =

4

Zum anderen werten das Interpo-
lationspolynom zuf(x) = sin(x)
und 5 äquidistanten Stützstellen in
[0, 1] an der Stelleπ/3 aus.

>> x=linspace(0,1,5);
>> a = NewtonInterpolation(x,sin(x));
>> sqrt(3)/2-HornerNewton(a,pi/3,x)
ans =

4.387286117690792e-005

Beispiel 2.2.22 (Hermite-Interpolation via dem Schema der dividierten Differenzen)
Betrachten wir nun noch abschließend das Schema für die nichttriviale Hermite-Interpolations-
aufgabe (d.h. auch Ableitungen werden interpoliert). Unter Beachtung von Lemma 2.2.19, insbe-
sondere(2.11) ergibt sich:

x0 : [x0]f
ց

x0 : [x0]f → [x0, x0]f = f ′(x0)
ց ց

x0 : [x0]f → [x0, x0]f = f ′(x0) → [x0, x0, x0]f = f ′′

2 (x0)
ց ց ց

x1 : [x1]f → [x0, x1]f → [x0, x0, x1]f → [x0, x0, x0, x1]f

Das resultierende PolynomP (x) mit

P (x) = f(x0) + (x− x0)
(
f ′(x0) + (x− x0)

(
f ′′(x0) + (x− x0)[x0, x0, x0x1]f

))

erfüllt dann die Interpolationsaufgaben

P (x0) = f(x0), P
′(x0) = f ′(x0), P

′′(x0) = f ′′(x0) undP (x1) = f(x1).

Für den speziellen Fall, dass an allen Knotenx0, . . . , xn sowohlf als auchf ′ interpoliert werden
sollen, erhält man die folgende Darstellung des InterpolationspolynomsP (x).

Satz 2.2.23 (Darstellung des Interpolationspolynoms)Es seiω(x) = (x − x0) · · · · · (x − xn)

undL(n)
k (x) seien dieLagrange-Polynome zu den Knotenx0, . . . , xn. Dann hat

P (x) =

n∑

k=1

f(xk)

(
1 − ω′′(xk)

ω′(xk)
(x− xk)

)
L

(n)
k 2(x) +

n∑

k=1

f ′(xk)(x− xk)L
2
k(x)

die Interpolationseigenschaften

P (xk) = f(xk) und P ′(xk) = f ′(xk), k = 0, . . . , n.
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Beweis.Es seixℓ einer der Knotenx0, . . . , xn, dann folgt sofort aus der Interpolationseigenschaft
derLagrange-Polynome

P (xℓ) = f(xℓ),

da

ω′(x) =

n∑

i=0

n∏

k=0
k 6=i

(x− xk) und somitω′(xℓ) =

n∏

k=0
k 6=ℓ

(xℓ − xk) 6= 0

gilt. Für die Ableitung vonP ergibt sich

P ′(x) =
n∑

k=1

f(xk)

[(
1 − ω′′(xk)

ω′(xk)
(x− xk)

)
2(L

(n)
k (x))′ − ω′′(xk)

ω′(xk)
L

(n)
k (x)

]
L

(n)
k (x)

+
n∑

k=1

f ′(xk)
[
(x− xk)2(L

(n)
k (x))′ + L

(n)
k (x)

]
L

(n)
k (x),

sodass wir nun Folgendes erhalten:

P ′(xℓ) = f(xℓ)
(
2(L

(n)
ℓ (xℓ))

′ − ω′′(xℓ)

ω′(xℓ)

)
+ f ′(xℓ).

Nutzt man aus, dassL(n)
ℓ (x) = ω(x)

(x−xℓ)ω′(xℓ)
gilt (siehe Hausübung), so folgt aus

ω(x) = L
(n)
ℓ (x)(x− xℓ)ω

′(xℓ)

nach zweimaligem Differenzieren

ω′′(x) = (L
(n)
ℓ (x))′′(x− xℓ)ω

′(xℓ) + 2L′
ℓ(x)ω

′(xℓ).

Damit gilt an der Stellexℓ
ω′′(xℓ)

ω′(xℓ)
= 2(L

(n)
ℓ (xℓ))

′′

Einsetzen in die Ableitung vonP schließt den Beweis ab.

2.2.4 Interpolationsgüte
Geht man davon aus, dass die Stützwertefi als Funktionswerte einer Funktionf : [a, b] → R an
den Stützstellenxi ∈ [a, b] gegeben sind, so stellt sich die Frage nach der Güte der Interpolation,
d.h. wie gut approximiert das Interpolationspolynom die Funktion auf[a, b].

2.2.4.1 Interpolationsfehler
Bei der nun folgenden Darstellung des Approximationsfehlers

ε(x) := f(x) − P (x)

erweisen sich die im vorherigen Abschnitt hergeleiten Eigenschaften der dividierten Differenzen
als hilfreich:

Satz 2.2.24 (Interpolationsfehler) Es seif ∈ Cn[a, b] und f (n+1)(x) existiere f̈ur alle x ∈
(a, b); weiterhin geltea ≤ x0 ≤ x1 ≤ · · · ≤ xn ≤ b. Dann gilt:

f(x) − P (f |x0, . . . , xn)(x) =
(x− x0) · · · · · (x− xn)

(n + 1)!
f (n+1)(ξ), (2.12)

wobeimin{x, x0, . . . , xn} < ξ < max{x, x0, . . . , xn} ist.
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Beweis.Nach Konstruktion vonP (f |x0, . . . , xn) gilt:

P (f |x0, . . . , xn)(xk) = f(xk), k = 0, 1, . . . , n.

Es sei nunx fest und dabei ungleichx0, x1, . . . , xn. Ferner sei

K(x) :=
f(x) − P (f |x0, . . . , xn)(x)

(x− x0) · · · · · (x− xn)
. (2.13)

Nun betrachten wir die Funktion

W (t) := f(t) − P (f |x0, . . . , xn)(t) − (t− x0) · · · · · (t− xn)K(x). (2.14)

Die FunktionW (t) verschwindet also an den Stellent = x0, . . . , t = xn und durch(2.13) auch
an der Stellet = x. Nach dem verallgemeinerten Satz vonRolle3 verschwindet die Funktion
W (n+1)(t) an einer Stelleξ mit min{x, x0, . . . , xn} < ξ < max{x, x0, . . . , xn}. Das(n + 1)-
fache Differenzieren von(2.14) nacht liefert

W (n+1)(t) = f (n+1)(t) − (n+ 1)!K(x),

sodass gilt:
0 = W (n+1)(ξ) = f (n+1)(ξ) − (n+ 1)!K(x).

Damit erhalten wir aber unmittelbar

K(x) =
1

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ). (2.15)

Nach Einsetzen von(2.15) in (2.14) erhalten wir die Behauptung fürt = x, dax Nullstelle von
W ist.

Bemerkung 2.2.25 (Darstellung des Interpolationsfehlers) Im Beweis zum Approximations-
fehler (vgl. Satz, 2.2.24(2.12)) haben wir gezeigt

f(x)−P (f |x0, . . . , xn)(x) =
ωn+1(x)

(n+ 1)!
f (n+1)(ξ), min{x0, . . . , xn, x} < ξ < max{x0, . . . , xn, x}.

Und mit dem Satz über dieNewton-Darstellung gilt:

f(x) − P (f |x0, . . . , xn)(x) = [x0, . . . , xn, x]f · ωn+1(x).

Somit folgern wir: Für alle Knotenx0 ≤ · · · ≤ xn existiert einξ ∈ [x0, xn], sodass gilt:

[x0, . . . , xn]f =
f (n)(ξ)

n!
(2.16)

2.2.4.2 Tschebyscheff-Interpolation
Wie das folgende Beispiel zeigen wird, hat die Verteilung der Stützstellenx0, . . . , xn über das
Interpolationsintervall entscheidenden Einfluss auf die Güte der Approximation. Ein klassisches
Beispiel hierfür stammt vonRunge4:

Die InterpolationspolynomeP (f |x1, . . . , xn) zur Funktionf(x) = 1
1+x2 im IntervallI := [−5, 5]

bei äquidistanten Stützstellenxk = −5 + 10
n k zeigen bei wachsendemn einen zunehmenden

Interpolationsfehler.

3Rolle, Michel (1652-1719)
4Runge, Carl (1856-1927)
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MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:

Das Interpolationspolynom zu
12 äquidistanten Stützstellen und
Stützwerten zur Funktion

f(x) =
1

1 + x2

ist in Abb. 2.2.4.2 dargestellt.

n = 12;
f = @(x) 1./(x.ˆ2+1);
x = linspace(-5,5,n);
fx = f(x);
s = linspace(x(1),x(end),10 * n);
for j=1:length(s)

ps(j) = AitkenNeville(x,fx,s(j));
end
plot(x,fx,’ * ’,s,ps,’r-’,s,f(s),’k’)
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Wie wir im weiteren zeigen werden, kann man bei geschickter,nichtäquidistanter Wahl der Stütz-
stellen dagegen eine Konvergenz erhalten. Genauer gesagt,wählen wirx1, . . . , xn als die Nullstel-
len der von[−1, 1] auf I transformiertenTschebyscheff-Polynomeund erhalten dadurch punkt-
weise Konvergenz fürn → ∞. Man beachte, dass dieses Phänomen nicht von Rundungsfehlern
abhängt.

Bei der Berechnung des Approximations- bzw. des Interpolationsfehlers haben wir gesehen, dass

f(x) − P (f |x0, . . . , xn)(x) =
f (n+1)(ξ)

(n+ 1)!
ωn+1(x), x ∈ [a, b]

für ein ξ = ξ(x) ∈ (a, b) gilt. Wir suchen nun Knotenx0, . . . , xn ∈ [a, b], die dasMinimax-
Problem

max
x∈[a,b]

|ωn+1(x)| = max
x∈[a,b]

|(x− x0) · . . . · (x− xn)| = min

lösen. Anders formuliert, es gilt das normierte Polynomωn+1 ∈ Pn+1 mit den reellen Nullstellen
x0, . . . , xn zu bestimmen, für das

max
x∈[a,b]

|ωn+1(x)| = min
x0,...,xn
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gilt. Im Folgenden werden wir sehen, dass gerade dieTschebyscheff-PolynomeTn diese obige
Minimax-Aufgabe lösen (sie lösen sie bis auf einen skalaren Faktor und eine affine Transformati-
on). Somit sind die Nullstellen der Tschebyscheff-Polynome (bis auf eine affine Transformation)
gerade die gesuchten Stützstellenx0, . . . xn.

Zunächst reduzieren wir das Problem auf das Intervall[−1, 1] mit Hilfe der Umkehrabbildung
folgender Abbildung

y : [a, b] → [−1, 1], x 7→ y = y(x) =
2x− a− b

b− a
,

d.h. die Umkehrabbildung lautet:

x : [−1, 1] → [a, b], y 7→ x = x(y) =
b+ a

2
+
b− a

2
y.

Ist jetztP ∈ Pn mit gradP = n und führendem Koeffizientenan = 1 die Lösung desMinimax-
problems

max
y∈[−1,1]

|P (x)| = min,

so stelltP̂ (x) := P (y(x)) die Lösung des ursprünglichen Problems mit führendem Koeffizienten
2n/(b − a)n dar. Füry ∈ [−1, 1] definieren wir dieTschebyscheff-Polynomedurch (vgl. hierzu
auch Kapitel 3):

Tn(y) = cos(n arccos(y)), y ∈ [−1, 1] (2.17)

und allgemein füry ∈ R durch dieDrei-Term-Rekursion

T0(y) = 1, T1(y) = y, Tk(y) = 2yTk−1(y) − Tk−2(y), k ≥ 2. (2.18)

Wir benötigen im Folgenden die Eigenschaften derTschebyscheffPolynome, die wir in Kapitel 3
detailliert diskutierten werden und hier der Einfachheit halber bereits schon mal wiedergeben:

Bemerkung 2.2.26 (Eigenschaften der Tschebyscheff-Polynome) (i) Der führende Koeffi-
zient vonTn ist an = 2n−1, n ≥ 1

(ii) |Tn(y)| ≤ 1 für y ∈ [−1, 1].

(iii) Die Nullstellen vonTn(y) sind

yk := cos

(
2k + 1

2n
π

)
, k = 0, 1, . . . , n − 1.

(iv) |Tn(y)| nimmt seinen maximalen Wert im Intervall[−1, 1] an den(n + 1) Extremalstellen
yk = cos(kπ

n ) für k = 0, . . . , n an, d.h.

|Tn(y)| = 1 ⇔ y = yk = cos

(
kπ

n

)
mit k = 0, . . . , n.

Satz 2.2.27 (Minimal-Eigenschaft der Tschebyscheff-Polynome) Jedes PolynomP ∈ Pn mit
führendem Koeffizientenan 6= 0 nimmt im Intervall[−1, 1] einen Wert vom Betrag≥ |an|/2n−1

an. Insbesondere sind dieTschebyscheff-PolynomeTn(y) minimal bez̈uglich der Maximumsnorm
‖f‖∞ = maxy∈[−1,1] |f(y)| unter den Polynomen vom Gradn mit führendem Koeffizienten2n−1.
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Beweis.(Annahme:) SeiP ∈ Pn ein Polynom mit führendem Koeffizientenan = 2n−1 und
|P (y)| < 1 für y ∈ [−1, 1]. Dann istTn − Pn ein Polynom vom Grad kleiner oder gleich(n− 1)
(beide besitzenan als führenden Koeffizienten). An denTschebyscheff-Abszissenyk := cos(kπ

n )
gilt:

Tn(y2k) = 1, Pn(y2k) < 1 ⇒ Pn(y2k) − Tn(y2k) < 0,

Tn(y2k+1) = −1, Pn(y2k+1) > −1 ⇒ Pn(y2k+1) − Tn(y2k+1) > 0,

d.h. die DifferenzTn − Pn ist an den(n + 1)-Tschebyscheff-Abszissen abwechselnd positiv
und negativ, damit besitzt die Differenz mindestensn Nullstellen in [−1, 1] im Widerspruch zu
0 6= Tn −Pn ∈ Pn+1. Demnach muss es für jedes PolynomP ∈ Pn mit führendem Koeffizienten
an = 2n−1 ein y ∈ [−1, 1] geben derart, dass|Pn(y)| ≥ 1 erfüllt. Für ein beliebigesP ∈ Pn mit
an 6= 0 folgt die Behauptung daraus, dassP̃n := 2n−1

an
Pn ein Polynom mit̃an = 2n−1 ist.

2.3 RATIONALE INTERPOLATION

Zur Interpolation einer Funktion, welche einen Pol besitztoder deren Graph eine Asymptote auf-
weist sind im Allgemeinen Polynome nicht gut geeignet.

Zu diesem Zweck untersuchen wir im Folgenden die Interpolation mittels einer gebrochen ratio-
nalen Funktion

R(x) =
p0 + p1x+ . . .+ pνx

ν

q0 + q1x+ . . .+ qµxµ
=
Pν(x)

Qµ(x)
. (2.19)

Die Polynomgradeν, µ der PolynomePν ∈ Pν undQµ ∈ Pµ seien hierbei vorgegeben, sodass
R(x) an (n + 1) paarweise verschiedenen Knotenx0, . . . , xn die vorgegebenen Funktionswerte
f0 := f(x0), . . . , fn := f(xn) annimmt, somit also gilt:

R(xi) = fi, i = 0, . . . , n.

Da Zähler und Nenner in(2.19) jeweils mit einer von Null verschiedenen Zahl multipliziert wer-
den dürfen, enthält der Ansatz(2.19) ν + µ + 1 freie Unbekannte. Damit nun die Anzahl der
Interpolationsbedingungen mit der Anzahl der Unbekanntenp0, p1, . . . , pν , q0, q1, . . . , qµ über-
einstimmt, muss zwangsläufigν + µ = n erfüllt sein.

Beispiel 2.3.1x0 = 1, x1 = 1, x2 = 2, f0 = 2, f1 = 3, f2 = 3

Wir setzenν = 0, µ = 2, d.h. wir verwenden den Ansatz

R(x) =
p0

q0 + q1x+ q2x2
.

Die Interpolationsaufgabe führt uns zum Gleichungssystem

Pν(xi) −Qµ(xi) · f(xi) = 0,

d.h. im vorliegenden Fall
p0 − 2(q0 − q1 + q2) = 0
p0 − 2(q0 + q1 + q2) = 0
p0 − 3(q0 + 2q1 + 4q2) = 0

Nach derCramerschenRegel besitzt dieses lineare Gleichungssystem die einzigeLösung

R(x) =
36

14 − 3x+ x2
.
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Beispiel 2.3.2Wählen wir zu den Daten von Beispiel 2.3.1 den Ansatzµ = ν = 1, so setzen wir

R(x) =
p0 + p1x

q0 + q1x
,

bzw.
p0 + p1xi − fi(q0 + q1xi) = 0, i = 0, 1, 2

Dies führt uns zu folgendem linearen Gleichungssystem:

p0 − p1 − 2(q0 − q1) = 0,
p0 + p1 − 3(q0 + q1) = 0,
p0 + 2p1 − 3(q0 + 2q1) = 0,

welches die (bis auf einen gemeinsamen Faktor) eindeutige Lösung

p0 = 3, p1 = 3, q0 = 1, q1 = 1

besitzt, sodass wir folgendes Ergebnis erhalten:

R(x) =
3 + 3x

1 + x
= R̃ = 3 [Widerspruch (vgl.R(x0) = 2)]

Bemerkung 2.3.3 Die nichttriviale Lösung des LGS zur Bestimmung vonR(x) braucht nicht in
jedem Fall die Interpolationsaufgabe zu erfüllen. Da sowohl Zähler als auch Nenner einen ge-
meinsamen Linearfaktor(x − xj) besitzen können, wird sich dieser bei der Lösung wegkürzen.
Die daraus resultierende gebrochen rationale FunktionR̃(x) wird dann im Allgemeinen den Funk-
tionswertfj an der Stellexj nicht annehmen (vgl. hierzu Beispiel 2.3.2).

Bemerkung 2.3.4 Auch für die rationale Interpolation existierenNeville-artige Algorithmen zur
Auswertung des Polynoms, ohne dies vorher bestimmt zu habenbzw. Algorithmen zur Bestim-
mung der Koeffizienten, ähnlich dem dividierten Differenzen Verfahren. Man schlage z.B. in
[Stör/Bulirsch] unter den StichwortenThielscher Kettenbruch, reziproke Differenzen nach.

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: RationalAitkenNeville.m

1 function value = RationalAitkenNeville(x,fx,x0)
2 % evaluate the rational interpolation polynomial (n,n+1) r esp. (n,n

)
3 % given by (x,fx) at the point x0
4 fxm1 = fx;
5 for j = length(fx):-1:2
6 if x0˜=x(j)
7 fx(j) = fx(j) + (x0-x(j))/(x(j)-x(j-1)) * (fx(j)-fx(j-1));
8 else
9 value = fx(j); return

10 end
11 end
12

13 for k = 3: length(fx)
14 temp = fx;
15 for j = length(fx):-1:k
16 d = fx(j)-fx(j-1);
17 % if fx(j)==fxm1(j-1) % abs(fx(j)-fxm1(j-1))<1e-10 * max(1,max(abs

(fx(j)),abs(fxm1(j-1))))
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18 % fx(j) = NaN;
19 % else
20 %((x0-x(j-k+1))/(x0-x(j)) * (1-d/(fx(j)-fxm1(j-1)))-1)
21 fx(j) = fx(j)+d/((x0-x(j-k+1))/(x0-x(j)) * (1-d/(fx(j)-fxm1(j

-1)))-1);
22 % end
23 end
24 fxm1 = temp;
25 end
26 value = fx( end);

MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:

Vergleichen wir die rationale Inter-
polation (Zähler- und Nennerpoly-
nom quadratisch) mit der einfachen
Polynominterpolation 4. Ordnung.
Die Werte fürcot(1◦), cot(2◦), . . . ,
cot(5◦) liegen vor und der Wert für
cot(2◦, 30′) soll durch Interpolation
angenähert werden.
Man beachte die unterschiedliche
Genauigkeit.

>> format long
>> f = @(x) cot(x * pi/180);
>> x = linspace(1,5,5);
>> AitkenNeville(x,f(x),2.5)
ans =

22.74709740132512
>> RationalAitkenNeville(x,f(x),2.5)
ans =

22.90376554340344
>> f(2.5)
ans =

22.90376554843120

Das die deutlich bessere Approximation durch das rationaleInterpolationspolynom kein einzel-
ner Zufallsbefund ist wird durch die folgende Grafik bestätigt, die den relativen Fehler zwischen
Interpolationspolynom und exaktem Wert grafisch wiedergibt.

2.3.1 Pad́e-Approximation
Als Pad́e5-Approximation wird eine rationale Funktion bezeichnet, deren Potenzreihenentwick-
lung mit einer gegebenen Potenzreihe bis zum höchsten Gradübereinstimmt. Falls die rationale
Funktion die folgende Form

R(x) =

∑m
k=0 akx

k

1 +
∑n

k=0 bkx
k

hat, dann wirdR(x) alsPad́e-Approximation zur Potenzreihe

f(x) =
∞∑

k=0

ckx
k

bezeichnet, falls

R(0) = f(0) und ebenso (2.20)
d

dxk
R(x)

∣∣∣
x=0

=
d

dxk
f(x)

∣∣∣
x=0

, k = 1, 2, . . . ,m+ n (2.21)

gilt.

5Padé, Henri (1863-1953)
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Abb. 2.1: Die Werte fürcot(1◦), cot(2◦), . . . ,cot(5◦) liegen vor. Dargestellt ist der relative Fehler
zwischen Interpolationspolynom (zu den gegebenen Daten) und der exakten Funktion für das ein-
fache Interpolationspolynom (gestichelte Linie, y-Achselinks) mit einem Maximalwert≈ 0.03
und für ein rationales Interpolationspolynom (gepunktete Linie, y-Achse rechts) mit einen maxi-
malen Absolutwert≈ 5.8 · 10−9.

Die Gleichungen (2.20) und(3.43) führen zum + n + 1 Gleichungen mit den Unbekannten
a0, . . . , am undb1, . . . , bn. Der einfachste Weg zu diesen Gleichungen zu gelangen, besteht darin,
R(x) undf(x) mit dem Nenner vonR(x) zu multiplizieren und einen Koeffizientenvergleich in
den erstenm+ n+ 1 Monomen1, x, x2, . . . , xm+n durchzuführen.

Betrachten wir allerdings nur den Spezialfallm = n, so erhalten wira0 = c0 und die Verbleiben-
den Koeffizientena, b erfüllen die Gleichungen

n∑

l=1

blcn−l+k = −cn+k, k = 1, . . . , n (2.22)

k∑

l=0

blck−l = ak, k = 1, . . . , n (2.23)

Man startet also zuerst mit (2.22), welches die Gleichungenzur Bestimmung vonb1, . . . , bn dar-
stellen. Obwohl diese Gleichungen eineTöplitzmatrixerzeugen, wendet man nicht das spezielle
Verfahren fürTöplitzmatrizenan. Erfahrungen zeigen, dass diese Gleichungen häufig nahezu sin-
gulär sind. DieLR-Zerlegung ist hier aus Stabilitätsgründen vorzuziehen. Nachdem dieb′s nun
bekannt sind, liefert (2.23) eine explizite Darstellung f¨ur diea′s.
Die Pad́e-Approximation wird häufig dann angewendet, wenn die zu approximierende Funktion
f(x) nicht bekannt ist. Wir gehen davon aus, dass es möglich ist,den Wert vonf(x) und einiger
Ableitungen an der Stellex = 0, z.B.f(0), f ′(0), f ′′(0) zu bestimmen. Dies sind natürlich bereits
die ersten Koeffizienten der Potenzreihenentwicklung, aber es ist keinesfalls klar, ob diese be-
tragsmäßig kleiner werden und ob die Reihe überhaupt konvergiert. Wir wollen die Möglichkeiten
derPad́e-Approximation an einem Beispiel illustrieren, für eine Analyse der Methode verweisen
wir auf [Cuyt/Wuytack].
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Beispiel 2.3.5Man stelle sich vor, man könnte die ersten fünf Terme einerPotenzreihe einer un-
bekannten Funktionf(x) generieren, und diese sind

f(x) ≈ 2 +
1

9
x+

1

81
x2 − 49

8748
x3 +

175

78732
x4 + . . .

Wir wählenm = n = 2 für unserePad́e-Approximation. In der nachfolgenden Abbildung sind
die abgebrochene Potenzreihendarstellung, diePad́e-Approximation und die exakte Funktion

f(x) =
(
7 + (1 + x)4/3

)1/3

Die dargestellte Funktionf hat einen Verzweigungspunkt beix = −1, daher konvergiert die
Potenzreihe lediglich in−1 < x < 1. Im größten Teil der nachfolgenden Abbildung ist die
Reihe divergent und der Wert der abgebrochenen Entwicklungnahezu sinnlos. Nichstdestoweniger
liefert diePad́e-Approximation sehr gute Werte zumindest bisx ∼ 10.

MATLABMATLABMATLAB -Funktionen: pade.m und horner.m

1 function [a,b] = pade(c)
2 c=c(:); n=( length(c)-1)/2;
3 b =[1;- toeplitz(c(n+1: end-1),c(n+1:-1:2))\c(n+2: end)];
4 a = [ toeplitz(c(1:n+1),[c(1), zeros(1,n)]) * b]

1 function value = horner(a,x0)
2 value = a( end);
3 for k = length(a)-1:-1:1
4 value = value. * x0 + a(k);
5 end

MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:

Vergleich von abgebrochener
Reihenentwicklung, Pad́e-
Approximation und exakter
Darstellung der Funktion

f(x) =
(
7 + (1 + x)4/3

)1/3
.

Das Ergebnis ist in Abb. 2.3.1
dargestellt.

>> c = [2,1/9,1/81,-49/8748,175/78732];
>> x = linspace(0,10,400);
>> [a,b] = pade(c)
>> plot(x,(7+(1+x).ˆ(4/3)).ˆ(1/3),’k-’, ...

x,horner(c,x),’b-.’, ...
x,horner(a,x)./ horner(b,x),’r:’)

>> axis([0,10,1.5,6])
>> legend(’exakt’,’abgebr. Entwicklung’,

...
’Pade’,2)
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Abb. 2.2: Vergleich von abgebrochener Reihenentwicklung,Pad́e-Approximation und exakter
Darstellung der Funktionf(x) = (7 + (1 + x)4/3)1/3 .
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3 NUMERISCHE INTEGRATION UND

ORTHOGONALE POLYNOME

Die Numerische Integration oder Quadraturtheorie behandelt die Prinzipien und Algorithmen zur
numerischen Berechnung von Integralen gegebener Funktionen. Hierbei beschränken wir uns vor-
erst auf die Berechnung desRiemann-Integrals1

I(f) :=

∫ b

a
f(x) dx.

Dabei stelltf eine (von Computern ausführbare) Vorschrift dar, die es gestattet zu jedemx ∈ [a, b]
den entsprechenden Funktionswertf zu ermitteln (in den meisten Anwendungen istf eine stück-
weise stetige oder stückweise glatte Funktion).

Aufgabe: Gegeben seif : [a, b] → R, mit z.B.f ∈ C[a, b]. Approximiere den Ausdruck

I(f) :=

b∫

a

f(x)dx,

mit der Vorstellung, dassI(f) nicht, bzw. nicht
”
leicht“ exakt bestimmt werden kann. Dazu kon-

struiert man Näherungsformeln (
”
Quadraturformeln “)

În : C[a, b] → R, f → În(f)

die das Integral möglichst gut approximieren und dessen Eigenschaften erhalten, so dass derQua-
draturfehler

En(f) := I(f) − În(f)

klein wird. Hierzu wird der Integrand durch eine Approximation, welche man z.B. durch Polyno-
minterpolation erhält, ersetzt und diese integriert.

Bevor wir diese Idee der Konstruktion von̂In vertiefen, Fragen wir uns zunächst, welcheKondi-
tion das Problem der Integralberechnung besitzt? Mit

‖f‖1 :=

b∫

a

|f(t)|dt = I(|f |),

der so genanntenL1-Norm gilt

Lemma 3.0.1 (Kondition der Integration) Die absolute und relative Kondition der Integralbe-
rechnung bzgl.‖ · ‖1 lauten:

κabs = 1, κrel =
I(|f |)
|I(f)| . (3.1)

Beweis.Seiδf ∈ L1([a, b]) eine Störung, dann gilt
∣∣∣∣∣∣

b∫

a

(f + δf)dx−
b∫

a

f dx

∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

δf dx

∣∣∣∣∣∣
≤

b∫

a

|δf |dx = ‖δf‖1

und hier gilt Gleichheit genau dann, wennδf ≥ 0.
1Riemann, Georg Friedrich Bernhard (1826-1866)
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D.h. in absoluter Betrachtung ist die Integration ein gutartiges Problem. Relativ betrachtet birgt
die Integration z.B. von stark oszillierenden IntegrantenSchwierigkeiten.

3.1 QUADRATURFORMELN

Die Grundidee der Quadratur besteht aus dem Folgenden:

• Unterteile[a, b] in m Teilintervalle[tk, tk+1], k = 0, 1, . . . ,m− 1, z.B. äquidistant

tk = a+ kH, k = 0, . . . ,m, H =
b− a

m
.

• Approximiere den Integrandenf auf jedem Teilintervall[tk, tk+1] durch eine
”
einfach“ zu

integrierende Funktiongk (z.B. ein Polynom vom Grad kleiner gleichn bzgl.(n+1) Stütz-
stellen in dem Intervall[tk, tk+1]) und verwende die Approximation

I(f) =

m−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

f(y) dy ≈
m−1∑

k=0

∫ tk+1

tk

gk(y) dy.

Fürgk verwenden wir zunächst die Polynominterpolation.

Wir beginnen in diesem Abschnitt mit einfachen Beispielen,bei denen wir jeweils zunächst nur ein
Teilintervall betrachten auf welchem wir den Integranden mit einer

”
einfachen“ Funktion appro-

ximieren, dieser Ansatz wird dann jeweils fürm ≥ 1 Teilintervalle
”
zusammengesetzt“. Dadurch

erhält man sog. zusammengesetzte oder summierte Regeln.

Insgesamt betrachten wir drei Beispiele; In den ersten zweiBeispielen verwenden wir auf je-
dem Teilintervall konstante Funktionen zur Approximation, d.h. konstante Interpolationspolyno-
me nullten Grades bzgl. einer Stützstelle und im dritten Beispiel auf jedem Teilintervall lineare
Funktionen, d.h. Interpolationspolynome ersten Grades bzgl. zweier Stützstellen.

Im Anschluss konstruieren dann so genannte interpolatorische Quadraturformeln und motivieren
damit die allgemeine Definition von Quadraturformeln. Weiterhin werden wichtige Eigenschaften
von Quadraturformeln behandelt.

3.1.1 Einfache Beispiele
Beginnen wir mit den sicherlich einfachsten Quadraturformeln. Allgemein ersetzen wir zunächst
den Integrantenf auf dem Intervall[a, b] durch eine konstante Funktion.

f

����������
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����������

����������
����������
����������
����������

a b

g
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Abb. 3.1: Links: Linke Rechteckregel, rechts: Mittelpunktregel
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Beispiel 3.1.1 (Linke Rechteckregel)Zunächst wählen wir als konstante Funktiong den Funk-
tionswert am linken Rand, d.h.x0 = a, g(y) = f(x0). Zur Veranschaulichung siehe Abbildung
3.1. Die resultierende Quadraturformel

RL(f) := Î(f) = (b− a)f(a)

wird linke Rechtecksregelgenannt. Natürlich könnte man auch analog den rechten Rand wählen.

Nun zerlegen wir das Integrationsintervall[a, b] in m ≥ 1 Teilintervalle Ik = [tk, tk+1],
tk = a + kH, k = 0, 1, . . . ,m − 1 und BreiteH = (b − a)/m. Auf jedem Teilintervall wähle
als konstante Funktiongk den Funktionswert am linken Rand des Teilintervallsgk(y) := f(tk),
y ∈ [tk, tk+1]. Wir erhalten die Quadraturformel

RL
m(f) := H

m−1∑

k=0

f(tk),

diese wirdzusammengesetzte linke Rechtecksregelgenannt.

Nun zur Analyse: Seif hinreichend glatt. Wegen

f(y) = f(tk) + (y − tk)f
′(ξ)

mit einemξ ∈ (tk, tk+1) (Taylor-Restglied) folgt

∫ tk+1

tk

f(y) dy = Hf(tk) +

∫ tk+1

tk

f ′(ξ)(y − tk) dy

= Hf(tk) +
f ′(ξ)

2
(tk+1 − tk)

2 =

∫ tk+1

tk

g(y) dy + O(H2).

Damit gilt

|I(f) −RL
m(f)| =

∣∣∣∣∣

∫ b

a
f(x) dx−H

m−1∑

k=0

f(tk)

∣∣∣∣∣

≤
m−1∑

k=0

∣∣∣∣
∫ tk+1

tk

f(x) dx−Hf(tk)

∣∣∣∣
︸ ︷︷ ︸

=O(H2)

m= b−a
H= O(H).

Beispiel 3.1.2 (Mittelpunktregel) Wir setzen

C(r)
M :=

{
f : [a, b] → R

∣∣∣ f (r) stetig und sup
a ≤ x ≤ b

|f (r)(x)| ≤M
}

für r ∈ N undM > 0, und betrachten Grafik 3.2: Sei nunx0 ∈ (a, b), dann gilt fürf ∈ C1[a, b]:

∫ b

a
|f − P (f |x0)| dx ≤ sup

a ≤ x ≤ b

|f ′(x)|
1!

∫ b

a
|x− x0| dx. (3.2)
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y

a b

y = f(x)

x0x0

Abb. 3.2: Graph einer Funktionf .

Weiterhin ergibt sich mith := b− a:

J(x0) :=

∫ b

a
|x− x0| dx = −

∫ x0

a
(x− x0) dx+

∫ b

x0

(x− x0) dx

=
(x− x0)

2

2

∣∣∣∣
b

x=x0

− (x− x0)
2

2

∣∣∣∣
x0

x=a

=
(b− x0)

2

2
+

(a− x0)
2

2

= x2
0 − x0(a+ b) +

a2 + b2

2
.

Wir wollen die Stützstellex0 nun so wählen, dassJ(x0) bzw. der rechte Teil der Ungleichung
(3.2) minimal wird. Mit

J ′(x0) = 2x0 − (a+ b)
!
= 0

ergibt sich als einziger kritischer Punktx0 = a+b
2 , welcherJ minimiert, daJ ′′(x0) = 2 > 0. Wir

erhalten dieMittelpunktregel (zur Veranschaulichung siehe Abbildung 3.1)

M(f) := Î0(f) := (b− a) · f
(
a+ b

2

)
. (3.3)

bei der als konstante Funktiong(y) = f((a+ b)/2) genommen wird.
Mit obiger Herleitung haben wir auch gezeigt, dass fürM := supa≤x≤b |f ′(x)| gilt:

sup
f∈C(1)

M

∣∣∣∣
∫ b

a
f(x) − Î0(f)

∣∣∣∣ ≤ M

1!
· J
(a+ b

2

)

= M ·
((a+ b)2

4
− (a+ b)2

2
+
a2 + b2

2

)

= M · (b− a)2

4
,

also die rechte Seite ein Maß für die von(3.3) in C(1)
M garantierte Genauigkeit ist.

Nun zerlegen wir das Integrationsintervall[a, b] wieder inm ≥ 1 TeilintervalleIk = [tk, tk+1],
tk = a+Hk, k = 0, . . . ,m. Auf jedem Teilintervall setze

gk(y) := f

(
tk + tk+1

2

)
, y ∈ [tk, tk+1].
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Mit xk := 1
2 (tk + tk+1) liefert Taylorentwicklung umxk für f ∈ C3(tk, tk+1)

f(y) = f(xk) + (y − xk)f
′(xk) +

1

2
(y − xk)

2f ′′(xk) + O(H3),

und damit ∫ tk

tk+1

f(y) dy =

∫ xk

tk

f(y) dy +

∫ tk+1

xk

f(y) dy

=
H

2
f(xk) +

∫ xk

tk

(y − xk)f
′(xk) dy + O(H3)

+
H

2
f(xk) +

∫ tk+1

xk

(y − xk)f
′(xk) dy + O(H3)

= Hf(xk) + O(H3),

denn ∫ xk

tk

(y − xk) dy =

∫ 0

−H
2

z dz = −
∫ −H

2

0
z dz = −

∫ tk+1

xk

(y − xk) dy.

Mit Quadraturknotenxk = a+ (2k + 1)H/2, k = 0, . . . ,m− 1 erhalten diesummierte Mittel-
punktregel

MH(f) := Î0,m(f) := H
m−1∑

k=0

f

(
tk + tk+1

2

)
= H

m−1∑

k=0

f(xk),

mit dem Fehler

|I(f) −MH(f)| = O(H2) für f ∈ C3(tk, tk+1).

Nun ersetzten wir den Integranten durch eine lineare Funktion bzw. durch lineare Funktionen auf
Teilintervallen.

Beispiel 3.1.3 (Trapezregel)Wählen wirg als lineare Interpolation (Lagrange Interpolationspo-
lynom vom Grad 1) vonf bzgl. der Knotenx0 = a undx1 = b so erhalten wir die so genannte
Trapezregel:

Î1(f) :=
b− a

2
(f(a) + f(b)) .

Um die zusammengesetzte Trapezregel zu erhalten, zerlegenwir [a, b] wie im Fall eines Knotens
(d.h.n = 0) in m ≥ 1 Teilintervalle Ik = [tk, tk+1], tk = a + Hk, k = 0, . . . ,m der Breite
H = b − a/m und wählegk als lineare Interpolation vonf bzgl. der Stützstellentk, tk+1 mit
Quadraturknotentk, d.h.

gk(y) =
tk+1 − y

H
f(tk) +

y − tk
H

f(tk+1), y ∈ [tk, tk+1]

Das führt zu
tk+1∫

tk

gk(y)dy =
H

2
(f(tk+1) + f(tk)).

Dies setzt man zusammen auf[a, b] = [t0, tm]:

Î1,m(f) :=
H

2

m−1∑

k=0

(f(tk+1) + f(tk))

Da jeder Term bis auf den ersten und letzten doppelt gezähltwird erhalten wir die sogenannte
Trapezsumme

TH(f) := Î1,m(f) := H

{
1

2
f(a) + f(t1) + . . .+ f(tm−1) +

1

2
f(b)

}
. (3.4)
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3.1.2 Konstruktion und Definition von Quadraturformeln
In obigen Beispielen haben wir stets den Integrandenf durch eine Approximation̂f ersetzt, d.h.
f ≈ f̂ und dannf̂ exakt integriert. Wir haben also als QuadraturÎn

În(f) = I(f̂)

gewählt. Um höhere Genauigkeit zu erzielen, reichen konstante bzw. lineare Funktionen, wie bei
der Mittelpunkts- bzw. der Trapetzregel, offenbar nicht aus.

Die Kernidee der Mittelpunkts- bzw. der Trapezformel liegteigentlich darin, die Funktionf durch
eine InterpolierendeP (f |x0, . . . , xn) bzgl. der Stützstellenxi (die - wie bei der Mittelpunkts-
regel - von dentj verschieden seien können) zu ersetzen, sodass sich für diese die Quadratur
einfach ausführen läßt. Es liegt somit nahe, als Approximation f̂ das Interpolationspolynom anf
bezüglich der Knoten zu wählen, d.h.

f̂(x) = P (f |x0, . . . , xn)(x).

Wir verwenden dannI
(
P (f |x0, . . . , xn)

)
als Approximation zuI(f) =

∫ b
a f(x)dx, setzen also:

În(f) = I
(
P (f |x0, . . . , xn)

)
.

Konstruktion interpolatorischer Quadraturformeln: Die Idee bei der Konstruktion von Qua-
draturformeln ist es(n+ 1) Stützstellen zu wählen und, wie bereits erwähnt, das Integral über das
Interpolationspolynom zu diesen Knoten als Näherung an das Integral vonf zu verwenden.

Da ein besimmtes Integral über ein beliebiges Intervall[a, b] - ohne Beschränkung der Allgemein-
heit - mittels Variablentransformation auf das Intervall[0, 1] transformiert werden kann, betrachten
wir zunächst[a, b] = [0, 1].
Die auf [0, 1] transformierten Stützstellen nennen wirτi.
Die (n + 1) Stützstellenτ0, . . . , τn ∈ [0, 1] seien der Einfachheit halber äquidistant, d.h.τi = ih
für i = 0, . . . , n mit h = 1/n. Mit der Lagrange-Darstellung des Interpolationspolynoms

P (y) =

n∑

i=0

f(τi)L
(n)
i (τ), L

(n)
i (y) =

n∏

j=0
j 6=i

(y − τj)

(τi − τj)

folgt dann

În(f) =

∫ 1

0
P (τ) dτ =

∫ 1

0

(
n∑

i=0

f(τi)L
(n)
i (τ)

)
dτ =

n∑

i=0

f(τi)

(∫ 1

0
L

(n)
i (τ) dτ

)

︸ ︷︷ ︸
=:λi

=
n∑

i=0

f(τi)λi

Dies nennt man eineQuadraturformel mit Gewichtenλi undKnoten (Stützstellen) τi.

Um eine allgemeine Quadraturformel für beliebige Intervalle [a, b] zu bekommen, wird das Inter-
vall [a, b] nun auf[0, 1] transformiert. Mitx = a + τ(b − a) unddx = dτ(b − a) = (b − a)dτ
erhalten wir

I(f) =

∫ b

a
f(x) dx = (b− a)

∫ 1

0
f(a+ τ(b− a))︸ ︷︷ ︸

:=f̃(τ)

dτ.

Damit erhält man die Quadraturformel

În(f) = (b− a)

n∑

i=0

f(a+ τi(b− a)) · λi
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mit λi :=
∫ 1
0 L

(n)
i (τ) dτ undτi = ih für h = 1/n. Man beachte, die Gewichteλi sind unabhängig

von den Integrationsgrenzena, b und vom aktuellen Integranten und müssen für gegebene St¨utz-
stellen also nureinmalberechnet werden.

Wir fassen dies zusammen und definieren allgemein das lineare FunktionalÎn als Quadraturfor-
mel:

Definition 3.1.4 (Quadraturformel) Unter einerQuadraturformel̂I zur Approximation des be-
stimmten Integrals

I(f) =

∫ b

a
f(x) dx

versteht man

În(f) = (b− a)

n∑

i=0

λif(xi) (3.5)

mit denKnotenx0, . . . , xn und denGewichtenλ0, . . . , λn ∈ R, wobei

n∑

i=0

λi = 1 (3.6)

gilt.

Bemerkung 3.1.5 1. Eine Eigenschaft wie (3.6) wird
”
Partition der Eins“genannt.

2. Sind die Gewichte nicht negativ, dann stellt (3.6) eine Konvexkombination der Funktions-
wertef(x0), . . . , f(xn) dar.

3. Für die konstante Funktionf(x) ≡ c = const,x ∈ [a, b] folgt aus (3.6)

În(f) = (b− a)

n∑

i=0

λi

︸ ︷︷ ︸
=1

c = c(b− a) = I(f),

d.h., konstante Funktionen werdenexakt integriert. Dies ist der Grund für die Forderung
(3.6).

Definition 3.1.6 (Interpolatorische Quadraturformel) Sei I ein Integral undIn eine Quadra-
turformel dazu. Man nennt die Quadraturformelinterpolatorisch, wenn gilt

λi =
1

(b− a)
I(L

(n)
i ), i = 0, . . . , n.

Bemerkung 3.1.7 Mit anderen Worten, im Rahmen der Herleitung der Quadraturformeln haben
wir interpolatorische Quadraturformeln verwendet. Im Laufe dieses Kapitels werden wir noch
andere Quadraturformeln kennen lernen, dies sind die so genanntenGauß-Quadraturformeln
(vgl. Abschnitt 3.4).
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3.1.3 Exaktheitsgrad und Quadraturfehler
Aus der Konstruktion der interpolatorischen Quadraturformeln ergeben sich sofort Konsequenzen:

• derartige Quadraturformeln sind für allef ∈ Pn exakt,

• aufgrund der Eindeutigkeit der Polynom-Interpolation istdiese Quadraturformel dieeinzige
exakte bzgl. der Knotenx0, . . . , xn.

Dies fassen wir in den folgenden Lemma zusammen:

Lemma 3.1.8 (Eindeutige exakte interpolatorische Quadraturformel) Zu (n + 1) paarweise
verschiedenen Knotenx0, . . . , xn gibt es genau eine Quadraturformel

În(f) = (b− a)

n∑

i=0

λif(xi), (3.7)

die für alle P ∈ Pn vom Grad kleiner oder gleichn exakt ist.

Beweis.Wie bei der Konstruktion verwenden wird dieLagrange-PolynomeL(n)
i setzen diese in

die Quadraturformel ein und erhalten:

I
( n∑

i=0

f(xi)L
(n)
i (x)

)
=

n∑

0=1

f(xi)I
(
L

(n)
i (x)

)
= (b− a)

n∑

i=0

λif(xi). (3.8)

Dadurch erhalten wir die Gewichte

λi =
1

(b− a)

∫ b

a
L

(n)
i (x)dx

auf eindeutige Weise zurück.

Nun untersuchen wir allgemein den Fehler von Quadraturformeln. Dazu definieren wir

Definition 3.1.9 (Quadraturfehler, Exaktheitsgrad, Fehlerordnung) SeiI ein Integral,În eine
Quadraturformel zu(n+ 1) Knoten.

1. Dann heißtEn(f) := I(f) − În(f) Quadraturfehler .

2. Die größte Zahlr ∈ N für die gilt

En(f) = I(f) − În(f) = 0, ∀f ∈ Pr

wird Exaktheitsgrad der Quadraturformel genannt.

3. Zu gegebenem Exaktheitsgradr wird r + 1 Ordnung oderFehlerordnung der Quadra-
turformel În genannt.

Bemerkung 3.1.10 (Exaktheitsgrad interpolatorischer Quadraturformeln) Nach Lemma
3.1.8 hat jede interpolatorische Quadraturformel, die(n + 1) Stützstellen verwendet, mindestens
den Exaktheitsgradn.

Bemerkung 3.1.11 (Test der Ordnung einer Quadraturformel) Der Quadraturfehler ist offen-
bar linear. Daher kann die Ordnung einer QuadraturformelÎn leicht über die Monome getestet
werden: GiltEn(xj) = 0, j = 0, . . . , r − 1 undEn(xr) 6= 0, so hatÎn die Ordnungr.
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Hat der Integrandf
”
schöne“ Eigenschaften, d.h. ist er z.B.n + 1-mal stetig differenzierbar, so

kann man den Interpolationsfehler mit Satz 2.2.24 abschätzen. Integration über den Interpolati-
onsfehler liefert eine Fehlerschranke für den Integrationsfehler.

Lemma 3.1.12 (Fehlerschranken interpolatorischer Quadraturformeln) Es gilt für

În(f) :=

b∫

a

P (f |x0, . . . , xn)(x)dx

die Fehlerabscḧatzung

|En(f)| ≤ (b− a)


max

y∈[a,b]

n∏

j=0

|y − xj|


 ‖f (n+1)‖∞

(n + 1)!
(3.9)

≤ (b− a)n+2

(n+ 1)!
‖f (n+1)‖∞

für f ∈ Cn+1[a, b].

Beweis.Lagrange–Darstellung fürP (f |x0, . . . , xn) einsetzen und Fehlerdarstellung der Polyno-
minterpolation anwenden.

Bemerkung 3.1.13 (Fehlerschranken)Die Fehlerschranken aus Lemma 3.1.12 sind i.A.nicht
optimal. D.h., die Schranken sind in der Regel zu groß. Schärfere Schranken können von Hand
bewiesen werden (mittels Anwendung der Mittelwertsätze aus der Analysis).

3.1.4 Konvergenz einer Quadraturformel
Das Ziel ist es, mit möglichst geringem Aufwand ein Integral möglichst genau zu approximie-
ren. Als Maß für die Genauigkeit haben wir im letzten Abschnitt den Quadraturfehler eingeführt.
Man kann sich zusätzlich noch fragen, ob, bzw. unter welchen Bedingungen Quadraturformeln,
für wachsende Anzahl von Stützstellen gegen das exakte Integral konvergieren.

Wir betrachten dazu in diesem Abschnitt nun Folgen von Quadraturformeln(În)n∈N und untersu-
chen, wann diese gegen das zu approximierende Integral konvergieren. Zunächst definieren wir:

Definition 3.1.14 (Konvergenz einer Quadraturformel) Sei(În)n∈N eine Folge von Quadratur-
formeln. Gilt

În(f)
n →∞−−−−→

∫ b

a
f(x)dx für jedesf ∈ C[a, b], (3.10)

so spricht man von derKonvergenz der Quadraturformeln (În)n∈N.

Die folgenden zwei Sätze liefern nun Bedingungen unter denen Folgen von Quadraturformeln
(În)n∈N konvergieren. Insbesondere sind dies Bedingungen an die Gewichte.

Satz 3.1.15 (Szeǵo) Seia ≤ x
(n)
0 < · · · < x

(n)
n ≤ b, und seienλ(n)

k ∈ R, k = 0, . . . , n.

Dann sind die f̈ur n ∈ N gem̈aß

În :
(
C[a, b], ‖ · ‖∞

)
→
(
R, | · |

)
, f 7→ În(f) := (b− a)

n∑

i=0

λ
(n)
i f

(
x

(n)
i

)

definierten Quadraturformeln̂In genau dann konvergent, wenn die beiden folgenden Bedingungen
erfüllt sind:
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(i)

sup
n∈N

n∑

k=0

∣∣λ(n)
k

∣∣ <∞

(ii)

I(P ) = lim
n→∞

În(P ), ∀P ∈ P = P(a, b).

wobeiP(a, b) die Menge der Polynome auf dem Intervall(a, b) bezeichnet.

Beweis.Der Beweis dieses Satzes erfordert grundlegende Kenntnisse der Funktionalanalysis und
wird deshalb an dieser Stelle ausgespart. Man findet ihn nichtsdestoweniger beispielsweise in
[Heuser, Seite 159].

Satz 3.1.16 (Steklov) Unter den Voraussetzungen des Satzes vonSzegógelte

λ
(n)
k ≥ 0, n ∈ N, 0 ≤ k ≤ n (3.11)

für die Gewichteλ(n)
k der Quadraturformel̂In. Dann konvergieren die Quadraturformeln(În)n∈N

genau dann, wenn sie für alle P ∈ Pn konvergieren.

Beweis.Nach dem Satz vonSzeǵo ist der Beweis erbracht, wenn dort unter der Voraussetzung von
(3.11) (i) aus(ii) folgt. Es gelte also(ii) im Satz vonSzeǵo. Fürf ≡ 1 gilt mit (ii)

b− a = I(f) = lim
n→∞

În(f) = lim
n→∞

n∑

k=0

λ
(n)
k ,

was wegen(3.11) die Aussage(i) impliziert.

3.2 KLASSISCHE INTERPOLATORISCHEQUADRATURFORMELN

Wir haben Quadraturformeln über Lagrange-Interpolationzu äquidistanten Knoten konstruiert,
d.h. durch Polynominterpolation. Damit haben wir die allgemeine Definition der Quadraturfor-
meln motiviert. Im Fall, dass die Gewichte der Quadraturformel den Integralen über die Lagrange-
Polynome entsprechen haben wir von interpolatorischen Quadraturformeln gesprochen.

Im Spezialfall, dass diese Quadraturformeln durch Polynominterpolation angleichverteiltenKno-
ten, d.h. äquidistanter Stützstellen - so wie wir sie auchkonstruiert haben - , entstehen, spricht
man vonNewton-Cotes2-Formeln. In diesem Abschnitt schauen wir uns diesen Spezialfall noch
mal etwas genauer an und fassen einige Eigenschaften zusammen. Wir werden sehen, dass die
einführenden Beispiele zu diesen klassischen Quadraturformeln gehören.

Außerdem werden wir sehen, dass die Sätze aus dem vorherigen Abschnitt Grenzen für die nu-
merische Stabilität dieses Ansatzes liefern. Dies führtuns auf diezusammengesetztenNewton-
Cotes-Formeln.

2Cotes, Roger (1682-1716)
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3.2.1 Newton-Cotes-Formeln
Definition 3.2.1 (Newton-Cotes-Formeln) Bei äquidistanter Knotenwahla ≤ x0 < x1 · · · <
xn ≤ b heißen die resultierenden Integrationsformeln

În(f) = (b− a)

n∑

i=1

λif(xi)

Newton-Cotes-Formeln.
Die Newton-Cotes-Formeln heißenabgeschlossen, wennx0 = a undxn = b, d.h.

xi = a+ ih, h =
b− a

n
, i = 0, . . . , n.

Die Newton-Cotes-Formeln heißenoffen, wennx0 < a undxn < b, wobei meist

xi = a+
(
i+

1

2

)
h mit h =

b− a

n+ 1
, i = 0, . . . , n (3.12)

gewählt wird.

Bemerkung 3.2.2 Es ist klar, dass die Mittelpunkts- und die Trapezregel, welche wir bereits ken-
nen gelernt haben,Newton-Cotes-Formeln sind. Man erhält sie mitn = 0, n = 1. Hierbei ist die
Mittelpunktsregel offen und die Trapezregel abgeschlossen.

Der Ausdruck für die abgeschlossenenNewton-Cotes-Gewichteλi vereinfacht sich durch die Sub-
stitutions := (x−a)

h zu

λi =
1

b− a

∫ b

a

n∏

j=0
j 6=i

(x− xj)

(xi − xj)
dx =

1

n

∫ n

0

n∏

j=0
j 6=i

(s− j)

(i− j)
ds :=

1

n
αi

und für die offenenNewton-Cotes-Formeln erhält man unter der Wahl (3.12) derxi:

λi =
1

b− a

∫ b

a

n∏

j=0
j 6=i

(x− xj)

(xi − xj)
dx =

1

n+ 1

∫ n+ 1
2

− 1
2

n∏

j=0
j 6=i

(s− j)

(i− j)
ds :=

1

n
αi

Bemerkung 3.2.3 (Praktische Berechnung via a priori Tabellierung der Gewichte) Die
Newton-Cotes-Formeln besitzen den Vorteil, dass die Gewichte zwar vonn undh abhängen nicht
aber vona, b. In der Praxis berechnet man dahernicht zunächstf̂ = P (f | . . .) und dannIn(f̂),
sondern sucht direkt die Form (3.5) der Quadraturformel, d.h., man berechnet die Gewichte. Diese
könnena priori tabelliert werden.

Bemerkung 3.2.4 (OffeneNewton-Cotes-Formeln) Die offenen Newton-Cotes-Formeln kann
man vor allem dann verwenden, wenn die Auswertung des Integrandenf an den Integrationsgren-
zen schwierig ist, z.B. wennf am Rand eine Singularität hat. Allerdings haben sie eine deutlich
schlechtere Ordnung als die ebenfalls offenen Gauß-Quadraturen und finden daher in der Praxis
kaum Anwendung.

Im folgenden Beispiel tabellieren wir daher die Gewichte der wichtigsten geschlossenenNewton-
Cotes-Formeln. Da die Stützstellen und Gewichte von dem Polynomgradn abhängen, den wir
wählen, schreiben wir hier, wie auch schon zuvor,x

(n)
j undλ(n)

j .
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Beispiel 3.2.5 (GeschlosseneNewton-Cotes-Formeln) Wählen wir (n + 1) äquidistante Stütz-
stellen auf[a, b], d.h.

x
(n)
i := a+ τ

(n)
i (b− a), i = 0, . . . , n,

wobeiτ (n)
i = i/n, die Stützstellen auf[0, 1] sind. Bezeichneα(n)

i = λ
(n)
i n die Gewichte auf[0, 1].

Dann gilt mith = (b− a)/n

În(f) := (b− a)

n∑

i=0

λ
(n)
i f(a+ τ

(n)
i (b− a)) = h

n∑

i=0

α
(n)
i f(a+ τ

(n)
i (b− a)). (3.13)

lauten die Eckdaten der wichtigsten geschlossenenNewton-Cotes-Formeln

n τ
(n)
i λ

(n)
i Restglied Name

1 0, 1 1
2 ,

1
2

1
12h

3f ′′(ξ) Trapezregel

2 0, 1
2 , 1

1
6 ,

2
3 ,

1
6

1
902−5h5f (4)(ξ) Simpson–Regel, Keplersche Fassregel

3 0, 1
3 ,

2
3 , 1

1
8 ,

3
8 ,

3
8 ,

1
8

3
803−5h5f (4)(ξ) Newtonsche3/8-Regel

4 0, 1
4 ,

1
2 ,

3
4 , 1

7
90 ,

32
90 ,

12
90 ,

32
90 ,

7
90

8
9454−7h7f (6)(ξ) Milne–Regel

Als Beispiel betrachte die Simpson-Regel, in obiger Form lautet diese

Î2(f) = b− a

(
1

6
f(a) +

2

3
f

(
a+ b

2

)
+

1

6
f(b)

)
.

Bemerkung 3.2.6 In obigem Zugang entspricht die Anzahl der Stützstellen dem Exaktheitsgrad
des Interpolationspolynoms und damit der Quadraturformel. Dies wiederum entspricht der Genau-
igkeit der Quadraturformel. Vielleicht kann man ja mit weniger Stützstelle dieselbe Genauigkeit
erreiche, oder — anders ausgedrückt — mit geschickt gewählten Stützstellen eine höhere Genau-
igkeit erreichen. Mit dieser Frage wollen wir uns nun besch¨aftigen.

Bemerkung 3.2.7 (Grenzen derNewton-Cotes-Formeln) Bei den Newton-Cotes-Formeln tre-
ten durchaus negative Gewichte auf, d.h. der Satz 3.1.16 vonSteklovkann dann nicht angewandt
werden. Jedoch hilft auch der Satz 3.1.15 vonSzegónicht weiter, da - wieG. Polyazeigte - eine
Funktion existiert, für die dieNewton-Cotes-Formeln nicht konvergieren.

Für abgeschlosseneNewton-Cotes-Formeln taucht bein = 8, für offeneNewton-Cotes-Formeln
bei n = 6 das erste Mal ein negatives Gewicht auf. Man sollte die jeweiligen Newton-Cotes-
Formeln nicht fürn größer als diese jeweiligen Werte verwenden!

Die Gewichte derNewton-Cotes-Formeln sindrationalund können mitMapleberechnet werden.
Die folgenden ZeilenMaple-Code berechnen die Gewichte der abgeschlossenenNewton-Cotes-
Formeln fürn = 8 und die der offenenNewton-Cotes-Formeln fürn = 6:

MAPLEMAPLEMAPLE-Beispiel:

> n : = 8 :
> z a e h l e r := ( x , i ) −> quo ( p r oduc t ( ( x−k ) , k = 0 . . n ) , ( x− i ) , x ) :
> seq ( i n t ( z a e h l e r ( x ,m) / subs ( x=m, z a e h l e r ( x ,m) ) , x = 0 . . n )/ n ,m= 0 . . n ) ;
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989 2944 −464 5248 −454 5248 −464 2944 989
−−−−, −−−−−, −−−−−,−−−−−, −−−−, −−−−−, −−−−−, −−−−−, −−−−−
28350 14175 14175 14175 2835 14175 14175 14175 28350

> n : = 6 :
> z a e h l e r := ( x , i ) −> quo ( p r oduc t ( ( x−k ) , k = 0 . . n ) , ( x− i ) , x ) :
> seq ( i n t ( z a e h l e r ( x ,m) / subs ( x=m, z a e h l e r ( x ,m) ) ,

x = −1/2 . . n + 1 / 2 ) / ( n +1) ,m= 0 . . n ) ;

4949 49 6223 −6257 6223 49 4949
−−−−−, −−−−, −−−−−, −−−−−, −−−−−, −−−−, −−−−−
27648 7680 15360 34560 15360 7680 27648

Wie man sieht, enthalten beide Quadratur-Formeln negativeGewichte.

3.2.2 ZusammengesetzteNewton-Cotes-Formeln
Wir haben gesehen, dass bei den geschlossenenNewton-Cotes-Formeln abn = 7 und für die
offenenNewton-Cotes-Formeln abn = 5 negative Gewichte auftreten. I.A. können wir keine
KonvergenzÎn(f) → I(f) für n→ ∞ erwarten.

Einen Ausweg bieten die sogenannten zusammengesetzten oder summierten Quadraturfomeln.
Als Spezialfall zusammengesetzterNewton-Cotes-Formeln haben wir in den einführenden Bei-
spielen bereits die summierte Mittelpunktsregel und die Trapezsumme kennen gelernt.

Allgemein ist die Idee zusammengesetzter Quadratur, dass man das Integrationsintervall[a, b] in
m Teilintervalle zerlegt und die QuadraturformelÎn(f) auf die Teilintervalle der LängeH =
(b− a)/m anwendet.

În,m(f) =

m−1∑

k=0

În|[tk ,tk+1](f) =

m−1∑

k=0

n∑

i=1

λ
(n,k)
i f(x

(n,k)
i )

Sei nunn fest und man betrachte eine Folge von zusammengesetzteNewton-Cotes-Formeln
(Îm(f))m∈N:

Beispiel 3.2.8 (Anwendung des Satzes vonSzeǵo auf die summierte Mittelpunktsregel)
Wir wenden den Satz vonSzeǵo auf die summierte Mittelpunktsregel an. Betrachte hierzu eine
Folge von Knoten

x
(1,m)
k := a+

2k + 1

2
· b− a

m+ 1
, k = 0, . . . ,m,

mit den Gewichten

λ
(m)
k =

b− a

m+ 1
.

Es gilt:
∑

k

∣∣λ(m)
k

∣∣ = b− a, demnach ist(i) in Satz 3.1.15 erfüllt. Weiterhin gilt(ii) aufgrund der
Stetigkeit (damit derRiemann-Integrierbarkeit) der Polynome auf[a, b] und der Fehlerabschätzung
für die summierte Mittelpunktsregel.

Lemma 3.2.9 (Fehlerscḧatzung der Trapezsumme)Es gilt

|E1(f)| = |I(f) − TH(f)| = O(H2) für f ∈ C2([a, b]) (3.14)
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Bemerkung 3.2.10 (Ineffizenz bei hoher gewünschter Genauigkeit) Angenommen, man
möchte mit der Trapezsumme (3.4) die Genauigkeit von10−6 erreichen. Die Fehlerschätzung
(3.14) besagt dann

|I(f) − TH(f)| = O(H2) ≤ 10−6,

also mussH2 in der Größenordung von10−6 sein, demnach mussH ∼ 10−3 gelten und bei
äquidistanter Schrittweite folgt dann für die Anzahl derKnoten

m =

[
b− a

H

]
∼ 103.

Dies wäre viel zu ineffizient, wir brauchen Alternativen!

3.3 EXTRAPOLATION UND ROMBERG-INTEGRATION

Wir wollen nun die Strategie zur nachträglichen Steigerung der Genauigkeit kennenlernen, die
auch eine lokal angepasste (

”
adaptive“) Wahl der Stützstellen erlaubt. Bisher haben wir Quadratu-

ren bzgl. eines festen Knotengitters betrachtet. Nun verwenden wir eine Folge von Knotengittern.

Die Idee besteht darin, zu einer Folge von absteigenden Schrittweiten verschiedene Approxima-
tionen an ein Integral zu berechnen, z.B. die TrapezsummenTHℓ

, ℓ = 1, . . . , k. Dann wendet
man Polynominterpolation zu den Paaren(H1, TH1), . . . , (Hk, THk

) an, um eine Interpolierende
zu bestimmen. Wir wissen, dass

lim
H→0

IH(f) = lim
m→∞

Î1,m(f) = I(f)

gilt und werten daher das Polynom bei der optimalen SchrittweiteH = 0 aus.

Da H = 0 außerhalb des gesicherten Bereichs[H1,Hk] liegt wird dieses Verfahren (welches
auch in anderen Bereichen Anwendung findet)Extrapolation genannt. Prinzipiell lässt sich die-
ses Vorgehen auf beliebige Quadraturen anwenden, es eignetsich allerdings besonders gut für
die Tapezsumme, von der es eine asymptotische Entwicklung des Fehlers gibt. Wir betrachten in
diesem Abschnitt die summierte Trapezregel (3.4), welche wir einerseits bereits im Rahmen der
einführenden Beispiele kennen gelernt haben und von der wir andererseits gesehen haben, dass es
eine zusammengesetzte Newton-Cotes Formel ist. Zur Erinnerung (3.4) lautete:

TH(f) = Î1,m(f) =
H

2

{
f(a) + 2

m−1∑

i=1

f(xi) + f(b)

}
, H :=

b− a

m
.

Ausgangspunkt ist nun die folgende Aussage:

Lemma 3.3.1 (Asymptotische Entwicklung des Fehlers der Trapezsumme inH2) Sei
f ∈ C2ν [a, b]. Der Fehler der Trapezsumme besitzt eineasymptotische Entwicklung

TH(f) − I(f) = τ2H
2 + τ4H

4 + · · · + τ2νH
2ν + O(H2ν+2) (3.15)

für TH(f) aus (3.4) mit Koeffizienten

τ2ℓ =
B2ℓ

(2ℓ)!
(f (2ℓ−1)(b) − f (2ℓ−1)(a)) (3.16)

unabḧangig vonH undB2ℓ sind dieBernoulli-Zahlen, also

B0 = 1,

n∑

ν=0

(
n+ 1

ν

)
Bν = 0. (3.17)
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Beweis.Stoer, Taylor plus Symmetrie.

Als Ansatz zur Erhöhung der Ordung wählt man eine Kombination aus zwei Trapezsummen zu
unterschiedlichen Schrittweiten und hofft dadurch die Ordnung der asymptotischen Entwicklung
des Fehlers zu erhöhen. Ersetzt man in (3.15)TH(f) z.B. durch

T̃H(f) :=
4

3
TH(f) − 1

3
T2H(f), (3.18)

dann gilt

T̃H(f) − I(f) =
4

3
(TH(f) − I(f)) − 1

3
(T2H(f) − I(f))

=
4

3
τ2H

2 +
4

3
τ4H

4 + · · · + O(H2ν+2)

−1

3
τ24H

2 − 1

3
τ416H

4 + · · · + O(H2ν+2)

= O(H4).

Durch die geschickte Kombination vonTH(f) undT2H(f) fällt also der führende Term vorH2 in
der asymptotischen Entwicklung weg. Diese Idee kann man analog für allgemeine Schrittweiten
H1,H2 anstelle vonH, 2H, oder auch für andere Quadraturformeln realisieren.

Die Frage ist nun, wie macht man das praktisch, d.h., wie kommt man an geeignete Kombinationen
wie in (3.18)? Eine Möglichkeit wäre, die entsprechendenGleichungssysteme aufzustellen und zu
lösen, dies ist jedoch unbequem, aufwendig und instabil f¨urH1 ≈ H2! Den allgemeinen Zugang
nennt manExtrapolation . Extrapolation ist hierbei - wie bereits erwähnt - das Bestimmen eines
Zusammenhangs über einen gesicherten Zusammenhang hinaus.

3.3.1 Idee der Extrapolation
Die Idee lautet allgemeine wie folgt:

• seienH1 undH2 zwei Schrittweiten (für späterk = 2)

• seiP ∈ Pk−1 = P1 ein Interpolationspolynom (Gerade) mit

P (H2) = TH(f) für H = H1,H2, (3.19)

also

P (H2) = TH1(f) +
TH2(f) − TH1(f)

H2
2 −H2

1

(H2 −H2
1 )

2
h

P(h)

h=0

P(0)
T(h  )

h h

2

T(h  )1

2 1
2
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• extrapoliereP (H) aufH = 0, also

P (0) =
1

H2
2 −H2

1

(TH1(f)(H2
2 −H2

1 ) −H2
1 (TH2(f) − TH1(f))

= (H2
2 −H2

1 )−1
(
H2

2TH1(f) −H2
1TH2(f)

)

= O(H2
1H

2
2 ),

falls TH die asymptotische Entwicklung (3.15) besitzt.

Um das entsprechende allgemeine Resultat allgemein zu beweisen, benötigen wir noch eine Hilfs-
aussage.

Lemma 3.3.2 Für die Lagrange-FunktionenL(n)
i zu Sẗutzstellenx0, . . . , xn gilt

n∑

j=0

L
(n)
j (0)xm

j =





1, für m = 0,
0, für 1 ≤ m ≤ n,
(−1)nx0 . . . xn, für m = n+ 1.

(3.20)

Beweis.Übung

Nun haben wir alle Vorbereitungen abgeschlossen und können den Fehler abschätzen.

Satz 3.3.3 (Fehlerscḧatzung) Sei f ∈ C2k[a, b] und P ∈ Pk−1 mit P (H2
ℓ ) = THℓ

(f) für
ℓ = 1, . . . , k, dann gilt

∣∣∣∣∣∣

b∫

a

f(x)dx− P (0)

∣∣∣∣∣∣
= O(H2

1 · · ·H2
k). (3.21)

Beweis.Verwende die Lagrange-Darstellung mit den Basis-Polynomen

L
(k−1)
i (H2) =

k∏

ℓ=1
ℓ 6=i+1

H2 −H2
ℓ

H2
i+1 −H2

ℓ

, i = 0, . . . , k − 1,

dann hat das Interpolationspolynom die Gestalt

P (t) =

k∑

i=1

THi(f)L
(k−1)
i−1 (t),

also mit der asymptotischen Entwicklung und Lemma 3.3.2

P (0) =

k∑

i=1

THi(f)L
(k−1)
i−1 (0)

=

k∑

i=1

L
(k−1)
i−1 (0)

{
I(f) +

k∑

ℓ=1

τ2ℓH
2ℓ
i + O(H2k+2

i )

}

= I(f)
k∑

i=1

L
(k−1)
i−1 (0)

︸ ︷︷ ︸
=1

+
k∑

ℓ=1

τ2ℓ

k∑

i=1

L
(k−1)
i−1 (0)H2ℓ

i

︸ ︷︷ ︸
+

k∑

i=1

L
(k−1)
i−1 (0)O(H2k+2

i )

︸ ︷︷ ︸
höhere Ordnung

=

{
0, ℓ ≤ k − 1
(−1)k−1H2

1 · · ·H2
k , ℓ = k

= I(f) + (−1)k−1H2
1 . . . H

2
kτ2k +

k∑

i=1

O(H2k+2
i ).
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Dies kann man fürk verschiedene Stützstellen und Verfahren der Ordungp zu einerRekursion
machen:

1. Erzeuge Datenpaare:BerechneTH(f) für k verschiedene StützstellenHi−k+1, . . . ,Hi,
i = 1, 2, . . . .

2. Interpolation: Bestimme das Interpolationspolynom inHp:

Pi,k(H
p) = P (T·(f)|Hp

i−k+1, . . . ,H
p
i )(Hp) ∈ Pk−1(H

p)

zu den Wertepaaren(Hp
i−j, THi−j (f)), j = 0, . . . , k − 1.

3. Extrapolation: Ti,k := Pi,k(0), 1 ≤ k ≤ i.

Zur Erinnerung, wir können dasNeville-Aitken-Schema zur Auswertung eines Interpolationspoly-
noms verwenden:

Pi,0 = fi, Pi,k = Pi,k−1 +
x− xi

xi − xi−k
(Pi,k−1 − Pi−1,k−1), i ≥ k,

und dies überträgt sich dann fürTi,k zu der folgendenRekursion

Ti,1 := THi(f), für i = 1, 2, . . . ,

Ti,k = Ti,k−1 +
Ti,k−1 − Ti−1,k−1(

Hi−k+1

Hi

)p
− 1

, 2 ≤ k ≤ i.

Bemerkung 3.3.4 (Unterschied zumNeville-Aitken-Schema) Man beachte, dass die vorstehen-
de Rekursion im Gegensatz zumNeville-Aitken-Schema um einen Index verschoben ist. Das Ex-
trapolationstableau, welches man analog zum Schema vonNeville erhält, fängt erst beim Spalten-
index1 an.

Wir werden nun einen Algorithmus auf Basis obiger Rekursionformulieren: Geht man nun da-
von aus, dass eine GrundschrittweiteH gegeben ist, und bildet die SchrittweitenHi durch Tei-
len vonH mit einer geeigneten Folgemi. D.h. man erhält eine Schrittweitenfolge(Hi)i∈N mit
Hi = H/mi, dann ergibt sich der folgende Algorithmus

Algorithmus 3.3.1 (Romberg3-Quadratur) Gegeben sei eine GrundschrittweiteH. Wähle eine
Schrittweiten folgeH1,H2, . . . , mitHj = H/mj ,mj+1 > mj.

Für i = 1, 2, · · · :

1. BestimmeTi,1 := THi(f).

2. Für k = 2, . . . , i: BerechneTi,k = Ti,k−1 +
Ti,k−1−Ti−1,k−1„

mi
mi−k+1

«p

−1
.

3. FallsTi,i ein geeignetes Abbruchkriterium erfüllt, STOPP.

Bemerkung 3.3.5 (Romberg-Quadratur) (a) Obiges Verfahren funktioniert für alle
Quadratur-Verfahren̂I p-ter Ordnung mit entprechender asymptotischer Entwicklung.

(b) Die Trapezregel hat eine asymptotische Entwicklung inH2, wie wir in Lemma 3.3.1 gese-
hen haben, alsop = 2, dieser Fall heißtRomberg-Quadratur .
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(c) Die Schrittweiten-Folge

Hj =
H

mj
, mj+1 > mj,

ist noch offen.

(d) Nach Satz 3.3.3 ist der FehlerO(Hp
1 · · ·H

p
i ).

(e) Der AufwandAi zur Berechnung derTi,i hängt i.W. von der Anzahl der Auswertungen von
f ab.

In Algorithmus 3.3.1 wird weder genauer drauf eingegangen,was ein geeignetes Abbruchkriteri-
um ist, noch erläutert, wie eine Schrittweitenfolge zu wählen ist. Für Letzteres werden wir im nun
folgenden Abschnitt Beispiele kennen lernen.

3.3.2 Beispiele für Knotenfolgen
Wir betrachten nun Folgen(mi)i∈N und ordnen dieses Aufwandsfolgen

A := {A1, A2, . . . }

zu, wobei

Ai = Anzahl der zur Berechnung vonTi,i notwendigenf -Auswertungen

3.3.2.1 Romberg-Folge
Die folgende klassischeRomberg-Folge führt zu einem einfachen Rechenschema

Definition 3.3.6 (Romberg-Folge)Die Folge(mR
i )i∈N definiert durch

mR
i = 2i−1, d.h. {1, 2, 4, 8, 16, . . .}. (3.22)

wird Romberg-Folgegenannt.

Der Vorteil ist die Möglichkeit der effizienten rekursivenBerechnung, alsoAR
i = mR

i + 1, d.h.
{2, 3, 5, 9, 17, . . .}, wie folgende Skizze zeigt:

m
R

i
Hi

2 Auswertungen

1 neue

2 neue

1

2

4

1/2

1/4

1

Beispiel 3.3.7 (Romberg-Folge) FürH1 = H
m betrachte die Trapezsumme

TH1
2

(f) =
H1

4

{
f(a) + 2

2m−1∑

i=1

f

(
a+ i

H1

2

)
+ f(b)

}

=
H1

4

{
f(a) + 2

m−1∑

i=1

f(a+ iH1) + f(b)

}

︸ ︷︷ ︸
= 1

2
TH1

(f)

+
H1

2

m−1∑

i=1

f

(
a+

2i− 1

2
H1

)
.
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Für dieRomberg-Folge (3.22), d.h.Hi = H · 21−i, gilt also

Ti,1 =
1

2
Ti−1,1 +Hi

mi−1∑

j=1

f(a+ (2j − 1)Hi). (3.23)

Bemerkung 3.3.8 (Stabiliẗat bei Verwendung derRomberg-Folge) Die Romberg-Folge führt
auf eine Quadraturformel mit positiven Gewichten (Übung), was aus Stabilitätsgründen wichtig
ist.

3.3.2.2 Bulirsch-Folge
Vom Aufwand her günstiger als dieRomberg-Folge ist dieBulirsch-Folge:

Definition 3.3.9 (Bulirsch-Folge) Die Folge(mB
i )i∈N definiert durch

1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 16, 24, . . . , mB
i =





2j , i = 2j,
3 · 2j−1, i = 2j + 1,
1, i = 1,

(3.24)

mit Ai = 2, 3, 5, 7, 9, 13, 17, . . ., d.h.AB
i = mB

i + 1, wird Bulirsch-Folge genannt.

Bemerkung 3.3.10 (Vorteil der Bulirsch-Folge) DamB
i < mR

i für i > 2 gilt, folgt AB
i < AR

i

für i > 2, was zeigt, dass der Aufwand für die Bulirsch-Folge geringer als für die Romberg-Folge
ist.

Bemerkung 3.3.11 (a) Die Verwendung einer asymptotischen Entwicklung setztstillschwei-
gend die entsprechende Glattheit vonf voraus!

(b) Wenn manf nicht kennt, oderf lokal stark variiert, ist es sinnvoll, die Schrittweiteadaptiv
zu steuern, d.h.,

• große Schrittweiten in Bereichen, in denenf glatt ist,

• kleine Schrittweiten in Bereichen, in denenf variiert.

Dazu benötigt man berechenbare so genannte Fehlerschätzer ε̄ für den echten Fehlerε, d.h.

C1ε ≤ ε̄ ≤ C2ε.

Man kann zeigen, dass|Tk,k−1 − Tk,k| ein solcher ist, d.h.|I(f) − Tk,k |̃|Tk,k−1 − Tk,k|
Das Prinzip lautet dann

• ε̄
”
groß“: Unterteile das Intervall, verwende niedrige Ordnung,

• ε̄
”
klein “: verwende hohe Ordnung, vergröbere eventuell das Intervall.

Details: [DH], 9.5-9.7.

3.4 Gauß-QUADRATUR

Wir haben gesehen, dass bei interpolatorische Quadraturenzu (n + 1) Stützstellen die Gewich-
te so gewählt werden können, dass diese mindestens den Exaktheitsgradn haben. Bisher waren
dabei die Stützstellen vorgegeben. Es stellt sich nun die Frage, ob wir Quadraturen mit höcherer
Ordnung erreichen, wenn wir sowohl die Gewichte als auch St¨utzstellen frei wählen.

Numerik II, 29. Juli 2013



86 Kapitel 3: Numerische Integration und orthogonale Polynome

Wir verfolgen also dasZiel, Qudraturformeln zu konstruieren, die exakt sind von möglichst hoher
Ordnung, d.h.

În(P ) = I(P )

für alleP ∈ PN mit N maximal (natürlich hängtN vonn ab!).

Bevor wir uns allerdings mit der Konstruktion solcher Quadraturformel beschäftigen, d.h. wie mit
der Wahl der Stützstellen und Gewichte, überlegen wir unswasN maximal konkret bedeutet.
Hierzu halten wir zunächst das folgende fest:

Satz 3.4.1 (Obere Grenze für die Ordnung von Quadraturformeln) Sinda ≤ x
(n)
0 < · · · <

x
(n)
n ≤ b und istÎn eine Quadraturformel bzgl.x(n)

i , i = 0, . . . , n, so gilt f̈ur ihre Ordnungk:

k ≤ 2n+ 2.

Beweis.Die Anwendung der Quadraturformel in der Form

În(f) = (b− a)

n∑

k=0

λ
(n)
k f

(
x

(n)
k

)

auf das Polynom

P (x) =
n∏

k=0

(
x− x

(n)
k

)2
, x ∈ [a, b]

vom Grad2n+ 2 liefert die Aussage

∫ b

a
P (x)︸ ︷︷ ︸
> 0

dx− (b− a)

n∑

k=0

λ
(n)
k P

(
x

(n)
k

)
︸ ︷︷ ︸

= 0

> 0,

alsoI(P ) > 0, În(P ) = 0, speziellI(P ) 6= Î(P ) und damit die Behauptung.

Der vorstehende Satz besagt, dass für(n + 1) Stützstellen Polynome vom GradN kleiner gleich
2n + 1 exakt integriert werden. Man kann sich leicht überlegen, dass diesermaximale Exakt-
heitsgrad auch erreicht wird:

Sei die Anzahln der Teilintervalle vorgegeben. Die Quadraturformeln haben die Gestalt

În(f) = (b− a)

n∑

i=0

λ
(n)
i f(x

(n)
i ) dx

Versucht man sowohl dien + 1 Stützstellen als auch dien + 1 Gewichte so zu wählen, dass die
Fehlerordnung möglichst groß wird, so hat man2n + 2 Unbekannte:

λ
(n)
0 , . . . , λ(n)

n , x
(n)
0 , . . . , x(n)

n ,

Wenn man zur Bestimmung dieser Unbekannten den folgenden monomialen Ansatz wählt

(b− a)
n∑

i=0

λ
(n)
i (x

(n)
i )j =

∫ b

a
xj dx =

1

j + 1
(bj+1 − aj+1), j = 0, . . . , 2n + 1,

so ist dies einnichtlineares Gleichungssystemmit 2n+2 Gleichungen und2n+2 Unbekannten.
Hat dieses Gleichungssystem eine Lösung, so integriert die resultierende Quadraturformel Poly-
nome bis zum Grad2n + 1 exakt. Mit zunehmendemn wird dieses Gleichungssystem allerdings
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immer unübersichtlicher. Und insbesondere gehen, wie bereits erwähnt, die Knoten nichtlinear
ein.

Die Frage ist nur, wie man die Knoten und Gewichte systematischer wählen kann? Daher verfolgt
man einen etwas allgemeineren Ansatz: Hierzu betrachten wir das gewichtete Integral

I(f) =

∫ b

a
f(x)ω(x) dx

mit einer integrablen Gewichtsfunktionω : [a, b] → R. Wir nennenω positiv, fallsω(x) > 0 für
allex ∈ (a, b).

Bevor wir uns aber mit der numerischen Integration eines solchen Integrals genauer beschäfti-
gen, stellen wir noch einige mathematische Konstrukte zur Verfügung: Dies sind im Wesentlichen
orthogonale Polynome und ihre Eigenschaften.

3.4.1 Orthogonale Polynome
In diesem Abschnitt werden orthogonale Polynome bzgl. gewichtetetL2-Skalarprodukte definiert
und ihre Eigenschaften betrachtet. Zunächst wiederholenwir die Definition eines Skalarprodukts:

Definition 3.4.2 (Skalarprodukt) Es seiV ein reeller Vektorraum. EinSkalarprodukt (oder in-
neres Produkt) auf V ist eine symmetrische positiv definite Bilinearform (·, ·) : V × V → R, d.h.
für x, y, z ∈ V undα, β ∈ R gelten die folgenden Bedingungen:

i.) positive Definitheit

(x, x) ≥ 0, und(x, x) = 0 genau dann, wennx = 0,

ii.) Symmetrie
(x, y) = (y, x) ,

iii.) Bilinearität
(αx+ βy, z) = α(x, z) + β(y, z) .

Man beachte, dassV hier nicht endlich-dimensional zu sein braucht! Für Skalarprodukte gilt die
Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

Satz 3.4.3 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung) Es seiV ein reeller Vektorraum,(·, ·) : V × V → R

ein Skalarprodukt auf V. Dann gilt

(x, y) ≤
√

(x, x)
√

(y, y) .

Beweis.Der Fally = 0 ist trivial. Es bleibt also der Fally 6= 0 und damit(y, y) 6= 0. Für jedes
α ∈ R gilt

0 ≤ (x− αy, x− αy) = (x, x) − 2α(x, y) + α2(y, y) .

Wählt man nun speziellα := (x, y)/(y, y), so ergibt sich

0 ≤ (x, x) − (x, y)2

(y, y)
,

also
(x, y)2 ≤ (x, x)(y, y) .

Nun liefert Ziehen der Quadratwurzel die Behauptung.
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Mit Hilfe einer positiven, stetigen Gewichtsfunktion können wir nun das gewichtete
L2-Skalarprodukt einführen und definieren im Anschluss die Orthogonalität bzgl. dieses.

Satz 3.4.4 (Gewichtetes Skalarprodukt)Es seiω ∈ C(a, b), ω(x) > 0 für x ∈ (a, b) eine
positive Gewichtsfunktion. Dann ist

(f, g) := (f, g)ω :=

b∫

a

ω(x)f(x)g(x) dx

für f, g ∈ C[a, b] ein Skalarprodukt.

Beweis.Die Aussage ergibt sich unmittelbar aus der Verifizierung der bekannten Skalarproduktei-
genschaften aus der Linearen Algebra (Additivität, Homogenität, Symmetrie, positive Definitheit)
und wird deshalb an dieser Stelle ausgespart.

Definition 3.4.5 (Orthogonalität) Wir bezeichnen zwei Funktionenf, g ∈ C[a, b] bzgl. des Ska-
larprodukts(·, ·)ω als orthogonal, falls gilt:

(f, g)ω = 0.

Bemerkung 3.4.6 (Norm und Momente zum gewichteten Skalarprodukt) Im Folgenden set-
zen wir voraus, dass die durch das Skalarprodukt induzierteNorm

‖ Q ‖:=‖ Q ‖ω:=
√

(Q,Q)ω

für alle PolynomeQ ∈ Pn, n ∈ N wohldefiniert und endlich ist. Somit existieren auch die Mo-
mente

mn :=

∫ b

a
ω(x)xn dx,

da mit derCauchy-Schwarz-Ungleichungfolgt:

|mn| = |(1, xn)ω| ≤ ‖1‖ω‖xn‖ω <∞.

Beispiele 3.4.7 (Gewichtsfunktionen)Einige Beispiele von Gewichtsfunktionen seien hier ge-
nannt, die ungewöhnlich genug sind, um numerische Techniken zu erfordern, aber in praktischen
Anwendungen verwendet werden.

• ω(x) = xα log(1/x) auf [0, 1] mit α > 0.

Die Momentemn = (n+α+1)−2 sind alle endlich und die zugehörigen Orthogonalpolyno-
me werden verwendet, um Quadraturformeln zu konstruieren für Integrale über[0, 1], deren
Integranden zwei Singularitäten bei Null haben, eine logarithmische und eine algebraische
(falls α 6= 0, 1, 2, . . .).

• ω(x) = e−x undω(x) = e−x2
auf [0, c], mit 0 < c <∞.

Dies sindLaguerrebzw. Hermite-Gewichte auf einem endlichen Intervall. Die Momente
mn lassen sich durch die unvollständige Gamma-Funktionγ(α, x) =

∫ x
0 t

α−1e − t dt aus-
drücken, nämlichmn = γ(n + 1, c) bzw.mn = 1

2γ(
1
2 (n − 1), c2). Beide Varianten finden

Anwendung bei der Gauss-Quadratur von Integralen in der molekularen Quantenmechanik.

Definition 3.4.8 (Orthogonalpolynome) Es sei(Pn)n∈N0 eine Folge paarweise orthogonaler Po-
lynomePn ∈ Pn, d.h.

(Pi, Pj)ω = δij(Pi, Pi)ω ≥ 0 (3.25)

und exakt vom Gradn, dann heißen diePn Orthogonalpolynome über[a, b] bzgl. der Gewichts-
funktionω.
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Aufgabe 3.4.9 Man zeige, dass ein PolynomPn(x) = xn+. . . ∈ Pn genau dann ein orthogonales
Polynomn-ten Grades ist, wenn

∫
P 2

n(x)ω(x) dx = min

{∫
Q2

n(x)ω(x) dx : Qn(x) = xn + . . .

}

gilt.

Bemerkung 3.4.10 1. Da dieP0, . . . , Pn eine Basis desPn darstellen, folgt sofort

(Pn, Q)ω = (Pn,
n−1∑

i=0

αiPi)ω = 0 für alleQ ∈ Pn−1 . (3.26)

2. Die Definition der Orthogonalpolynome über(3.25) ist keineswegs eindeutig. Eine mögli-
che Standardisierung ist z.B.

Pn(x) = xn + ãn−1x
n−1 + . . . ,

d.h. der führende Koeffizient ist Eins.

Definition 3.4.11 (Monisches Polynom)Ist der führende Koeffizient eines Polynoms Eins, so be-
zeichnet man dieses alsmonisch(oder auch normiert).

Der folgende Satz liefert nun das bzgl. jedes positiven gewichtetenL2-Skalarprodukts eindeutig
bestimmte orthogonale momische Polynome existieren. Weiterhin lassen sich diese numerisch
durch eine Rekursionsvorschrift berechnen.

Satz 3.4.12 (Existenz und Eindeutigkeit monischer Orthogonalpolynome) Zu jedem positiv
gewichteten Skalarprodukt(·, ·)ω (alsoω(x) > 0) gibt es eindeutig bestimmte monische Orthogo-
nalpolynomePn ∈ Pn (d.h. mit f̈uhrendem Koeffizienten Eins). Gilt zusätzlich (xPn, Pj)ω =
(Pn, x Pj)ω für j, n ≥ 0, dann erf̈ullen die Orthogonalpolynome die folgende Drei-Term-
Rekursion:

Pn(x) = (αn + x)Pn−1(x) + γnPn−2(x), n = 1, 2, . . . (3.27)

mit P−1 := 0, P0 := 1 und

αn = −(xPn−1, Pn−1)ω
(Pn−1, Pn−1)ω

, γn = −(Pn−1, Pn−1)ω
(Pn−2, Pn−2)ω

. (3.28)

Beweis.Man sieht unmittelbar, dassP0 ≡ 1 ∈ P0 gilt, den Rest der Behauptung zeigen wir
induktiv. Seien alsoP0, . . . , Pn−1 bereits bekannte paarweise orthogonale Polynome mitPj ∈ Pj

vom Gradj und führendem Koeffizienten gleich Eins. Aus diesen konstruieren wir nunPn. Soll
Pn ∈ Pn ebenso normiert sein, dann folgt zwangsläufig, dass

Pn(x) − xPn−1(x) ist vom Grade≤ n− 1

undP0, . . . , Pn−1, xPn−1 bilden eine Basis vonPn. Da jedochP0, . . . , Pn−1 eine Orthogonalbasis
von Pn−1 bzgl. (·, ·)ω bilden, gilt

Pn − xPn−1 =
n−1∑

j=0

γjPj mit γj :=
(Pn − xPn−1, Pj)ω

(Pj , Pj)ω
.

(Man setze die linke Gleichung in(·, Pℓ)ω für ℓ = 0, . . . , n − 1 ein.) Außerdem folgt aus der
Orthogonalität vonPn zuP0, . . . , Pn−1, dass nach Voraussetzung

γj = −(xPn−1, Pj)ω
(Pj , Pj)ω

= −(Pn−1, xPj)ω
(Pj , Pj)ω

.
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DaxPj ∈ Pj+1, gilt somitγj = 0 für j + 1 < n− 1, d.h.

γ0 = · · · = γn−3 = 0 bzw. es folgt Pn − xPn−1 = γn−2Pn−2 + γn−1Pn−1 .

Beachtet manxPn−2 = Pn−1 + αn−2Pn−2 + . . .+ α0P0, so folgt

γn−2 = −(Pn−1, xPn−2)ω
(Pn−2, Pn−2)ω

= −(Pn−1, Pn−1)ω
(Pn−2, Pn−2)ω

und damit

γn = −(xPn, Pn)ω
(Pn, Pn)ω

.

Die Eindeutigkeit folgt induktiv mit Koeffizienten-Vergleich. SeiQn ∈ Pn eine weitere Folge
orthogonaler Polynome. WegenQ0 = P0 = 1 ist der Induktionsanfang klar. Weiter gilt

Qn =
n∑

j=0

αjPj mit αj =
(Qn, Pj)ω
(Pj , Pj)ω

.

Aufgrund der Tatsache, dass der jeweilige führende Koeffizient eins ist, folgtαn = 1. Aus der
Induktions-Voraussetzung ergibt sichα0 = · · · = αn−1 = 0, alsoQn = Pn.

Bemerkung 3.4.13Die Abbildung

(f, g) := −
∫ 1

−1

∫ 1

−1
f(x)g(y) log |x− y| dx dy

ist zwar ein Skalarprodukt auf der Menge der stetigen Funktionen, aber die zugehörigen Ortho-
gonalpolynome erfüllen keine Drei-Term-Rekursion. Symmetrieüberlegungen zeigen sofort, dass
für 0 < j + k ungerade

(xj , xk) = 0

gilt. Mit Hilfe von Maple verifiziert man leicht durch mehrfaches Anwenden der Anweisungen

j:=0;
k:=1;
-int(int(xˆj * yˆk * log((x-y)ˆ2)/2,x=-1..1),y=-1..1);

zu verschiedenenj, k ≥ 0, dass gilt

(xj , xk) =

{
0 , falls 0 ≤ k + j ungerade,

6= 0 , falls 0 ≤ k + j gerade.

Wir definierenP0 = 1, P1 = x und normieren weiterePk so, dass der führende Koeffizient 1 ist.
Damit das OrthogonalpolynomP2 = x2 + ax + b ∈ P2 orthogonal zux ist, mussa = 0 gelten
und aus(P2, P0) = 0 folgt b = −(x2, 1)/(1, 1). Man beachte, dass hier

16/9 − 4/3 log(2) = (x2, 1) 6= (x, x) = 1

gilt und somit die Formel der Drei-Term-Rekursion(3.27)nicht gilt.

Generell sind verschiedene Formen der Normierung der Orthogonalpolynome möglich. Wir führen
die allgemeine Darstellung der Orthogonalpolynomein der Form

Pn(x) = knx
n + k′nx

n−1 + . . . , n = 0, 1, 2 . . . . (3.29)

ein. Zusätzlich definieren wir

hn(Pn) := hn :=

∫ b

a
ω(x)P 2

n(x)dx = ‖Pn‖2
ω . (3.30)
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Bemerkung 3.4.14 (Normierung der Orthogonalpolynome)Bezüglich der allgemeinen Dar-
stellung (3.29) und (3.30) sind Polynomeorthonormal , wennhn(Pn) = 1 und monisch, falls
kn = 1 gilt .

Übertragen wir nun die Drei-Term-Rekursion aus Satz 3.4.12für Orthogonalpolynome mit führen-
dem Koeffizienten Eins auf die allgemeinere Form(3.29), so erhalten wir folgendes Resultat.
Hierbei kann man die Koeffizienten der Rekursionsformel ausden Leittermen der monischen Po-
lynomen ablesen.

Satz 3.4.15 (Existenz und Eindeutigkeit allgemeiner orthogonaler Polynome) Zu jedem Ska-
larprodukt (·, ·)ω gibt es eindeutig bestimmte OrthogonalpolynomePn ∈ Pn mit führendem Koef-
fizientenkn. Diese Polynome erfüllen die folgende Drei-Term-Rekursion:

Pn(x) = (an + bnx)Pn−1 + cnPn−2, n = 1, 2, . . . , (3.31)

mit P−1 = 0, P0 = k0. Die Koeffizienten ergeben sich wie folgt:

bn =
kn

kn−1
, an = bn

(
k′n
kn

− k′n−1

kn−1

)
, n = 1, 2, . . . ,

c1 = bel.<∞, cn = −knkn−2hn−1

k2
n−1hn−2

, n = 2, 3, . . . . (3.32)

Beweis.Die Behauptung folgt aus Satz 3.4.12 mit der Darstellung (3.29). SeiPn(x) = knx
n +

k′nx
n−1 + . . . , n = 0, 1, 2 . . ., dann hatP̄n(x) := Pn(x)/kn führenden Koeffizienten Eins und

Satz 3.4.12 liefert

Pn(x) = kn P̄n(x) = kn(αn + x)P̄n−1(x) + knγnP̄n−2(x), n = 1, 2, . . . (3.33)

mit P̄−1 := 0, P̄0 := P0/k0 = 1 und

αn = −(xP̄n−1, P̄n−1)ω
(P̄n−1, P̄n−1)ω

sowie

γn = −(P̄n−1, P̄n−1)ω
(P̄n−2, P̄n−2)ω

= −1/k2
n−1 (Pn−1, Pn−1)ω

1/k2
n−2 (Pn−2, Pn−2)ω

= −k
2
n−2

k2
n−1

hn−1

hn−2
. (3.34)

Man beachte

xP̄n−1 = x

(
xn−1 +

k′n−1

kn−1
xn−2 + . . .

)
= P̄n +

(
k′n−1

kn−1
− k′n
kn

)
P̄n−1 +Q(x) mit Q ∈ Pn−2 ,

d.h.

αn = −(xP̄n−1, P̄n−1)ω
(P̄n−1, P̄n−1)ω

=
k′n
kn

− k′n−1

kn−1
. (3.35)

Somit ergibt sich mit (3.34)

knγnP̄n−2(x) = −kn
k2

n−2

k2
n−1

hn−1

hn−2

1

kn−2
Pn−2(x) = −knkn−2

k2
n−1

hn−1

hn−2
Pn−2(x)

bzw.

kn x P̄n−1(x) =
kn

kn−1
xPn−1(x)

und mit (3.35)

knαnp̄n−1(x) =
kn

kn−1

(
k′n
kn

− k′n−1

kn−1

)
Pn−1(x) .

Die letzten drei Gleichungen mit (3.4.1) liefern dann die Behauptung.
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Satz 3.4.16 (Summenformel vonChristoffel-Darboux) Mit der für Orthogonalpolynome zuvor
eingef̈uhrten Notation(3.29), (3.30)gilt die Summenformel vonChristoffel4-Darboux5

n∑

i=0

Pi(x)Pi(y)

hi
=

kn

kn+1 · hn
· Pn+1(x)Pn(y) − Pn(x)Pn+1(y)

x− y
. (3.36)

Beweis.Fürn = 0 erhält man die Identität (3.36) durch Einsetzen vonP0(x) = k0 undP1(x) =
k1x + k′1 und fürn ≥ 1 aus der Rekursionsformel(3.31). Aus dieser folgt nämlich fürn ≥ 1
durch jeweiliges Einsetzen fürPn+1

Pn+1(x)Pn(y) − Pn(x)Pn+1(y)

=
(
(an+1 + bn+1x)Pn(x) + cn+1 Pn−1(x)

)
Pn(y)

− Pn(x)
(
(an+1 + bn+1 y)Pn(y) + cn+1 Pn−1(y)

)

= bn+1(x− y)Pn(x)Pn(y) + cn+1

(
Pn−1(x)Pn(y) − Pn(x)Pn−1(y)

)

Mit (3.32) erhalten wir fürx 6= y (bn+1 = kn+1/kn 6= 0 nach Voraussetzung)

1

bn+1
· Pn+1(x)Pn(y) − Pn(x)Pn+1(y)

x− y

= Pn(x)Pn(y) +
cn+1

bn+1
· Pn−1(x)Pn(y) − Pn(x)Pn−1(y)

x− y
,

d.h.

kn

kn+1
· Pn+1(x)Pn(y) − Pn(x)Pn+1(y)

x− y

= Pn(x)Pn(y) +
kn+1kn−1hnkn

k2
n hn−1 kn+1

· Pn(x)Pn−1(y) − Pn−1(x)Pn(y)

x− y
(3.37)

= Pn(x)Pn(y) +
kn−1hn

knhn−1
· Pn(x)Pn−1(y) − Pn−1(x)Pn(y)

x− y
.

Gelte nun (3.36) für einn− 1 ≥ 0 dann schließen wir mit (3.37) aufn wie folgt

kn

kn+1
· Pn+1(x)Pn(y) − Pn(x)Pn+1(y)

x− y

= Pn(x)Pn(y) +
kn−1 hn

kn hn−1
· Pn(x)Pn−1(y) − Pn−1(x)Pn(y)

x− y

= Pn(x)Pn(y) + hn

n−1∑

i=0

Pi(x)Pi(y)

hi

Division durchhn liefert dann die Behauptung.

Bemerkung 3.4.17 (Rodrigues-Formel) Für Orthogonalpolynome gilt zur Angabe derPn die
sog.Rodrigues6-Formel; d.h. allePn erfüllen die folgende explizite Formel

Pn(x) =
1

enλ(x)

dn

dxn

{
λ(x)

(
g(x)

)n}
, n ∈ N0 (3.38)

wobei g(x) ein vonn unabhängiges Polynom sei. Die Koeffizientenen ergeben sich in einigen
wichtigen Fällen aus der Tabelle des nachfolgenden Beispiels.

4Christoffel, Elwin Bruno (1829-1900)
5Darboux, Jean Gaston (1842-1917)
6Rodrigues, Olinde (1794-1851)
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Beispiel 3.4.18 (Historisch wichtige Polynome)In der nachfolgenden Tabelle werden einige,
v.a. historisch wichtige PolynomtermePn, ihre Gewichte und Standardisierungen sowie weite-
re zentrale Eigenschaften aufgelistet.

Wichtige Beispiele von Orthogonalpolynomen

Pn(x) Name a b ω(x) Standard. hn en g(x)

Pn(x) Legendre −1 1 1 Pn(1) = 1 2
2n+1 (−2)nn! 1 − x2

Tn(x) Tscheby. −1 1 1/
√

1 − x2 Tn(1) = 1
(

π/2, n 6=0
π, n=0

)
(−2)nn! 1 − x2

Ln(x) Laguerre7 0 ∞ e−x kn = (−1)n/n! 1 1/n! x

Hn(x) Hermite −∞ ∞ e−x2
kn = 2n √

π 2n n! (−1)n 1

P
(α,β)
n (x) Jacobi −1 1 (1 − x)α· P

(α,β)
n (1) = (n+α

n ) (−2)nn! 1 − x2

α, β > −1 ·(1 + x)β

Für dieJacobi-Polynome gilt

hn(P (α,β)
n ) =

2α−β+1

2n + α+ β + 1

Γ(n+ α+ 1)Γ(n + β + 1)

n! Γ(n+ α+ β + 1)
.

Aufgabe 3.4.19Mit Hilfe der Rodrigues-Formel zeige man, dass für dieLegendre-Polynome gilt

∫ 1

−1
Pm(x)Pn(x) dx =

{
0 fallsm 6= n

2
2n+1 fallsm = n .

(m,n ∈ N0)

Bemerkung 3.4.20 (Eigenschaften derJacobi-Polynome) Weiterhin gelten für die Jacobi-
Polynome folgende Eigenschaften:

(i) P
(0,0)
n (x) = Pn(x)

(ii) P
(−1/2,−1/2)
n (x) =

(n−1/2
n

)
Tn(x) = 1

4n

(2n
n

)
Tn(x)

(iii) (1 − x2)
(
P

(α,β)
n

)′′
+
(
β − α− (α+ β + 2)x

)(
P

(α,β)
n

)′
+ n(n+ α+ β + 1)P

(α,β)
n = 0

Bemerkung 3.4.21 (Spezialfall der Summenformel vonChristoffel-Darboux) Man beachte
den Spezialfally → x in Satz 3.4.16. Es gilt

n∑

i=0

P 2
i (x)

hi
=

kn

kn+1hn
· lim

y→x

Pn+1(x)Pn(y) − Pn(x)Pn+1(y)

x− y

=
kn

kn+1hn
· lim

y→x

(
Pn+1(x) − Pn+1(y)

)
Pn(y) − Pn+1(y)

(
Pn(x) − Pn(y)

)

x− y

=
kn

kn+1hn

(
P ′

n+1(x)Pn(x) − P ′
n(x)Pn+1(x)

)
.

Damit gilt insbesondere für Nullstellenx∗ vonPn+1

P ′
n+1(x

∗)Pn(x∗) =
kn+1hn

kn

n∑

i=0

P 2
i (x∗)
hi

. (3.39)

Wir haben bereits in Abschnitt 2.2.4.2 gesehen, dass der Interpolationsfehler minimierert werden
kann, wenn man als Stützstellen die Nullstellen derTschebyscheff-Polynome, d.h. die Nullstellen
spezieller Orthogonalpolynome, wählt. Die Nullstellen von Orthogonalpolynomen werden auch
der Schlüssel für dieGauß-Quadratur sein.

7Laguerre, Edmond Nicolas (1834-1886).
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Satz 3.4.22 (Einfachheit der Nullstellen von Orthogonalpolynomen) Es sei ω ∈ C(a, b),
ω(x) > 0, x ∈ (a, b) eine positive Gewichtsfunktion,(·, ·)ω das zugeḧorige Skalarprodukt. Dann
hat ein OrthogonalpolynomPk(x) von echtem Gradk genauk einfache Nullstellen in(a, b).

Beweis.Es seienx0, . . . , xℓ die ℓ + 1 ≤ k verschiedenen Nullstellena < xi < b, an denenPk

sein Vorzeichen wechselt. Das Polynom

Q(x) := (x− x0) · · · · · (x− xℓ)

wechselt dann an den gleichen Stellen sein Vorzeichen, sodass die Funktionω(x)Pk(x)Q(x) ihr
Vorzeichen in(a, b) nicht ändert (ω(x) ist eine positive Gewichtsfunktion) und daher gilt

(Q,Pk)ω =

∫ b

a
ω(x)Q(x)Pk(x) dx 6= 0.

Da jedochPk auf allen Polynomen ausPk−1 senkrecht undQ ∈ Pℓ, ℓ < k, steht, folgt unmittelbar:
gradQ = ℓ+ 1 ≥ k und damit die Behauptung.

Mit der numerischen Berechnung dieser Nullstellen werden wir uns in Abschnitt 3.4.3 im Rahmen
der Gauß-Quadratur genauer beschäftigen.

Zum Abschluss dieses Abschnitts über Orthogonalpolynom betrachten wir nun noch drei Beispiele
für Orthogonalpolynom genauer.

3.4.1.1 Tschebyscheff-Polynome
Die Tschebyscheff-Polynome Tn, welche wir bereits kennengelernt haben, sind orthogonal
bezüglich des Skalarprodukts

(f, g)ω :=

∫ 1

−1

f(y)g(y)√
1 − y2

dy

und werden standardisiert durchTn(1) = 1. Durch Einsetzen dieser Eigenschaft in die Formeln
von Satz 3.4.12 gewinnt man füry ∈ R die Drei-Term-Rekursion (2.18), d.h.,

T0(y) = 1, T1(y) = x, Tk(y) = 2yTk−1(y) − Tk−2(y), k ≥ 2.

Die Tschebyscheff-Polynome besitzen weiterhin die folgendenEigenschaften:

(i) Sie haben stets ganzzahlige Koeffizienten.

(ii) Der höchste Koeffizient vonTn ist an = 2n−1.

(iii) Tn ist stets eine gerade Funktion, fallsn gerade, und eine ungerade, fallsn ungerade ist.

(iv) Tn(1) = 1, Tn(−1) = (−1)n.

(v) |Tn(y)| ≤ 1 für y ∈ [−1, 1].

(vi) Die Nullstellen vonTn(y) sind

yk := cos

(
2k + 1

2n
π

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1.

(vii)

Tk(y) =





cos(k · arccos(y)), |y| ≤ 1 ,
cosh(k · Arccosh(y)), y > 1 ,
(−1)k cosh(k · Arccosh(−y)), y < −1 .
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Abb. 3.3: Tschebyscheff-PolynomeTn, n = 0, . . . , 8.

(viii) Die Tschebyscheff-Polynome besitzen die globale Darstellung

Tk(y) =
1

2
((y +

√
y2 − 1)k + (y −

√
y2 − 1)k), wobei y ∈ R.

(ix) |Tn(y)| nimmt seinen maximalen Wert im Intervall[−1, 1] an den sogenannten
Tschebyscheff-Abszissenyk = cos(kπ

n ) für k = 0, . . . , n an, d.h.

|Tn(y)| = 1 ⇔ y = yk = cos

(
kπ

n

)
mit k = 0, . . . , n.

Abschließend möchten wir fürn = 0, . . . , 5 dieTn explizit angeben und diese, sowieT6, T7 und
T8 auch anhand der Grafik 3.3 veranschaulichen:

T0(y) = 1, T3(y) = 4y3 − 3y,

T1(y) = y, T4(y) = 8y4 − 8y2 + 1,

T2(y) = 2y2 − 1, T5(y) = 16y5 − 20y3 + 5y.

3.4.1.2 Legendre-Polynome
Die Legendre-PolynomePn ∈ Pn, n = 0, 1, 2, . . . sind orthogonal bezüglich desL2-Skalar-
produkts auf[−1, 1], d.h.

(f, g)ω :=

∫ 1

−1
f(y)g(y) dy,

und sind durchPn(1) = 1 standardisiert.

Die Legendre-Polynome besitzen folgendeEigenschaften:

(i) Sie erfüllen dieDrei-Term-Rekursion

P0(y) = 1, P1(y) = x, nPn(y) = (2n− 1)yPn−1(y) − (n− 1)Pn−2(y), n ≥ 2
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Abb. 3.4:Legendre-PolynomePn, n = 0, . . . , 8.

(ii) Pn(1) = 1, Pn(−1) = (−1)n, n = 0, 1, 2, . . .

(iii) ∫ 1

−1
P 2

n(y) dy =
2

2n+ 1
, n = 0, 1, 2, . . . (3.40)

(iv) Für Ableitung und Stammfunktion gilt

P ′
n(y) =

n(n+ 1)

2n + 1

Pn+1(y) − Pn−1(y)

y2 − 1
, n ≥ 1 (3.41)

bzw. ∫ y

−1
Pn(ξ) dξ =

1

2n+ 1

(
Pn+1(y) − Pn−1(y)

)
, n ≥ 1 . (3.42)

Im Folgenden sindP0, . . . , P5 explizit angegeben und in Grafik 3.4 zusammen mitP6, P7 undP8

aufgezeichnet:

P0(y) = 1, P3(y) =
1

2
(5y3 − 3y),

P1(y) = y, P4(y) =
1

8
(35y4 − 30y2 + 3),

P2(y) =
1

2
(3y2 − 1), P5(y) =

1

8
(63y5 − 70y3 + 15y).

Aufgabe 3.4.23 (i) Man zeige fürm ≥ 1

∫ 1

−1
(1 − y2)P ′

m(y)Pj(y) dy =





2m(m+1)
(2m−1)(2m+1) falls j = m− 1,

− 2m(m+1)
(2m+1)(2m+3) falls j = m+ 1,

0 sonst.
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(ii) Man beweise (3.41) mit Hilfe von i).

(iii) Man zeige füri, j ∈ N0

∫ 1

−1
Pi(y)P

′
j(y) dy =

{
2 falls i < j undj + i ungerade,
0 sonst.

(iv) Man beweise (3.42) mit Hilfe von iii).

(v) Man zeige fürn ∈ N

∫ y

−1
Pn(ξ) dξ =

1

n(n+ 1)
(x2 − 1)P ′

n(y) .

3.4.1.3 Jacobi-Polynome
Die Jacobi-PolynomeP (α,β)

n sind orthogonal bezüglich des durch die positive Gewichtsfunktion
w(y) = (1− y)α(1 + y)β, α > −1, β > −1 auf dem Intervall(−1, 1) induzierten Skalarprodukts

(f, g)ω :=

∫ 1

−1
(1 − y)α(1 + y)βf(y)g(y) dy.

Somit sindLegendre- undTschebyscheff-Polynome spezielleJacobi-Polynome (vgl. hierzu auch
Bemerkung 3.4.20), für die wir im Folgenden eine Aussage über die Verteilung der Nullstellen
wiedergeben:

Satz 3.4.24 ([Sz])Seien|α|, |β| ≤ 1/2 undxk = cos θk die Nullstellen vonP (α,β)
n (x) in abstei-

gender Folge, d.h.

1 > x0 > x1 > . . . > xn−1 > −1; 0 < θ0 < θ1 < . . . < θn−1 < π .

Dann gilt

k + 1 + (α+ β − 1)/2

n+ (α+ β + 1)/2
π < θk <

k + 1

n+ (α+ β + 1)/2
π, k = 0, 1, 2, . . .

und im Falleα = β gilt

θk ≥ k + 1 + α/2 − 1/4

n+ α+ 1/2
π, k = 0, 1, 2, . . . , [(n− 1)/2],

wobei die Gleichheit f̈ur α = β = −1/2 oderα = β = 1/2 gilt.

Beweis.Wir verzichten an dieser Stelle auf die Wiedergabe eines Beweises dieser Aussage und
verweisen auf [Sz].

3.4.2 Konstruktion von Gauß-Quadraturen
Nun zurück zur Gauß-Quadratur, d.h. zur Konstruktion einer Quadraturformel mit maximaler Feh-
lerordnung2n+ 2 zun+ 1 Stützstellen. Im Beweis des Satzes 3.4.1 haben wir gesehen, dass das
Polynom

P (x) =

n∏

i=0

(x− x
(n)
i )2 =

n∏

i=0

(x− x
(n)
i )(x− x

(n)
i ) ∈ P2n+2

durch eine Quadraturformel̂In mit den Knotenx(n)
i nicht exakt integriert wird. Die Frage stellt

sich, was man über die Knoten sagen kann, wenn man weiß , dassÎn maximalen Exaktheitsgrad
2n+ 1 hat?
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Lemma 3.4.25 (Charakterisierung via Orthogonaliẗat) Ist În der Form

În(f) = (b− a)
n∑

k=0

λ
(n)
k f(x

(n)
k )

exakt vom Grad2n+ 1, dann gilt f̈ur die Polynome

Pk+1(x) :=

k∏

i=0

(x− x
(k)
i ) ∈ Pk+1, k = 0, . . . , n (3.43)

(die Sẗutzstellenx(k)
i sind also die Nullstellen vonPk+1) die Beziehung

(Pj , Pn+1)ω =

∫ b

a
Pj(x)Pn+1(x)ω(x) dx = 0 für alle j = 0, . . . , n.

Beweis.WegenPk ∈ Pk gilt PjPn+1 ∈ P2n+1 für alle0 ≤ j ≤ n, also

b∫

a

Pj(x)Pn+1(x)ω(x)dx = I(PjPn+1) = În(PjPn+1)

= (b− a)
n∑

i=0

λ
(n)
i Pj(x

(n)
i )Pn+1(x

(n)
i )︸ ︷︷ ︸

=0

= 0.

Bemerkung 3.4.26Nullstellen von orthogonalen Polynomen scheinen eine guteWahl für die ge-
suchten optimalen Knoten zu sein!

Damit sind auch die Gewichte bestimmt: fallsÎn exakt von der Ordnungn ist, muss dies insbe-
sondere für dieLagrange-PolynomeL(n)

i bzgl.x(n)
k gelten.

0 = I(L
(n)
i ) − În(L

(n)
i )

=

b∫

a

L
(n)
i (x)ω(x) dx − (b− a)

n∑

j=0

λ
(n)
j L

(n)
i (x

(n)
j )

︸ ︷︷ ︸
=δij

=

b∫

a

L
(n)
i (x)ω(x) dx − (b− a)λ

(n)
i ,

also

λ
(n)
i =

1

(b− a)

b∫

a

L
(n)
i (x)ω(x) dx. (3.44)

Damit gilt (erstaunlicherweise):

Satz 3.4.27Seienx(n)
k , k = 0, . . . , n die Nullstellen vonPn+1, dann gilt f̈ur În mit den Gewichten

(3.44) folgende Aussage:̂In ist exakt aufPn genau dann, wenn̂In exakt aufP2n+1 ist.
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Beweis.
”
⇐“ ist trivial. Sei also umgekehrt̂In exakt aufPn undP ∈ P2n+1. Mit dem Euklidischen

Algorithmus folgt, dass PolynomeQ,R ∈ Pn existieren mit

P = QPn+1 +R. (3.45)

Die orthogonalen Polynome(Pk)k≤n bilden eine Basis fürPn (aufgrund der linearen Unabhängig-
keit), also folgt

(Q,Pn+1)ω = 0

für alleQ ∈ Pn und damit (wegenR ∈ Pn)

I(P ) = I(QPn+1) + I(R) = (Q,Pn+1)ω︸ ︷︷ ︸
=0

+I(R) = În(R)

und andererseits

În(R) = (b− a)
n∑

i=0

λ
(n)
i R(x

(n)
i ) = (b− a)

n∑

i=0

λ
(n)
i



Q(x

(n)
i )Pn+1(x

(n)
i )︸ ︷︷ ︸

=0

+R(x
(n)
i )





= În(P ),

alsoÎn(P ) = I(P ) für alleP ∈ P2n+1.

Wir fassen dies̈Uberlegungen in dem folgenden Satz zusammen:

Satz 3.4.28 (Gauß-Christoffel-Quadratur) Es seiω ∈ C(a, b) eine positive Gewichtsfunktion
auf (a, b) und (Pk)k∈N0 eine Folge von Orthogonalpolynomen bzgl. des Skalarprodukts (·, ·)ω .
Des Weiteren sein ∈ N undx0 < · · · < xn die Nullstellen vonPn+1(x). Dann existieren (vonn
abḧangige) eindeutig bestimmte Gewichteλ0, · · · , λn ∈ R+, so dass gilt:

∫ b

a
ω(x)P (x) dx = λ0 P (x0) + . . .+ λn P (xn) für alleP ∈ P2n+1 . (3.46)

Beweis.Es seiPn+1 das bis auf Vielfachheit eindeutig bestimmte Orthogonalpolynom bzgl.(·, ·)ω
vom echten Gradn + 1. Dann existiert zu jedemP ∈ P2n+1 die eindeutige DarstellungP =
QPn+1 + R mit Q,R ∈ Pn. Das Ausnutzen der Orthogonalität von(Pn+1, x

k)ω = 0 für k =
0, . . . , n liefert

∫ b

a
ω(x)P (x) dx =

∫ b

a
ω(x)Q(x)Pn+1(x) dx+

∫ b

a
ω(x)R(x) dx =

∫ b

a
ω(x)R(x) dx. (3.47)

SeienL(n)
0 (x), . . . , L

(n)
n (x) ∈ Pn dieLagrange-Polynome zux0, . . . , xn. Man beachte die Eigen-

schaftLk(xj) = δjk, wobeiδjk das Kronecker-Symbol ist. Es gilt dann folgende Darstellung

ψ(x) =

n∑

i=0

ψ(xi)L
(n)
i (x)

und somit für(3.47)

∫ b

a
ω(x)P (x) dx =

∫ b

a
ω(x)

(
n∑

i=0

R(xi)L
(n)
i (x)

)
dx =

n∑

i=0

R(xi)

∫ b

a
ω(x)L

(n)
i (x) dx.

Dies ist aber genau die Darstellung(3.46) mit λi =
∫ b
a ω(x)L

(n)
i (x)dx, da an den Nullstellen von

Pn+1 gilt P (xi) = Q(xi)Pn(xi) +R(xi) = R(xi).
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Beweisen wir nun dieEindeutigkeit derλi. Dazu seienλ0, . . . , λn undλ̃0, . . . , λ̃n zwei verschie-
dene Wahlen der Koeffizienten in(3.46). Durch Differenzbildung erhalten wir also

0 =

n∑

0=1

R(xi)(λi − λ̃i),

setzen wir nacheinanderR(x) = L
(n)
k (x), k = 0, . . . , n, so folgt sofortλk = λ̃k für alle

k ∈ {0, 1 . . . , n}.

Zuletzt müssen wir noch diePositivität derλi nachweisen. Setzen wir dazuP (x) = (L
(n)
k (x))2,

dann folgt mitλ(x) > 0, x ∈ (a, b) und(3.46)

0 <

∫ b

a
ω(x)

(
Lk)

(n)(x)
)2

dx =

n∑

0=1

λi

(
L

(n)
k (xi)

)2
= λk

und damit die Behauptung.

Bemerkung 3.4.29 (Gauß-Christoffel-Quadratur) (a) Fürω = 1 spricht man vonGauß -
Quadratur , allgmein vonGauß-Christoffel-Quadratur .

(b) Nachteile sind einerseits, dass die Berechnung der Gewichte und Knoten vom Integrati-
onsintervall abhängt, und andererseits, dass diese für jedesn neu berechnet werden müssen.
Eine nachträgliche Erhöhung der Genauigkeit durch Aufdatierung ist so noch nicht möglich,
es muss alles neu berechnet werden!

(c) Die Berechnung der Gewichte und Knoten für beliebigeω wird mit der Drei-Term-
Rekursion gemacht. Dies behandeln wir im nächsten Abschnitt genauer.

(d) Integrale auf mehrdimensionalen Gebieten (
”
Kubatur“)

[a1, b1] × · · · × [ad, bd]

kann man mitTensorprodukt-Quadratur-Formeln

În1(x1) · · · · · Înd
(xd)

berechnen. Die Komplexität steigt jedoch stark mit der Raumdimensiond (
”
Fluch der Di-

mensionen“). Mögliche Auswege sind Monte-Carlo, Quasi-Monte-Carlo, Dünngitter (siehe
Numerical Finance).

Nun zur Darstellung des Fehlers. Analog zu den interpolatorischen Quadraturformeln kann man
vom Exaktheitsgrad auf den Approximationsfehler schließen.

Satz 3.4.30 (Integrationsfehler der Gauß-Quadratur)Für f ∈ C2n+2 gilt

En(f) = I(f) − În(f) =
f2n+2(ξ)

(2n + 2)!
‖Pn+1‖2

ω (3.48)

mit einemξ ∈ (a, b).

Beweis.Betrachte den Hermite-InterpolantenP ∈ P2n+1 anf zu den jeweils doppelten Knoten

x
(n)
k , k = 0, . . . , n. Dann folgt

f(x) − P (f |x(n)
0 , x

(n)
0 , . . . , x(n)

n , x(n)
n )(x) = (x− x

(n)
0 )2 . . . (x− x(n)

n )2︸ ︷︷ ︸
=Pn+1(x)2

f2n+2(ξ)

(2n+ 2)!
,
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also

I(f) = I(P )︸ ︷︷ ︸
=În(P )

+
f2n+2(ξ)

(2n+ 2)!
I(P 2

n+1) = (b− a)
n∑

i=0

λ
(n)
i P (x

(n)
i )︸ ︷︷ ︸

=f(x
(n)
i )︸ ︷︷ ︸

=În(f)

+
f2n+2(ξ)

(2n + 2)!
(Pn+1, Pn+1)ω︸ ︷︷ ︸

=‖Pn+1‖2
ω

.

3.4.3 Berechnung der Knoten und Gewichte
Aus der Summenformel vonChristoffel-Darboux bzw. dem Spezialfall, welcher in Bemerkung
3.4.21 behandelt wird, ergibt sich die folgende Darstellung der Gewichteλk zu den Knoten
xk, k = 0, 1, . . . , n.

Satz 3.4.31 (Darstellung der Gewichte)Für die Gewichteλk, k = 0, 1, . . . , n in Satz 3.4.28
gelten die Darstellungen

λk =
kn+1 hn

P ′
n+1(xk)Pn(xk) kn

=

(
n∑

i=0

P 2
i (xk)

hi

)−1

, k = 0, 1, . . . , n ,

wobeixk die Nullstellen vonPn+1 seien.

Beweis.Es seixk, k ∈ {0, 1, . . . , n}, eine Nullstelle vonPn+1. Dann gilt

lim
x→xk

Pn+1(x)

x− xk
= lim

x→xk

Pn+1(x) − Pn+1(xk)

x− xk
= P ′

n+1(xk) .

Wir definieren

Q(x) =

{
Pn+1(x)Pn(x)/(x − xk) falls x ∈ R \ {xk}
P ′

n+1(xk)Pn(xk) falls x = xk
.

DaQ ∈ P2n, gilt

∫ b

a
ω(x)Q(x) dx =

n∑

j=0

λj Q(xj) = λkQ(xk) = λk P
′
n+1(xk)Pn(xk) . (3.49)

Nutzen wir die DarstellungPn+1(x) = kn+1

kn
(x−xk)Pn(x)+(x−xk)R(x) mit einemR ∈ Pn−1,

so ergibt sich

∫ b

a
ω(x)Q(x) dx =

∫ b

a
ω(x)

(
kn+1

kn
Pn(x) +R(x)

)
Pn(x) dx

=
kn+1

kn

∫ b

a
ω(x)P 2

n(x) dx =
kn+1 hn

kn
. (3.50)

Aus (3.49) und (3.50) erhalten wir die erste und daraus mit (3.39) die zweite Darstellung .

Zur numerischen Berechnung der Knoten und Gewichte greift man auf die Eigenschaften der Or-
thogonalpolynome zurück: Aus Abschnitt wissen wir, dass die Orthogonalpolynome zu einem
gewichteten Skalarprodukt durch eine Drei-Term-Rekursion berechnet werden können. Mit Hilfe
dieser lässt sich ein lineares Gleichungssystem formulieren mit einer Tridiagonalmatrix. Die Null-
stellen der Orthogonalpolynome sind dann die Eigenwerte dieser Matrix.

Numerik II, 29. Juli 2013



102 Kapitel 3: Numerische Integration und orthogonale Polynome

Wie in Satz 3.4.15 bewiesen wurde, erfüllen die Orthogonalpolynome folgende Drei-Term-
Rekursion mit den StartwertenP−1 = 0, P0 ∈ P0:

Pn(x) = (an + bnx)Pn−1 + cnPn−2, n = 1, 2, . . . .

Schematisch dargestellt bedeutet dies:

P1 = (a1 + b1x)P0 ⇔ −a1

b1
· P0 +

1

b1
· P1 = xP0

P2 = (a2 + b2x)P1 + c2P0 ⇔ −c2
b2

· P0 −
a2

b2
· P1 +

1

b2
· P2 = xP1

...
...

Pn+1 = (an+1 + bn+1x)Pn + cn+1Pn−1 ⇔ −cn+1

bn+1
· Pn−1 −

an+1

bn+1
· Pn = xPn − 1

bn+1
· Pn+1

Aus dem Schema ist aber ersichtlich, dass wir obige Rekursion auch als folgendes lineares Glei-
chungssystem interpretieren können, d.h.




−a1
b1

1
b1

0 · · · · · · 0

− c2
b2

−a2
b2

1
b2

...

0 − c3
b3

−a3
b3

1
b3

...
...

. . . . . . . . . 0
...

. . .
. . . 1

bn

0 · · · 0 − cn+1

bn+1
−an+1

bn+1




︸ ︷︷ ︸
=: A

·




P0(x)
...

...
Pn(x)




= x·




P0(x)
...

...
Pn(x)




︸ ︷︷ ︸
=: p

+




0
...

...
0

−Pn+1(x)
bn+1




︸ ︷︷ ︸
=: r

In Matrixschreibweise also

Ap = xp+ r. (3.51)

Aus dieser Darstellung ergibt sich das folgende bemerkenswerte Resultat:

Satz 3.4.32 (Nullstellen von Orthogonalpolynomen als L̈osung eines Eigenwertproblems)
Die Nullstellen vonPn+1 sind genau die Eigenwerte vonA, d.h. die L̈osungen der Gleichung
Ap = xp für p 6= 0. Die Eigenvektoren zu Eigenwertenxk, k = 0, . . . , n lauten bis auf ein
Vielfaches(P0(xk), . . . , Pn(xk))

T .

Beweis.Der Beweis ist nicht sehr schwer und bleibt dem Leser als Aufgabe überlassen.

Da Pn+1 ausschießlich reelle Nullstellen besitzt, liegt die Idee nahe, dass sichA in eine sym-
metrische Matrix mittels einer̈Ahnlichkeitstransformation transformieren lässt. Die einfachste
Möglichkeit wäre eine Skalierung mit einer Diagonalmatrix.

Da die Orthogonalität die Orthogonalpolynome nur bis auf ein Vielfaches eindeutig bestimmt ist,
steht es uns frei,bk > 0, k = 1, 2, 3, . . . zu wählen, zumal die Nullstellen der Orthogonalpolynome
davon nicht betroffen sind. Wegenbk > 0 folgt somit aushk > 0 und (3.32)ck < 0, k = 2, 3, . . ..
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Satz 3.4.33Es seienaj ∈ R, bj > 0,j = 1, . . . , n+ 1, cj < 0, j = 2, . . . , n+ 1 und

A :=




−a1
b1

1
b1

0 · · · · · · 0

− c2
b2

−a2
b2

1
b2

...

0 − c3
b3

−a3
b3

1
b3

...
...

.. . .. . . . . 0
...

.. . . . . 1
bn

0 · · · 0 − cn+1

bn+1
−an+1

bn+1




∈ R
n×n . (3.52)

Dann existiert eine DiagonalmatrixD ∈ R
(n+1)×(n+1), so dassÂ := (âij)

n+1
i,j=1 = DAD−1

symmetrisch ist, und es gilt

âii = −ai

bi
, âi,i−1 = âi−1,i =

|ci|1/2

b
1/2
i b

1/2
i−1

(3.53)

und f̈ur x = (x0, . . . , xn)T ∈ R
n+1 ergibt sich

Dx =

(
x0

√
b1, x1

√
b2√
|c2|

, . . . , xn

√
bn+1√

|c2 · . . . · cn+1|

)T

.

Beweis.Allgemein gilt für eine MatrixM = (mij) ∈ R
(n+1)×(n+1) und eine Diagonalmatrix

D = diag(d1, . . . , dn+1) ∈ R
(n+1)×(n+1), dass die Einträge von

M̂ = (m̂ij) := DMD−1 die Form m̂ij =
di

dj
mij haben.

Damit nunÂ symmetrisch ist, musŝai,i−1 = âi−1,i gelten und somit

−ci
bi

di

di−1
=

1

bi−1

di−1

di
, d.h. d2

i = d2
i−1 ·

bi
bi−1|ci|

, i = 2, 3, . . . , n+ 1. (3.54)

Dies erreichen wir nun z.B., indem wird1 =
√
b1 setzen. Dann folgt mit (3.54)

d2
2 = d2

1

b2
b1|c2|

=
b2
|c2|

, d2
3 = d2

2

b3
b2|c3|

=
b2
|c2|

b3
b2|c3|

=
b3

|c2c3|
, d2

4 = d2
3

b4
b3|c4|

=
b4

|c2c3c4|
.

Allgemein folgt aus

d2
k−1 =

bk−1

|c2 · c3 · . . . · ck−1|

die Darstellung

d2
k = d2

k−1

bk
bk−1|ck|

=
bk

|c2 · . . . · ck|
.

Bei dieser Wahl vonD gilt für die Diagonaleinträgêaii, i = 1, . . . , n + 1, der symmetrischen
TridiagonalmatrixÂ

âii =
di

di
aii = −ai

bi
,

und für die Nebendiagonaleinträge

âi,i−1 = di · ai,i−1 · d−1
i−1 = · b

1/2
i

|c2 · . . . · ci|1/2
· |ci|
bi

· |c2 · . . . · ci−1|1/2

b
1/2
i−1

=
|ci|1/2

b
1/2
i b

1/2
i−1

= âi−1,i .
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Für das Matrix-Vektorprodukt vonD mit einem Vektorx ∈ R
n+1 gilt

Dx = diag(d1, . . . , dn+1)x =
(
d1 x0, d2 x1, . . . , dn+1 xn

)T

=

(
x0

√
b1, x1

√
b2√
|c2|

, . . . , xn−1

√
bn√

|c2 · . . . · cn+1|

)T

.

Wie wir später sehen werden, lassen sich symmetrische Eigenwertprobleme numerisch besser
behandeln. Anstatt alsoAu = λu zu analysieren, betrachten wir

DAD−1Du = λDu

d.h.
Âû = λû

mit Â := DAD−1 und û := Du. Unter dieserÄhnlichkeitstransformation bleiben also die Ei-
genwerte unverändert und für die zugehörigen Eigenvektoren gilt, dass Eigenvektorenu in Du
übergehen. Unter der im Beweis von Satz 3.4.33 verwendetenÄhnlichkeitstransformation lauten
somit die Eigenvektoren zûAû = λû zum Eigenwertxk, k = 0, 1, . . . , n, bis auf eine nichtver-
schwindende Konstantec ∈ R

ûk = c

(
P0

√
b1,

P1(xk)
√
b2√

|c2|
, . . . ,

Pn(xk)
√
bn+1√

|c2 · . . . · cn+1|

)T

.

Der nachfolgende Satz liefert nun, dass sich die Gewichte aus den Quadraten der ersten Kompo-
nenten der normierten Eigenvektoren ergeben.

Satz 3.4.34 (Numerische Berechnung der Gewichte)Es gelten die Voraussetzungen wie in
Satz 3.4.33 und̂A sei durch(3.52) definiert. Des Weiteren seîU die Matrix, die spaltenweise
die Eigenvektoren̂uk = (ûk1, . . . , ûk(n+1))

T zu den Eigenwertenxk, k = 0, 1, . . . , n, entḧalt,
d.h.

Â Û = diag(x0, . . . , xn−1) Û .
Dann sind die Gewichte in Satz 3.4.28 gegeben durch

λk = (1, 1)ω
û2

k1

ûT
k ûk

, k = 0, 1, . . . , n . (3.55)

Beweis.Die Vektorenv̂k seien Vielfache der Eigenvektoren̂uk, k = 1, . . . , n+ 1, mit der Eigen-
schaft, dass für den ersten Eintrag jeweilsv̂k1 = p0

√
b1 gilt. SeiV = (v̂1|v̂2| · · · |v̂n+1) die Matrix,

die spaltenweise die Eigenvektorenv̂k enthält undλ = (λ0, λ2, . . . , λn)T der Vektor der gesuch-
ten Gewichte. Aufgrund der verwendeten Normierung steht inder ersten Zeile jeweilsp0

√
b1.

Nach Satz 3.4.28 integriert die gesuchte Quadraturformel Polynome bis zum Grad2n + 1 exakt,
d.h.

n∑

j=0

λjQ(xj) =

∫ b

a
ω(x)Q(x)dx =

{
(1, P0)ω für Q = P0,

0 für Q = Pk, 1 ≤ k ≤ n+ 1.

Damit folgt

V λ =




∑
j λjP0

√
b1∑

j λjP1(xj)
√
b2 / |c2|

...∑
j λjPn(xj)

√
bn+1 / |c2 · . . . · cn+1|


 = P0

√
b1




(1, 1)ω
0
...
0


 . (3.56)
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Die Nullstellen vonPn+1 sind einfach nach Satz 3.4.22. Damit folgt aus Satz 3.4.32, dass auch
die Eigenwerte von̂A einfach sind. Für Eigenvektoren̂vk, v̂m zu verschiedenen Eigenwertenxk,
xm (k 6= m) gilt nun, daÂ symmetrisch ist

xm v̂T
m v̂k = xm v̂T

k v̂m = v̂T
k Â v̂m = v̂T

m ÂT v̂k = v̂T
m Â v̂k = xk v̂

T
m v̂k .

Somit gilt v̂T
m v̂k = 0 für k 6= m, d.h. Eigenvektoren zu paarweise verschiedenen Eigenwerten

stehen senkrecht aufeinander. Für einen beliebigen Eigenvektor v̂k ergibt sich unter Ausnutzung
von (3.56) und der eben gezeigten Orthogonalität

P 2
0 b1(1, 1)ω =




P0

√
b1

P1(xk)
√

b2√
|c2|
...

Pn−1(xk)
√

bn√
|c2·...·cn+1|




T

·




P0

√
b1(1, 1)ω
0
...
0


 = v̂T

k V λ = v̂T
k

n∑

i=0

λiv̂i = λk v̂
T
k v̂k .

Berücksichtigung der vorangegangenen Normierung, d.h.v̂k = p0

√
b1ûk/ûk1, liefert das Ergeb-

nis.

Bemerkung 3.4.35Sind die Momentemk :=
∫ b
a λ(x)xk dx, k = 0, . . . , 2n + 1, bekannt, so

lassen sich mit Satz 3.4.12 die Koeffizientenαj , j = 1, . . . , n + 1, undγj, j = 2, . . . , n + 1, in
der Drei-Term-Rekursion

Pn(x) = (αn + x)Pn−1(x) + γn Pn−2(x)

mittels

αn = −(xPn−1, Pn−1)ω
(Pn−1, Pn−1)ω

, γn = −(Pn−1, Pn−1)ω
(Pn−2, Pn−2)ω

bestimmen. Denn giltPk(x) =
∑k

j=0 λjx
j, k ≥ 0, so erhält man für

(Pk, Pk)ω =
k∑

i=0

k∑

j=0

λiλj

∫ b

a
ω(x)xi+j dx =

k∑

i=0

k∑

j=0

λiλj ·mi+j

und

(xPk, Pk)ω =
k∑

i=0

k∑

j=0

λiλj ·mi+j+1 .

Setzt man nun die so berechneten Werteαj, γj in die TridiagonalmatrixÂ mit den Einträgen
gegeben durch(3.53) für aj = αj , bj = 1 und cj = γj ein, so sind die Quadraturstellen zur
Gewichtsfunktionω gerade die Eigenwerte von̂A und die Gewichte lassen sich mittels(3.55)aus
den zugehörigen Eigenvektoren bestimmen.
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MATLABMATLABMATLAB -Funktion: GaussWeightsNodes.m

1 function [weights,nodes,kn] = GaussWeightsNodes(momente)
2 n = ( length(momente)+1)/2;
3 % Orth.polynome und Koeff. mit 3-Term-Rekursion bestimmen
4 % p_k = ( x - aa_(k-1) ) * p_(k-1) - cc_(k-1) * p_(k-2)
5 h(1) = momente(1); % h = ( p_k , p_k )
6 hx(1) = momente(2); % hx = ( x * p_k , p_k )
7 aa(1) = hx(1)/h(1);
8 p{1} = 1;
9 p{2} = [-aa(1);1];

10 for k = 3:n % bestimme p_k mit 3-Term-Rekurs.
11 q = mult(p{k-1},p{k-1}); % berechne q = p_(k-1) * p_(k-1)
12 h(k-1) = integ(q,momente); % berechne int_aˆb omega * q dx
13 hx(k-1) = integ([0;q],momente); % berechne int_aˆb omega * x* q dx
14 aa(k-1,1) = hx(k-1)/h(k-1); % bestimme Koeff. vor p_(k-1)
15 cc(k-1,1) = h(k-1)/h(k-2); % bestimme Koeff. vor p_(k-2)
16 p{k} = [0;p{k-1}] - aa(k-1) * [p{k-1};0] - cc(k-1) * [p{k-2};0;0];
17 end
18 if length(aa)==1 % sym. Matrix A aufstellen
19 A = aa;
20 else
21 A = full( spdiags([[ sqrt(cc(2: end));0],aa, sqrt(cc)],...
22 [-1 0 1],n-1,n-1));
23 end
24 [V,D] = eig(A); % Eigenwerte bestimmen
25 nodes = diag(D); % Quad.-stellen sind Eigenw. von A
26 weights = zeros(n-1,1); % Quadraturgewichte sind skalierte
27 for k = 1:n-1 % Skalarprodukte der Eigenvektoren
28 weights(k) = momente(1) * V(1,k)ˆ2 / (V(:,k)’ * V(:,k));
29 end
30 kn = integ(mult(p{n},p{n}),momente); % Koeffizient im Fehlerterm
31 % einige Unterfunktionen zur Behandlung der auftretenden P olynome
32 % Polynome miteinander multiplizieren
33 function p = mult(s,t)
34 p = zeros( length(s)+ length(t)-1,1);
35 for j = 1: length(s);
36 p(j: length(t)+j-1) = p(j: length(t)+j-1) + s(j) * t(:);
37 end
38 end
39 % Polynome addieren
40 function r = add(p,q)
41 if length(q) >= length(p)
42 r = q(:);
43 r(1: size(p,1)) = r(1: size(p,1)) + p(:);
44 else
45 r = p(:);
46 r(1: size(q,1)) = r(1: size(q,1)) + q(:);
47 end
48 end
49 % Integral auswerten
50 function r = integ(p,momente)
51 r = (p(:))’ * momente(1: length(p))’;
52 end
53 end
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MATLABMATLABMATLAB -Funktion: GaussQuadratur.m

1 function [weights,nodes,kn] = QaussQuadratur(anz_Gewichte,typ)
2 N = 2 * anz_Gewichte+1;
3 switch typ
4 case ’legendre’
5 momente = 2./(1:N); momente(2:2: end) = 0;
6 case ’tschebyscheff’
7 momente = [ pi,0, pi/2];
8 for j= 2:anz_Gewichte
9 momente = [momente,0,momente( end) * (2 * j-1)/(2 * j)];

10 end
11 case ’laguerre’
12 momente = factorial(0:N-1);
13 case ’hermite’
14 momente = gamma((1:N)./2); momente(2:2: end) = 0;
15 case ’log’
16 momente = (1./(1:N)).ˆ2;
17 otherwise
18 disp( ’Nur "legendre", "tschebyscheff", ’ , ...
19 ’"laguerre", "hermite", "log" m öglich!’ )
20 return
21 end
22 [weights,nodes,kn] = GaussWeightsNodes(momente);
23 end

MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:

Man kann z.B. die Quadraturstellen
und Gewichte zur Gewichtsfunkti-
on

ω(x) = − log(x)

und n = 2 berechnen lassen, sie
erfüllen dann

−
∫ 1

0
log(x)f(x) dx

=

n∑

j=1

λjf(xj) +
f (2n)(ξ)

(2n)!
Kn ,

mit Kn = (pn, pn)ω/k
2
n.

>> [x,w,Kn] = GaussQuadratur(2,’log’)
x =

0.7185
0.2815

w =
0.1120
0.6023

Kn =
0.0029

Bemerkung 3.4.36Umfangreiche Tabellen von Stützstellen und Gewichten zu verschiedenen
Gewichtsfunktionen findet man z.B. in [AS] und [St].
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Tab. 3.1: Momente für einige Standardfälle von Orthogonalpolynomen

Name a b ω(x) mk :=
∫ b
a ω(x)xk dx

Legendre −1 1 1 mk =

{
2/(k + 1) falls k gerade
0 falls k ungerade

Tscheby. −1 1 1√
1−x2

mk =

{
π · 1·3·5·...·k−1

2·4·6·...·k falls k gerade
0 falls k ungerade

Laguerre 0 ∞ e−x mk = k!

Hermite −∞ ∞ e−x2
mk =

{
Γ(k+1

2 ) falls k gerade
0 falls k ungerade

Jacobi
α = β > −1

−1 1 (1 − x)α(1 + x)β mk =

{ √
π 1·3·5·...·k−1

2k/2

Γ(α+1)
Γ(α+(k+3)/2) falls k gerade

0 falls k ungerade

”
log“ 0 1 − log(x) mk = 1/(k + 1)2

Bemerkung 3.4.37 (Gauß-Qadratur in ḧoheren Dimensionen)In höheren Dimensionen hat
man eine solche Theorie der Orthogonalpolynome nicht, aus der man Quadraturformeln gewin-
nen könnte. Hier bleibt einem häufig nichts anderes übrig, als diese näherungsweise als Lösung
nichtlinearer Gleichungen zu bestimmen.

3.5 SCHWIERIGKEITEN BEI DERQUADRATUR

In diesem Abschnitt diskutieren wir einige Schwierigkeiten bzw. den möglichen Umgang mit
schwierige Integranden.

3.5.1 Unstetige Integranden
Häufig ist der Integrand nur durch Punktauswertungen bekannt, und als Komposition mehrerer
Teilfunktionen definiert, die an den Nullstellen unstetig sind. Zum Beispiel ist eine Funktion auf
unterschiedlichen Teilintervallen, durch unterschiedliche Approximationen definiert, wie z.B. die
Besselfunktion8. Sind diese Nahtstellen bekannt, so sollte man das Integrationsgebiet hier unter-
teilen, da kommerzielle Programme als auch die später nochdiskutierte adaptive Quadratur hier
versagen oder ineffizient sind.

3.5.2 Singul̈are Integrale
Definition 3.5.1 (Singul̈ares Integral) Unter einer singulären Funktion wollen wir eine Funktion
verstehen, die mit Ausnahme endlich vieler Stellen auf einem Intervall [a, b] definiert und stetig
ist, sodassf in jeder Umgebung einer Unstetigkeitsstelle unbeschränkt ist.

Beispiel 3.5.2Zum Beispiel ist die Funktion1/
√
x auf [0, 1] unbeschränkt und trotzdem besitzt

8Bessel, Friedrich Wilhelm (1784-1846)
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sie endliches Integral, nämlich

I(f) =

∫ 1

0

1√
x
dx = 2

Betrachten wir nun mehrere Methoden, wie sich solche Integrale doch noch in
”
angenehmere“

Integrale umschreiben lassen:

a) Substitution
Für einx0 ∈ [a, b] mögen die einseitigen Grenzwerte der Ableitungen nicht existieren, z.B.
f(x) =

√
x sin(x) auf [0, 1] undx0 = 0. Hier läßt sich schon die zweite Ableitungf ′′(0)

nicht definieren. Die Substitutiont :=
√
x führt hier zum Ziel

∫ 1

0

√
x sin(x) dx =

∫ 1

0
2t2 sin(t2) dt.

Der Integrand ist nun sogar beliebig oft differenzierbar.

b) Regularisierung
Eine Idee, die unter dem StichwortAbziehen der Singularität oderRegularisierungbekannt
ist, besteht aus der Anwendung der Formel

I(f) = I(f − s) + I(s).

Im obigen Beispiel leistet das die Funktions =
√
x · x:

∫ 1

0

√
x sin(x) dx =

∫ 1

0

√
x sin(x) −

√
x · x dx+

∫ 1

0

√
x · x dx

=

∫ 1

0

√
x
(
sin(x) − x

)
dx+

2

5

Der neue Integrand ist jetzt dreimal stetig differenzierbar. Man berücksichtige jedoch, dass
nun Nahe der Stellex0 = 0 für kleinex Auslöschungen auftreten können.

c) Aufspaltung des Integrals
Eine weitere Möglichkeit besteht manchmal in der Aufspaltung des Integrals, im Falla)
wäre dies

∫ 1

0

√
x sin(x) dx =

∫ ε

0

√
x sin(x) dx+

∫ 1

ε

√
x sin(x) dx 0 < ε < 1

Der zweite Integrand ist nun glatt, wobei die Konstante dern-ten Ableitung vonε abhängt.
Für das erste Integral erhält man, wenn mansin(x) in eine Reihe entwickelt

∫ ε

0

√
x sin(x) dx =

∫ ε

0

√
x

∞∑

k=0

x2k+1

(2k + 1)!
(−1)k

=

∞∑

k=0

(−1)k
ε2k+5/2

(2k + 1)!(2k + 5/2)
.

Dieses Vorgehen ist gerechtfertigt, da man wegen der gleichmäßigen Konvergenz der Reihe
diese gliedweise ausrechnen darf, bzw. Summation und Integration vertauschen darf. Für
ein kleinesε kann man diese Entwicklung nach wenigen Schritten abbrechen. Das Problem
hierbei ist die geeignete Wahl desε.

Numerik II, 29. Juli 2013



110 Kapitel 3: Numerische Integration und orthogonale Polynome

d) Anwendung derGauß-Quadratur
Ein weiterer Kunstgriff besteht darin, dass man das Integral in die Form

I(f) =

∫ b

a
ω(x)f(x) dx

bringt, wobeiω(x) die Singularität enthält. Zur Integration zieht man danneine Gauß-
Formel zum Gewichtω(x) heran. Erneut berechnen wir das oben verwendete Integral

∫ 1

0

√
x sin(x) dx

mit Hilfe einerGauß-Formel zum Gewicht
√
x für x ∈ (0, 1]. Die Jacobi-PolynomeP 0,1/2

n

sind gerade die bezüglichω(x) = (1 + x)1/2 auf (−1, 1) orthogonalen Polynome. Mit den
Überlegungen zu denGauß-Gewichten lassen sich

mk =

∫ 1

0

√
xxk dx =

2

2k + 3

Quadraturpunkte und Gewichte bestimmen.

3.6 NUMERISCHEQUADRATUR VON STARK OSZILLIERENDEN INTEGRANDEN

Motivation Die Integration von stark oszillierenden Integranden ist ein numerisches Problem von
weitreichender Bedeutung mit einer Vielzahl von Anwendungen, z.B. in der Quantenchemie, Bild-
analyse, Elektrodynamik, Computertomographie und Strömungsmechanik. Allgemein wird dieses
Problem als

”
schwierig “eingestuft, bei dem man am besten die Oszillationen eliminiert, z.B. durch

die Wahl überaus vieler kleiner Teilintervalle. Da das folgende Kapitel nur einen Einblick in diese
Problematik und Techniken liefern soll, beschränken wir uns auf ein Integral der Form

I(f) =

∫ 1

0
f(x)eiωg(x)dx (3.57)

Bemerkung 3.6.1 Man beachte, dass sich ein beliebiges Integral
∫ b
a f̃(y)eiωeg(y)dy mit der

Transformationy = a + (b − a)x auf die Form von(3.57) überführen läßt, dabei ist dann
f(x) = f̃(a+ (b− a)y)/(b − a) undg(x) = g̃(a+ (b− a)y).

Bemerkung 3.6.2 Das übliche numerische Verfahren ein Integral der Form(3.57)zu bestimmen,
wobei f und g als glatt vorausgesetzt werden, wäre dieGauß-Quadratur: Wir interpolieren den
Integranden an paarweise verschiedenen Knoten0 ≤ x0 < . . . < xn ≤ 1 durch ein Polynom
P ∈ Pn und approximieren

I(f) ≈
∫ 1

0
P (x) dx .

Unglücklicherweise liefert diese Vorgehensweise fürw ≫ 1 völlig sinnlose Ergebnisse.

Ein alternativer Ansatz stammt in seiner ersten Idee vonLouis N. G. Filon(1928). Anstatt den
ganzen Interpolandenf(x)eiωg(x) zu interpolieren, interpolieren wir an den Stellenx0, . . . , xn die
Funktionf(x) durch ein PolynomP (f |x0, . . . , xn)(x) und setzen

ÎF ilon(f) =

∫ 1

0
P (f |x0, . . . , xn)(x)eiωg(x)dx =

n∑

k=0

λk(ω)f(xk),
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wobei λk(ω) :=
∫ 1
0 L

(n)
k (x)eiωg(x)dx und L(n)

k (x) sei dasLagrange-Polynom zu den Knoten

x0, . . . , xn. Man beachte dabei, dass die Konstruktion vonÎF ilon voraussetzt, dass sich die ersten
Momente

∫ 1
0 x

meiωg(x)dx berechnen lassen. Dies setzen wir stillschweigend für denRest dieses
Abschnitts voraus. Fallsg′ 6= 0 in [0, 1], läßt sich zeigen (vgl.Iserles, 2003a), dass eine größer
werdende Frequenzω zu kleineren Fehlern führt, genauer ausgedrückt

ÎF ilon(f) − I(f) ∼
{

O(ω−1), , x0 > 0 oderxn < 1
O(ω−2), , x0 = 0 undxn = 1

ω → ∞

Diese Methode läßt sich noch dadurch verbessern, dass man das Interpolationspolynom durch ein
allgemeinesHermite-Polynom ersetzt, also ein Polynom wählt, welches an den Stellenx0, . . . , xn

nicht nur die Funktionswertef(x0), . . . , f(xn), sondern auch die Ableitungenf (m)(x) an den
Stützstellen exakt repräsentiert. Durch diese Verallgemeinerung läßt sich auch die Einschränkung
g′ 6= 0 in [0, 1] umgehen, fallsg′ an endlich vielen Stellenξk mit g′(ξk) = . . . = g(rk)(ξk) und
g(rk+1)(ξk) 6= 0 gilt.

Beispiel 3.6.3Wie oben seif(x) = cos(x), g(x) = x undω > 0. Das Polynom

P (x) =

n∑

k=0

f(xk) ·
(
1 − ω′′(xn)

ω′(xk)
(x− xk)

)
L2

k(x) =

n∑

k=0

f ′(xk) · (x− xk)(L
(n)
k (x))2,

wobeiL(n)
k die Lagrange-Polynome sind undω(x) = (x − x0) · . . . · (x − xn) ist, erfüllt das

Hermite’scheInterpolationsproblem

P (xk) = f(xk), P ′(xk) = f ′(xk), k = 0, 1, 2, . . . , n;

für n = 1 lautet

P (x) =
(3x0 − x1 − 2x)(x− x1)

2

(x0 − x1)2
f(x0) +

(3x1 − x0 − 2x)(x − x0)
2

(x1 − x0)2
f(x1)

+
(x− x0)(x− x1)

2

(x0 − x1)2
f ′(x0) +

(x− x1)
2(x− x2)

(x2 − x1)2
f ′(x2).

Setzen wirx0 = 0 undx1 = 1, so erhalten wir

P (x) = (1 + 2x)(x − 1)2f(0) + (3 − 2x)x2f(1) + x(x− 1)2f ′(0) + x2(x− 1)f ′(1).

Mit Maple lassen sich leicht die Integrale
∫ 1

0
(1 + 2x)(x − 1)2eiωxdx, . . . ,

∫ 1

0
x2(x− 1)eiωxdx

berechnen, wobei die entsprechenden Zeilen in Maple lauten

> c o l l e c t ( i n t ( (1+2∗ x ) ∗ ( x−1)ˆ2∗ exp ( I∗omega∗x ) , x = 0 . . 1 ) , omega ) ;
c o l l e c t ( i n t ((3−2∗ x )∗ x ˆ2 ∗exp ( I∗omega∗x ) , x = 0 . . 1 ) , omega ) ;
c o l l e c t ( i n t ( x∗ ( x−1)ˆ2 ∗exp ( I∗omega∗x ) , x = 0 . . 1 ) , omega ) ;
c o l l e c t ( i n t ( x ˆ 2∗ ( x−1) ∗exp ( I∗omega∗x ) , x = 0 . . 1 ) , omega ) ;

Die entsprechende Quadraturformel lautet dann

ÎF ilon(f) =
( i
ω

+
6i(1 + eiω)

ω3
+

12(1 − eiω)

ω4

)
f(0)

+
(−ieiω

ω
− 6(1 + eiω)

ω3
− 12(1 − eiω)

ω4

)
f(1)

+
(
− 1

ω2
+

2i(2 + eiω)

ω3
+

6(1 − eiω)

ω4

)
f ′(0)

+
(eiω
ω2

+
2i(1 + 2eiω)

ω3
+

6(1 − eiω)

ω4

)
f ′(1)
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Für f(x) = cos(x), g(x) = x und10 < ω < 100 ist der Fehler fürQF ilon skaliert mitω3 in der
nachfolgenden Abbildung dargestellt.

Betrachten wir nun die weitere Möglichkeit das Integral (3.57) mittels einer asymptotischen Ent-
wicklung zu berechnen. Aus

d

dx
eiωg(x) = iωg′(x)eiωg(x)

erhalten wir nun unter der Voraussetzungg′ 6= 0 in [0, 1], ω > 0 für eine beliebige Funktionh
mittels partieller Integration

∫ 1

0
h(x)eiωg(x)dx =

∫ 1

0

h(x)

iωg′(x)
iωg′(x)eiωg(x)dx

=
h(x)

iωg′(x)
· eiωg(x)

∣∣∣
1

x=0
−
∫ 1

0

1

iω

d

dx

[ h(x)
g′(x)

]
eiωg(x)dx (3.58)

Mit der Notation

σ0[f ](x) = f(x), σk+1[f ](x) =
d

dx

σk[f ](x)

g′(x)
, k = 0, 1, 2, . . .

und (3.58) erhalten wir somit fürh(x) = σk[f ](x):

∫ 1

0
σk[f ](x)eiωg(x) =

1

iω

(σk[f ](1)

g′(1)
eiωg(1) − σk[f ](0)

g′′(0)
eiωg(0)

)

− 1

iω

∫ 1

0
σk+1[f ](x)eiωg(x)dx.

Per Induktion folgt nun fürn ≥ 0

∫ 1

0
f(x)eiωg(x)dx = −

n∑

l=1

( i
ω

)l(eiωg(1)

g′(1)
· σl−1[f ](1) − eiωg(0)

g′(0)
· σl−1[f ](0)

)

+
( i
ω

)n
∫ 1

0
σn[f ](x)eiωg(x)dx

Die Idee der asymptotischen Reihenentwicklung ist nun, dasIntegral( i
ω )n

∫ 1
0 σn[f ](x)eiωg(x)dx

wegzulassen, da1
ωn für ω ≫

”
hoffentlich schneller “gegen Null strebt, als das entsprechende

Integral. Somit definieren wir die Quadratur

Îasymp.(f) = −
n∑

l=1

( i
ω

)l(eiωg(1)

g′(1)
· σl−1[f ](1) − eiωg(0)

g′(0)
· σl−1[f ](0)

)

Für streng monotoneg erhalten wir durch direktes Ausrechnen

σ0[f ] = f

σ1[f ] = − g′′

g′2
f +

1

g′
f ′

σ2[f ] =
3g′′3 − gg′′′

g′4
f − 3g′′

g′3
f ′ +

1

g′2
f ′′

σ3[f ] =
−15g′′3 + 10g′g′′g′′′ − g2g(4)

g′6
f +

15g′′2 − 4gg′′′

g′5
f ′ − 6g′′

g′4
f ′′ +

1

g′3
f ′′′

Numerik II, 29. Juli 2013



Abschnitt 3.6: Numerische Quadratur von stark oszillierenden Integranden 113

und man sieht sofort, dass für jedesℓ ≥ 0 undj = 0, 1, . . . , ℓ Funktionenσℓ,j existieren, welche
von g und entsprechenden Ableitungen abhängen, sodass

σℓ[f ](x) =

ℓ∑

j=0

σℓ,jf
(j)(x) undσℓ,ℓ =

1

(g′(x))ℓ
6= 0

Für unser Beispiel lautet die QuadraturformelÎapp mit 2 Entwicklungstermen

Îasymp.(f) =
eiωf(1) − f(0)

iω
+
eiωf ′(1) − f ′(0)

ω2
.

Für f(x) = cos(x), g(x) = x und 10 < ω < 100 ist der Fehler für̂Iasymp. skaliert mitω3 in
nachfolgender Grafik dargestellt (oberer Graph)

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 110
0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

Abb. 3.5: Der Fehler von̂IF ilon (oben) und Îasymp. (unten), skaliert mitω3 für f(x) =
cos(x), g(x) = x und10 < ω < 100.

Widmen wir uns noch der Einschränkung, dassg′ 6= 0 in [0, 1] gelten soll, was wir in unseren
Betrachtungen immer vorausgesetzt haben. Man beachte nun,dass für jedesξ ∈ [0, 1] und glatte
Funktionenf und g mit g′(ξ) = 0, g′′(ξ) 6= 0 und g′(x) 6= 0 für x ∈ [0, 1]\{ξ} die folgende
Gleichheit gilt

∫ 1

0
f(x)eiωg(x)dx = f(ξ)

∫ 1

0
eiωg(x)dx+

∫ 1

0

(
f(x) − f(ξ)

)
eiωg(x)dx

= f(ξ)

∫ 1

0
eiωg(x)dx+

1

iω

∫ 1

0

f(x) − f(ξ)

g′(x)
· d
dx
eiωg(x)dx

Mit dem Satz vonde l’Hospital9 folgt für genügend glattef undg nun, dag′′ 6= 0 in [0, 1], dass
der Grenzwert

lim
x→ξ

f(x) − f(ξ)

g′(x)
= lim

x→ξ

f ′(x)
g′′(x)

existiert. Mit der Notation

ρo[f ](x) = f(x)

ρk+1[f ](x) =
d

dx

ρk[f ](x) − ρk[f ](ξ)

g′(x)
, k ≥ 0

9de l’Hospital (1661-1704)
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folgt dann wieder mittels partieller Integration und Induktion

∫ 1

0
f(x)eiωg(x)dx =

∫ 1

0
eiωg(x)dx

n−1∑

ℓ=0

( i
ω

)ℓ
ρℓ[f ](ξ)

−
n∑

ℓ=1

( i
ω

)ℓ
(
eiωg(1)

g′(1)

{
ρℓ−1[f ](1) − ρℓ−1[f ](ξ)

}
− eiωg(0)

g′(0)

{
ρℓ−1[f ](0) − ρℓ−1[f ](ξ)

})

+
( i
ω

)n
∫ 1

0
ρn[f ](x)eiωg(x)dx

Beispiel 3.6.4

∫ 1

−1
cos(x ∗ exp(4 ∗ x2)) dx = 2ℜ

(∫ 1

0
exp((2x − 1) ∗ exp(4 ∗ (2x− 1)2)) dx

)

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: asymp bsp.txt

1 > restart:
2 > f := x -> 1:
3 > g := x -> (2 * x-1) * exp(4 * (2 * x-1)ˆ2):
4 > rho := proc(k)
5 > local i,tmp;
6 > tmp := f(x);
7 > for i from 1 to k do
8 > tmp:=diff(tmp/diff(g(x),x),x);
9 > end do;

10 > simplify(tmp)
11 > end proc:
12 >
13 > simplify(subs(x=(y+1)/2,rho(4)))

ρ0[f ](x) = 1

ρ1[f ](x) =
−8 exp(−4y2)y(8y2 + 3)

(8y2 + 1)2

∣∣∣∣
y=2x−1

ρ2[f ](x) =
8 exp(−8y2)(1024y6 + 704y4 + 144y2 − 3)

(8y2 + 1)4

∣∣∣∣
y=2x−1

ρ3[f ](x) =
−8 exp(−12y2)y(24576y8 + 24064y6 + 9024y4 + 1160y2 − 75)

(8y2 + 1)6

∣∣∣∣
y=2x−1
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4 SPLINES

In diesem Kapitel wird die Theorie polynomialer und rationaler Splinefunktionen dargestellt. Zu-
erst stellt sich jedoch die Frage, warum überhaupt die Spline-Approximation eingeführt wurde.
Ein kleiner Ausflug in die Geschichte fördert Interessantes zu Tage.

Bemerkung 4.0.1 (Historischer Hintergrund der Spline-Interpolation) Das Wort
”
Spline“

bedeutet etwa
”
dünne Holzlatte“. Im Schiffsbau etwa seit dem 18. Jahrhundert wurden solche

Holzlatten um die Spanten gelegt, um so einen Schiffsrumpf aus Holz zu formen (vgl. Abbil-
dung 4.1).

S(x)

Knotenpunkte ("ducks")Spanten

Abb. 4.1: Schematische Darstellung eines Schiffsrumpf

Die Latte biegt sich so, dass die Biegeenergie minimal wird.Die
”
Biegeenergie“E eines elasti-

schen Körpers ist gegeben durch

E =

∫ b

a

(
s′′(x)

(1 + s′(x)2)3/2

)2

dx,

also dem Integral über das Quadrat der Krümmung

κ(x) =
s′′(x)

(1 + s′(x)2)3/2
.

Bei schlanken Booten ist die Biegungs′ beschränkt, d.h. wir haben kleine Auslenkungen. Für
kleines′(x) liefert s′′(x) eine vernünftige Näherung anκ(x)

E ≈
∫ b

a
s′′(x)2 dx = ‖s′′(x)‖2

2.

also

minE u.d.N. s(xi) = fi, i = 1, . . . , n

wobei(xi, fi) die gegebenen Daten sind. Wir werden sehen, dass unter allenInterpolierenden ein
Spline das Integral über das Quadrat der Krümmung

”
minimiert“, ein Spline also die

”
glatteste“

Interpolationsfunktion.

Im Gegensatz zur Polynominterpolation verhindert das
”
Glattheitsmaß“ das Oszillieren.Eulerund

Bernoulli haben schon erkannt, dass die Lösungs des Minimierungsproblems folgende Eigen-
schaften besitzt

1. s|[xi,xi+1) ∈ P3 (lokal polynomial),

2. s ∈ C2[a, b] (global glatt).

Dies wird uns zur Definition von Splines führen. Präzise formulieren kann man die Approximati-
onseigenschaften von Spline wie folgt:
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Satz 4.0.2 (von Jackson, vgl. [Rivlin], Seite 23, in andererForm [Schönhage], Seite 182)
Seien−∞ < a < b <∞, k ∈ N undf ∈ Ck([a, b]) sowien < k. Dann existierenck ∈ R

+ mit

En(f) ≤ ck

(
b− a

n

)k

ω

(
f (k),

b− a

2(n − k)

)
,

wobei
En(f) := dist(f,Pn) = inf

g∈Pn

‖f − g‖∞,[a,b] und

der Fehler der Bestapproximation und

ω(g, h) := sup
|δ|<h

‖g(·) − g(· + δ)‖∞,[a,b]

der Stetigkeitsmodul vong ist, ein Maß f̈ur die Glattheit vong.

Der Satz von Jackson besagt folgendes: Istf
”
glatt“ in dem Sinne, dass das Stetigkeitsmodulω

”
klein“ ist, dann ist auch die beste Approximation durch Polynome

”
gut“. Ist f hingegen nicht

”
glatt“ , kann man nicht unbedingt hoffen,f

”
gut“ durch Polynome approximieren zu können.

Ferner treten folgende Polynome auf,

• die Interpolationspolynome sind abhängig von der Wahl derKnoten, wie schon das Beispiel
von Runge (siehe Seite 58) zeigt,

• bei Änderung eines Koeffizienten eines Polynoms tritt eine globaleÄnderung ein, und

• viele Basen sind schlecht konditioniert.

Die einfachste Form einer stetigen Funktionf , die die Bedingungf(xi) = yi für gegebene geord-
nete Paare(xi, yi) (i = 0, . . . , n) erfüllt, ist sicherlich der Streckenzug, d.h.

f |(xi−1,xi) =
yi − yi−1

xi − xi−1
(· − xi−1) + yi−1, i = 1, . . . , n .

Auf jedem Intervall istf also ein Polynom höchstens ersten Grades und insgesamt eine stetige
Funktion. Dies wollen wir nun verallgemeinern.

Definition 4.0.3 (SplineraumSk(T )) Es seiT = {x0, . . . , xn} eine Knotenfolge vonn + 1
paarweise verschiedenen Knoten

a = x0 < · · · < xn = b .

Ein Spline vom Gradk, k ≥ 0, bezüglichT ist eine Funktions ∈ Ck−1[a, b], für die auf jedem
Intervall [xi, xi+1], i = 0, . . . , n− 1

s|[xi,xi+1] ∈ Pk

gilt. Den Raum aller Splines vom Gradk zur Knotenfolge T bezeichnen wir mitSk(T ). Unter
C−1[a, b] ist hierbei der Raum der stückweise stetigen Funktionen zuverstehen, d.h. unstetig nur
an den Knotenxi, i = 0, . . . , n.

Bemerkung 4.0.4 Die vorstehende Definition der Splineräume entspricht derin [Quateroni] S.23.
Man beachte allerdings, dass in anderen Lehrbüchern wie z.B. [Deufelhard] eine andere Definition
zugrunde liegt.
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4.1 KUBISCHE SPLINE-INTERPOLATION

Im Folgenden betrachten wir die Interpolation mitkubischen Splines.

Abb. 4.2: Verschiedene Funktionen ausC0, C1 undC2

Welche dieser Funktionen in der Sequenz 4.2 von Grafiken empfinden Sie als glatt?

Der Knick im linken Graphen ist offensichtlich, auch im mittleren Graphen erkennt man mit et-
was Geduld und Erfahrung eine Unstetigkeit in der Krümmungder Funktion, welche jedoch in der
rechten Grafik nicht mehr auszumachen ist.

In vielen grafischen Anwendungen genügen diese Glattheitsanforderungen an die Interpolations-
funktion, nämlich sie vom Auge als

”
glatt“ zu empfinden. Dies ist einer der Hauptgründe, wes-

wegen wir uns zuerst auf Funktionen ausS3(T ) ⊂ C2 beschränken. Der Vollständigkeit halber
definieren wir:

Definition 4.1.1 (Kubischer Spline) Eine Funktions : [a, b] → R heißt kubischer Spline
bezüglich einer ZerlegungT , falls s ∈ S3(T ), d.h. wenn gilt

1. s|[xi,xi+1) ∈ P3, i = 0, . . . , n − 1 (lokal polynomial),

2. s ∈ C2[a, b] (global glatt).

Konstruktion kubischer Splines: Geben seien geordnete Datenpaare(x0, y0), . . . , (xn, yn) mit
yi := f(xi) und eine durch diese induzierte KnotenfolgeT = {x0, . . . , xn}, die das Intervall
[a, b] in n Teilintervalle zerlegt.

Für dasi-te TeilintervallIi := [xi, xi+1] der Längehi := xi+1−xi wählen wir folgendenAnsatz:

si(x) := s(x)
∣∣
[xi,xi+1]

= ai(x− xi)
3 + bi(x− xi)

2 + ci(x− xi) + di. (4.1)

Bei n Teilintervallen haben wir also4n unbekannte Koeffizientenai, bi, ci, di zu bestimmen. Da-
mit die aus den lokalen Polynomensi vom Grad kleiner gleich3 zusammengesetzte Funktions
global zweimal stetig differenzierbar ist (vgl. Definition4.1.1), müssen wir zusätzlich zu den In-
terpolationsbedingungen Stetigkeits und-Differenzierbarkeitsbedingungen fordern.

Die Interpolationsbedingungen

si(xi) = f(i), si(xi+1) = fi+1, i = 0, 1, . . . , n− 1,

ergeben2n Gleichungen, welche die Stetigkeit vons sicher stellen.

Die Stetigkeit der ersten Ableitung an den inneren Knoten, d.h.s ∈ C1[a, b],

s′i−1(xi) = s′i(xi), i = 1, . . . , n− 1,
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liefert n− 1 zusätzliche Gleichungen. Und dieStetigkeit der zweiten Ableitung an den inneren
Knoten, d.h.s ∈ C2[a, b] ergibt noch maln− 1 Gleichungen

s′′i−1(xi) = s′′i (xi), i = 1, . . . , n− 1.

Zusammen ergibt dies(2n+2(n−1)) Bedingungen. Die4n−(2n+2(n−1)) = 2 verbleibenden
Freiheitsgrade werden durchRandbedingungenfestgelegt, d.h. üblicher Weise durch zusätzliche
Bedingungen an die ersten oder zweiten Ableitungen vons an den Intervallgrenzena undb.

Bemerkung 4.1.2 (Dimension vonS3(T )) Bevor wir auf die Eigenschaften der kubischen Spli-
nes eingehen, noch eine Anmerkung zurDimension vonS3(T ) mit T = {x0, . . . , xn}. Für das
i-te TeilintervallIi := [xi, xi+1] der Längehi := xi+1 − xi wählen wir den Ansatz (4.1) fürsi.
Für seinen Wert und die Ableitungens′, s′′ an den Endpunkten erhalten wir

si(xi) = di = f(xi), (4.2)

si(xi+1) = aih
3
i + bih

2
i + cihi + di = f(xi+1), (4.3)

s′i(xi) = ci, (4.4)

s′i(xi+1) = 3aih
2
i + 2bihi + ci, (4.5)

s′′i (xi) = 2bi, (4.6)

s′′i (xi+1) = 6aihi + 2bi. (4.7)

Gehen wir nun davon aus, dass auf dem ersten Intervall[x0, x1] die Koeffizientena0, b0, c0, d0

gegeben seien, so dass die Interpolationsbedingungen auf[x0, x1] erfüllt sind. Mit anderen Worten,
auf dem ersten Teilintervall wählen wir ein Polynom vom Grad k = 3, welches durchk + 1 = 4
Freiheitsgrade beschrieben wird. Durch die Interpolationsbedingungen und die Stetigkeit vons′

unds′′ an den Knoten folgt:

s1(x1) = d1 = f(x1), (4.8)

s1(x2) = a1h
3
1 + b1h

2
1 + c1h1 + d1 = f(x2), (4.9)

s′1(x1) = c1 = 3a0h
2
0 + 2b0h0 + c0, (4.10)

s′′1(x1) = 2b1 = 6a0h0 + 2b0. (4.11)

Aus den Gleichungen(4.8) − (4.11) folgt die Eindeutigkeit dera1, b1, c1, d1. Hierbei sind
b1, c1, d1 durch die Stetigkeits- und Differenzierbarkeitsbedingungen s ∈ C2[a, b] am
Knoten x1 bestimmt. Die Interpolationsbedingung am Knotenx2 legt den weiteren frei-
en Parameter fest. Per Induktion folgt dann auch die eindeutige Bestimmung der weite-
ren ak, bk, ck, dk. In jedem weiteren Intervall haben wir also einen zusätzlichen Freiheits-
grad, welcher durch die Interpolationsbedingung festgelegt wird. D.h. der RaumS3(T ) mit
T = {x0, . . . , xn} besitztk + 1 + n − 1 = n + 3 Freiheitsgrade. Allgemein läßt sich somit
zeigen:

dim Sk(T ) = n+ k.

Untersuchen wir nun die Eigenschaften der kubischen Splines.

Satz 4.1.3Seis ein interpolierender kubischer Spline zu der Funktionf an den Knoten
a = x0 < · · · < xn = b undy ∈ C2[a, b] eine beliebige interpolierende Funktion vonf , sodass

s′′(x) ·
(
y′(x) − s′(x)

)
= 0, x ∈ [a, b]. (4.12)

Dann gilt

‖s′′‖2 :=
( ∫ b

a

(
s′′(t)

)2
dt
)1/2

≤ ‖y′′‖2. (4.13)

Numerik II, 29. Juli 2013



Abschnitt 4.1: Kubische Spline-Interpolation 119

Beweis.Aus (4.13) folgt mit y′′ = s′′ + (y′′ − s′′)

∫ b

a

(
y′′(x)

)2
dx =

∫ b

a

(
s′′(x)

)2
+ 2s′′(x)

(
y′′(x) − s′′(x)

)
+
(
y′′(x) − s′′(x)

)2
dx

=

∫ b

a

(
s′′(x)

)2
+
(
y′′(x) − s′′(x)

)2
dx ≥

∫ b

a

(
s′′(x)

)2
dx,

falls
∫ b
a s

′′(y′′ − s′′)dx verschwindet. Dies läßt sich aber mit(4.12) und partieller Integration
unter Berücksichtigung vons(x)

∣∣
[xi−1,xi]

∈ P3 (und somits′′′(x)
∣∣
[xi−1,xi]

≡ consti =: Ci ∈ R)
wiefolgt zeigen:

∫ b

a
s′′(x)

(
y′′(x) − s′′(x)

)
dx =

n∑

i=1

∫ xi

xi−1

s′′(x)
(
y′′(x) − s′′(x)

)
dx

=

n∑

i=1

(
s′′(x)

(
y′(x) − s′(x)

)
︸ ︷︷ ︸

= 0

∣∣∣
xi

x=xi−1

−
∫ xi

xi−1

s′′′(x)
(
y′(x) − s′(x)

)
dx
)

= −
n∑

i=1

ci

∫ xi

xi−1

y′(x) − s′(x)dx = −
n∑

i=1

ci

[(
y(xi) − s(xi)

)
−
(
y(xi−1) − s(xi−1)

)]
= 0

Die Aussage dieses Satzes benötigen wir insbesondere zum Beweis des folgenden wichtigen Re-
sultats über Existenz und Eindeutigkeit eines interpolierenden kubischen Splines und dessen Mi-
nimaleigenschaften.

Satz 4.1.4 (Existenz, Eindeutigkeit und Minimaleigenschaft der kubischen Splines)
Es seiT = {x0, . . . , xn} eine Knotenfolge mita = x0 < · · · < xn = b und s ∈ S3(T ) ein
kubischer Spline, der neben den Interpolationsbedingungen s(xi) = f(xi) eine der folgenden
Randbedingungenerfülle:

(i) s′(a) = f ′(a) unds′(b) = f ′(b) (vollständige Randbedingung)

(ii) s′′(a) = s′′(b) = 0 (natürliche Randbedingung)

(iii) s′(a) = s′(b) unds′′(a) = s′′(b) (periodische Randbedingung)
(falls f periodisch mit Periodeb− a ist)

Ein solchess ∈ S3(T ) existiert und ist eindeutig bestimmt. Für jede interpolierende Funktion
y ∈ C2[a, b], welche dieselben Interpolations- und Randbedingungen erfüllt, gilt ferner

∫ b

a

(
s′′(x)

)2
dx ≤

∫ b

a

(
y′′(x)

)2
dx.

Beweis.Die Interpolations- und Randbedingungen sind linear ins, und ihre Anzahl stimmt mit
der Dimension vonSk(T ) überein. Somit genügt es zu zeigen, dass für dief ≡ 0 der triviale
Splines ≡ 0 die einzige Lösung ist.

Da y ≡ 0 alle Bedingungen erfüllt, folgt mit Satz 4.1.3, dass auch‖s′′‖ = 0 gilt. Da s′′ stetig,
folgt somit auchs′′ = 0, somits′ = c0 unds(x) = c0x+ c1. Aus den Interpolationsbedingungen
s(xi) = 0 folgt soforts = 0. Diese Lösung ist nach obrigem eindeutig.

Bemerkung 4.1.5 Der Satz 4.1.4 gilt unter Verallgemeinerung der Randbedingungen für beliebi-
ge SplineräumeSk(T ), k ≥ 3. Siehe z.B. [Hämmerlin/Hoffmann], Seite 252.
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4.1.1 Berechnung kubischer Splines
Kommen wir nun zur Berechnung kubischer Splines. Zusätzlich zu den Daten

yi := f(xi), i = 0, . . . , n,

ist es zweckmäßig, die Krümmungen als Variablen

y′′i := s′′(xi), i = 0, . . . , n,

einzuführen und die4n Variablenai, bi, ci, di, i = 0, . . . , n − 1, d.h. die Koeffizienten der stück-
weisen Polynomesi, i = 0, . . . , n − 1 vom Grad 3 durch diesen + 1 Variablen zu ersetzen. Aus
den Gleichungen(4.2), (4.3) sowie(4.6), (4.7) und mit den Krümmungen an den inneren Knoten
y′′i = s′′(xi) = s′′i (xi)(= s′′i+1(xi)), i = 1, . . . , n − 1 sowie den Krümmungen an den äußeren
Knoteny′′0 = s′′(x0) = s′′i (x0), y′′n = s′′(xn) = s′′n−1(xn) gewinnt man das Gleichungssystem




0 0 0 1
h3

i h2
i hi 1

0 2 0 0
6hi 2 0 0







ai

bi
ci
di


 =




si(xi)
si(xi+1)
s′′i (xi)
s′′i (xi+1)


 =




yi

yi+1

y′′i
y′′i+1


 . (4.14)

Die Berechnung der Determinanten der Koeffizientenmatrix liefert

det




0 0 0 1
h3

i h2
i hi 1

0 2 0 0
6hi 2 0 0


 = − det




h3
i h2

i hi

0 2 0
6hi 2 0


 = −2 det

(
h3

i hi

6hi 0

)
= 12h2

i

und damit die Eindeutigkeit derai, bi, ci, di, also vons, falls si unds′′i für alle i = 0, . . . , n − 1,
bekannt sein sollten. Das Lösen von(4.14) liefert nun füri = 0, . . . , n− 1,

di = yi bi =
1

2
y′′i (4.15)

ai =
1

6hi
(y′′i+1 − y′′i ) ci =

1

hi
(yi+1 − yi) −

1

6
hi(y

′′
i+1 + 2y′′i ). (4.16)

Es lassen sich somit die kubischen Polynomesi(x) in jedem Teilintervall eindeutig bestimmen,
wenn neben den Stützwertenyk auch die Größeny′′k bekannt sind. Damit wäre neben der Interpo-
lationseigenschaft auch gleich die Stetigkeit der zweitenAbleitung vons(x) gesichert.

Was nun zu zeigen wäre, ist, dass aus denyi, y
′′
i auch die Stetigkeit vons(x) folgt. Setzen wir die

Darstellung derai, bi, ci unddi in (4.5) ein, so erhalten wir füri = 0, . . . , n− 2,

s′i(xi+1) = 3h2
i ai + 2hibi + ci

= 3h2
i

(
1

6hi
(y′′i+1 − y′′i )

)
+ 2hi

(
1

2
y′′i

)
+

1

hi
(yi+1 − yi) −

1

hi
(y′′i+1 + 2y′′i )

= hi

(
1

2
y′′i+1 −

1

2
y′′i + y′′i − 1

6
y′′i+1 −

1

3
y′′i

)
+

1

hi
(yi+1 − yi)

=
hi

6
(2y′′i+1 + y′′i ) +

1

hi
(yi+1 − yi),

bzw.

s′i−1(xi) =
1

hi−1
(yi − yi−1) +

hi−1

6
(2y′′i + y′′i−1), i = 1, . . . , n− 1. (4.17)
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Die Stetigkeit vons′(x) an den inneren Knoten liefert mit der letzten Gleichung(4.17) wegen der
Darstellung vonci aus (4.4) und (4.16) die Gleichung

1

hi−1
(yi − yi−1) +

1

6
hi−1(2y

′′
i + y′′i−1)

= s′i−1(xi)
!
= s′i(xi) = ci =

1

hi
(yi+1 − yi) −

1

6
hi(y

′′
i+1 + 2y′′i ).

Sortieren vony′′k nach links,yk nach rechts und anschließende Multiplikation mit6 liefert

hi−1y
′′
i−1 + 2(hi−1 + hi)y

′′
i + hiy

′′
i+1 =

6

hi
(yi+1 − yi) −

6

hi−1
(yi − yi−1). (4.18)

Diese Bedingung muss für alle inneren Knotenx1, . . . , xn−1 erfüllt sein und liefert somitn − 1
Gleichungen für dien+ 1 Unbekannteny′′0 , . . . , y

′′
n.

Allerdings reichen dien − 1 Gleichungen fürn + 1 Unbekanntey′′0 , . . . , y
′′
n nicht aus, um diese

eindeutig zu bestimmen. Untersuchen wir nun die unterschiedliche Behandlung der Randbedin-
gungen.

4.1.1.1 Berücksichtigung natürlicher und vollsẗandiger Randbedingungen
Die vollständige Randbedingungs′(a) = f ′(a), bzw.s′(b) = f ′(b) liefert aufgrund von (4.4),
(4.5) und (4.16) die weitere Gleichung

s′(a) = s′0(x0) = c0 =
1

h0
(y1 − y0) −

1

6
(y′′1 + 2y′′0)

!
= f ′(a)

für den linken Rand. Somit folgt

2h0y
′′
0 + h0y

′′
1 =

6

h0
(y1 − y0) − 6f ′(a), (4.19)

bzw. aus

s′(b) = s′n−1(xn) = 3an−1h
2
n−1 − 2bn−1hn−1 + cn−1

=
hn−1

2
(y′′n − y′′n−1) + hn−1y

′′
n−1 +

1

hn−1
(yn − yn−1) −

1

6
hn−1(y

′′
n + 2y′′n−1)

= hn−1

(
1

2
y′′n − 1

2
y′′n−1 + y′′n−1 −

1

6
y′′n − 1

3
y′′n−1

)
+

1

hn−1
(yn − yn−1)

= hn−1

(
1

3
y′′n +

1

6
yn−1

)
+

1

hn−1
(yn − yn−1)

!
= f ′(b),

für den rechten Rand

hn−1y
′′
n−1 + 2hn−1y

′′
n = − 6

hn−1
(yn − yn−1) + 6f ′(b). (4.20)

Für dienatürlichen Randbedingungy′′0 = y′′n = 0 ergeben sich folgende Gleichungen

y′′0 = 0, (4.21)

y′′n = 0. (4.22)

Natürliche und vollständige Randbedingungen können auch gemischt auftreten, d.h. an der Stelle
x0 ist nebenf(x0) auch die Ableitungf ′(x0) vorgegeben und an der Stellexn gilt yn = 0.
Im Fallen = 5 erhalten wir daraus folgendes lineares Gleichungssystem:
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⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆
h0 2(h0 + h1) h1

h1 2(h1 + h2) h2

h2 2(h2 + h3) h3

h3 2(h3 + h4) h4

⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆ ⋆




·




y′′0
...

...
y′′5




=




⋆
6
h1

(y2 − y1) − 6
h0

(y1 − y0)
6
h2

(y3 − y2) − 6
h1

(y2 − y1)
6
h3

(y4 − y3) − 6
h2

(y3 − y2)
6
h4

(y5 − y4) − 6
h3

(y4 − y3)

⋆




. (4.23)

Die in diesem Schema mittels⋆ gekennzeichnete erste und letzte Zeile ist dabei durch die Wahl
der Randbedingungen(4.19), (3.22) bzw.(3.35), (3.36) gegeben.
Für vollständige Randbedingungen sind in(4.23) erste und letzte Zeile durch die Gleichungen
(4.19) und(4.21) zu ersetzen, sodass wir erhalten:




2h0 h0

⋆ ⋆ ⋆
.. .
⋆ ⋆ ⋆

hn−1 2hn−1







y′′0
⋆
...
⋆
y′′n




=




6
h0

(y1 − y0) − 6f ′(a)
⋆
...
⋆

− 6
hn−1

(yn − yn−1) + 6f ′(b)



.

Hierbei sind die mit⋆ gekennzeichneten Zeilen1 bisn− 1 dem System(4.23) zu entnehmen.
Analog erhalten wir für die Randbedingungeny′′0 = f ′′(a), y′′n = f ′′(b)




1
⋆ ⋆ ⋆

. . .
⋆ ⋆ ⋆

1







y′′0
⋆
...
⋆
y′′n




=




f ′′(a)
⋆
...
⋆

f ′′(b)



.

Da im letzten Gleichungssystemy′′0 undy′′n explizit bekannt sind, können wir es wie folgt reduzie-
ren:




2(h0 + h1) h1

h1 2(h1 + h2) h2

. . .
hn−2 2(hn−2 + hn−1)


 ·




y′′1
...
...

y′′n−1




=




⋆ − h0y
′′
0

⋆
⋆
⋆− hn−1y

′′
n




Bemerkung 4.1.6 Man beachte, dassy′′0 = C0 undy′′n = C1 mit C0, C1 ∈ R nicht die Matrix,
sondern nur die rechte Seite modifiziert, damit also auch eine Verallgemeinerung der natürlichen
Randbedingungen möglich ist.

4.1.1.2 Berücksichtigung periodischer Randbedingungen
Die Stützstellenx0 < · · · < xn seien nun so festgelegt, dassxn = x0 + T , wobeiT die Periode
der gesuchten Funktion darstelle.
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Die periodischen Randbedingungen sind

f(x0) = f(xn), f ′(x0) = f ′(xn) sowie f ′′(x0) = f ′′(xn).

Mit den Größeny0 = yn, y1, . . . , yn und den Unbekannteny′′0 = y′′n, y
′′
1 , . . . , y

′′
n−1 ist die Stetig-

keit an denn Stützstellenx0, . . . , xn−1 zu erfüllen (beachte, dass die Stetigkeit beix0 der beixn

aufgrund der Periodizität entspricht).

Für die inneren Knotenx1, . . . , xn−1 sind die Gleichungen gegeben durch(4.18). Aber auch zum
Knotenx0 sind die Gleichungen durch(4.18) gegeben, wenn man bei der Formulierung

h−1 = x0 − x−1 = xn − xn−1 = hn−1

y′′−1 = y′′n−1 undy−1 = yn−1

beachtet, da zu jedem Knotenxi nur die Informationenyi−1, yi, yi+1 undy′′i−1, y
′′
i , y

′′
i+1 benötigt

werden, d.h. die Daten vom linken, rechten Nachbarn sowie vom Knoten selbst.

x−1 x0 xn−1 xn

h−1 hn−1

PeriodeT

Abb. 4.3: Nummerierung im Fall periodischer Randbedingungmit PeriodeT

Das System lautet dann allgemein fürn− 1 = N,xN+1 = x0 + T




2(hN + h0) h0 hN

h0 2(h0 + h1) h1

h1 2(h1 + h2) h2

. . . . ..
hN−2 2(hN−2 + hN−1) hN−1

hN hN−1 2(hN−1 + hN )




·




y′′0
y′′1
y′′2
...
...

y′′N−1

y′′N




=




6
h0

(y1 − y0) − 6
hN

(y0 − yN )
6
h1

(y2 − y1) − 6
h0

(y1 − y0)
6
h2

(y3 − y2) − 6
h1

(y2 − y1)
...

6
hN−1

(yN − yN−1) − 6
hN−2

(yN−1 − yN−2)
6

hN
(y0 − yN ) − 6

hN−1
(yN − yN−1)




Bemerkung 4.1.7 Die natürlichen Randbedingungen entsprechen also geradeder Situation, dass
das Zeichenwerkzeug außerhalb des Interpolationsintervalls gerade ist. Da bei den vollständigen
Randbedingungen mehr Informationen über die zu interpolierende Funktion eingehen, sind auch
deren Interpolationseigenschaften besser.

Eine Matlab-Realisierung zur Berechnung der Koeffizientenai, bi, ci, di für alle Intervalls
[xi, xi+1], i = 0, . . . , n− 1) ist im Folgenden wieder gegeben.
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MATLABMATLABMATLAB -Funktion: CoeffSpline.m

1 function coeff = CoeffSpline(t,y,kind,param)
2 % param(1,1)=f’(a) bzw. f’’(a) (abh ängig von der Wahl von kind)
3 % param(2,1)=f’(b) bzw. f’’(b)
4 n=length(t);
5 dy = y(2: end)-y(1: end-1);
6 %% Berechnung des "Kerns" von A und b
7 h1 = t(2:n)-t(1:n-1);
8 h2 = t(3: end)-t(1: end-2);
9 A = sparse(n,n);

10 B = [h1,[2 * h2;0],[h1(2: end);0]];
11 A(2:n-1,:)= spdiags(B,[0,1,2],n-2,n);
12 b = zeros(n,1);
13 b(2:n-1)=6 * ((y(3:n)-y(2:n-1))./h1(2:n-1)-...
14 (y(2:n-1)-y(1:n-2))./h1(1:n-2));
15 %% Erweiterung von A und b f ür unterschiedliche Randbedingungen
16 switch kind
17 case ’nat’
18 A(1,1)=1; A(n,n)=1;
19 b(1)=param(1); b( end)=param(2);
20 case ’per’
21 if y(1)˜=y( end)
22 error( ’This data is not applicable for periodic splines’ )
23 end
24 A(1,[1,2,n-1])=[2 * (h1(1)+h1( end)),h1(1),h1( end)];
25 A(n,[1,n])=[1,-1];
26 b(1)=6 * ((y(2)-y(1))/h1(1)-(y(1)-y( end-1))/h1( end));
27 case ’compl’
28 A(1,[1,2])=[2 * h1(1),h1(1)];
29 A(n,[n-1,n])=[h1( end),2 * h1( end)];
30 b(1)=6 * (y(2)-y(1)-param(1));
31 b(n)=-6 * (y( end)-y( end-1)+param(2));
32 otherwise
33 error( ’This kind does not exist!’ )
34 end
35 %% Berechnung der y’’
36 y2d=A\b;
37 %% Berechnung der Koeffizienten a,b,c,d
38 coeff=[y(1: end-1),...
39 (y(2: end)-y(1: end-1))./h1(1: end)-h1(1: end). * (y2d(2: end)+2 *

y2d(1: end-1))/6,...
40 y2d(1: end-1)/2,(y2d(2: end)-y2d(1: end-1))./(6 * h1(1: end))]’;

4.1.2 Punktauswertung kubischer Splines

Nachdem wir im letzten Abschnitt analysiert haben, wie sichaus den Daten
a = x0 < x1 < · · · < xn = b und y0, . . . , yn ein kubischer Spline bestimmen läßt, stellt
sich nun die Frage, wie wir diesen auswerten können. Im Gegensatz zu einem Polynom, sind die
Splines nur jeweils stückweise definiert, d.h. wollen wir an einer Stellex ∈ [a, b] den Splines(x)
auswerten, müssen wir erstj mit x ∈ [xj, xj+1] bestimmen.
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4.1.2.1 Sequentielle Suche
Bei der trivialen Realisierung, bei der man nacheinanderj = 0, 1, . . . , n− 1 durchgeht und testet,
ob x in [xj , xj+1] liegt, benötigt man bei einer äquidistanten Unterteilung |xj+1 − xj | =: h,
j = 0, . . . , n − 1 in n Teilintervalle durchschnittlich(n − 1)/2 Abfragen. Dax mit der gleichen
Wahrscheinlichkeit1/n in einem der Intervalle[xj , xj+1] , j = 0, . . . , n−1, liegt, wird bei einem
x, welches im letzten

(
n-ten

)
Intervall [xn−1, xn] oder vorletzten Intervall[xn−2, xn−1] vorher

(n− 1)-mal ein Test auf
”
x liegt im Intervall“ durchgeführt. Für einx, welches imj-ten Intervall

[xj−1, xj ] liegt, wird eine solchëUberprüfungj-mal durchgeführt, d.h. durchschnittlich werden

1

n
+

2

n
+ . . .+

n− 2

n
+
n− 1

n
+
n− 1

n
=
n(n− 1)

2n
+
n− 1

n
≈ n− 1

2
+ 1

Tests benötigt.

4.1.2.2 Bin̈are Suche
Wie man schnell sieht, ist man mit einer binären Suche deutlich schneller. Vereinfachen wir die
Voraussetzungen insofern, dass wir vonn = 2s Intervallen ausgehen und unserx liege mit der
gleichen Wahrscheinlichkeit in einem der Teilintervalle.Mit einem Test obx in den ersten2s−1

oder den letzten2s−1 Intervallen liegt, reduzieren wir die Problemgröße auf die Hälfte und erhal-
ten nachs Tests das gesuchte Intervall.

Gilt nun 2s−1 < n ≤ 2s, so wähle man2s − n virtuelle Intervalle[a, b] und nachs Bisektionen
hat man das gesuchte Intervall gefunden. Die Anzahl der Tests ist für 2s−1 < n ≤ 2s gerade
s = ⌈log2 n⌉.

Beispiel 4.1.8 (Vergleich seuentielle und bin̈are Suche) Für n = 100(10000) benötigt man
durchschnittlich bei der sequentiellen Suche dem51(5001) Tests und bei der binären Suche nur
7(14) Tests.

Nachfolgend führen wir die entsprechendenMatlab-Zeilen zur Auswertung mittels sequentiel-
ler und binärer Suche an. In beiden Fällen wird das Vorgehen durch die entsprechendeMatlab-
Ausgabe verdeutlicht:

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: sequentiellesuche.m

1 function k = sequentielle_suche(x,x0)
2 % x_1 < x_2 < x_3 < < x_n
3 % Finde kleinstes k, sodass x0 in [x_k,x_(k+1)]
4 % und setze k = 0, wenn es kein solches k gibt
5 for k = 1: length(x)-1
6 if x(k) <= x0 && x0 <= x(k+1)
7 return
8 end
9 end

10 k = 0;

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: binaeresuche.m
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1 function k_unten = binaeresuche(x,x0)
2 % x_1 < x_2 < x_3 < < x_n
3 % Finde kleinstes k so dass x0 in [x_k,x_(k+1)]
4 % und setze k = 0, wenn es kein solches k gibt
5 if x0 < x(1) || x( end) < x0
6 k_unten = 0;
7 return
8 end
9 k_unten = 1;

10 k_oben = length(x);
11 while k_oben - k_unten > 1
12 k_mitte = floor((k_unten + k_oben)/2); %rundet -> -inf
13 if x(k_unten)<= x0 && x0 <= x(k_mitte)
14 k_oben = k_mitte;
15 else
16 k_unten = k_mitte;
17 end
18 end

MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:

Als Ausgabe erhalten wir: >> N=10ˆ6,x=[1:N];x0=N * rand(100,1);
>> tic, for k=1:100,

sequentiellesuche(x,x0(k)); end, toc
N =

1000000
Elapsed time is 1.844000 seconds.
>> N=10ˆ6,x=[1:N];x0=N * rand(100,1);
>> tic, for k=1:100,

binaeresuche(x,x0(k)); end, toc
N =

1000000
Elapsed time is 0.016000 seconds.

4.1.2.3 Suche mit korrelierten Daten

Häufig kommt man bei der Auswertung des Splines noch zu einerspeziellen Situation, nämlich die
Auswertung vons an einer aufsteigenden Folgetj ≤ tj+1 von Punktentj ∈ [a, b], j = 1, . . . ,m.
Gilt tj ∈ [xkj

, xkj+1], kj ∈ {0, . . . , n − 1}, so ist klar, dass mantj+1 nur noch in der Teilmenge
[xkj

, b] suchen muss. Wäre nur noch ein Intervall zu suchen, böte die Bisektionsmethode einen
effizienten Suchalgorithmus, wenn aber noch mehrere Intervalle für tj+1, . . . , tm zu lokalisieren
sind, wird das nächstekj+1 in der Nähe des zuletzt bestimmtenkj liegen. Dies muss aber keines-
wegs dasselbe oder auch das nächste Intervall sein. Die Idee des folgenden

”
Jagd“-Algorithmus

ist es, das nächstekj+1 durchgrößerwerdende Schritte einzuschachteln.
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Gilt tj+1 /∈ [xkj
, xkj+1] so teste man nacheinander

tj+1 ∈ [xkj+1, xkj+2] ?

tj+1 ∈ [xkj+2, xkj+4] ?

tj+1 ∈ [xkj+4, xkj+8] ?

...

Hat man hierdurch ein Intervall identifiziert, wendet man bezüglich diesem Intervall die Bisekti-
onsmethode an. Im

”
Worstcase“ benötigt man zweimal länger als mit der Bisektionssuche, aber

im besten Fall ist man um den Faktorlog2 n schneller.

Nachfolgend der oben erwähnte
”
Jagd“-Algorithmus inMATLAB-Implementierung:

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: lokalisierejagd.m

1 function ks = lokalisierejagd(xs,x0)
2 % xs(1) < xs(2) < xs(3) < ... < xs(n)
3 % Finde f ür alle x0’s die kleinsten k’s, sodass x0 in [xs(k),xs(k

+1)]
4 ks = zeros( length(x0),1);
5 n = length(xs);
6 k = 1;
7 for j = 1: length(x0)
8 inc = 1;
9 k_next = k + 1;

10 while k_next <= n && x0(j) > xs(k_next) % hunting
11 k = k_next;
12 k_next = k_next + inc;
13 inc = 2 * inc;
14 end
15 k_next = min(k_next,n);
16 if k_next > k+1 % bisection
17 k = k + binaeresuche(xs(k:k_next),x0(j)) - 1;
18 end
19 ks(j) = k;
20 end
21 end

MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:

Besteht der Spline ausn Intervallen
und gesucht ist die Auswertung
anm ≪ n Stützstellen so benöti-
gen lokalisierejagd und
binaeresuche etwa gleich viel
Zeit.

>> m = 20001; n = 80001;
>> nodes = linspace(0,1,n);
>> x0 = linspace(0,1,m);
>> tic, s = lokalisierejagd(nodes,x0);toc
Elapsed time is 0.448687 seconds.
>> t=zeros(m,1);
>> tic,for j = 1:m,t(j) = binaeresuche(

nodes,x0(j)); end,toc
Elapsed time is 0.349985 seconds.
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Ist jedoch die Anzahl der Aus-
wertung deutlich größer als die
Anzahl der Intervalle, auf dem
der Spline stückweise definiert ist,
so ist lokalisierejagd deut-
lich schneller alsbinaeresuche .

>> m = 80001; n = 20001;
>> nodes = linspace(0,1,n);
>> x0 = linspace(0,1,m);
Elapsed time is 0.023416 seconds.
>> tic, s = lokalisierejagd(nodes,x0);toc
>> t=zeros(m,1);
>> tic,for j = 1:m,t(j) = binaeresuche(

nodes,x0(j)); end,toc
Elapsed time is 1.382369 seconds.

4.2 Bézier-TECHNIK

Computer-gestützte Konstruktionen von Objekten, wie z.B. durch CAD-Anwendungen (Compu-
ter Aided Design), erfordern das schnelle Zeichnen und Manipulieren von Kurven und Flächen. In
den sechziger Jahren entwickelten,Bézier1 undde Casteljau2, die als Ingenieure bei den französi-
schen Automobilherstellern Renault und Citroen beschfäftigt waren, die Idee für ein Verfahren zur
Umwandlung einer beliebigen Form in eine mathematische Vorschrift einer Kurve.

Als Vorbereitung für die beiden folgenden Abschnitte werden wir hier zunächst auf die mathema-
tische Beschreibung und Darstellung von Kurven und Flächen eingehen.

4.2.1 Parametrisierte Kurven und Fl̈achen
Die beiden häufigsten Methoden, um Kurven oder Flächen mathematisch zu beschreiben, sind die
implizite Darstellung und die parametrisierte Form.

Die implizite Darstellung einer Kurve in derxy-Ebene hat die Form

f(x, y) = 0.

Zu einer gegeben Kurve ist diese Darstellung eindeutig bis auf eine multiplikative Konstante. Ein
Beispiel ist der Einheitskreis, definiert durch die Gleichung f(x, y) = x2 + y2 − 1 = 0.

In derParameterdarstellungwird jede Koordinate eines Punkts auf der Kurve seperat durch eine
explizite Funktion eines unabhängigen Parameters dargestellt,

C(t) = (x(t), y(t))T , a ≤ t ≤ b .

Somit istC(t) eine vektorwertige Funktion des Parameterest. Obwohl das Intervall[a, b] beliebig
sein kann, wird es üblicherweise auf[0, 1] normiert. Der erste Quadrant des Einheitskreises ist
definiert durch die Paremeterdarstellung

x(t) = cos(t), y(t) = sin(t), a ≤ t ≤ π/2 .

Substituiert manu = tan(t/2) so erhällt man die alternative Darstellung

x(u) =
1 − u2

1 + u2
, y(u) =

2u

1 + u2
, 0 ≤ u ≤ 1 .

Die parametrische Darstellung ist folglich nicht eindeutig.

Beide Darstellungsformen habenVor- und Nachteile, von denen einige hier genannt seien.
1Bézier, Pierre (1910-1999)
2de Casteljau, Paul (1930-)
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• Fügt man einez-Koordinate hinzu, so lässt sich die gegebene Parameterdarstellung einer
Kurve einfach in 3-dimensionalen Raum einbetten. Durch dieimplizite Form lassen sich
nur Kurven in derxy- (oderyz- oderyz-) Ebene darstellen.

• Parametrisierte Kurven haben eine natürliche Richtung (von C(a) zu C(b) für
a ≤ t ≤ b). Somit lassen sich einfach geordnete Folgen von Punkten erzeugen. Implizit
gegebene Kurven haben diese Eigenschaft nicht.

• In der Parameterdarstellung muss man manchmal mit
”
Anomalien kämpfen“, die nicht im

Zusammenhang stehen mit der wirklichen Geometrie. Ein Beispiel ist die Einheitskugel.
Verwendet man Kugelkoordianten so sind die Pole algorithmisch schwierige Punkte, ob-
wohl sie sich von den anderen Punkten nicht unterscheiden.

• Die Komplexität vieler geometrischer Operationen und Manipulationen hängt stark von der
Darstellung ab. Die Berechnung eines Punktes auf einer Kurve ist schwierig in der implizi-
ten Darstellung. Die Entscheidung, ob ein Punkt auf einer Kurve oder Fläche liegt ist jedoch
in impliziten Darstellung einfacher.

• Unbeschränkte Geometrien lassen sich nur schwer mit einerParameterdarstellung beschrei-
ben.

Lässt man beliebige Koordinatenfunktionenx(t), y(t), z(t) zur Beschreibung von Kurven zu, so
erhällt man eine riesige Auswahl an möglichen Kurven. Möchte man dies aber mit Hilfe eines
Rechners umsetzen, so gibt es einige Restriktionen zu berücksichtigen. Am besten wäre es, man
beschränkt sich auf eine Klasse von Funktionen, die

• die gewünschten Kurven präzise genug darstellt, wie sie für Berechnungen oder Darstellun-
gen benötigt werden,

• einfach, effizient und stabil sind,

• wenig Speicherplatz benötigen,

• mathematisch einfach gut verstanden sind (d.h. keine Heuristiken).

Eine naheliegende Wahl von Funktionen wären die Polynome.Obwohl sie die letzten beiden Punk-
te in der Wunschliste erfüllen, gibt es mehere wichtiger Kurven und Flächen, die sich nicht durch
Polynome darstellen lassen, z.B. Kreise und Kugeln.

Die Darstellung einer Kurve in monomialer Basisn-ten Grades ist gegeben durch

C(t) = (x(t), y(t), z(t))T =
n∑

j=0

ajt
j, 0 ≤ t ≤ 1,

mit aj = (xj , yj , zj)
T . Zu einem gegebenemt0 lässt sich der PunktC(t0) möglichst effizient mit

demHorner-Schemaberechnen:

• für den Grad= 1: C(t0) = a0 + t0a1

• Grad= 2: C(t0) = a0 + t0(a1 + t0a2)

• Grad= 3: C(t0) = a0 + t0(a1 + t0(a2 + t0a3))

• ...

• Grad= n: C(t0) = a0 + t0(. . . t0(an−2 + . . . t0(an−1 + t0an)))

In Matlab sieht der Algorithmus wie folgt aus.
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MATLABMATLABMATLAB -Funktion: horner.m

1 function f = horner(a,t0)
2 % Compute point on a power basis curve
3 f = a(:, end);
4 for k = size(a,2)-1:-1:1
5 f = f. * t0+a(:,k);
6 end

4.2.2 Bernstein-Polynome
Die monomile Basis ist nicht die einzige, um Polynome darzustellen. In Rahmen der Interpolation
wurden auch schon dieLagrange- und Newton-Basis diskutiert. Wir definieren nun zuerst eine
weitere Basis fürPn, nämlich dieBernstein3-Polynome. Obwohl die parametrisierten Funktionen,
dargestellt in monomialer Basis oder mitBernstein-Polynomen, mathematisch äquivalent sind, ist
die Darstellung mit Hilfe derBernstein-Polynome für die Darstellung von Kurven und Flächen
deutlich geeigneter. An entsprechender Stelle kommen wir auf diesen Punkt zurück.

Definition 4.2.1 (Bernstein-Polynom) Das i-te Bernstein-Polynom vom Gradn bezüglich des
Intervalls[0, 1] ist das PolynomBn

i ∈ Pn mit

Bn
i (t) =

n!

i!(n − i)!
ti(1 − t)n−i, i = 0, . . . , n. (4.24)
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Abb. 4.4: Bernstein-PolynomeB4
0 , . . . , B

4
0 auf dem Intervall[0, 1].

Bemerkung 4.2.2 (Affine Transformation derBernstein-Polynome) Mit der affinen Transfor-
mation

λ(t) ∈ [a, b] → t ∈ [0, 1], λ(t) :=
t− a

b− a

3Bernstein, Sergei Natanowitsch (1880-1968)
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kann man ein beliebiges Intervall[a, b] auf das Einheitsintervall[0, 1] transformieren. Dasi-te
Bernstein-Polynom vom Gradn bezüglich des Intervalls[a, b] ist dannBn

i (·; a, b) ∈ Pn mit

Bn
i (t; a, b) := Bn

i (λ(t)) = Bn
i

(
t− a

b− a

)
=

1

(b− a)n

(
n
i

)
(t− a)i(b− t)n−i.

Satz 4.2.3 (Eigenschaften derBernstein-Polynome) Die Bernstein-Polynome haben folgende
Eigenschaften:

(i) Positivität: Bn
i (t) ≥ 0 für alle i, n und0 ≤ t ≤ 1.

(ii) Zerlegung der Eins:
∑n

i=0B
n
i (t) = 1 für alle 0 ≤ t ≤ 1.

(iii) Bn
0 (0) = Bn

n(1) = 1.

(iv) Bn
i (t) hat genau ein Maximum im Intervall[0, 1], und zwar beit = i/n.

(v) Symmetrie:Bn
i (t) = Bn

n−i(1 − t) für i = 0, . . . , n.

(vi) Rekursionsformel:Bn
i (t) = (1−t)Bn−i

i (t)+tBn−1
i−1 (t); wir definierenBn

i (t) ≡ 0 für i < 0
oderi > n.

(vii) Ableitung:
d

dt
Bn

i (t) = n
(
Bn−1

i−1 (t) −Bn−1
i (t)

)

mitBn−1
−1 (t) ≡ Bn−1

n (t) ≡ 0.

(viii) Basis:Die Bernstein-Polynome{Bn
0 , . . . , B

n
n} bilden eine Basis vonPn.

Beweis.Vergleiche [Deuflhard] S. 228f. Satz 7.31.

Die Gleichung (4.24) liefertB0
0(t) = 1. Aus der Eigenschaft 4.2.3.(vi) gewinnen wir die linearen

und quadratischenBernstein-Polynome

B1
0(t) = (1 − t)B0

0(t) + tB0
−1(t) = 1 − t,

B1
1(t) = (1 − t)B0

1(t) + tB0
0(t) = t,

B2
0(t) = (1 − t)B1

0(t) + tB1
−1(t) = (1 − t)2, (4.25)

B2
1(t) = (1 − t)B1

1(t) + tB1
0(t) = 2t(1 − t),

B2
2(t) = (1 − t)B1

2(t) + tB1
1(t) = t2.

Die Eigenschaft 4.2.3.(vi) liefert einen einfachen Algorihmus, um Werte derBernstein-Polynome
zu einem gegebenent zu bestimmen. In Tabelle 4.1 ist dargestellt, welcheB0

k benötigt werden,
umB3

1 zu berechnen.
Berücksichtigt man die Nulleinträge (B0

−2 = B0
−1 = B0

1 = 0), d.h. man vernachlässigt die Terme
von denen man weiß, das sie verschwinden, so lassen sich allekubischenBernstein-Polynome,
wie in der folgenden Tabelle 4.2 dargestellt, effizient bestimmen.
Die FunktionAllBernstein.m kombiniert das in Tabelle 4.2 dargestellte Vorgehen mit Glei-
chung (4.24) um die Bernstein-Polynomen-ten Grades an einer gegeben Stellet zu bestimmen.

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: AllBernstein.m

1 function B = AllBernstein(n,x)
2 % Compute all n-th Bernstein polynomials
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0 = B0
−2 B2

−1

ց
B1

−1 B3
0

ր ց
0 = B0

−1 B2
0

ց ր ց
B1

0 B3
1

ր ց ր
1 = B0

0 B2
1

ց ր
B1

1 B3
2

ր
0 = B0

1 B2
2

Tab. 4.1: Berechnung vonB3
1 .

B1
−1 B3

0

ր
B0

−1 B2
0

ր ց
B1

0 B3
1

ր ց ր
1 = B0

0 B2
1

ց ր ց
B1

1 B3
2

ր ր
B0

1 B2
2

ց
B1

2 B3
3

Tab. 4.2: Berechnung aller kubischen Bernstein-Polynome.

3 B = zeros(n+1,1);
4 B(1) = 1;
5 for j=1:n
6 saved = 0;
7 for k=1:j
8 temp = B(k);
9 B(k) = saved + (1-x) * temp;

10 saved = x * temp;
11 end
12 B(j+1) = saved;
13 end

MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:
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Abb. 4.5: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

Die folgenden Zeilen stellen die
Bernstein-Polynome B8

0 , . . . , B
8
8

graphisch dar.

>> n = 8; no = 100;
>> t = linspace(0,1,no);
>> B = zeros(n+1,no);
>> for k=1:no,B(:,k)=AllBernstein(n,t(k));

end
>> hold on, for k=1:n+1, plot(t,B(k,:)),

end

Bemerkung 4.2.4 (Bézier-Darstellung eines Polynoms)Nach Satz 4.2.3 bilden dieBernstein-
Polynome{Bn

0 , . . . , B
n
n} eine Basis desPn. Daher lässt sich jedes Polynom vom Grad kleiner

gleichn als Linearkombination dieserBernstein-Basis-Polynome darstellen

Pn(t) =
n∑

j=0

βjB
n
j (t).

Die βi heißenBézier-Koeffizienten und diese Linearkombination wirdBézier-Darstellung des
PolynomsPn genannt.

4.2.3 B́ezierkurven
Kommen wir nun zur parametrisierten Darstellung einer Kurve im R

d.

C(t) = (x1(t), . . . , xd(t))
T .

Im d-dimensionalen kann man die Komponenten einer Kurve jeweils (analog zum ein-
dimensionalen) auch als Linearkombination derBernstein-Basis-Polynome darstellen. Diese Dar-
stellung ist dann die so genanntenBézierkurve:

Definition 4.2.5 (B́ezierkurve) Gegeben seienn+1 Kontrollpunkte Pj = (x1, . . . , xd)
T ∈ R

d,
d ∈ N. EineBézierkurve n-ten Grades zu gegebenenn + 1 PunktenPj ∈ R

d, j = 0, . . . , n,
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d ∈ N, ist für t ∈ [0, 1] definiert als

C(t) =

n∑

j=0

Bn
j (t)Pj . (4.26)

Bemerkung 4.2.6 Da die Bernstein-Polynome eine Zerlegung der Eins bilden, ist die Summe
ausgewertet für ein festest nichts anderes als die Linearkombination der gegebenen PunktePj .

Bemerkung 4.2.7 (Kontrollpolygon) Ist d = 2, so heißt die geradlinige Verbindung der Punkte
P0, . . . ,Pn dasKontrollpolygon .

4.2.4 Derde Casteljau-Algorithmus
Wir wollen nun dende Casteljau-Algorithmus einführen, welcher auf fortgesetzten Konvexkom-
binationen beruht. Dieser Algorithmus liefert die Grundlage für die Bedeutung der Bézierkurven.
Einerseits liefert er den FunktionswertC(t) einer Kurve an einer beliebigen Stelle und die Ablei-
tung. Andererseits ermöglicht er die schnelle Berechnungder Bézierkurve durch Unterteilung in
Teilsegmente.

Herleitung des Algorithmus: Betrachtet man eine Bézierkurve auf dem Intervall[0, 1], so ist es
möglich, diese in zwei neue Bézierkurven zu unterteilen:eine auf dem Teilintervall[0, t] und die
andere auf dem Teilintervall[t, 1].

Fürn = 2 undC(t) =
∑2

j=0B
2
j (t)Pj gilt

C(t) = (1 − t)2P0 + 2t(1 − t)P1 + t2P2

= (1 − t)

(
(1 − t)P0 + tP1︸ ︷︷ ︸

linear

)
+ t

(
(1 − t)P1 + tP2︸ ︷︷ ︸

linear

)
.

Somit kannC(t) als Linearkombination von zwei Bézierkurven1-ten Grades bestimmt werden.
Betrachten wir dies nun allgemeiner. Bezeichnen wir eine beliege Bézierkurven-ten Grades mit

P0

P1

P2

P1,0

P1,1

P2,0

Abb. 4.6: Berechnung eines Punktes durch wiederholte lineare Interpolation fürt = 2/5.

Cn(t : P0, . . . ,Pn), dann liefert uns die Rekursion 4.2.3.(vi) die Darstellung

Cn(t : P0, . . . ,Pn) = (1 − t)Cn−1(t : P0, . . . ,Pn−1) + tCn−1(t : P1, . . . ,Pn) .
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Dies liefert ein rekursives Verfahren zur Bestimmung vonC(t0) = Pn,0(t0) auf einer Bézierkurve
n-ten Grades, nämlich

Pk,j(t0) = (1 − t0)Pk−1,j(t0) + t0Pk−1,j+1(t0) für

{
k = 1, . . . , n
j = 0, . . . , n− k

(4.27)

Die Gleichung wird alsde Casteljau-Algorithmus bezeichnet.

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: deCasteljau1.m

1 function C = deCasteljau1(P,t)
2 % Compute point on a bezier curve using Casteljau
3 for k=1: size(P,2)-1
4 for i=1: size(P,2)-k
5 P(:,i) = (1-t) * P(:,i) + t * P(:,i+1);
6 end
7 end
8 C = P(:,1);

MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:

Die folgenden Zeilen liefern
das Kontrollpolygon und die
Bézierkurve zu den Punkten
P0 = (0, 0), P0 = (1,−1),
P0 = (3, 4) undP3 = (3, 3).

>> P=[0, 1, 2, 3;
>> 0 -1, 4, 3];
>> t = linspace(0,1,100);
>> for k=1:length(t)
>> C(:,k)= deCasteljau1(P,t(k));
>> end
>> plot(C(1,:),C(2,:),’k-’,

P(1,:),P(2,:),’r * :’);
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Abb. 4.7: Kontrollpolygon und Bézierkurve, Ergebnis des Matlab-Beispiels.
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Bemerkung 4.2.8 (Matrix-Matrix-Vektor Darstellung des de Casteljau-Algorithmus) Der de
Casteljau-Algorithmus kann algorithmisch günstig als Matrix-Matrix-Vektor-Produkt dargestellt
werden. SeiC(t) eine Bézierkurven-ten Grades, dann gilt

C(t) =
(

P0 P1 . . . Pn

)
Bn




tn

tn−1

...
t
1




mit einer für jedesn konstanten MatrixBn mit Komponenten

bi+1,k+1 =





(−1)i+k+n

(
n− i

k

)(
n

i

)
, für i = 0, 1, . . . , n, k = 0, 1, . . . , n − 1,

0, sonst.

Kommen wir nochmals auf den Vergleich der Darstellungen zurück, d.h. die Koordinatenfunktio-
nenx(t), y(t) undz(t) sind Polynome in monomialer Basis oder in der Bernstein-Basis. Betrach-
ten wir diesbezüglich einige Beispiele.

Beispiel 4.2.9Es sein = 1. Aus (4.25) erhalten wirB1
0(t) = 1 − t undB1

1(t) = t. Die Darstel-
lung (4.26) nimmt dann die Form

C(t) = (1 − t)P0 + tP1

an. Dies ist eine gerade Linie vonP0 nachP1.

Beispiel 4.2.10Es sein = 2. Aus (4.25) und (4.26) erhalten wir

C(t) = (1 − t)2P0 + 2t(1 − t)P1 + t2P2.

Dies ist eine parabolische Kurve vonP0 nachP2 (siehe Abb. 4.8 rechts). Man beachte, dass
der Polygonzug mit den PunktenP0,P1,P2, sprich das Kontrollpolygon, die Form der Kurve
näherungsweise gut approximiert. Für die Endpunkte giltP0 = C(0) und P2 = C(1). Die
tangentialen Richtungen an den Endpunkten sind parallel zuP1 − P0 undP2 − P1. Die Kurve
liegt im Dreieck mit den EckenP0,P1,P2.

P0 = C(0)

P1 = C(1)

P0 = C(0)

P1

P2 = C(1)

Abb. 4.8: Eine lineare (links) und quadratische (rechts) B´ezierkurve.

Beispiel 4.2.11Es sein = 3. Wir erhalten

C(t) = (1 − t)3P0 + 3t(1 − t)2P1 + 3t2(1 − t)P2 + t3P3.
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Beispiele kubischer Bézierkurven sind in Abb. 4.9 dargestellt. Man beachte, dass das Kontrollpo-
lygon näherungsweise die Kurve beschreibt. Für die Endpunkte giltP0 = C(0) undP3 = C(1).
Die tangentialen Richtungen an den Endpunkten sind parallel zu P1 − P0 und P3 − P2. Die
Kurve liegt in der konvexen Hülle der PunkteP0,P1,P2,P3. Keine Gerade schneidet die Kurve
häufiger als sie das Kontrollpolygon schneidet. Die Kurve krümmt sich beit = 0 in die gleiche
Richtung wieP0,P1,P2 bzw. beit = 1 wie P1,P2,P3.

P0

P1
P2

P3 P0

P1

P2
P3

P0 = P3

P1

P2

P0

P2
P1

P3

Abb. 4.9: Kubische Bézierkurve und zugehörige Kontrollpolygone.

4.2.5 B́ezierflächen
Die KurveC(t) ist eine vektorwertige Funktion in einer Variablen. Eine Fläche ist eine vektorwer-
tige Funktion in zwei Parameterns und t und stellt die Abbildung eines GebietsR derst-Ebene
in den 3-dimensionalen Raum dar, nämlich

S(s, t) = (x(s, t), y(s, t), z(s, t)))T , (s, t) ∈ R.

Es gibt mehrere Möglichkeiten, die Koordinatenfunktionen zu definieren. Der sicherlich einfachste
und häufig verwendete Ansatz, ist der des Tensorprodukts, d.h.

S(s, t) = (x(s, t), y(s, t), z(s, t))) =

m∑

i=0

n∑

j=0

fi(s)gj(t)bij

mit

bij = (xij, yij , zij) 0 ≤ s, t ≤ 1 .

Man beachte, dass die Definitionsmenge dieser Abbildung dasQuadrat[0, 1]2 ist. Verwendet man
als Basisfunktionen wieder die Bernstein-Polynome so erh¨alt man

S(s, t) =

m∑

i=0

n∑

j=0

Bm
i (s)Bn

j (t)Pij 0 ≤ s, t ≤ 1 . (4.28)
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Für ein festess0 gilt

Cs0(t) = S(s0, t) =

m∑

i=0

n∑

j=0

Bm
i (s0)B

n
j (t)Pij

=

n∑

j=0

Bn
j (t)

(
m∑

i=0

Bm
i (s0)Pij

)

=

n∑

j=0

Bn
j (t)Qj(s0), (4.29)

wobeiQj(s0) =
∑m

i=0B
m
i (s0)Pij , j = 0, . . . , n eine Bézierkurve ist, die auf der Fläche liegt.

(s0, t0)

S(0, 0)
S(1, 0)

S(1, 1)

S(0, 1)

z

x

y

Ct0(s)

Cs0(t)
S(s0, t0)

s

t

Abb. 4.10: Eine Tensorproduktfläche und isoparametrischeKurven.

0

1

B2
0(s)

1

1

0

B3
1(t)

1

B2
0(s)B3

1(t)

s

t

Mittels (4.29) kann man also (4.28) zu gegebenen (s0, t0) durch mehrmaliges Anwenden des
eindimensionalende Casteljau-Algorithmus bestimmen. Dieses Vorgehen ist in der Routine
deCasteljau2.m realisiert.
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MATLABMATLABMATLAB -Funktion: deCasteljau2.m

1 function S = deCasteljau2(P,s,t)
2 % Compute a point on a Bezier surface
3 n = size(P,2); m = size(P,3);
4 if n <= m
5 for j = 1:m
6 Q(:,j) = deCasteljau1(squeeze(P(:,:,j)),s);
7 end
8 S=deCasteljau1(Q,t);
9 else

10 for i = 1:n
11 Q(:,i)=deCasteljau1(squeeze(P(:,i,:)),t);
12 end
13 S=deCasteljau1(Q,s);
14 end

In Abb. 4.11 ist das Kontrollnetz und die Bézierfläche beispielhaft dargestellt.

0
0.5

1
1.5

2
2.5

3

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

Abb. 4.11: Beispiel eines Kontrollnetz und Bézierfläche in R
2.

4.3 GRUNDLEGENDE ALGORITHMEN

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: CurveKnotIns.m

1 function [U,Q] = CurveKnotIns(p,U,P,t,k,s,r)
2 if p < s+r, Q=P; return, end
3 % compute new curve from knot insertion
4 np = length(U)-p-1;
5 % unaltered control points
6 Q = P(:,1:k-p);
7 Q(:,k-s+r:np+r)=P(:,k-s:np);
8 R = P(:,k-p:k-s);
9 for j=1:r % insert new knot r times

10 L=k-p+j-1;
11 for i=1:p-j-s+1
12 alpha = (t-U(L+i))/(U(i+k)-U(L+i));
13 R(:,i) = alpha * R(:,i+1)+(1-alpha) * R(:,i);
14 end
15 Q(:,L+1) = R(:,1);
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16 Q(:,k+r-j-s)= R(:,p-j-s+1);
17 end
18 %copy remaining control points
19 Q(:,L+2:k-s)= R(:,2:k-s-L);
20 % new knot vevtor
21 U = [U(1:k),t * ones(1,r),U(k+1: end)];

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: CurveSplit.m

1 function [U1,P1,U2,P2] = CurveSplit(p,U,P,t)
2 if t==U(1)
3 U1=[];P1=[];U2=U;P2=P; return
4 elseif t==U( end)
5 U1=U;P1=P;U2=[];P2=[]; return
6 end
7 k = FindSpan(p,U,t);
8 s = sum((t==U));
9 if p>s

10 [U,P]=CurveKnotIns(p,U,P,t,k,s,p-s);
11 end
12 U1 = U([1:k+p-s,k+p-s])-U(1);
13 U1 = U1/ max(U1); P1 = P(:,1:k);
14 U2 = U([k+1-s,k+1-s: end])-U(k+1-s);
15 U2 = U2/ max(U2); P2 = P(:,k-s: end);

MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:

Die folgenden Zeilen stellen die
Bernstein-Polynome B8

0 , . . . , B
8
8

graphisch dar.

>> P =[0,1,5,5;
0,2,0,1];

>> U = [0,0,0,0,1,1,1,1];
>> p = 3;
>> t = 1/3;
>> [U1,P1, U2, P2] = CurveSplit(p,U,P,t)
U1 =

0 0 0 0 1 1 1 1
P1 =

0 0.3333 1.0000 1.7407
0 0.6667 0.8889 0.9259

U2 =
0 0 0 0 1 1 1 1

P2 =
1.7407 3.2222 5.0000 5.0000
0.9259 1.0000 0.3333 1.0000
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C(1/3)

C(0)

C(1)

C1(0)

C2(1)
C1(1) = C2(0)

Abb. 4.12: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

Halbierung

C1,1, C2,1 C1,1, C2,2 C1,2, C2,1 C1,2, C2,2

Abb. 4.13: Testen auf gemeinsamen Schnitt der einzelnen konvexen Hüllen nach Halbierung der
einzelnen BézierkurvenC1 = C1,1 ∪C1,2 undC2 = C2,1 ∪ C2,2.
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MATLABMATLABMATLAB -Funktion: isLine.m

1 function [ flag,P0,P1] = isLine(P,tol1,tol2)
2 S = mean(P,2);
3 PmS = P-S* ones(1, size(P,2));
4 [j,k] = max( sum( abs(PmS)));
5 rot = GivensRotMat(PmS(1,k),PmS(2,k));
6 Q = rot’ * ([PmS(1,:);PmS(2,:)]);
7 h = max(Q,[],2)- min(Q,[],2);
8 if h(2) <= max(tol1,tol2 * h(1))
9 flag = 1;

10 P0 = S + rot * [h(1);0]/2;
11 P1 = S + rot * [-h(1);0]/2;
12 else
13 flag = 0; P0=[];P1=[];
14 end

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: LineIntersect.m

1 function [ flag,s] = LineIntersect(x,y)
2 % check for intersection of two line segments
3 % 0 no intersection, 1 one or more intersection points
4 dx = x(:,2)-x(:,1); mx = norm(dx);
5 dy = y(:,2)-y(:,1); my = norm(dy);
6 dw = (y(:,2)+y(:,1)-x(:,2)-x(:,1)); mw = norm(dw);
7 flag = 1;s=[];
8 if abs( det([dx,dy])) >= 1e-12 * mx* my % check for non parallel
9 if ˜ sum( abs([dx,dy]\dw)>1)

10 t = [dx,dy]\dw;
11 s = ((x(:,2)+x(:,1))+t(1) * dx)/2;
12 return
13 end
14 elseif det([dx,dw]) < max(1e+10 * realmin,1e-12 * mx* mw) % on common

line
15 mm = [((x(:,2)+x(:,1))/2) * [1,1],((y(:,2)+y(:,1))/2) * [1,1]];
16 dd = [dx,dx,dy,dy];
17 xx = [dw+dy,dw-dy,-dw+dx,-dw+dx];
18 for j=1:4
19 t = xx(:,j)’ * dd(:,j)/(dd(:,j)’ * dd(:,j));
20 if abs(t)<=1
21 s = mm(:,j)+t/2 * dd(:,j);
22 return
23 end
24 end
25 end
26 flag = 0;

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: comConvHull.m
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1 function flag = comConvHull(xy,st)
2 if comBoundingBoxes( min(xy,[],2), max(xy,[],2), ...
3 min(st,[],2), max(st,[],2))
4 flag = 1;
5

6 if inConvHull(xy, mean(st(:,1: end-1),2)), return, end
7 if inConvHull(st, mean(xy(:,1: end-1),2)), return, end
8

9 for j = 1: size(xy,2)-1
10 for k = 1: size(st,2)-1
11 if LineIntersect(xy(:,j:j+1),st(:,k:k+1))
12 return
13 end
14 end
15 end
16 end
17 flag = 0;

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: CurveBisection.m

1 function points = CurveBisection(p1,U1,Q1,p2,U2,Q2,tol)
2 [flag1,a1,b1] = isLine(Q1,tol(1),tol(2));
3 [flag2,a2,b2] = isLine(Q2,tol(1),tol(2));
4 if flag1 && flag2 % both segments are lines
5 [ flag,points] = LineIntersect([a1,b1],[a2,b2]);
6 else
7 xy = myConvHull(Q1,flag1,a1,b1);
8 st = myConvHull(Q2,flag2,a2,b2);
9 points =[];

10 if comConvHull(xy,st) % intersection of convex hulls non empty
11 [U11,Q11,U21,Q21] = CurveSplit(p1,U1,Q1,( max(U1)- min(U1))/2);
12 [U12,Q12,U22,Q22] = CurveSplit(p2,U2,Q2,( max(U2)- min(U2))/2);
13 points = [points,CurveBisection(p1,U11,Q11,p2,U12,Q12 ,tol)];
14 points = [points,CurveBisection(p1,U11,Q11,p2,U22,Q22 ,tol)];
15 points = [points,CurveBisection(p1,U21,Q21,p2,U12,Q12 ,tol)];
16 points = [points,CurveBisection(p1,U21,Q21,p2,U22,Q22 ,tol)];
17 end
18 end
19

20 function h = myConvHull(Q, flag,a,b)
21 % Q
22 % [flag,a,b] = isLine(Q,1e-7,1e-7)
23

24 if flag
25 h = [a,b,a];
26 else
27 h = Q(:,convhull(Q(1,:),Q(2,:)));
28 end
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Abb. 4.14: Ergebnis der Matlab-Zeilen.

MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:

Die folgenden Zeilen stellen die
Bernstein-Polynome B8

0 , . . . , B
8
8

graphisch dar.

>> P1=[3 0,0,7,6;
3,2,1,2,1]; p1=3;

>> U1 = [0,0,0,0,1/2,1,1,1,1];
>> P2 = [7,2,1,2,7;

3,0,1,2,0]; p2=2;
>> U2 = [0,0,0,1/3,2/3,1,1,1];
>> CurveBisection(p1,U1,P1,p2,U2,P2, ...

[1e-9,1e-7])
ans =

1.5038 4.6028 2.5178
1.5037 1.6214 1.5214

4.4 B-SPLINES

In Abschnitt 4.1 haben wir uns mit den kubischen Splines beschäftigt und diese mit einem direkten
Ansatz der Form

si(x) = ai(x− xi)
3 + bi(x− xi)

2 + ci(x− xi) + di,

hergeleitet. Bis auf eine Verschiebung umxi ist dies ein monomialer Ansatz. Im Folgenden wollen
wir uns mit einem allgemeineren4 Ansatz beschäftigen, der durch die Anwendung in der Compu-
tergrafik motiviert ist.

Wir hatten bereits gesehen, dass die Dimension des SplineraumsdimSk(T ) = k + n =: ℓ ist.
Die Frage ist nun: Kann man eine einfach handhabbare Basis f¨ur Sk(T ) konstruieren? Wir suchen
nun eine geeignete Basis, die ähnlich gute Eigenschaften wie die Bernstein-Polynome hat.

Zunächst halten wir aber der Vollständigkeit halber fest, dass es eine numerisch nicht brauchbare
Basis aus den Monomen und abgebrochenen Potenzen gibt:

4Allgemeiner bzgl. des Polynomgrads auf jedem Teilintervall, als auch der Glattheitsanforderung an den Knoten
zwischen den Teilintervallen, bzw. an den beiden Endpunkten.
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Bemerkung 4.4.1 (Basis für den Splineraum)Für dieabgebrochenen Potenzen

xν
+ :=

{
xν , falls x ≥ 0,
0, falls x < 0,

gilt (x− xi)
k
+ ∈ Sk(T ), i = 1 . . . , n− 1. Es gilt sogar, dass

{xi, i = 0, . . . , k} ∪ {(x− xi)
k
+, i = 1, . . . , n− 1} (4.30)

eine Basis fürSk(T ) bildet (Übung). Diese ist jedoch numerisch unbrauchbar, denn

• sie besteht aus
”
globalen“ Funktionen,

• sie ist äußest schlecht konditioniert.

Wir werden in diesem Abschnitt eine Basis für den Splineraum Sk(T ) einführen, deren Basis-
funktionen einen Träger minimaler Länge haben (Monome haben ganzR als Träger) und deren
Elemente sich effektiv und numerisch stabil berechnen lassen. Wir erinnern daran, dass mit dem
Tr äger (engl. support) einer Funktionf : R → R die Menge

supp(f) := {x ∈ R, f(x) 6= 0}

bezeichnet wird, wobei der Strich den Abschluß der Menge bezeichnet. Splines, die in dieser Basis
dargestellt werden, nennt manB-Splines. Der heutige Erfolg der Splines hängt i.W. an der Kon-
struktion dieser Basis.

Vorab betrachten wir allerdings zwei Spezialfälle, die unterschiedliche Basen veranschaulichen:

Beispiel 4.4.2 (Basis vonS0(T )) Gegeben sei eine KnotenfolgeT = {x0 = 0, x1, x2, x3}. Für
k = 0 bedeutetCk−1([a, b]) = C−1([a, b]), dass es sich um unstetige Funktionen ausPk = P0

handelt, also um stückweise Konstanten. Fürk = 0, n = 3 undx0 = 0 kann man leicht zwei
Basen vonS0(T ) angeben:

) ) )

x0 x1 x2 x3 x0 x1 x2 x3

1 1

g2,0

g1,0

g0,0

N0
0 N0

1 N0
2

Abb. 4.15: Zwei Basen vonS0(T ).

g0,0(x) = x0 ≡ 1 = (x− x0)
0
+, N0

i = χ[xi,xi+1), i = 0, 1, 2.

g1,0(x) = (x− x1)
0
+,

g2,0(x) = (x− x2)
0
+,

wobei

χ[xi,xi+1) :=

{
1, falls xi ≤ x < xi+1

0 sonst.

die Indikatorfunktion auf dem halb offenen Intervall[xi, xi+1) bezeichnet. Offenbar ist die zweite
Basis

”
lokaler“: Die Träger von{Ni,1 : i = 0, 1, 2} sind bezüglich der Knotenxi minimal.
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Abb. 4.16: Erste Basis fürS1(T ) gemäß (4.30).

Beispiel 4.4.3 (Basis vonS1(T )) Gegeben sei eine KnotenfolgeT = {x0, x1, x2, x3}. Fürk = 1
bestehtS2(T ) aus stückweise linearen stetigen Funktionen. Fürn = 3 erhalten wir wiederum zwei
Basen, zunächst gemäß (4.30)

{x0, x1} ∪ {(x− x1)+, (x− x2)+}.
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Abb. 4.17: Zweite Basis fürS1(T ) bestehend aus
”
Hutfunktionen“.

Mit der folgenden Umbenennungti := xi, i = 0, . . . , n und zwei Hilfsknotent−1 < t0, und
t4 > t3 (deren Lage auf[a, b] keinerlei Einfluss hat), definiert man

N1
j (x) :=





x−tj−1

tj−tj−1
, tj−1 ≤ x ≤ tj,

tj+1−x
tj+1−tj

, tj ≤ x ≤ tj+1,

0, sonst.

(4.31)

Man kann sich leicht überlegen, dass die so definierten{N1
j ; j = 0, . . . , n} eine Basis vonS1(T )

bilden: Zunächst giltN2
j ∈ S1(T ) und die Kardinalität istn + 1 = dimS1(T ). Bleibt noch die

lineare Unabhängigkeit zu zeigen. Angenommen, es gelte

n∑

j=0

cjN
1
j (x) = 0
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für allex ∈ [a, b]. Dann gilt dies insbesondere für allex = ti, i = 0, . . . , n. Wegen

N1
j (ti) = δij

folgt cj = 0 für alle j = 0, . . . , n.

4.4.1 Rekursive Definition der B-Splines-Basisfunktionen
Wie bereits erwähnt, will man analog zu Bernstein-Polynomen eine Basis für den Splineraum
konstruieren, die ähnlich gute Eigenschaften hat. D.h. insbesondere einen lokalen Träger. Außer-
dem soll die Darstellung bzgl. dieser Basis die Nachteile der Bézier-Kurven überwinden. Bézier-
Kurven haben zwei wesentliche Nachteile:

• Der Aufwand zur Berechnung ist groß, wenn man viele Kontrollpunkte hat.

• Die Kontrollpunkte haben globalen Einfluss auf den Kurvenverlauf.

B-Splines sind hierbei, wie wir sehen werden, eine Verallgemeinerung von Bèzierkurven, bei de-
nen die Kontrollpunkte nur noch lokalen Einfluss haben. Wir definieren so genannteB-Spline-
Basisfunktionenrekursiv und zeigen später, dass diese eine Basis des Splineraums bilden. Wir
definieren B-Splines durch die folgende Rekursionsformel von de Boor, CoxundMansfield:

Definition 4.4.4 (B-Spline-Basisfunktionen)Sei T̃ = {t1, t2, . . . , tm} eine nichtfallende Kno-
tenfolge reeller Zahlen, d.h.ti ≤ ti+1, i = 1, . . . ,m − 1. Die ti werden alsKnoten und T̃
alsKnotenvektor bezeichnet. Diei-te B-Spline-Basisfunktion vom Gradek (Ordnungk + 1)
Nk

i , k = 0, . . . ,m − 1, i = 0, . . . ,m − k − 1 ist definiert fürk = 0 als stückweise konstante
Funktion der Form

N0
i (x) :=

{
1 , falls ti ≤ x < ti+1

0 , sonst
(4.32)

und fürk > 0 durch

Nk
i (x) :=

x− ti
ti+k − ti

Nk−1
i (x) +

ti+k+1 − x

ti+k+1 − ti+1
Nk−1

i+1 (x) . (4.33)

Bemerkung 4.4.5 (Eigenschaften von B-Spline-Basisfunktionen) (i) N0
i ist eine Treppen-

funktion, die auf dem halboffenen Intervall[ti, ti+1) Eins ist und sonst verschwindet. Ver-
gleiche hierzu Abbildung 4.15 rechts.

(ii) Man beachte die rechtsseitige Stetigkeit in der Definition derN0
i , d.h.

lim
x→t+i+1

N0
i (x) = N0

i+1(ti+1).

(iii) Für k > 0 istNk
i (t) eine Linearkombination von zwei Basisfunktionen vom Grade(k − 1).

(iv) Die Berechnung einer Menge von Basisfunktionen erfordert einen Knotenvektor̃T und einen
Gradk.

(v) Dasi-te Knotenintervall[ti, ti+1) kann die Länge Null haben, da aufeinanderfolgende Kno-
ten nicht verschieden sein müssen. In(4.33)kann der Nenner im Bruch Null werden; dieser
Quotient sei per Definition Null.

(vi) Die Nk
i (t) sind stückweise polynomiale Funktionen auf der reellen Achse. Normalerweise

ist nur das Intervall[t0, tm+1] von Interesse.

(vii) Die Berechnung der Basisfunktionen kann in dem bekannten Dreiecksschema erfolgen.
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(viii) Die N0
i liefern auf dem Intervall[t0, tm+1) eine Zerlegung der Eins und sind positiv.

Wie in vorstehender Bemerkung erwähnt, müssen die Knotennicht verschieden sein.̈Ahnlich wie
in Beispiel 4.4.3 definieren wir zu einer KnotenfolgeT eine erweiterte KnotenfolgẽT , bei der
T durch Hilfsknoten an den Intervallenden ergänzt werden. Allerdings fallen hier die Hilfsknoten
mit den Randknoten zusammen:

Definition 4.4.6 (Erweiterte Knotenfolge) Zu einer KnotenfolgeT = {x0, . . . , xn} mit n + 1
paarweise verschiedenen Knoten nennen wir die KnotenfolgeT̃ = {t1, . . . , tn+2k} mit n+ 2k =
ℓ+k = m Knoten, welche dadurch erzeugt wird, dass die Randknotenk-fach gezählt werden und
die Knoten wie folgt benannt werden

a = x0 < x1 < · · · < xn = b
t1 = · · · = tk < tk+1 < · · · < tn+k = · · · = tn+2k,

wobeiti := xi−k, i = k, k + 1 . . . , n + k ist, eineerweiterte Knotenfolge .

Bemerkung 4.4.7 (Nummerierung der erweiterten Knotenfolge) Natürlich ist auch eine ande-
re Nummerierung der erweiterten Knotenfolge möglich. Vergleiche hierzu Beispiel 4.4.3.

Bemerkung 4.4.8 (Begründung für das Einführen einer erweiteten Knotenfolge) Zunächst
stellt sich die Frage, warum wir überhaupt eine erweiterteKnotenfolge benötigen. Mitn + 1
paarweise verschiedenen Knoten könnenn − k unabhängige B-Splines vom Gradk konstruiert
werden, wobei bezogen auf die Kardinalitätℓ = n + k des Splineraums noch2k Freiheitsgrade
frei sind. Durch das Einführen einer erweiterten Knotenfolge wird diese Lücke geschlossen.

Die rekursive Definition der B-Spline-Basisfunktion (4.32), (4.33) liefert einen einfachen Algo-
rihmus, um die Werte der B-Spline-Basisfunktionen zu einemgegebenenx ∈ [ti, ti+1) und einer
gegebenen erweiterten KnotenfolgeT̃ zu bestimmen. Hierzu betrachten wir zwei Beispiele:

Beispiel 4.4.9 (Rekursive Berechnung der B-Spline-Basisfunktionen) Es sei T̃ = {t1 =
0, t2 = 0, t3 = 0, t4 = 1, t5 = 1, t6 = 1} und k = 2. Die B-Spline-Basisfunktionen vom
Grade0, 1 und2 zu dieser Knotenfolge lauten dann:

Stückweise konstante B-Spline-Basisfunktionen:

N0
0 (x) = N0

1 (t) = 0 −∞ < x <∞

N0
2 (x) =

{
1 0 ≤ x < 1

0 sonst

N0
3 (x) = N0

4 (x) = 0 −∞ < x <∞

Stückweise lineare B-Spline-Basisfunktionen:

N1
0 (x) =

x− 0

0 − 0
N0

0 (x) +
0 − x

0 − 0
N0

1 (x) = 0 −∞ < x <∞

N1
1 (x) =

x− 0

0 − 0
N0

1 (x) +
1 − x

1 − 0
N0

2 (x) =

{
1 − x

0

0 ≤ x < 1
sonst

N1
2 (x) =

x− 0

1 − 0
N0

2 +
1 − x

1 − 1
N0

3 (x) =

{
x

0

0 ≤ x < 1
sonst

N1
3 (x) =

x− 1

1 − 1
N0

3 +
1 − x

1 − 1
N0

4 (x) = 0 −∞ < x <∞
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Stückweise quadratische B-Spline-Basisfunktionen:

N2
0 (x) =

x− 0

0 − 0
N1

0 +
1 − x

1 − 0
N1

1 (x) =

{
(1 − x)2

0

0 ≤ x < 1
sonst

N2
1 (x) =

x− 0

1 − 0
N1

1 +
1 − x

1 − 0
N1

2 (x) =

{
2x(1 − x)

0

0 ≤ x < 1
sonst

N2
2 (x) =

x− 0

1 − 0
N1

2 +
1 − x

1 − 1
N1

3 (x) =

{
x2

0

0 ≤ x < 1
sonst

Bemerkung 4.4.10 (B-Splines-Darstellung als Verallgemeinerung der Bézier-Darstellung)
Man beachte, dassN2

i auf das Intervall[0, 1) restringiert gerade die quadratischen Bernstein-
Polynome sind. Aus diesem Grunde ist die B-Spline-Darstellung mit einem Knotenvektor der
Form

U = { 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
(k+1)−mal

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
(k+1)−mal

}

eine Verallgemeinerung der Bézier-Darstellung ist.

Beispiel 4.4.11Es seiT̃ = {t1 = t2 = t3 = 0, t4 = 1, t5 = 2, t6 = 3, t7 = t8 = 4, t9 = t10 =
t11 = 5} undk = 2.
Die B-Spline-Basisfunktionen vom Grade0, 1 und2 lauten dann:

Stückweise konstanten B-Spline-Basisfunktionen:

N0
0 (x) = N0

1 (x) = 0 −∞ < x <∞

N0
2 (x) =

{
1 0 ≤ x < 1

0 sonst

N0
3 (x) =

{
1 1 ≤ x < 2

0 sonst

N0
4 (x) =

{
1 2 ≤ x < 3

0 sonst

N0
5 (x) =

{
1 3 ≤ x < 4

0 sonst

N0
6 (x) = 0 −∞ < x <∞

N0
7 (x) =

{
1 4 ≤ x < 5

0 sonst

N0
8 (x) = N0

9 (x) = 0 −∞ < x <∞

Stückweise lineare B-Spline-Basisfunktionen:

N1
0 (x) =

x− 0

0 − 0
N0

0 (x) +
0 − x

0 − 0
N0

1 (x) = 0 −∞ < x <∞

N1
1 (x) =

x− 0

0 − 0
N0

1 (x) +
1 − x

1 − 0
N0

2 (x) =

{
1 − x

0

0 ≤ x < 1
sonst

N1
2 (x) =

x− 0

1 − 0
N0

2 (x) +
2 − x

2 − 1
N0

3 (x) =





x

2 − x

0

0 ≤ x < 1
1 ≤ x < 2

sonst
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N1
3 (x) =

x− 1

2 − 1
N0

3 (x) +
3 − x

3 − 2
N0

4 (x) =





x− 1

3 − x

0

1 ≤ x < 2
2 ≤ x < 3

sonst

N1
4 (x) =

x− 2

3 − 2
N0

4 (x) +
4 − x

4 − 3
N0

5 (x) =





x− 2

4 − x

0

2 ≤ x < 3
3 ≤ x < 4

sonst

N1
5 (x) =

x− 3

4 − 3
N0

5 (x) +
4 − x

4 − 4
N0

6 (x) =

{
x− 3

0

3 ≤ x < 4
sonst

N1
6 (x) =

x− 4

4 − 4
N0

6 (x) +
5 − x

5 − 4
N0

7 (x) =

{
5 − x

0

4 ≤ x < 5
sonst

N1
7 (x) =

x− 4

5 − 4
N0

7 (x) +
5 − x

5 − 5
N0

8 (x) =

{
x− 4

0

4 ≤ x < 5
sonst

N1
8 (x) =

x− 5

5 − 5
N0

8 (x) +
5 − x

5 − 5
N0

9 (x) = 0 −∞ < x <∞

0 1 2 3 4 5

0

1

N1
1 N1

2 N1
3 N1

4

N1
5 N1

6

N1
7

Abb. 4.18: Die stückweise linearen Basisfunktionen zuT̃ = {0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 4, 5, 5, 5}.

Stückweise quadratische B-Spline-Basisfunktionen:Die folgendenN2
i sind bis auf die ange-

gebenen Intervalle jeweils Null.

N2
0 (x) =

x− 0

0 − 0
N1

0 (x) +
1 − x

1 − 0
N1

1 (x) = (1 − x)2 0 ≤ x < 1

N2
1 (x) =

x− 0

1 − 0
N1

1 (x) +
2 − x

2 − 0
N1

2 (x) =

{
2x− 3

2x
2

1
2(2 − x)2

0 ≤ x < 1
1 ≤ x < 2

N2
2 (x) =

x− 0

2 − 0
N1

2 (x) +
3 − t

3 − 1
N1

3 (x) =





1
2x

2

−3
2 + 3x− x2

1
2(3 − x)2

0 ≤ x < 1
1 ≤ x < 2
2 ≤ x < 3

N2
3 (x) =

x− 1

3 − 1
N1

3 (x) +
4 − x

4 − 2
N1

4 (x) =





1
2(x− 1)2

−11
2 + 5x− x2

1
2(4 − x)2

1 ≤ x < 2
2 ≤ x < 3
3 ≤ x < 4

N2
4 (x) =

x− 2

4 − 2
N1

4 (x) +
4 − x

4 − 3
N1

5 (x) =

{
1
2(x− 2)2

−16 + 10x− 3
2x

2

2 ≤ x < 3
3 ≤ x < 4

N2
5 (x) =

x− 3

4 − 3
N1

5 (x) +
5 − x

5 − 4
N1

6 (x) =

{
(x− 3)2

(5 − x)2
3 ≤ x < 4
4 ≤ x < 5

N1
6 (x) =

x− 4

5 − 4
N1

6 (x) +
5 − x

5 − 4
N1

7 (x) = 2(x− 4)(5 − x) 4 ≤ x < 5

N1
7 (x) =

x− 4

5 − 4
N1

7 (x) +
5 − x

5 − 5
N1

8 (x) = (x− 4)2 4 ≤ x < 5
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0 1 2 3 4 5

0

1 N2
0

N2
1

N2
2 N2

3 N2
4

N2
5

N2
6

N2
7

Abb. 4.19: Die stückweise quadratischen Basisfunktionenzu T̃ = {0, 0, 0, 1, 2, 3, 4, 4, 5, 5, 5}.

In Abbildung 4.20 ist die Zusammensetzung vonN2
3 aus den jeweiligen stückweise polynomialen

Funktionen auf den einzelnen Teilintervallen grafisch dargestellt.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
−1.5

−1

−0.5

0

0.5

1

1.5

2

1
2(u− 1)2

N2
3

1
2(4 − u)2

−11
2 + 5u− u2

Abb. 4.20: Die Zerlegung vonN2
3 in seine stückweise polynomialen Teilfunktionen.

Es ist wichtig, den Effekt von mehrfachen Knoten zu verstehen. Man betrachte die Funktionen
N2

0 , N2
1 , N2

2 , N2
5 undN2

6 in Abbildung 4.19. Beachtet man die rekursive Definition derBasis-
funktionen (4.33), so stellt man fest, dass sie jeweils nur von 4 Knoten abhängen, nämlich:

N2
0 : {0, 0, 0, 1}

N2
1 : {0, 0, 1, 2}

N2
2 : {0, 1, 2, 3}

N2
5 : {3, 4, 4, 5}

N2
6 : {4, 4, 5, 5}

Der Begriff Vielfachheit eines Knotens, kann man verstehen

• in Bezug auf eine Knoten im Knotenvektor oder

• in Bezug auf einen Knoten bezüglich einer Basisfunktion.

Zum Beispiel hatt = 0 die Vielfachheit3 im o.g. Knotenvektor̃T , aber in Bezug auf die Basis-
funktion N2

1 ist t = 0 ein Knoten mit der Vielfachheit2. Die Basisfunktionen sind stückweise
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polynomiale Funktionen, d.h. im Inneren der Intervallen(tj, tj+1) sind sie beliebig glatt. Unste-
tigkeiten können also nur an den Knoten auftreten. Fürt = 0 stellt man fest, dassN2

0 unstetig ist,
N2

1 C
0 stetig ist,N2

2 C
1 stetig ist undN2

5 und all seine Ableitungen dort Null von beiden Seiten
ist. N2

1 siehtt = 0 als doppelten Knoten,N2
2 siehtt = 0 als einfachen Knoten undN2

5 enthält
t = 0 gar nicht als Knoten.

Das Ziel ist es ja, einestabileBasis vonSk(T ) zu konstruieren. Betrachte nun

B
k(T̃ ) := span{Nk

j ; j = 0, . . . , ℓ− 1}

zu einer erweiterten KnotenfolgẽT . Um zu zeigen, dass die durch Definition 4.4.4 erklärten Funk-
tionen dies liefern und somit ihre Bezeichnung als Basisfunktionen gerechtfertigt ist, wollen wir
später den folgenden Satz beweisen:

Satz 4.4.12 (Basis des Splineraums)Sei T = {x0, . . . , xn} eine Knotenfolge paarweise ver-
schiedener Knoten und̃T = {t1, . . . , tn+2k}. Dann gilt

Sk(T ) = B
k(T̃ ),

d.h. die B-Spline-Basisfunktionen bilden eine Basis des Splineraums.

Beispiel 4.4.13SeiT = {x0, . . . , x4}, x0 = a, x4 = b, d.h.n = 4, dimS2(T ) = 2 + n = 6

6

x
x
x

x x x x

x
x

1

2

4

5

3

Wenn Satz 4.4.12 bewiesen ist, gilt für jeden Splines ∈ Sk(T ) die Darstellung als Linearkom-
bination

s(x) =
ℓ−1∑

j=0

cjN
k
j (x), (4.34)

d.h.s lässt sich durchc = (c0, . . . , cℓ−1)
T ∈ R

ℓ codieren. Angenommen, wir wollens(x) (oder
s′(x)) für einx ∈ [a, b] berechnen. Man könnte

• mit den obigen RekursionenNk
j (x) für jedesj bestimmen,

• dann mitcj multiplizieren und aufsummieren.

Man kann aber eine deutlicheffizientere Rekursionfür die cj angeben:

s(x) =
ℓ−1∑

j=0

cj

{
x− tj
tj+k − tj

Nk−1
j (x) +

tj+k+1 − x

tj+k+1 − tj+1
Nk−1

j+1 (x)

}

=
ℓ−1∑

j=1

(
cj

x− tj
tj+k − tj

+ cj−1
tj+k − x

tj+k − tj

)

︸ ︷︷ ︸
=:c

[1]
j

Nk−1
j (x)

daNk−1
0 (x) ≡ Nk−1

ℓ−1 (x) ≡ 0 für allex ∈ (a, b) im Beispiel 4.4.13.
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Dieses Argument wiederholt man und erhält fürν < k

s(x) =
ℓ−1∑

j=ν

c
[ν]
j Nk−ν

j (x) (4.35)

mit

c
[ν]
j :=

{
cj , für ν = 0,

x−tj
tj+k−(ν−1)−tj

c
[ν−1]
j +

tj+k−(ν−1)−x

tj+k−(ν−1)−tj
c
[ν−1]
j−1 , sonst.

(4.36)

Sei nunx ∈ [ti, ti+1) für einm (dieses kann man leicht bestimmen). Wegen

N0
j (x) ≡ χ[tj ,tj+1)(x),

d.h. wegen der Lokalität der B-Splines ergibt sich fürν = k

s(x) =
n∑

j=k

c
[k]
j N0

j (x) = c
[k]
i für allex ∈ [ti, ti+1). (4.37)

Natürlich hängen diec[ν]
j vonx ab:c[ν]

j = c
[ν]
j (x). Damit erhalten wir — unter der Annahme, dass

Satz 4.4.12 gilt:

Algorithmus 4.4.1 (Rekursive Berechnung vons(x)) Gegeben sei eine erweiterte Knotenfolge
T̃ .

1.) Für x ∈ [a, b] bestimmei, so dassk ≤ i ≤ ℓ mit x ∈ [ti, ti+1).

2.) Setzec[0]j := cj, j = 0, . . . , ℓ− 1.

3.) Für ν = 1, . . . , k − 1, berechne

c
[n]
j = c

[n]
j (x), j = i− k + ν, . . . , i,

nach (4.36).

4.) Setzes(x) := c
[k−1]
j (x).

Bemerkung 4.4.14 (Aufwand der algorithmischen Berechnungvon s(x)) (a) Algorithmus
4.4.1 benötigt etwa genauso viele Operationen wie (4.33) zur BerechnungeinesNk

j !

(b) Offensichtlich ist Algorithmus 4.4.1 analog zumNeville-Aitken-Schema zur Auswertung
der Polynominterpolation.

Satz 4.4.15 (Ableitung von B-Splines)Ist tν ein j-facher Knoten, d.h.

tν−1 < tν = · · · = tν+j−1 < tν+j,

so istNk
i an der Stelletℓ mindestens(k− j)-mal stetig differenzierbar. F̈ur die Ableitung vonNk

i

gilt
d

dt
Nk

i (t) = (k − 1) ·
(
Nk−1

i (t)

ti+k − ti
−

Nk−1
i+k (t)

ti+k+1 − ti+1

)

Beweis.Siehe Deuflhard S. 245 Korollar 7.52
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Bemerkung 4.4.16 (Ableitungen von Splines)Wegen Satz 4.4.15 erhält man ein analoges Sche-
ma für die Ableitungen

s(d)(x) = (k − 1) · · · (k − d)
n∑

j=1+d

c
(d)
j Nk−d

j (x) (4.38)

mit

c
(d)
j =

{
cj , d = 0,
c
(d−1)
j −c

(d−1)
j−1

tj+k−d−tj
, d > 0.

(4.39)

Bemerkung 4.4.17 (Weitere Eigenschaften der B-Splines) (a) B-Splines bilden eine
”
Parti-

tion der Eins“
ℓ−1∑

j=0

Nk
j (x) = 1,

für allex ∈ [a, b]. Denn wählecj = 1 in (4.34), d.h.c[0]j = 1 für alle j, dann folgt induktiv

c
[ν]
j =

x− tj
tj+k−(ν−1) − tj

c
[ν−1]
j︸ ︷︷ ︸
=1

+
tj+k−(ν−1) − x

tj+k−(ν−1) − tj
c
[ν]
j−1︸︷︷︸
=1

= 1.

(b) Per Induktion nachk zeigt man allgemeiner die so genannteMarsdens5 Identi ät

(x− y)k−1 =

ℓ−1∑

j=0

k−1∏

i=1

(tj+i − y)Nk
j (x), k ≥ 1, (4.40)

(Übung). Differenziert man beide Seiten nachy und wertet dies füry = 0 aus, erhält man

xm =
ℓ−1∑

j=0

(
(−1)k−1−m

(k − 1) · · · (m+ 1)
Ψ

(k−1−m)
j,k (0)

)
Nk

j (x), (4.41)

mit 0, . . . , k − 1 und

Ψj,k(y) :=

k−1∏

i=1

(tj+i − y). (4.42)

Beweis von Satz 4.4.12:Nk
j ∈ Sk(T ) impliziert Sk(T ) ⊆ B

k(T̃ ).
Auf jedem Teilintervall[ti, ti+1) leben genauk B-Splines

Nk
i−k+1, . . . , N

k
i .

Wegen (4.41) kann jedes Polynom als Linearkombination derNk
j dargestellt werden. Daraus folgt,

dieB-Splines sind linear unabhängig, also

dim{Nk
j : j = 1, . . . , n + k = n} = ℓ = dim B

k(T̃ )

= dimSk(T ),

was die Behauptung zeigt. �
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Bemerkung 4.4.18 (a) Ein wichtiger Grund für den Erfolg von Splines ist dieStabilitätder
B-Spline-Basis: Für allek ∈ N existieren Konstanten0 < c < C < ∞, so dass für alle
T̃ = {tj}ℓ+k

j=1, d = (d0, . . . , dℓ−1)
T gilt

c‖d‖∞ ≤ max
x∈[a,b]

∣∣∣∣∣∣

ℓ−1∑

j=0

djN
k
j (x)

∣∣∣∣∣∣
≤ C‖d‖∞ (4.43)

mit ‖d‖∞ := max
j=0,...,ℓ−1

|dj |.

(b) Für dieApproximationsgütegilt: für alle k ∈ N existiert0 < c <∞, so dass für allem ≤ k
undf ∈ Cm gilt

inf
Sk∈Sk(T )

‖f − Sk‖∞ ≤ c hm‖f (m)‖∞

mit h := max
j=0,...,ℓ−1

(tj+1 − tj) und‖g‖∞ := sup
x∈[a,b]

|g(x)|, vgl. Satz 4.0.2.

(c) Das Spline-Interpolationsproblem ist eindeutig lösbar genau dann, wenn in dem Träger jedes
B-Splines mindestens eine Stützstelle fällt.

(d) Numerisch erfordert dies die Lösung eines linearen Gleichungssystems mit einerTridiago-
nalmatrix(O(n)!).
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4.4.2 Effiziente Auswertung der B-Spline-Basisfunktionen
Die FunktionN3

j ist eine Linearkombination der FunktionenN0
j , N0

j+1, N0
j+2 undN0

j+1. Somit
istN3

j nur von Null verschieden fürt ∈ [tj , tj+4).

0 = N0
j N2

j−1

ց
N1

j N3
j−1

ր ց
0 = N0

j+1 N2
j

ց ր ց
N1

j+1 N3
j

ր ց ր
1 = N0

j+2 N2
j+1

ց ր
N1

j+2 N3
j+1

ր
0 = N0

j+3 N2
j+2

Tab. 4.3:N3
j ist nur auf dem Intervall[tj , tj+4) von Null verschieden.

In jedem Knotenintervall[tj , tj+1) sind maximalk + 1 derNk
i von Null verschieden, nämlich

Nk
j−k, . . . , N

k
j . Auf [t3, t4) ist z.B.N0

3 die einzige nichtverschwindende Basisfunktion vom Grad
Null. Somit sindN3

0 , . . . , N
3
3 die einzigen von Null verschiedenen kubischen Funktionen auf

[t3, t4). Diese Eigenschaft ist in der folgenden Tabelle 4.4 dargestellt.

N1
1 N3

0

ր
N0

2 N2
1

ր ց
N1

2 N3
1

ր ց ր
1 = N0

3 N2
2

ց ր ց
N1

3 N3
2

ր ր
N0

4 N2
3

ց
N1

4 N3
3

Tab. 4.4:N0
3 ist nur auf dem Intervall[t3, t4) von Null veschieden, Somit sind auchN3

0 , . . . , N
3
3

die einzigen von Null verschiedenen kubischen Funktionen auf [t3, t4).

4.4.2.1 Ableitung der B-Splines

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: BasisFunc.m

1 function N = BasisFunc(i,p,U,t)
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2 % compute the nonvanishing basis functions
3 N = zeros(p+1,1);
4 N(1) = 1;
5 for j=1:p
6 left(j) = t - U(i+1-j);
7 right(j) = U(i+j) - t;
8 saved = 0;
9 for r=1:j

10 temp = N(r)/(right(r)+left(j-r+1));
11 N(r) = saved + right(r) * temp;
12 saved = left(j-r+1) * temp;
13 end
14 N(j+1) = saved;
15 end

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: FindSpan.m

1 function mid = FindSpan(p,U,t)
2 % returns the knot span index
3 n = length(U)-p;
4 if t==U( end) % special case
5 mid = n-1;
6 return
7 end
8 low = p;
9 high = n;

10 mid = floor((low+high)/2);
11 while t<U(mid) | t>= U(mid+1)
12 if t<U(mid)
13 high = mid;
14 else
15 low = mid;
16 end
17 mid = floor((low+high)/2);
18 end

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: CurvePoint.m

1 function value = CurvePoint(p,U,P,t)
2 % compute point on B-spline curve
3 span = FindSpan(p,U,t);
4 B = BasisFunc(span,p,U,t);
5 value = 0 * P(:,1);
6 for i=0:p
7 value = value + B(i+1) * P(:,span-p+i);
8 end
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4.4.2.2 Ableitung der B-Splines

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: AllBasisFunc.m

1 function N = AllBasisFunc(i,p,U,t)
2 % compute the nonvanishing basis functions
3 N = zeros(p+1,p+1);
4 N(1,1) = 1;
5 for j=1:p
6 left(j) = t - U(i+1-j);
7 right(j) = U(i+j) - t;
8 saved = 0;
9 for r=1:j

10 temp = N(r,j)/(right(r)+left(j-r+1));
11 N(r,j+1) = saved + right(r) * temp;
12 saved = left(j-r+1) * temp;
13 end
14 N(j+1,j+1) = saved;
15 end

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: CurveDerivPts.m

1 function PK = CurveDerivPts(p,U,P,d,r1,r2)
2 % compute control points of curve derivatives
3 r = r2-r1;
4 for i=1:r+1
5 PK(:,1,i)=P(:,r1+i);
6 end
7 for k=2:d+1
8 tmp = p-k+2;
9 for i=1:r-k+2

10 PK(:,k,i)=tmp * (PK(:,k-1,i+1)-PK(:,k-1,i))/(U(r1+i+p+1)-U(r1+i+k
-1));

11 end
12 end
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Abb. 4.21: B-Spline mit Ableitungen.

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: CurveDerivs.m

1 function CK = CurveDerivs(p,U,P,t,d)
2 % Compute curve derivatives
3 du = min(d,p);
4 CK(1: size(P,1),[p+2:d+1]) = 0;
5 span = FindSpan(p,U,t);
6 N = AllBasisFunc(span,p,U,t);
7

8 PK = CurveDerivPts(p,U,P,du,span-p-1,span-1);
9

10 for k=1:du+1
11 CK(:,k) = 0;
12 for j=1:p-k+2
13 CK(:,k) = CK(:,k) + N(j,p-k+2) * PK(:,k,j);
14 end
15 end

MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:

B-Spline mitk = 3 mit Ableitun-
gen

>> P =[0,1,5,5;
0,2,0,1];

>> U = [0,0,0,0,1,1,1,1]; k=3;
>> s = linspace(U(1),U(end),201);
>> for i = 1:length(s)

C(:,k) = CurvePoint(p,U,P,s(i));
end

>> plot(C(1,:),C(2,:),’-’, ...
P(1,:),P(2,:),’o:’);

>> hold on
>> for j = 1 :25:length(s)

V = CurveDerivs(k,U,P,s(j),1);
quiver(V(1,1),V(2,1), ...

0.2 * V(1,2),0.2 * V(2,2))
end
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4.5 RATIONALE B-SPLINES

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: RatCurvePoint.m

1 function value = RatCurvePoint(p,U,Pw,t)
2 % compute point on B-spline curve
3 span = FindSpan(p,U,t);
4 B = BasisFunc(span,p,U,t);
5 value = 0 * Pw(:,1);
6 for i=0:p
7 value = value + B(i+1) * Pw(:,span-p+i);
8 end
9 value = value(1: end-1)/value( end);

MATLABMATLABMATLAB -Funktion: RatCurveDerivs.m

1 function CK = RatCurveDerivs(p,U,Pw,t,d)
2 % compute derivatives on rational B-spline curve
3 du = min(d,p);
4

5 ders = CurveDerivs(p,U,Pw,t,d);
6 Aders = ders(1: end-1,:);
7 wders = ders( end,:);
8

9 CK(1: size(Aders,1),p+2:d+1) = 0;
10

11 for k=1:du+1
12 v = Aders(:,k);
13 for i=1:k-1
14 v = v - nchoosek(k-1,i) * wders(i+1) * CK(:,k-i);
15 end
16 CK(:,k) = v/wders(1);
17 end
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Abb. 4.22: Rationaler B-Spline mit Ableitung.

MATLABMATLABMATLAB -Beispiel:

Rationaler B-Spline mit Ableitun-
gen

>> w = [1, 1, 2];
>> P = [1, 1, 0;

0 1, 1];
>> U = [0,0,0,1,1,1]; k=2;
>> s = linspace(0,1,201);
>> Pw = [P(1,:). * w;P(2,:). * w;w];
>> for i = 1:length(s)

Cw(:,k) = RatCurvePoint(p,U,Pw,s(i));
end

>> plot(Cw(1,:),Cw(2,:),’-’, ...
P(1,:),P(2,:),’ * :’);

>> hold on
>> for j = 1 :25:length(s)

CK = RatCurveDerivs(k,U,Pw,s(j),1);
quiver(CK(1,1),CK(2,1),0.3 * CK(1,2)

,0.3 * CK(2,2))
end
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A L INEARE DIFFERENZENGLEICHUNGEN

Wir beschränken uns hier auf lineare Differenzengleichungen mit konstanten Koeffizienten.

Definition A.0.1 Sei m ∈ N. Eine reelle Folge(an) ist durch a0, a1, . . . , am−1 und
µ0, µ1, . . . , µm−1 (µ0 6= 0) mit der Rekursionsvorschrift

an+m =
m−1∑

i=0

µian+i für allen ∈ N0 (A.1)

eindeutig bestimmt. Diese Rekursionsvorschrift heißt lineare Differenzengleichungm-ter Ord-
nung.

Definiert man

âk :=




ak
...

ak+m−1


 und A :=




0 1 0 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . . . . . 0

0 . . . . . . 0 1
µ0 µ1 . . . . . . µm−1




(A.2)

so folgt âk+1 = Aâk, also giltân = Anâ0.

Definition A.0.2 Die Eigenwerteλ1, . . . , λm vonA aus(A.2) heißen auch Eigenwerte der Diffe-
renzengleichung aus(A.1).

Wir beschränken uns zunächst auf den Fall, dass die Eigenwerteλ1, . . . , λm von A paarweise
verschieden sind, d. h.A = B−1DB ist diagonalisierbar mit der Diagonalmatrix

D =



λ1 0

. . .
0 λm


 .

Damit gibt es Vektorenb(1), . . . , b(m) ∈ R
m mit ân = B−1DnBâ0 = λn

1 b
(1) + . . . + λn

mb
(m).

Betrachtet man die erste Zeile, so gibt es Konstantenc1, . . . , cm mit

an = c1λ
n
1 + . . .+ cnλ

n
m .

Mit Hilfe der Anfangswertea0, . . . , am−1 berechnet man die Koeffizientenc1, . . . , cn.

Satz A.0.3 Seien die Nullstellenx1, . . . , xm ∈ C des Polynoms

p(x) = xm −
m−1∑

k=0

µkx
k

paarweise verschieden, so ist(xn
1 ), . . . , (xn

m) eine Basis des L̈osungsraums der linearen Dif-
ferenzengleichung(A.1), d. h. an ist genau dann eine L̈osung von(A.1), wenn es Konstanten
c1, . . . , cn ∈ R gibt mitan = c1x

n
1 + . . .+ cmx

n
m
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Beweis.Wir zeigen mit vollständiger Induktion überm

det(A− λI) = (−1)m + (−1)m−1
m−1∑

k=0

µkx
k .

für A aus (A.2). Fürm = 1 gilt det(A − λI) = −λ + µ0. Fürm ≥ 2 gilt nach Auflösung der
Determinante nach der ersten Spalte sowie nach Induktionsvoraussetzung

det(A− λI) = −λ
(

(−1)m−1λm−1 + (−1)m
m−2∑

k=0

µk+1λ
k

)
+ (−1)m−1µ0 · 1

= (−1)mλm + (−1)m−1
m−1∑

k=0

µkλ
k .

Damit sindx1, . . . , xm die Eigenwerte vonA. Da der Lösungsraumm-dimensional ist, istan =
c1x

n
1 + . . .+ cmx

n
m für alle c1, . . . , cn ∈ R Lösung von (A.1).

Beispiel A.0.4 Die Fibonacci-Zahlen(an) = (0, 1, 1, 2, 3, 5, . . .) sind durch die Rekursionsfor-
mel an+2 = an+1 + an und durch die Anfangswertea0 = 0 unda1 = 1 definiert. Das Differen-
zengleichungssystem hat dann die Gestalt

(
an+1

an+2

)
= A

(
an

an+1

)
mit A =

(
0 1
1 1

)
.

Für das charakteristische Polynom gilt

−x(1 − x) − 1 = x2 − x− 1 = 0 .

Man erhält zwei unterschiedliche Eigenwerte

x1 =
1 −

√
5

2
und x2 =

1 +
√

5

2
,

woraus

an = c1

(
1 −

√
5

2

)n

+ c2

(
1 +

√
5

2

)n

folgt. Das Einsetzen der Anfangswerte bestimmt

c1 = − 1√
5

und c2 =
1√
5

und führt zu

cn =
1√
5

((
1 −

√
5

2

)n

−
(

1 +
√

5

2

)n)
.

Satz A.0.5 Seienx1, . . . , xℓ ∈ C die Nullstellen des Polynoms

p(x) = xm −
m−1∑

k=0

µkx
k

mit den algebraischen Vielfachheitenk1, . . . , kℓ ∈ N, so istan genau dann L̈osung von(A.1), wenn
es Polynomepi ∈ Pki−1 gibt mit an = p1(n)xn

1 + . . . + pℓ(n)xn
ℓ . Eine Basis des L̈osungsraums

wäre damit

xn
1 , nx

n
1 , . . . , n

k1−1xn
1 , x

n
2 , nx

n
2 , . . . , n

k2−1xn
2 , . . . . . . , x

n
ℓ , nx

n
ℓ , . . . , n

kℓ−1xn
ℓ .
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Beweis.Da mitA aus (A.2) der Rang vonA − xiI gleichn − 1 ist, gibt es zu jedem Eigenwert
xi einen JordanblockJi ∈ R

ki×ki mit der Gestalt

Ji =




xi 1 0 . . . 0

0 xi 1
. . .

...
...

. .. . .. . . . 0
...

. .. . . . 1
0 . . . . . . 0 xi




,

sodass

A = B−1



J1 0

. ..
0 Jn


B

gilt. Sei

E =




0 1 0 . . . 0
...

. . . . . . . . .
...

...
. . .

. . . 0
...

. . . 1
0 . . . . . . . . . 0




∈ R
ki×ki und

(
y

j

)
:=

(y − j + 1) · · · (y − 1) · y
j!

.

Wegen

Jn
i = (xiI + E)n =

n∑

j=0

(
n

j

)
xn−j

i Ej = xn
i

ki−1∑

j=0

(
n

j

)
x−j

i

︸ ︷︷ ︸
∈Pj bzgl.n

Ej

gibt es vektorwertige Polynomeq(i) ∈ P
n
ki−1 mit

ân = B−1



Jn

1 0
. . .

0 Jn
ℓ


Bâ0 = xn

1q
(1)(n) + . . .+ xn

ℓ q
(ℓ)(n) .

Da der Lösungsraumm-dimensional ist, istan = p1(n)xn
1 + . . . + pℓ(n)xn

ℓ für alle Polynome
pi ∈ Pki−1 Lösung von (A.1).

Beispiel A.0.6 Ein Beispiel für gleiche Eigenwerte liefert die Rekursionsformel

bn+2 = 4bn+1 − 4bn ,

die zum charakteristischen Polynomx2 − 4x+ 4 = 0 führt. Mit x1,2 = 2 erhält man den Ansatz

an = (c1 + c2n) · 2n .

Wählt man als Anfangswerteb0 = 1 und b1 = 4, so hat die explizite Darstellung die Gestalt
bn = (1 + n) · 2n .

Bemerkung A.0.7 Sollte eine der Eigenwertex von (A.1) komplex sein, so ist auch der komplex
konjugierte Eigenwert̄x ebenfalls Eigenwert mit der gleichen algebraischen Vielfachheit. Sei

an = c1x
n + c2x̄

n .

Dann folgtc := c1 = c̄2, d. h. es gilt

an = 2ℜ(c · xn) = 2|c||x|n cos

(
n arctan

ℑ(x)

ℜ(x)
+ arctan

ℑ(c)

ℜ(c)

)
.
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Bemerkung A.0.8 Eine weitere Möglichkeit Differenzengleichungen zu lösen besteht unter Ver-
wendung der Potenzreihe

f(x) =

∞∑

k=0

akx
k . (A.3)

(siehe auch [Meyberg/Vachenauer]). Sei nunA := max{|µi| : i = 0, . . . ,m− 1} > 0, dann zeigt
man|ak| ≤ C(nA)k+1−m mit C = max{|ai| : i = 0, . . . ,m − 1} per vollständiger Induktion.
Damit existiert der Grenzwert der Potenzreihef(x) für |x| < 1

mA . Geschicktes Aufsummieren

(
−1 +

m∑

i=1

µm−ix
i

)
f(x) =

∞∑

i=0

bix
i =

m−1∑

i=0

bix
i

eliminiert wegen

bn+m = −am+n +

m−1∑

i=0

µian+i = 0

bis auf die erstenm−1 alle weiteren Summanden. Die Koeffizienten der erstenm−1 Summanden
haben die Gestalt

bk = −ak +

m−1∑

i=m−k

µiak−m+i .

Umformen von(A.3) führt zu

f(x) =
b0 + b1x+ . . .+ bm−1x

m−1

−1 + µm−1x+ µm−2x2 + . . . + µ0xm
.

Zerlegt man die rationale Funktion in Partialbrüche der Gestalt

1

(x− a)k
=

(
−1

a

)k ∞∑

i=0

(
k + i− 1

k − 1

)(x
a

)i
,

so kann diese wiederum als Potenzreihen dargestellt und mitden Koeffizienten der ursprünglichen
Potenzreihe verglichen werden.

Bemerkung A.0.9 Allgemeiner können die Koeffizientenµi vonn abhängen, d. h. man erhält die
lineare Differenzengleichung

an+m =
m−1∑

i=0

µi(n)an+i für allen ∈ N0 , (A.4)

bei der allgemeine Lösungsansätze nicht mehr existieren. Eine Behandlung dieses Themas zeigt
[Elayadi]. Anwendungen und rechnergestützte Berechnungen zum Thema Differenzengleichun-
gen findet man u. a. in [Cull].

A.1 INHOMOGENE LINEAREDIFFERENZENGLEICHUNGEN

Ersetzen wir (A.1) durch

an+m =

m−1∑

i=0

µian+i + cn für allen ∈ N0 , (A.5)
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wobei(ck) eine reelle Folge ist. Seien(a(1)
k ) und(a

(2)
k ) zwei Lösungen von (A.5), so folgt

a
(2)
n+m − a

(1)
n+m =

m−1∑

i=0

µi

(
a

(2)
n+i − a

(1)
n+i

)
,

also ist(a(2)
k − a

(1)
k ) Lösung von (A.1). Ist eine sogenannte partikuläre Lösung (ak) von (A.5)

bekannt, so sind alle Lösungen von (A.5) durch Addition derhomogenen Lösungen bekannt. Ein
allgemeines Verfahren zur Bestimmung einer solchen partikulären Lösung gibt es nicht. Für einige
Spezialfälle kann man wie folgt verfahren:

1. Fall: c := cn = const.
Eine partikuläre Lösung wäre die konstante Folge

an =
c

1 −∑m−1
i=0 µi

.

2. Fall: cn = p(n), mit p ∈ Pr

Verwenden Sie den Ansatzak =
∑r

i=0 bik
i, setzen Sie diese in (A.5) ein und vergleichen Sie die

Koeffizienten vor den Monomennj.

3. Fall: cn = un, mit u ∈ R

Verwenden Sie den Ansatzak = b · uk, setzen Sie diese in (A.5) ein und ermitteln Sieb.

4. Fall: cn = A0 sin(αn) +B0 cos(αn) mit A0, B0 ∈ R

Verwenden Sie den Ansatzak = A sin(αk) +B cos(αk), setzen Sie diese in (A.5) ein und ermit-
teln SieA undB.

Beispiel A.1.1 Die Fehlerfolgeεn bei der Berechnung einer Nullstellex∗ einer Funktionf ∈
C

2([a, b]) mit Hilfe des Sekantenverfahrens kann näherungsweise durch die Rekursionsformel

εn+1 = u · εn · εn−1

mit u > 0 dargestellt werden. Setzt man nunak = log(εk), so ergibt sich die inhomogene lineare
Differenzengleichung

an+1 = log(u) + an + an−1 . (A.6)

Wie bei der Berechnung der Fibonacci-Zahlen sind

a(h)
n = c1

(
1 −

√
5

2

)n

+ c2

(
1 +

√
5

2

)n

die Lösungen der homogenen Differenzengleichung und

a(p)
n = − log(u)

eine partikuläre Lösung von (A.6). Das führt zu

an = a(p)
n + a(h)

n = − log(u) + c1

(
1 −

√
5

2

)n

+ c2

(
1 +

√
5

2

)n

und man erhält schließlich

εn =
1

u
· ec1( 1−

√
5

2
)n+c2(

1+
√

5
2

)n
.
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Mit λ1 := 1−
√

5
2 undλ2 := 1+

√
5

2 ist

εn+1

ελ2
n

= ec1λn+1
1 +c2λn+1

2 −c1λn
1 λ2−c2λn+1

2 = e−
√

5c1λn
1 −→ 1 (n→ ∞)

in Abhängigkeit vonn beschränkt. Also ist bei Konvergenz gegen0 die maximale Konvergenz-
ordnung gleich1+

√
5

2 .
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