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1 EINLEITUNG: WAS ISTNUMERIK?

Wenn man z.B. in deDOffentlichkeit iber Mathematik diskutiert, stellt mart éést, dass viele
eine vollkommen falsche Interpretation des BegriffBlsimerik* (oder bessefNumerische Ma-
thematik) haben. Das Wort scheint eine fachliche NaheZalentheorie anzudeuten und man
mag vermuten, dass die Numerik ein Teilgebiet der Reinerh&faatik ist. Dies ist jedoch nicht
richtig.
Numerik ist ein Teilgebiet der Angewandten Mathematik ueddichnet allgemein die mathemati-
sche Untersuchung von Berechnungsverfahren, Algorithmden Methoden zur naherungsweisen
Berechnung bestimmter GroRen auf dem Computer.
Zu berechnende GrofRen kdnnen z.B. sein:
¢ Die Auswertung von Funktionen wie z.Bin(1), e? und ahnliche, die nicht unmittelbar
angegeben werden konnen. Solche Berechnungen geschatiein pedem Taschenrechner.
Dort sind die entsprechenden Berechnungsverfahren in egelRlurch Schaltkreise oder
spezielle Microchips realisiert, also in der Hardware festirahtet.

e Die Losung von Gleichungen z.B. lineartr = b oder nichtlineare Gleichungen. d.h.
f(z) = 0, wobei die gesuchte Losung € R" oft aus sehr vielen Komponenten besteht,
alson > 1.000.000 gilt! Andere Typen von Gleichungen sind z.B. Differentiaighun-
gen etwau(z) = f(z), = € (0,1), wobei die Funktioru : [0,1] — R bei gegebenem
f :[0,1] — R gesucht ist. Ein Beispiel hierfur ist etwa die gesuchteldnlaungu eines
Werkstiicks unter der aul3eren Ldst

e Die Naherung von Grofen, die nicht exakt berechnet wekidemen (z.B. Ableitungen
— Sensitivitaten, Integrale — Mittel- oder Erwartungste®gr Manchmal will man solche
GroRRen auch gar nicht exakt bestimmen, etwa, wenn die Bevag zu lange dauern wirde.
Andere Beispiele waren optimale Steuerungen oder optilgahtegien.

e Computer-gestitzte Simulationen komplexer Vorgange.
In vielen Bereichen sind Experimente sehr teuer, aufwgirmi gefahrlich, ethnisch nicht
vertretbar oder gar nicht moglich. Beispiele sind
— Wettervorhersage: Dies bedeutet die Simulation der tarttah Wolkenstromungen.

— Stromungsmechanik, also etwa Aerodynamik, Flugzeugitp@obil- oder Schiffs-
bau.

— Bauingenieurwesen, z.B. die Simulation der Statik oderEigenschwingung von
Bricken und anderen Bauwerken.

— Medizin: Simulation der Knochenheilung oder die Theramia Gehirn—Tumoren.

— Wirtschaftswissenschaften: Simulation von Aktienkurd@ewertung von komplexen
Finanz- oder Versicherungsprodukten, Bestimmung op&nmahlage—Strategien.

Speziell beschaftigt sich die Numerik mit
e der Konstruktion,geeigneter* Losungsverfahren, die insbesondere
— schnell (effizient") sind, teilweise in oder sogar schneller alskthtzeit",

— zuverlassig, also mhieweisbarerAbschatzung z.B. der folgenden Form
[|Znumerisch — Zexakt|| < Toleranz (wobeire.,ks unbekannt ist), und

— robust gegeniber Storungen wie z.B. Messfehlern, Medelsicherheiten etc.
sind;

e mit der mathematischen Analyse dieser Verfahren (Konverg&eschwindigkeit, Auf-
wand, Robustheit etc.) und



Kapitel 1: Einleitung: Was ist Numerik?

e deren effizienter Realisierung (Implementierung).

In diesem Sinne liegt die Numerik an der Schnittstelle voriidmatik und Informatik.

Die Numerische Mathematik selbst hat eine Reihe von Teiégeb bzw. Gebiete, die unmittelbar
an sie angrenzen, etwa:
e Numerische Lineare Algebra (Numerik 1),
Numerische Analysis (Numerik 2),
Numerische Optimierung (Numerik 3),
Numerik von Differenzialgleichungen (Numerik 4 und Nunkevon Partiellen Differenzi-
algleichungen)
Numerical Finance
Computational Physics, Computational Science
CFD: Computational Fluid Dynamics
Wissenschaftliches Rechnen

Insbesondere wird klar, dass die Numerik einen starkendistaplinaren Bezug aufweist.
Das Vorgehen kann man (vereinfacht) so darstellen:

Reales Modell I—> Mathematisches Problem I—> Simulation I

T 1

Modellierung Konstruktion und
Umsetzung von

Verfahren

Wir beschreiben dieses abtraget Vorgehen an einem konkBetispiel.

Beispiel 1.0.1 (Bestimmung des Abraums bei der Braunkohléfderung) Wir wollen nun den
Weg vom realen Modell zur Simulation an einem Beispiel vatiitthen. Nehmen wir an, dass wir
den Abraum bestimmen wollen, der durch die Forderung vauBkohle entstanden ist. Wirde
man die Form des entstandenen Lochs exakt kennen, so witiihdées Abraum als der Wert des
Volumenintegrals ergeben. Da man aber die Form nicht exakttk fliegt z.B. ein Flugzeug Uber
die Braunkohle-Halde und macht Tiefenmessungen an eezélankten. Daraus ergibt sich dann
folgendes Vorgehen:

1) Reales Modell:Volumen des Abraums; mit konkretdriessungen (Experiment)in Form
von Tiefenmessungen durch Stereofotographien aus Flggre&atelliten;

2) Mathematisches Problem:Bestimme das Volumen des Locks Berechnung von Volu-
menintegralen; verwende dabei die Mess-Ergebnisse ags[dbdellierung);

3) Konstruktion und Umsetzung von Verfahren: Verwende sogenannte Kubaturformeln
(Numerik 2) zur naherungsweisen Berechnung der 3D—lategr
Simulation: Programmiere das 0.g. Verfahren und erzeuge so entspois@émulationen.
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/ZAHLENDARSTELLUNG, FEHLERARTEN
UND KONDITION

Auf einer endlichen Maschine kann man niemals exakt rechalerBeispiel nehme man die Dar-
stellung reeller Zahlen mit unendlicher DezimaldarstadluDies ist auf einer endlichen Maschine
unmaoglich. Wir werden noch sehen, dass viele Rechendpeest ebenfalls nicht exakt ausgefihrt
werden kénnen. Man hat alsmmer Fehler. Diese gilt es mathematisch zu analysieren und zu
kontrollieren.

Nehmen wir an, wir wollten die Losung € R™ eines linearen Gleichungssystems = b mit
gegebener regularer Matrix € R™*™ und gegebener rechten Sdite R™ mittels eines Compu-
terprogramms berechnen. Wir wollen also aus den EingaBeg('A, b) das Resultaf (A, b) :=
A~1b berechnen. Etwas abstrakter formuliert, wir haben eineildbbg f : U ¢ X — Y an
einer Steller € U ausgewertet, wobeX und Y geeignete Raume sind, die natirlich von der
Problemstellung abhangen. Fur das Beispiel der Losuregsdinearen Gleichungssystem gilt

X=R""xR" Y =R" U={(A40b) € X: Aistregulat.

Eingabe I—> Algorithmus I—> Resultat I

Bei exakter Arithmetik wirden wir mit dem Gaul3-Verfahrexug der Linearen Algebra, siehe
auch Kapite[(B) ein exaktes Ergebnis erhalten. Im Allgemeitreten jedoch sowohl Fehler in
der Eingabe als auch im Algorithmus auf, z.B. lasst sichZiig nur auf eine Genauigkeit von
10~ und die Masse auf0—3¢ genau bestimm@nzahlen nur naherungsweise im Rechner als
Gleitkommazahl (auch FlieBkommazahl genannt, engl. figgibint number) darstellen und z.B.
auch die Darstellung

> (_1)k p2k+1

sin () = Z okE (2.1)

k=0
nur naherungsweise auswerten. Welchen Einfluss habenaida Behlerarten

e Eingabefehler (lassen sich nicht vermeiden) und
e Fehler im Algorithmus (wobei keine algorithmischen Felgemeint sind)

auf den Fehler im Resultat? Die Unterscheidung beider ArtenFehlern fiihrt uns zu den Be-
griffen

Kondition eines Problems und

Stabilitat eines Algorithmus.

2.1 Zahlendarstellung

Ein erstes Beispiel soll motivieren, wieso wir uns mit deaider, wie Zahlen im Rechner dargestellt
werden, beschaftigen sollten.

!sSiehe www.ptb.de: Physikalisch-technische Bundesanstal



Kapitel 2: Zahlendarstellung, Fehlerarten und Kondition

Beispiel 2.1.1Eine einfachdJberlegung zeigt, dass das Ergebnis von

4-13860* — 19601* + 2 - 196012

ungerade ist, eine erste Rechnung, dass an der letzten Siig#ll oder9 stehen muss. (Dabei
konnte sich di@ z.B. durch—1 - 10 + 1 ergeben.)

4-13860* — 19601* + 2 - 196012 = 4(1386 - 10)* — (1960 - 10 + 1)* + 2(1960 - 10 + 1)?

4-1386* 10* — (1960* 10* + 4 - 1960 10° 4 6 - 19602 10% +4 - 1960 10 + 1) +
+2(1960% 10% +2- 1960 - 10 + 1)

= 10*--) +103(---) + 10%(---) + 10" (---) + 10°(=1 + 2).

Rechnet man auch die anderen Stellen aus (per Hand oder mpiliéM® ergibt sich

4-13860% — 19601* +2-19601%2 = 1.

MATLAB -Beispiel:

Uberraschenderweise liefert Matlab>> myfun = @(x,y) 4 *X4-y4+2 *y°2;

aber ein anderes Resultat. >> myfun(13860,19601)
ans =

2
Auch die folgende Realisierung>> x = 13860; y = 19601,
mittels quadratischer Erganzung>> U = 4 * X * X * X * X + 1,
(w = 4x2+1,v _ y2—1, >> v =y *xy - 1;
u—v2 = dat — gt + 29?) liefert > u-v =V
ein (anderes) falsches Ergebnis. - 0

A Und Vorsicht beim Umgang mit Maple! Schreibt man dort veesglich nach einer Zahl noch
einen Punkt, so ergibt es das scheinbar Uberraschendenétdgergebnis. (Man beachte dabei,
dass Maple, wenn man den Punkt hinzufugt, nicht mehr mittexarithmetik rechnet, sondern
so genannte Gleitkommazahlen (Maschinenzahlen, wirgtspach im Detail erklart) verwendet,
deren Genauigkeit man einstellen kann. Die AnweisDigjts:=18 fuhrt dazu, dass Maple
Gleitkommazahlen mit 18 Stellen verwendet.
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Abschnitt 2.1: Zahlendarstellung

> restart:
4 x1386074-19601°4+2 *19601°2;

4. *1386074-1960174+2 *19601°2;
Digits:=15:
4. *1386074-1960174+2 *19601°2;
Digits:=16:
4. *1386074-1960174+2 *19601°2;
Digits:=17:
4. *1386074-1960174+2 *19601°2;
Digits:=18:
4. *1386074-1960174+2 *19601°2;

1
68398402.
402.

NN

MATLAB -Beispiel:

Aus dem Topf der mathematischen>> floor(114)
Mirakel ziehen wir noch folgendes ans =

Beispiel: 114
>> floor(1.14  =100)

ans =
113

Die Routinefloor rundet dabei auf die nachstkleinere ganze Zahl. Die Zahhuf die nachst-
kleinere ganze Zahl gerundet sollte also in beiden Falldrergeben!

Ein Rechner verwendet als einfachste Form der Zahlendlargid-estkommazahlen Dabei wird
eine (meistens) begrenzte Ziffernfolge gespeichert untestgelegter Stelle das Komma ange-
nommen. Bei vielen Anwendungen reicht der darstellbardefdiereich jedoch nicht aus, so dass
es naheliegend ist, bei jedem Wert die genaue Stelle des Ksmusatzlich zu speichern. Das be-
deutet mathematisch nichts anderes als die Darstellungader: mit zwei Werten, deMantisse

m und demExponentene. Wir bekommen somit die Darstellung= m - 10¢. Diese Darstellung
ist jedoch nicht eindeutig, siehe z.B014 = 1.014 - 10 = 10140 - 10~!. Legt man jedoch den
Wertebereich der Mantisse geschickt fest, z.BlL < m < 10, so erhalt man eine eindeutige Dar-
stellung (wenn man endlich viele Stellen hat). Diesen $tdhezeichnet man aMormalisierun

der Mantisse. Wir haben soeben stillschweigend vorausgedass wir die Basis0 verwendef.
Darauf ist man jedoch nicht festgelegt. Pd3eakannte, dass man jede Bakis 2 verwenden
kann. Heutige Rechner verwenden meist binare Zahleraflarsgen, d.h. zur Basiz

Betrachten wir nun die Zahlendarstellung noch etwas alijeer.

2Dezimalsystem Unter dem Einfluss der Schrifbe Thiende* (Leiden 1585) von Simon Stevin (1548-1620)tsetz
sich im 16. Jahrhundert das Rechnen mit Dezimalbriicheneist&ropa durch.
®Blaise Pascal1623-1662.
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Kapitel 2: Zahlendarstellung, Fehlerarten und Kondition

Definition 2.1.2 p-adischer Bruch) Es seib > 2 eine natiirliche Zahk € Ny, a;, € Ng mit
0 < ax < bunda, # 0. Eine Reihe der Gestalt

+ i apb®
k=—o00

wird alsb-adischer Bruchbezeichnety heilStBasis Falls die Basis festgelegt ist, kann man einen
b-adischen Bruch auch durch die Reihung der Zifigfrangeben:

ta,an_1---a1ag.a_1a0_9a_3--- .

Bemerkungen 2.1.3 i) Firb = 10 spricht man vorDezimalbriichen, fir b = 2 vondyadi-
schen Bruchenund die Babyloni@ verwendeten ein System zur Basis= 60, was sich
heute noch im Verhaltnis von Sekunde, Minute und Stundeéeviéndet.

ii) Die Basis wird auch als Grundzahl bezeichnet, weswegan mich die Bezeichnung
g-adischfindet.

iii) Vorsicht, nichtb-adisch mit p-adisch verwechselny ~ Primzahl)!

iv) Der Null kommt immer eine Sonderrolle zu. Sie wird geseridetrachtet, um die Darstel-
lung einfacher zu halten. Ohne den Sonderfall der Null jesaaifzufiihren, schliel3en wir
ihn indirekt mit ein.

Die nachsten beiden Satze besagen, dass sich jede rabllduch einerb-adischen Bruch dar-
stellen lasst und umgekehrt.

Satz 2.1.4 (Konvergend-adischer Bruch) Jederb-adische Bruch stellt eine Cauchy-Folge dar,
d.h. dass jedeb-adische Bruch gegen eine reele Zahl konvergiert.

n
Beweis. Wir beschranken uns auf den Fall eines nicht-negativadischen Bruchs Y_  ab".
k=—o0

Wir definieren fur—¢ < n die Partialsummen

Sy = Z akbk .

Es ist nun zu zeigen, dass die Folge)_,<,, eine Cauchy-Folge ist. Sei> 0 und L € N so
groR, das$ % < ¢ gelte. Dann gilt fi > m > L

n n —m—1 —m—1
lsg — sm| = Z apb® — Z apb® = Z apb® < Z (b—1)b*
k=—t k=—m k=—¢ k=—¢
0 {—m—1
= G-t Y =yt > h
k=—f+m+1 k=0
1
b— 1) ™! =p <yt
< ) 1 < <e
und der Satz ist bewiesen. O

4SexagesimalsystenZahlt man mit den Fingern der linken Hand wie iblich vonid ®und registriert die an der
linken Hand gezahlten 5-er Gruppen durch das Dricken desriens der rechten Hand auf das passende Fingerglied
an der rechten Hand, so kommt man zom 12 = 60-System. Diese Zahlweise wurde schon von den Vorfahren der
Sumerer im 4. Jahrtausend v. Chr. angewandt. Die Babyl¢hr&0 v. Chr.) verwendeten dann das Sexagesimalsystem
in dem Sinne, dass sie 60 Herzschlage zu einer Minute zuearfassten und 60 Minuten zu einer Stunde.
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Abschnitt 2.1: Zahlendarstellung

Satz 2.1.5 (Reelle Zahl al$-adischer Bruch) Seib > 2 eine natirliche Zahl. Dann &sst sich
jede reelle von Null verschiedene Zahl in eirteadischen Bruch entwickeln.

Beweis. Es genigt wieder, nur den Fall> 0 zu zeigen. Zuerst zeigen wir, dass es zu jeder Basis
b > 2 mindestens eine Zahh € N gibt mit x < ™. Nach dem Archimedischen Axiom gibt es
einm € Nmitm > (z —1)/(b — 1) € R. Mit diesemm und der Bernoullischen Ungleichung
erhalten wir

V'=1+0-1)">1+mb-1)>1+zx-1==x.

Sein := min{k € Ny |0 < 2 < b*+1}. Durch vollstandige Induktion konstruieren wir nun eine
Folge(a_¢)¢>_,, natirlicher Zahle®) < a_, < b, so dass fur allen > —n gilt

n
T = Z adt +v_py, Mit0<wv_,, <b ™.

l=—m

n
Da lim v_,, = 0gilt, folgt z = > a,b° und somit die Behauptung.
m—00 = —o0

Induktionsanfang —m = n: Es gilt0 < 26" < b. Somit existiert einu,, € {0,1,...,b— 1}
und eind e Rmit0 < § < 1, sodassb™ " = a, + 9§ gilt. Mit v,, := 6b™ gewinnt man

z=ab" +v, mto<y, <b".

Induktionsschritt (—m) — (—m — 1): Esgilt0 < v_,,b™*! < b, also gibt es ein
a_m-1 € {0,1,....,b—1}und eind € Rmit0 < 6§ < 1, so dasy_,,b"™*! = a_,, 1 +9
gilt. Mit v_,,,_1 := 6b-™~! gewinnt man

n n n
T = Z ab® +v_,, = Z ab® + (a—m—1+ (5)()*’“*1 = Z ab® + v_p_1,
{=—m {=—m {=—m—1
wobei0 < v_,,_1 < b= 1 gilt. O

Bemerkung 2.1.6 Die b-adische Darstellung ist in der gewéhlten Form nicht aitidesiehe z. B.
1=0.9=0.999..., fallsb = 10 gewahlt ist. Durch die zusatzliche Bedingupg, < b — 1 fir
unendlich vielek < n" erhalt man eine eindeutige Darstellung. Somit ware #iBb = 10 die
Darstellungd.9 = 0.999 ... fur z = 1 nicht zugelassen.

Auf einem Rechner kdnnen wir nur eine endliche Entwicklgpgichern, also werden wir den
b-adischen Bruch durch eine endliche Entwicklung approsiem.

Beispiel 2.1.7 i) Binardarstellung = 2) vonz = (14.625),, = (1110.101),

4= 7-2 +0 = a9 =0
7 = 3.2 +1 =a; =1
3= 1-2+1 = ay=1

1=0-24+1 =ag=1
Im Folgenden bezeichnét| die untere GaulRklammer, d.h.
|z] :=max{j€Z:j<uz}.
a_1=[2%0.625] = [1.25] =1

a_y=12%025] =0.5] =0
a_3=2x05] =|1] =1
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Kapitel 2: Zahlendarstellung, Fehlerarten und Kondition

/7

ii) Binardarstellung vorx: = (0.2),, = (0.0011),

a_1=12%02] =04] =0
a_o=12%x04] =08/ =0
as=|2%08] =|1.6] =1
ay=|2%06]=]1.2) =1
a5 =2%0.2] =

Bemerkung 2.1.8 Da es unmdglich ist, reelle Zahlen als unendliékadische Briiche zu spei-
chern, werden reelle Zahlen auf Rechnern durch eine erdcitwicklung approximiert.

Definition 2.1.9 (Festpunktzahl) Zu gegebener Basisist

F(,n):= {:I: Z apb® = :I:(an...alao.al...a_g)b}

k=—1(

die Menge deFestpunktzahlenmit (n + 1) Vor- und¢ Nachkommastellen.

Bemerkungen 2.1.10 i) Typischerweise werden ganze Zahlen (engl. integersCauniputern
dargestellt mit = 0 undb = 2.

i) In modernen Rechnern werden negative Zahlen héufigtalsm)mplemeﬁabgespeichert.
Dabei istr das Komplement zy, wenn in der jeweiligen Arithmetik+y = 0 gilt. Beispiel:
Furb = 2 undn = 3 ergibt sich

|| x —z
0(0 0 O

110 0 11 1 1
2101 01 1 0
3101 1)1 0 1
411 0 0|1 0O

also darstellbarer Bereich4, . .. ,3

Bemerkung 2.1.11 Da im 2-er-Komplement der Wert O den positiven Zahlen zudjeet wird,

SZweierkomplement ist eine Moglichkeit, negative Zahlen im Dualsystem datelien. Dabei werden keine
zusatzlichen Symbole wie + und - bendtigt. Da im Zweierptement der Wer den positiven Zahlen zugerech-
net wird, umfasst der Wertebereich beibinaren Stellen allgemein den Bereiet2"~*,...,0,...2""! — 1. Zum
Beispiel bei 4 Bit von -8 bis 7. Negative Zahlen gewinnt mas positiven Zahlen, indem samtliche binaren Stel-
len negiert werden und zu dem Ergebnis der Weaiddiert wird. Somit wird au$4):0 = (0100): durch Invertie-
ren Not(0100) = 1011 und Addition der 1(1011)2 + (0001)2 = (1100)2. Addiert man nurd und —4, so gilt
(4)10 + (—4)10 = (0100)2 + (1100)2 = (0000)2 = (0)10, wobei die vorderste Stelle verworfen wurde.
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Abschnitt 2.1: Zahlendarstellung

erhalt man fig-Bif8, 16-Bit und32-Bit, bzw.1-, 2- und4-Byt@ Darstellungen die Zahlenbereiche

8-Bit,n= 7: 0,...,255 ohne Vorzeichen
bzw. —128,...,127 (8 Stellen

16-Bit,n =15: 0,...,65535 ohne Vorzeichen
bzw. — 32768, ...,32767 (16 Stellen

32-Bit,n =31: 0,...,4.294.967.295 ohne Vorzeichen
bzw. — 2.147.483.648, ... ,2.147.483.647 (32 Stellen

Bemerkung 2.1.12 Als Problem stellt sich dabei heraus, dass damit nur einéfetahlenbereich
darstellbar ist.

Die Verwendung eines Festpunktes schrankt also die aufRiechner darstellbaren Werte stark
ein. Gibt man stattdessen nur die Gesamtanzahl an Vor- ustikdenmastellen vor und lasst
die Position des Punktes variabel, skaliert also mit uokeéesllichen Potenzen der Basisso ist
die Menge der darstellbaren Zahlen wesentlich groReis filert zur Definition der Gleitpunkt-
Darstellung einer reellen Zahl

Definition 2.1.13 (Gleitpunkt-Darstellung) Die normalisierte Gleitpunkt-Darstellung einer re-
ellen Zahlx € R hat die Forme = f - b¢, wobei
e dieMantisse f ist eine feste Zahl, dien Stellen hat und
bl <|fl<1,fallsz#0undf =0 falls,z =0
genlgt, d.h.
+(0.dy...dp)y =D dib7  ,di #0
f= j=1
0 ,dy =0
e derExponent/ ist eine ganze Zahl innerhalb fester Schranken

r<f{<R,

welche sich in der Form
n—1 ‘
C=d(lny--lo)y =+ 4V
j=0

darstellen lasst. Hierbei braucht ni¢ht 1 # 0 zu gelten.
(Fur 8-stelligen binaren Exponenten wird ziB= —128 und R = 127 gewabhilt.)

Die Menge der Maschinenzahlen mit Bakjsn-stelliger Mantisse und-stelligem Exponenten
wird alsM(b, m,n) bezeichnet.

®Bit ~ (engl. binary digit, lat. digitus- Finger).
"Byte ~ MaReinheit fir eine Datenmenge von 8 Bit.
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Beispiel 2.1.14M(2, 3, 1) besteht aus den Zahlen
—4(d_y- 27 +dy-272+d_5-273). 200,
wobeid_1 Z0Vzx=d_1 =d_o =d_g = 0dgilt. Somit

1 5 3 7 1 5 3 7 5 3 7
M(2,3,1) = {O,iz,il—G,ig,11—6,i§,i§,iz,i§,il,i1,i§,iz} .

[a=)
[—=
lw
|
ot
| [SC—
I~ 1
—
ot
wlw
BN

Abb. 2.1: Graphische Darstellung véfi(2, 3,1).

Man beachte den kleiner werdenden Abstand zur Null hin umd Alestand zwischen den be-
tragsmalfig kleinsten Zahlen und der Null.

Bemerkung 2.1.15 Wie man in Beispiel 2.1.14 sieht, sind Maschinenzahlentrgégichverteilt,
d.h. der Fehler bei der Darstellung einer Zatd R auf einem Computer hangen von der Eingabe
x ab.

Bemerkung 2.1.16 Die betragsméaflig kleinste und gré8te ZatWifb, m,n) bezeichnen wir mit
Tmin DZW. Tmaxs

Tmin =min{|z| e M(b,m,n)}, |z| <Zmn=2=0
Tmax = max{|z] € M (b,m,n)}, |z| > zmax = overflow.
Beispiel 2.1.17
M (10,4,1), x=—51.34 ~ —0.5134 - 10?
M (2,4,2), r = 3.25 = (11.01), ~ (0.1101),, - 20102
M (2,4,2), r = 14.625 = (1110.101)  ~» (0.1110101), - 201992 M (2,4, 2)

Bemerkung 2.1.18 Ublicherweise werden 8 Byte (64 Bit) Speicherplatz fiiree@leitpunktzahl
wie folgt aufgeteilt:

e 1 Bit fiir das Vorzeichen;

e 11 Bit fir den Exponenten, d.h. die Werte sind darstelllmarBereich -1022 .. 1023
(1...2046 — BiaS8-Wert 1023). Die Werte -1023 und 1024, bzw. 0 @0d7 = 2! — 1
als Charakteristik sind reserviert flr die speziellen IBawerte,, Null“, ,Unendlich* und
~NaN*;

e 52 Bit fir die Mantisse. Dies sind eigentlich Werte zwiscfe. ..01); und(1...1)s, da
die Null gesondert abgespeichert wird. Ist man in der nasieaten Darstellung, so ist
die erste Null redundant und man gewinnt noch eine StelleuhiAlso muss auch noch
irgendwie festgehalten werden, ob eine normalisierte tB#usg vorliegt oder nicht.

Also ergibt sichh = 2, m = 52, n = 11 und damit- = —1023 und R = 1024.

8Hier zu verstehen als ein konstanter Wert, der zu etwas hitdiart bzw. subtrahiert wird. Wird auch als Offset
bezeichnet.
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Tab. 2.1: Interpretation des Zahlenformats nach IEEE-754

| Exponente | Mantisse] Bedeutung | Bezeichnung |
e=0 m=20 +0 Null
e=0 m>0 | +0,m x 2175 | denormalisierte Zahl
0<e<eéme | m>0 | £1,m x 2¢~Bias | normalisierte Zahl
€ = €emaz m=20 +o00 Unendlich (Inf)
€ = emax m >0 keine Zahl Not a Number (NaN)
Tab. 2.2: Zahlenformat nach IEEE-754
Typ Grole Exponent Mantisse Werte des
Exponenten (e)
single 32 Bit 8 Bit 23 Bit -126<e< 127
double 64 Bit 11 Bit 52 Bit -1022<e< 1023
rel. Abstand | Dezimalstellen| betragsmafiid grofite
zweier Zahlen kleinste Zahl Zahl
Single 2—(23-‘,—1) 7-8 2—23 . 2—126 (1 _ 2—24)2128
double| 2702+ 15-16 2752. 971022 1 (] _ 2753)91024

Bemerkung 2.1.19 Der Standardtyp in Matlab, wenn nichts Weiteres angegelieh) iat double.

Bemerkungen 2.1.20 i) Die Werte vonb, m,{ hangen in der Regel vom Typ des jeweiligen
Computers ab, ebensoR. Der IEEBS-Standard versucht dies zu vereinheitlichen.

ii) Selbst bei der Umwandlungexakter’ Eingaben in Maschinenzahlen kénnen Fehlerewuftr
ten, z.B. bei

x = 0.1 = (0.0001100),, .

°IEEE~ Institute of Electrical and Electronics Engineers.

Numerik 1 (Einfithrung in die Numerische Lineare Algebra), 25. Januar 2013



12 Kapitel 2: Zahlendarstellung, Fehlerarten und Kondition

Mit Hilfe der folgenden mex-Routindigits.c lassen sich auf einem 32-Bit Rechner unter
Matlab die einzelnen Bits einer double precision-Variakédeislesen. (Kompilieren der c-Routine
auf der Kommandozeilenebene von Matlab méx digits.c  .)

C-Funktion: digits.c

#i ncl ude "mex.h"
bool get_bit_at( doubl e y[], 1nt pos)
{
unsi gned | ong bitmask;
unsi gned long *cy = (unsigned long *) v;

I f (pos >= 0}
I f (pos < 32)
bitmask = 1 << pos; /I bitmask setzen
return (cy[0] & bitmask)!= 0;
} else if (pos < 64){
bitmask = 1 << (pos-32); // bitmask setzen
/I unsigned long ist nur
/I 4 Byte = 32 Bit lang
return (cy[l] & bitmask)!= O;

}
}
mexErrMsgTxt("No valid position for Bit.");
}
voi d mexFunction( i nt nlhs, mxArray * plhs]],
int nrhs, const mxArray =*prhs[] )
{

doubl e *x, *y;
mwSize mrows,ncols;

int Kk;
[+ Check for proper number of arguments. */
I f (nrhs!=1) {

mexErrMsgTxt("One input required.");
} else if(nlhs>1) {

mexErrMsgTxt("Too many output arguments");
}
[+ The input must be a noncomplex scalar double. */
mrows = mxGetM(prhs[0]);
ncols = mxGetN(prhs[0]);
I f( 'mxisDouble(prhs[0]) || mxlsComplex(prhs[0]) ||

I(mrows==1 && ncols==1) ) {
mexErrMsgTxt("Input must be a noncomplex scalar double.") ;

}

/ = Create matrix for the return argument. */

plhs[0] = mxCreateDoubleMatrix(1,64, mxREAL);

/ = Assign pointers to each input and output. */

X = mxGetPr(prhs[0]);

y = mxGetPr(plhs[0]);

/= Call the digit subroutine. */

for (k=0; k<64; k++) y[63-K] = ( doubl e) get_bit_at(x,k);
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Versuchen Sie sich die Ergebnisse der folgenden Matlalgghen zu erklaren bzw. testen Sie es

auf lhrem eigenen Rechner.
>> A=digits(-1);A(1)

ans =

1
>> A=digits(1);A(1)
ans =

0

>> A=digits(27(1023) * (1.9999999999999998));
>> A(1),A(2:12),[A(13:29); A(30:46); A(47:63)],A(64)

ans =
0
ans =
1111 1 1 1 1 1 10
ans =
111111111111 111 11
111111111111 111 11
111111111111 11111
ans =
1
>> A=digits(2°(-971) * (2-1.9999999999999995));
>> A(1),A(2:12),[A(13:29); A(30:46); A(47:63)],A(64)
ans =
0
ans =
O 0 0O OO OO O 0 0 1
ans =
O 0o 0O0O0O OO O OOOO0OTUOODUOTU OO
O 0o 0O 0OOOOO OO OO0OUOO0ODUOTUO O0OSTO
0O 0 0O0O0O OO O O0OOOTUOUOODUOTU OO
ans =
0
>> A=digits(2°(-972) * (2-1.9999999999999995));
>> A(1),A(2:12),[A(13:29); A(30:46); A(47:63)],A(64)
ans =
0
ans =
0O 0 0O 0OOO OO O O0DO0
ans
1 0 0 0O0OO0O OOOOUOOUOU OO OTUOTO
O 0o 0O0O0OOOO OO OO0OOO0ODUO0OTGO0OTDO
O 0 0O 0OOOOO OO OO0OOO0ODUO0OTUO0OSTO
ans =
0
>> A=digits(realmax) % try by yourself

>> A=digits(realmin)

>> A=digits(realmin/2°52)

>> A=digits(2°0+2°(-1)); A(13:29)

>> A=digits(2°0+2"°(-1)+2"(-2)); A(13:29)

>> A=digits(2°0+2°(-1)+2°(-2)+2"(-3)); A(13:29)

>> A=digits(2°0+2"(-1)+27(-2)+2"(-3)+2"(-17))A(13:29 )1
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2.2 Rundung und Maschinengenauigkeit

Aufgabe: Approximierex € R durch fi(x) € M(b,m,n) (,float)
fl:R — M(b,m,n)

bzw.
fl : [—xmaxa xmax] - M(b, m, n)

Dies wird durch geeignete Rundungsstrategien gewateleld/ir betrachten zwei konkrete Bei-
spiele:

2.2.1 Standardrundung, kaufmannische Rundung
(entspricht,normalem Runden“, alsb4 — 1,1.5 — 2,1.6 — 2)

Seiz € R mit || € [Zmin, Tmax] Undb-adischer Darstellung
s .
z=2b") dib,
j=1

wobei/ einn-stelliger Exponent sei. Es geliig # 0 sowied; < b— 1 fur unendlich vielgj € N.
Fur eine vorgegebene Mantissenlamgést die Standardrundung definiert durch

m » 0 falls d <
. —_ = y é J ' m+1
fl(z;b,m,n) = fl(z) : i;_l: dj b= £ { beem o falls dpyq >

SISV

und fur die anderen Falle gilt

|z| < Zmin = fl(x) :==0
|x| > Tmax = overflow.

Bemerkung 2.2.1 Man mache sich klar, dass die Rundung im Fadlje.1 = b/2 (b geradep/2
ungerade) rein willkdrlich ist.

Beispiel 2.2.2 BetrachteM(10, 4, 2). Dann gilt firr die Eingabe: = 0.21576 - 10® die Rundung
fl(x) = 0.2158 - 103 und fiiry = 216.53 ergibt sichfI(y) = 0.2165 - 103, entscheidend sind also
die signifikanten Stellen, nicht die Grof3e der Eingabe.

2.2.2 ,Round to even® (oder auch Banker’'s Rule oder mathematisch
unverzerrte Rundung)

Die unverzerrte Rundung (engkound to even*), auch als Banker's Rifléoekannt, ist eine Run-
dungsregel, welche sich dann von der Standardrundungsehtdet, wenn der zu rundende Rest
genau zwischen zwei Zahlen mit der gewahlten Anzahl vofe#ifliegt. Voraussetzung zur An-
wendung der Banker's Rule ist, dass die Bdsigerade und/2 ungerade ist, dies ist z.B. fur
die interessanten Falle= 2, 10 erfullt. Die Standardrundung erzeugt statistisgRehler*, da
das Aufrunden und/2 vorkommt, das Abrunden uiy2 jedoch nie. Rundet man z.B. bei groRRen
Mengen von Daten, bei denen der Trend untersucht werdenraaller auf, falls der zu rundende

Diese Rundungsart ist in der IEEE Norm P754 verankert.
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Rest genaw/2 ist, so verschiebt sich der Trend aufwarts. AuBerdem ist\@ahalten bei posi-
tiven und negativen Zahlen unterschiedlich, wenn die zdeuade Zifferb/2 ist. Das,round to

even" vermeidet dieses Verhalten. Es rundet von der genlditemzwischen zwei Ziffern immer
zur nachsten geraden Zahl auf oder ab. Ansonsten entspsater Standardrundung.

Bemerkung 2.2.3 Man kbnnte genauso gut auch zur nachsten ungeraden Zatému dann
wiirde man jedoch nie auf Null runden.

Banker’s Rule: Voraussetzungh geradep/2 ungerade.
Seiz € R mit |x| < z,.x Undb-adischer Darstellung

, »
z=4b") djb,
j=1

wobei/ einn-stelliger Exponent sei. Es gelfg # 0 sowied; < b— 1 fur unendlich vielgj € N.
Fur eine vorgegebene Mantissenlamgést die Banker's Rule definiert durch

0 ,fallsdy,1 < b/2
m be=m  falls d,,q1 > b/2 oder
fl(z) =+ d;p"7 + dmi1 = b/2 und es ex. eifk > m + 1 mit dj, # 0
=1 0 falls Yop2 1y di % = b"™/2 undd,,, gerade

b= falls YRS, di b8 = ™ /2 undd,, ungerade.

Beispiel 2.2.4Furb = 10 undm = 2 erhalt man mit der Banker’s Rule folgende Ergebnisse:

aus2.33 wird 2.3, aus—2.33 wird —2.3,
aus2.35 wird 2.4, aus—2.45 (exakt) wird—2.4,
aus2.45 (exakt) wird2.4, aus—2.4500001 wird —2.5,
aus2.4500001 wird 2.5 und aus—2.449 wird —2.4.

Bemerkungen 2.2.5 ) Der Vorteil der Banker's Rule liegt in eingtbesseren” statistischen
Verteilung der Rundungsfehler.

ii) Zur Basis 10 lautet die Regel: Folgt auf die letzte be&ditende Ziffer lediglich eine 5
(oder eine 5, auf die nur Nullen folgen), so wird derart geletndass die letzte beizubehal-
tende Ziffer gerade wird.

Beispiel 2.2.6 (Wiederholtes Runden)

b Standard Fehler Banker’'s Rule Fehler
10 || 2.445 —2.45 — 25— 3 | 0.555 || 2.445 — 244 — 2.4 — 2 | 0.445
10 || 4.545 — 4.55 - 4.6 — 5 | 0.455 || 4.545 — 4.54 — 4.5 — 4 | 0.545
2 | 0101 —-0.11—-10—1| 0.011 | 0.101 — 0.10 — 0.1 — 0 | 0.101
2 | 0011 —-0.10—01—11 0.101 || 0.011 — 0.10 —- 0.1 — 0 | 0.011

Bemerkung 2.2.7 Es lassen sich also sowohl bei der Standardrundung als aiiclebBanker’s
Rule Beispiele finden, bei denen durch wiederholtes Rundbeilae ganze Zahl der Fehler gréf3er
ist als der maximale Fehlér!, den man durch einmaliges Runden erhalten koénnte.
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Definition 2.2.8 (absoluter/relativer Fehler) Es seix € R undz € R eine Approximation.

(i) Die GroBe|lx — x| heil3tabsoluter Fehler.

(i) Die GroRel2=Z heiBtrelativer Fehler.

|z

Der relative Fehler ist normalerweise die interessan®3€y ér ist dimensionslos, wahrend die
Grol3e des absoluten Fehlers von der gewahlten MaRReatbigiingt.

Lemma 2.2.9 Die Basisb sei gerade. Es sei = £b° > dpb~" (0 < d; < b) und fI(z) die
k=1
Standardrundung vom auf m Stellen. Dann gilt

br—m 1
l _ <. b(—l — _bf—m
i) — ol < !

und

1-m
fiw) —a] _ b
lz| T 2

Beweis.0.B.d.A seizx positiv. Sein € N. Furb > 1und0 < dp, <b—1(k=n,n+1,...)qilt

i dp bk < i(b — 1)k = i bk — i bk =p (1), (2.2)
k=n k=n k=n

k=n—1

Betrachten wir zuerst die Situation des Abrundens bei dendatrdrundung, was der Situation
dm+1 < b/2 entspricht. D& nach Voraussetzung gerade ist, gilt sobjz € Z. Somit folgt aus
dm+1 < b/2, dass auchl,, ;1 +1 < b/2 gilt. Da0 < d; < b vorausgesetzt wurde (was der
normierten Gleitpunktdarstelluig 2.1113 entspricht),rhanb=! < 3°%°  dj. b= < 1 und somit
b1 <z < b'. Beachtet mam — fl(x) = b° > or | dj b=, so schlieBt man nun fid,, 1 < b/2

mit (2.2)

fl(z) — b | gy 67D 4 A b | < b [dypyy =D §p=(mD)
+

k=m-2
bl*WL

S bt (2.3)

Comin) b
= B (g +1) <KD 2 =

Fir das Aufrunden, d.h. fiir den Fall, 41 > 2 gilt nund,,+1 b~ > 3 und analog zu{2]3)

fl(x) — x| = b [bm - Y bk] < [b*m ey b
k=m+1

1-m
= b’f*mu—dmﬂb*l\gb—-#*l.
N—— 2

>1/2
| S —
<1/2

Damit ist die Abschatzung fur den absoluten Fehler besvieshd die Abschatzung fur den relati-
ven Fehler erhalt man sofort ntit—! < z. O

Definition 2.2.10 Die Zahleps := bl%m heif3t (relative Maschinengenauigkeit
Definition 2.2.11 Wir definieren
M :={z € R: &pin < |z| < Tmax} U {0}.
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Bemerkungen 2.2.12 ) Esgilteps =inf {6 > 0: fl(1+ ) > 1}.

i) In Matlab liefert die Anweisungpsdie Maschinengenauigkeit, die sich aber auch durch
folgende Routine mineps.m bestimmen lasst. Unter andBregrammiersprachen geht
dies &ahnlich, man muss sich jedoch vergewissern, dass demiler die Anweisung
while 1 < 1 + value nicht zuwhile 0 < value  optimiert!

i) Ve e M/, x #03e € R mit|e| < eps ungLho=el — o g p.

|z]

fl(z)=xz(1+¢). (2.9

MATLAB -Funktion: mineps.m

function value = mineps

value = 1;

while 1 < 1 + value
value = value / 2;

end

value = value * 2;

MATLAB -Beispiel:

Die Funktion mineps liefert das >> eps
gleiche Ergebnis wie die Matlab- ans =
Konstanteeps . Erganzend sei noch 2.220446049250313e-016
die Matlab-Konstanterealmin >~ MNepPs

iedergegeben. Sie ist die kleins-" "
wiedergeg . _ 2.220446049250313e-016
te positive darstellbare Maschinen-. raaimin

zahl. ans =
2.225073858507201e-308

2.3 Gleitkommaarithmetik

Ein Algorithmus ist eine Folge von arithmetischen Operatim mit denen Maschinenzahlen ver-
knupft werden. Ein Computer rechnet also mit Maschineleraturch die Realisierung (Imple-
mentierung) eines Algorithmus.

Beispiel 2.3.1BetrachteVi(10, 3, 1). Dann gilt:

0.346 - 10° +0.785 - 10° = 0.1131 - 10* ¢ M(10, 3,1).
€M(10,3,1) €M(10,3,1)

Aus diesem einfachen Beispiel sieht man, dass das Ergeimeis aithmetischen Operation auf
Maschinenzahlekeine Maschinenzahl sein muss!

Numerik 1 (Einfithrung in die Numerische Lineare Algebra), 25. Januar 2013



18

Kapitel 2: Zahlendarstellung, Fehlerarten und Kondition

Voraussetzung 2.3.2Wir nehmen wir an, dass fiir die Additian im Rechner gilt
r®y=fllx+y) firalex,yec M mit|z+y|eM
und Entsprechendes auch fir die anderen Grundrechen&rten{+, —, x,+} wird durch eine
Gleitpunktoperatiort) ersetzt mit
rQy = fl(2Vy) .
Man sagts (bzw. Q) istexakt gerundet
Folgerung 2.3.3 Fiir allex,y € M mitxz +y € M’ gilt

xr@y=(x+y)(l+e) (2.5)

fir ein geeignetess| < eps, und Entsprechendes auch fiir die anderen Grundrechenarte
2@y = (xVy)(1 + ) mit |¢| < eps. Dies folgt ausfl(z) = z(1 +¢).

Bemerkung 2.3.4 (a) Maschinenoperationen sind nicht assoziativ, wie fodgs Beispiel
in M(10,3,1) zeigt. Firz = 6590 = 0.659 - 10, y = 1 = 0.100 - 10' und
z =4 = 0.400 - 10* ergibt sich bei exakter Rechnufg+y) + z = = + (y + z) = 6595.
Fir die Maschinenoperationen gilt hingegen auf der eirate S

@y =0.659-10* = 6590 = (z & y) ® z = 6590,

aber
y®2z=0500-10=5= 2@ (y® z) = 6660
Dies zeigt, dass die Reihenfolge der Verkniipfungen wéeskrist!
Als , Faustregel” (die aber auch nicht immer hilft, s.u.) kann rsagen, dass man die Sum-

mation in der Reihenfolge aufsteigender Betrage auefiiBolite, um Rundungsfehler zu
minimieren.

(b) Ebenso gilt das Distributivgesetz nicht mehr.

(c) Als Beispiel betrachte folgende SubtraktiOrz3563 — 0.73441 = 0.00122. Bei 3-stelliger
Rechnung).736 — 0.734 = 0.002 = 0.2-10~2, d.h., der absolute Fehler ist in der Gré3en-
ordnung des Rundungsfehlers, fur den relativen Fehlejegibch

0.002 — 0.00122
0 — 00122

also sehr grof3. Dieser unangenehme Effekt der Gleitputiktaztik heilstAuslbéschung
(genaueres spater).

= 0.64=64%

Beispiel 2.3.5 (Ausbschung) (a) Furb = 10 undm = 2 gilt
(100 4) ®4=100#£110 =100 (4@ 4).

Man beachte dabéio0 & 4 = 100, da100 + 4 auf 2 Stellen gerunddtd0 ergibt, und dass
100+8 auf 2 Stellen gerundétl0 ergibt. Wir sehen also wieder den Effekt der Ausldschung.

(b) Wir betrachten die Rechnung
0.1236 4 1.234 — 1.356 = 0.0016 = 0.1600 - 102.
Gleitpunktrechnung mit = 10, m = 4 liefert
(0.1236 @ 1.234) © 1.356 = 1.358 © 1.356 = 0.2000 - 10_2,

d.h. schon die erste Stelle des berechneten Ergebnisdalsistt Der Rundungsfehler der
ersten Addition wird durch die nachfolgende Subtraktiotrear verstarkt.
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Bemerkung 2.3.6 Auch wenn alle Summanden positiv sind, kann etwas schiefyeBei wie im
Beispiel[2.3.% = 10 undm = 4. Wir wollen

N
Zan mit ap =1 (2.6)
n=0

berechnen. Falle < a, < 10~* fiir allen > 0, und falls wir der Reihe nach summieren,
ist das berechnete Ergebnis 1, egal wie grof3 die Summe oViridi. Eine erste Abhilfe ist es
nach der obigen Faustregel, der Grof3e nach zu summierers{(zlie kleinste Zahl). In unserem
Beispiel [2.6) hilft das allerdings nicht wirklich, das behnete Ergebnis ist dann héchsteéns
Besser ist jedoch folgendes Vorgehen: Man ersetzt die zlegisten Zahlen durch ihre Summe
und wiederholt diesen Vorgang so lange, bis nur noch einé Bamlich die gesuchte Summe,
Ubrigbleibt.

Beispiel 2.3.7 (Guard Digit) SeiM = M(10, 3, 1) und betrachtec. Sei weiterz = 0.215 - 10°
undy = 0.125 - 10~Y. Naive Realisierung vor © y = fl(z — y) erfordertschiebenvon y auf
den groReren Exponentgn= 0.125 - 10~'8 . 10 und subtrahieren der Mantissen:

0.215000000000000000000 - 10?

€T =
y = 0.000000000000000000125 - 10° 2.7)
r—y = 0.214999999999999999875 - 10°

Runden auf drei Stellen liefert danm © y = 0.215 - 10°. Dies erfordert einen Addierer mit
2(b" — 1) + m = 21 Stellen. In diesem Fall hatten wir das Ergebnis auch durehAtifolge
Schieben Runde y, Subtrahiere erhalten. Im Allgemeinen ist das aber nicht gut wie folgende
Beispiel zeigt:

x = 0.101 -10!
y 0.099 -10!
roy = 0.002 -10!

z = 0.101- 10
y = 0.993-10°

Fur den relativen Fehler im Ergebnis gilt dann

(roy) —(r—y) 0.02-0.017
(x —y) - 0.017

~ 0.176 =~ 35 eps,

wobeieps = 1/2 - 1073+ = 0.005 sei.
Verwenden wir nun einem + 1-stelligen Addierer, dann erhalten wir

x = 0.1010-10!
y 0.0993 - 10!
r—y = 0.0017-10"

Das Ergebnisc © y = 1.7 - 1072 ist exak! :@1

Bemerkung 2.3.8 Allgemein kann man zeigen (siehe [Knuth]): Mit einer za$éhen Stelle (so-
genanntechutzziffer oderGuard Digit ) gilt

(zoy) —(z—y)
(z—y)

<2eps.

Mit nur 2 Guard Digits erhalt man sogar genau das gerundagebiis der exakten Rechnung,
d.h. das gerundete Ergebnis &8sl) ohne einer2(b™ — 1) + m-stelligen Addierer.
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Vollig unkalkulierbar sind Gleitkommaoperationen abéht Es gilt z.B. folgendes Resultat:
Sindu, v Gleitkommazahlen und

v o= (udv)ow, Vo= (uBv)Su,
= (udv)er, o=

dann folgt
utv=(udv)+(uou)® (ver)).

Dies erlaubt eine Berechnung des Fehlers mittels Gleitkaanithmetik. (Siehe [Knuth, 4.2.2,
Theorem B].)

2.4 Fehlerverstirkung bei elementaren Rechenoperationer

In einem Programm/Algorithmus werdefiele Rechenoperationen druchgefiihrt. Es stellt sich
also die Frage, was mit Fehlern im weiteren Programmvegassiert. Hier beschaftigen wir uns
zunachst miexakten Operationen d.h. ohne weitere Rundung.

Seien alsar, y die exakten Eingaben unid i die gestorten (realen) Eingaben, mit den relativen
Fehlern

d.h.
F=a(1+3,),  §=y(+3,), (2.8)

und wir nehmen an, dass, | , |9,| < e < 1 gilt, also, dass die Eingabefehlgdein” sind.
Da ein Algorithmus aus den Grundrechenarten zusammengéstetbetrachten wir die Fehler-
verstarkung bei diesen elementaren Rechenoperationen.

Bemerkung 2.4.1 (Multiplikation) Offenbar gilt
Txy = (2(l+0))* (y(1+0y)) = (@ xy)(1+ 0z + 0y + 020y) =: (z+y)(1+9)

mit|6| = |6, + 0y + 0.0y| < (2 +¢€), d.h. bei Vernachlassigung des quadratischen Termsaist di
von der Ordnun@c. Damit ergibt sich fiir den relativen Fehler (falés |, |d,| < eps unde < 1)

THYy—T*Y

‘ = |0| =2e+¢€-c<3c<3eps.
T *xy

Also bleibt der relative Fehler im Rahmen der Maschinengigkait.
Bemerkung 2.4.2 (Division) Bei der Division gilt

T z(l46,)
g y(l+6y)

Mit Hilfe der geometrischen Reih% =52, ¢, verwendey = —dy) gilt

1 > .
=1 —1)747
1—|—5y +ng( ) v

und damit folgt
1+ 6,
14 0,

=140+ (1+38,) ) (-1)76) =1 +4.

o]
J=1
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Fiir den Fehlerverstarkungsfakigilt dann unter der Annahmeé, |, |5,| < e

= 1+e¢
< J = .
\5\_€+(1+8)€Z€ €<1+1 )

- —€
j=0

1

Falls z.B.e < % gilt, folgt }—fz < 3 und damit|d| < 4 ¢, also zeigt die Division ein &hnliches
Verhalten wie die Multiplikation, d.h. der relative Fehlgeibt im Rahmen der Maschinengenau-
igkeit.

Bemerkung 2.4.3 (Addition) Im Fall der Addition gilt
T+y = x(14+0) +y(1+6y) =2 +y+ x0, + ydy,

T Y
= 1 Oy Oy | =: 146
@) (14 s ) = k4D

mit der folgenden Abschatzung fur den Fehlerverstagkitaktor

y '} SQamax{
r+vy

falls |0.|, |0,| < €. Man beachte, dass der Term
r+y

max {

nicht gegere abgeschéatzt werden kann. Insbesonderecfé¢ —y kann dieser Faktor beliebig
grol3 werden, der Ausgabefehler ist afscht notwendigerweise in der Gro3e des Eingabefehlers.
Dies ist die Erklarung der Ausléschung und kann durcheotieUberlegung verdeutlicht werden.
Nehmen wir an, wir wollter: + y berechnen fir zwei Eingaben mit folgender Darstellung

x
r+y

)

B < 6]+l hm {

x
x4yl

=l
x+y

=1
x4yl

x=0.dy...dpdygr...dpy %D, y=—0.dy...dpdps1...dpy 0%,

q.h., die erstem Stellen~vorrc undy sind identisch. Wir nehmen der Einfachheit halberlar>
dj, j>r+1,d41 > dyy1. Daraus folgt

2+y=00...0d1...dp*b" =0.dpsy...dm*b""

mitd; > 0 und damit fiir den relativen Fehler

x ': ‘ 0.dy ...dy, *b° < b-b° g2
r+y O.dyyt ... dy xbe—| — D710
daod,...d,, <b undO.chH ...d,xb~L. Man verliert also mindestensStellen an Genauigkeit,
diese werden,ausgeléscht’. Intern (im Computer) werden diese Stelldfllig aufgefillt mit
Information, die sich in den entsprechenden Speichereditdindet. Egal, was dort steht, diese
Stellen sind im Prinzip immer falsch, da beziigliclundy keine Information jenseits den-ten
Stelle vorliegt.
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2.5 Kondition eines Problems

Bislang haben wir einzelne Operationen untersucht, nudevediese Operationen zu einem Al-
gorithmus verkettet. Ein Algorithmus wird dann verwendet) ein mathematisches Problem zu
[6sen. Wir wollen nun untersuchen, welche Problemiafach* bzw.,schwer’ sind und welche
Algorithmen,, gut* bzw.,schlecht‘ sind. Wir beginnen mit der Untersuchung der Rnoistellun-
gen.

Beispiel 2.5.1 Diskutieren wir am Anfang zuerst folgendes geometrisclublém: die zeichneri-
sche Bestimmung des Schnittpunktgweier Geradep undh in der Ebene. Schon beim Zeichnen
haben wir Schwierigkeiten, die Geraden ohne Fehler dagiteist Die Frage, die wir naher unter-
suchen wollen, lautet, wie stark der Schnittpusk(Output) von den Zeichenfehlern (Fehler im
Input) abhangt.

Abb. 2.2: Schnittpunks' zweier Gerader und k. Links gut konditioniert, rechts schlecht kondi-
tioniert.

Wie wir der Grafik direkt entnehmen kdonnen, hangt der Feimleler Ausgabe stark davon ab,
in welchem Winkel<(g, h) sich die Geraden schneiden. Stelieond h annahernd senkrecht
aufeinander, so variiert der Schnittpurtketwa im gleichen Maf3e wie der Fehler beim Zeichnen
von g und A. In diesem Fall bezeichnet man das Problem, den Schnittptirdeichnerisch zu
bestimmen, algut konditioniert .

Ist jedoch der Winkek(g, h) sehr klein ¢ undh sind fast parallel), so kann man schon mit dem
Auge keinen genauen Schnittpurtklusmachen, und eine kleine Lageanderunggvoderh lie-

fert einen ganzlich anderen Schnittpunkt. Man sprichindam einenmschlecht konditionierten
Problem.

Kommen wir nun zu einer mathematischen Prazisierung deslidonsbegriffs. Dazu brauchen
wir einen etwas allgemeineren Rahmen und werden spatenselass dieser Rahmen fir die
Untersuchung sehr gut geeignet ist.

Problem 2.5.2 SeienX,Y Mengen undy : X — Y. Wir betrachten das Problem:
Gegeben sei € X, gesuchly = p(x).

Wir untersuchen also, wie sich Storungen in den Dateauf das Ergebnig auswirken. Man
beachte, dass dies nichts mit der Realisierung auf dem Cemfmem Algorithmus) zu tun hat,
sondern einzig eine Eigenschaft der Problemstellung ist.

Beispiel 2.5.3 (Noch einmal der Geradenschnittpunkt)Die beiden Geraden seien in folgender
Form gegeben

G1 = {(z1,22) ER* 1 a1171 + a1072 = b1}, Ga = {(z1,72) € R* t ag 121 + a om0 = by},
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wobei b = (b1,bs)T € R? und die Koeffizientena;; fur i,5 = 1,2 gegeben sind. Mit
A = (aij)ij=12 € R**? ist der gesuchte Schnittpunkt = (z1,22)7 von Gi, G2 gegeben
durch

Ar=b,

also die Losung eines linearen Gleichungssystems. Faliegular ist kbnnen wir schreiben
xr = A~1b. Also sindA undb die Eingaben und die Ausgabe, d.hX = R?*? x R?, Y = R?
undp(A,b) = A~1b = .

Beispiel 2.5.4Betrachten wir das Beispiel 1.0.1 des Kohleaushubs. Wiegeatavon aus, dass
wir aus den Messungen bereits eine Hohenfunkti¢n) = 2, h : R? — R, gewonnen haben,
die jedem Punkt: € R? einer Karte die Hohe zuweist. Weiterhin sei das Kohlereirieeinem
RechteckR := [a,b] x [c,d] C R? enthalten. Dann lautet die Formel fur den Kohleaushub

// dwg d.%'l,

also ein Doppelintegral. Damit ist klar, da3s = R, aber fur welche Eingaben ist de-
finiert? Offenbar muss die Funktioh, die hier als Eingabe fungiert, integrierbar sein, etwa
h € R(R) = X, wobeiR(R) die Menge der Rieman-integrierbaren FunktionenRbg&zeichnet.
Man beachte, dask hier (im Gegensatz zu den beiden ersten Beispielen) umbadimensional
ist.

Beide Beispiele zeigen, dass der in Problem 2.5.2 besemi&eRahmen in der Tat angemessen
ist.

Beispiel 2.5.5Wir betrachten den Spezialfal : R™ — R mit
o(x) = (a,z) +b, a€R" beR,

wobei (-, -) das (euklidische) Skalarprodukt bezeichne. Seien € R™. Der relative Fehler von
() bezuglichy(x) lasst sich folgendermaRen abschatzen (falls) # 0 undx]— = 0 fur alle 5):

— (2.9)

' p(x) — ()

[(a,r — )| z 1|a]||acj zj ]wj] mj]
< Z jag] - :
o(z) ()]

[IC] N— lp(z

!j!

Setzen witz; = fl(z;) in (2.9) ein, so ergibt sich mit Lemma 2.P.9, dass die Zahl

]
eps: 3 2o,
j=

“ |p(x)

den unvermeidlichen Fehler (d.h. selbst bei exakter Rewjinhbei der Berechnung voa re-
prasentiert. Sei nup : R™ — R differenzierbar inz. Dann gilt mit der Taonr—EntwickIu%

p(x) — () = (Vo(z), 2 — ) + o(||z — ),
und [2.9) wird zu

|<P( Z ]wj]
oo (

Somit gibt der Fakton% ( )‘ an, wie stark sich ein relativer Fehler:in auf den relativen

)‘ zy —
ax] |25

o(llz —Zl)).

Fehler vonp(z) auswirkt. Ist schIieBIichp : R™ — R™, so kdnnen wir die bisherigddberlegun-
gen auf jede Komponente vagneinzeln anwenden.

Die Landau-Symbole und © sind im Anhand A erklart.
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Dies motiviert den Begriff der Konditionszahlen.

Definition 2.5.6 (Konditionszahlen) Sei ¢ : R* — R™ differenzierbar inx € R"™ sowie
¢i(z) # 0, 1 <i < m. Die Zahlen

T
Kij(x)— | J|

(@)

heif3en digkonditionszahlenvon ¢ in x.

1<i<m, 1<j<n, (2.10)

dp; z)
Bacj

Beispiel 2.5.7 1. Multiplikation: ¢ : R? — R, o(z1, 22) = 71 - 22,

dp

|21
8.%'1 .%')

=1, ko(x)=1

K1(z) =

Keine Verstarkung des relativen Fehlers; die Multipliatist ,gut konditioniert".

|12

2. Addition: ¢ : R?2 — R, p(x1,22) = 21 + 29,

|21]

) = |z1 + 22

8SO Xz = 7‘%’1’ KQ(CC = 7‘.%.2‘ .
Oxy |21 + 22 |z1 + o]

Im Falle der Ausloschung, d.h. wenn;| > |1 + 22|, grol3e Verstarkung des relativen
Fehlers; die Addition ist in diesem Falchlecht konditioniert".

3. Losen der quadratischen Gleichun+ 2pxz — ¢ = 0 im Fall p,¢ > 0: Berechnung der
groReren der beiden Nullstellen (Mitternachtsformel):

o(p.q) = —p+ VP2 +q ¢: R >R, (2.11)
Eine Rechnung ergibt

p _p+tVp*tg
——, Ry = —, (2.12)
VP?+g 2v/p* +¢
alsox, < 1, k, < 1; das Problem ist ebenfaljgut konditioniert‘. Im Fallg < 0, ¢ ~ —p?
hingegen ware das Probleyschlecht konditioniert.

Rp =

2.6 Numerische Stabiliat eines Algorithmus

Jeder Algorithmus zur Losung von Probldm 215.2 lasst sidffassen als eine Abbildung
@ : X — Y. Von einem guten Algorithmus wird man erwarten, dass er elagtiven Fehler nur
unwesentlich mehr verstarkt als die Konditionszahtgj{z) des Problems es erwarten lassen.
Furg : R™ — R™ sollte also eine Abschatzung der Form

‘Pz( ) —

R ) < Ci me ’xj _xj’ +Cipmneps (i=1...,m), (2.13)

/

27‘“’”‘2 2Ol o(|z—a)

(oder so ahnlich) gelten mit Konstantély, C;» > 0, welche nicht viel grofl3er als 1 sind.

Definition 2.6.1 (Numerische Stabiliait eines Algorithmus) Ein Algorithmusy : R" — R™
zur Lésung eines Problems: R™ — R™ heilStnumerisch stabilfalls (2.13) oder etwashn-
liches gilt mit verniinftigen Konstanted;;, C;2. Andernfalls heif3t der Algorithmusumerisch
instabil.
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Bemerkung 2.6.2 (Konsistenz eines Algorithmus)Aus (2.13) ist nicht ersichtlich, was das ex-
akte Datump(x) mitp(x) zu tun hat. (Z.B. isp(x) = 0 ein stabiles Verfahren, aber im Allgemei-
nen nutzlos.) Fir diesen Zusammenhang hat man in der NkiohemiBegriff deiKonsistenz Ein
numerisches Verfahren heionsistent wenn der Algorithmus (in einer noch naher zu bestim-
menden Art und Weise) tatsachlich das gegebene Probktramdl nicht ein anderes. Wir werden
dies spater (in Numerik 4) noch insbesondere im Zusamnmgnhdt der numerischen Lésung
von gewahnlichen Differentialgleichungen untersucleygr man mag schon jetzt festhalten, dass
Stabilitat und Konsistenz fir die Konvergenz einer nustéren Naherungslosungsfolge gegen die
exakte Losung wichtig sind.

Bemerkung 2.6.3 (Standardfehler) Typisch fir das Entstehen numerischer Instabilitatdats
man das Ausgangsproblemin zwei Teilschrittep = (2 op(1) zerlegt, von denen einer erheblich
schlechter konditioniert ist als das Ausgangsproblem.

Beispiel 2.6.4 (Quadratische GleichungWir untersuchen zwei verschiedene Verfahren zur
Losung von[(Z.111) in Beispi€[2.5.7

e(p,q) = —p+ V/p? + qlostz® + 2pz — g = 0.

Methode 2.6.5

u=+p*+q, y=xilpu)=-p+u (2.14)
Falls uw =~ p, d.h. fallsp > ¢q, sind die Konditionszahlen vor, erheblich gré3er als 1
(Ausléschung).

Methode 2.6.6

q
u=+/p*+q, y=xap,qu)= : (2.15)
p+u
Die Konditionszahlen vory, sind kleiner als 1. (Das Verfahren beruht darauf, dagss- u die
andere Losung und das Produkt der beiden Losungen gleidét (Satz von Viéta).)

Es stellt sich heraus, dass Algorithnius 2.6.5 numeris¢hhilsaber Algorithmub 2.616 numerisch
stabil ist.

Bemerkung 2.6.7 Man beachte beim Algorithmidis 2.6.5 in Beispiel 2.6.4, ddesndmerische
Auswertung der Funktior fiir sich genommen (trotz Ausléschung) nicht numerisdtahil ist!
Schlecht konditioniert ist hier das Problegi,(p, \/p? + q) zu berechnen.

Umgekehrt kann man daran sehen, dass das Zusammensetien gwtéonditionierter Algo-
rithmen sehr wohl einen schlecht konditionierten Algaritks fir das Gesamtproblem ergeben
kann. Diese Tatsache steht in unangenehmem, aber unvéomexad Kontrast zu dem Wunsch,
ein Problem in unabhangig voneinander zu bearbeitendprdbleme zu zerlegen.

2.6.1 Vorwartsanalyse

Die sogenannte Vorwartsanalyse besteht darin, die Rgsfeinler im Laufe einer Rechnung
durch Anwendung der Formeln (2.4) und {2.5) (und weiterésmrchender) fur jeden einzelnen
Rechenschritt abzuschatzen. Man erhalt dadurch eine &mhranke fur den gesamten durch die
Rundungen bedingten Fehler. Kennt man auRerdem die Konsithhlen des Problems, so kann
man auf diese Weise (theoretisch wenigstens) feststallemer Algorithmus gut oder schlecht
konditioniert ist.

Beispiel 2.6.8 Berechnung des Skalarprodukts= (z, y) fur z,y € R™ mit dem Verfahren

s:=0; for k:=1t0 ndo s:=s+ -y . (2.16)
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Satz 2.6.9 (Vorvartsanalyse des Rundungsfehlers fir das Skalarprodukt)
Sei0 < eps < 1/n. Dann gilt

n eps

s = (z,y)] < (], ly[)- (2.17)

1 —neps
Beweis.Wegen[(Z.4) lassen sich die Zwischenergebnigsechreiben als

s1=z1y1(1 + 61), |01] < eps,
sk = [sk—1 + zpyp(L 4 0x)] (1 + &x), 0kl, lex] <eps, k=2,....,n,

wobeiz; © y; = z;y;(1 + §;) sowies;—1 @ (z; © y;i) = (si—1 + (x; © y;))(1 + &;) verwendet
wurde. Also gilt furs = s,

s —(x,y) :kayk (1+ o) H (I4+¢5)—1], mite; =0. (2.18)
k=1 j=k

Die Behauptung folgt au§ (2.118) mit der Bernoullischen-ldiadpung

n
1
1 1= n eps
~ |1 —neps |1 —neps|’
]

Bemerkung 2.6.10 Aus der Abschatzun§ (Z.117) ergibt sich

— (=) | _ (zllyl) | _neps
(@, y) ‘é (=, )] ‘1—neps’

d.h. bei gegebenem eps wird der relative Fehler grol3, falls der Winkel zwischemndy nahe
bei 90 Grad ist.

Bemerkung 2.6.11 (Intervallarithmetik) In der Intervallarithmetik wird jede Zahl € M durch
ein (mittels zweier Gleitpunktzahlen) definiertes Intdirdargestellt, welches einschliel3t. Die
arithmetischen Operationen werden fiir solche Intensgldefiniert, dass das resultierende Inter-
vall das exakte Ergebnis der Operation einschliel3t (und fivgede Kombination von Operatio-
nen in den Ausgangsintervallen). Falls die Hardware dervalarithmetik nicht unterstitzt, muss
sie softwareseitig simuliert werden (was die Rechnungttiah”stark verlangsamt). In der eben
beschriebenen einfachen Form ist sie allerdings fiir distere Probleme der Praxis unbrauchbar,
da die Intervalle unrealistisch grof3 werden, d.h. das niinader Gleitpunktarithmetik berechnete
Ergebnis ist erheblich genauer.

Bemerkung 2.6.12 (Hochgenauigkeitsarithmetik) Die Grundlage der sogenannten Hochgenau-
igkeitsarithmetik besteht darin, das Skalarprodukt biEMaschinengenauigkeit auszurechnen,
d.h. zu erreichen, dass der berechnete Wdds Skalarprodukts die Eigenschaft

s = fl({z,y))

hat. Hierzu wird hardwareseitig ein langer Akkumulator dtégt, d.h. ein spezielles Register,
welches einen festen Dezimalpunkt und so viele Stellendaat jede Gleitkommazahl Wi dar-
gestellt werden kann. Halt man die Zwischensummeus [(2.16) in diesem Akkumulator, so
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kann(z,y) exakt berechnet werden, falls,y; € M. Der Rundungsfehler entsteht dann beim
Abspeichern von als Gleitkommazahl.

In Verbindung mit Intervallarithmetik lassen sich Algdéwiten konstruieren, die bereits fir einen
recht breiten Anwendungsbereich sehr gute Intervalleddieexakte Ergebnis einschlieSen, und
damit genaue und sichere numerische Ergebnisse liefarmvéSentliches Problem ist die benétig-
te Hardwareunterstiitzung. Die prinzipiellen Schwiegitgn schlecht konditionierter Probleme
werden natrlich nicht beseitigt, insbesondere auchtrdi@ Auswirkungen des Standardfeh-
lers* (Zerlegung eines gut konditionierten Problems inecit konditionierte Teilschritte).

2.6.2 Riuckwartsanalyse

Wahrend in der Vorwartsanalyse die Kondition eines Alponus durch Vergleich der Fehler-
verstarkung des Algorithmus (durch Abschatzung der akKierten Rundungsfehler) mit den
Konditionszahlen des Problems ermittelt wird, geht manen Rlickwartsanalyse folgenderma-
Ren vor: Seip : X — Y ein Problem und> : X — Y ein Algorithmus. Zu gegebeneme X
sucht man eix € X mit

P(x) = o(T). (2.20)

Gilt dann
T —x

< Cneps, (2.21)
x

mit einer kleinen Konstante@' (n reprasentiert in einem geeigneten Sinn die Problemgy&e
ist man zufrieden, da sich das berechnete Ergebfis interpretieren lasst als das Ergebnis einer
exakten Rechnung auf mit kleinem relativen Fehler belexit€aten.

Definition 2.6.13 (Alternative Definition der numerischen $abilit at) Ein Algorithmus hei3t
gut konditioniert (oder numerisch stabil), fallsler (2.28121) erfillt mit einer kleinen Konstanten
C.

Beispiel 2.6.14 (Ruckwirtsanalyse des Skalarprodukts)Die Rechnung im Beweis von
Sat42.6.D zeigt, dass fur das mit dem Verfahten {2.16cheete Skalarprodult gilt

s = (z,y), wobei g = yr(1 + %) H (1+eg), (2.22)
i=k
also mit [2.19)
I — k| o TP palls eps < 1/n. (2.23)
Yk 1 —neps

Bemerkungen 2.6.15 i) Also ist das Verfahreri (2.16) gut konditioniert (nochmdas Pro-
blem, das Skalarprodukt zu berechnen, kann schlecht konigitt sein, wenn die Konditi-
onszahlen des Skalarprodukts grol3 sind).

ii) Man beachte, dass die Riickwéartsanalyse prinzipielits (ber die Kondition des Problems
aussagt.

iii) Die Riickwértsanalyse hat sich als recht brauchb&Veskzeug der Rundungsfehleranalyse
erwiesen, und zwar vor allem bei numerischen Verfahren ifexdcen Algebra.

Die bislang eingefuhren Konditionszahlen erlauben di¢getsuchung der Fehlerverstarkung fur
jede einzelne Komponente vgn Manchmal ist man ist aber nur an einem Gesamtfehler (imeSinn
eines Fehlermales, einer Norm) interessiert. Dann sigéridie Begriffe sinnvoll.

Numerik 1 (Einfithrung in die Numerische Lineare Algebra), 25. Januar 2013



28 Kapitel 2: Zahlendarstellung, Fehlerarten und Kondition

Definition 2.6.16 (a) Es seir € X eine Approximation vorr: € X. Als Fehler bezeichnet
manAz := x — T und zu einer gegebenen Noim || x ist

[ — ]| x

derabsolute Fehlervonz. Es seix # 0, dann beschreibt

e —llx _ [[Azllx
]l x ]l x
denrelativen Fehler vonz.
(b) Seien|-||x , |- |lv geeignete Normen al¥ bzw.Y und

_lasly o Agly
fellx " Tyl

die relativen Ein- bzw. Ausgabefehler miitr := x — &, Ay := y — ¢. Dann heil3t

Ky 1= g—i (2.24)
die (relative) Kondition des Problems(x) beschrieben durch die Funktign: X — Y.
Die Gréof3e
_ I1Aylly
’igo,abs T ||A$HX (2.25)

hei3tabsolute Kondition vony = ¢(x).

(c) Ein Problem heif3gut konditioniert, wenn,,kleine* Schranken fiik., fiir 6,, — 0 existie-
ren. Offenbar ware, = 1 (bzw.r, ~ 1) optimal.

Bemerkung 2.6.17 Relative Fehler in deso-Norm kénnen durch eine Aussage (iber die Anzahl
korrekter Stellen voi@ ausgedriickt werden, d.h.

falls die betragsgrofste Komponente vbnéherungsweisg korrekte signifikante Stellen hat.
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DIREKTE LOSUNG LINEARER
GLEICHUNGSSYSTEME

Lineare Gleichungssysteme (LGS) sind zwar ein verhdtaldig einfaches Problem, bedurfen
aber gerade fur grof3e Dimensionen sehr guter numerisé@smigsverfahren. Hinzu kommt, dass
LGS in extrem vielen Anwendungen vorkommen. Oft kann manwlssen Uber digHerkunft*
eines Gleichungssystems zu dessen schnellem Losen nutzen

Beispiel 3.0.1 (Schwingungsgleichungisegeben sei eine elastische Saite der Lahgdie an
beiden Enden fixiert ist. Die Saite wird nun durch eine aefkeaft f ausgelenkt (angezupft). Wir
wollen die Auslenkung: der Saite aus ihrer Ruhelage als Funktion woa [0, 1] berechnen. Die

f f x

Abb. 3.1: Elastische, an beiden Enden fixierte Saite.

gesuchte Auslenkung: [0, 1] — R ist Losung des folgenden linearen Randwertproblems eweit
Ordnung

—u"(x) + Mz)u(z) = f(z), z € (0,1), uw(0) =u(l) =0 (3.1)

mit gegebenerf : (0,1) — RundA : (0,1) — R. Genaueres zur Modellierung findet man z.B.
in JArendt/Urban].

Wir wollen (3.1) naherungsweise mit Hilfe eines numeratiNerfahrens losen. Dazu unterteilen
wir [0, 1] in Teilintervalle gleicher Lange. Die Anzahl der Inteftea$eiN' > 1, N € Nundh = +
die Schrittweite. Dann setzt man := ih , i = 0,...,N (xg = 0,zy = 1), die z; werden

h
=

o 1

Abb. 3.2: Unterteilung des Intervalls in Teilintervallerdéangeh > 0.

als Knoten bezeichnet. Dieschrittweite ist h := x;11 — x; fur alle 4, man spricht von einem
aquidistanten Gitter. Wir wollen die Losung an den Knoten approximieren und ersetzen hierzu
(wie aus der Analysis bekannt) die zweite Ableitung durch glentralen Differenzenquotienten

1
u (z;) ~ ﬁ(u(%‘—ﬂ — 2u(w;) + u(wiy1)) = D2u(w;).
Es gilt bekanntlich|u” — D2u| = O(h?), fallsu € C*[0, 1]. Damit erhalt man fir die Naherung
u; =~ u(x;) also folgende Bedingungen(= \(x;), fi = f(x;)):

1 .
ﬁ(—uz‘—l +2u; —uit1) F N = fi, 1 <i <N —1,

ug = un =0,
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also ein lineares Gleichungssystem der Form

(24 h2)\1) -1 0 Uy h?f1
1 (24 k) ol
: -1 : N ; ’
0 —1 (2+h2\,1) Up—1 h2fp_y
=:Ap =Up =:fn

d.h. Apup, = fn. FUrN — oo (h — 0) konvergiert dig,diskrete Losung w;, gegen die Losung
u von (3.1). Allerdings wachst die Dimension der Matrly, mit kleiner werdendenh. Bei mehr-
dimensionalen Problemen fihrt dies leicht zu sehr grol¥86.LWir nennen diese Matrix auch
Standardmatrix.

3.1 Einfuhrung, Cramersche Regel

Wir beginnen mit dem klassischen Verfahren zur Losungsinearen Gleichungssystems (LGS),
der GauRsch@rEliminationsmethode.

Zu losen ist ein System vamlinearen Gleichungen mit Unbekannterxq,...,xz, € R
ainzy + apry + -+ apx, = b1
as1ry + agery + -+ a9, = by
(3.2)
ap1T1 + ap2rs + -+ 4+ AppTy = bn
oder kurz
Az = b, (3.3)

wobei A € R™*™ eine reellen x n-Matrix (also insbesondere eine quadratische Matrix) gt u
b,z € R™ reelle (Spalten-)Vektoren sind.

Wann ist ein lineares Gleichungssystem Uberhaupt |8sBas der Linearen Algebra (siehe z.B.
[Wille]) kennen wir das folgende Resultat, das die Loskdrknit Hilfe der Determinante der
Matrix A charakterisiert.

Satz 3.1.1 (losbarkeit) SeiA € R™*™ mitdet A # 0 undb € R". Dann existiert genau ein
x € R", so dassAx = b.

Fallsdet A # 0, so lasst sich die Losung = A~'b mit der Cramerschen Regeberechnen,
d.h.

ail ... b1 AT
1 asy ... b2 ... A2p Dz
T = = — (t=1,...,n)
det A D
apl .- bn ... apm

Dabei geht die im Zahler stehende Determinabtedadurch aus := det A hervor, dass man
die i-te Spalte der Matrixd durch den Vektob der rechten Seite ersetzt.

Carl Friedrich GauR}, 1777 - 1855. Lagrange hatte 1759 die Methode schon vorweggaen und in China war
sie schon vor dem ersten Jahrhundert bekannt. Naheresufly Gagrange und weiteren Mathematikern findet man im
Internet untewww-groups.dcs.st-andrews.ac.uk/ ~history
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Man beachte hier die Verbindung von Existenz- und Eind&atigaussage mit dem Rechenver-
fahren, was einen ,,guten” Algorithmus ausmacht. Diesaudirt dabei nicht unbedingt optimal
Zu sein!

Wenn wir die Losung eines linearen Gleichungssystems itfi Her Cramerschen Regel bestim-
men wollen, miissen wir die verschiedenen auftretendearBé@tanten berechnen.

Die Determinanten vom x n-Matrizen lassen sich mittels deeibnizschen Darstellungbe-
rechnen, d.h.

det A := Z(—l)j(”)am a2iy * ** Ay,

wobei die Summe Uber alle moglichert Permutationenr der Zahlenl, 2,...,n zu berech:
nen ist. Der Wert des Ausdrucks-1)7(™) ergibt sich aus der Anzalj(7) der Inversionen der
. 1 2 ... n
Permutationt = | = | o).
11 12 ... 1p

Bemerkung 3.1.2 (RechenoperationenYm Folgenden werden die Verkniipfungen Multiplika-
tion, Addition, Division und Subtraktion in ihrem Rechefi@and nicht unterschieden und un-
ter dem BegriffGleitkommaoperation zusammengefasst (1 Gleitkommaoperatiot FLOM] ).
Systematische Multiplikationen mit1 bleiben im Allgemeinen unberiicksichtigt. Anderweitige
Operationen wie z.B. Wurzelziehen werden gesondert tidtac

Satz 3.1.3 (Aufwand Leibnizsche Darstellung)Sei A € R™*"™, Der Aufwand zur Berechnung
vondet A mit der Leibnizschen Darstellung, d.h. als Sunirber alle Permutationen der Menge
{1,...,n}, betragt

FLOP(det A) =nn!—1.

Beweis. Der Aufwand zur Berechnung vatet A fir A € R™*™ in der Leibnizschen Darstellung
(unter Vernachlassigung der Multiplikation nfit 1)7(7)) ergibt sich wie folgt:

FLOP(det A) = ,(n!— 1) Additionen + n! Produkte mit» Faktoren”
nl—1+nln—1)=nn!—1.

Damit ist die Aussage des Satzes bewiesen. O

[

Alternativ lasst sich die Determinante rekursiv mit HitfesLaplaceschen Entwicklungssatze
berechnen. Dieser lautet fiir eine quadratische Matrix R"*"

det A = Z(—I)Hjau det(Ay;),
j=1

wobei Ay; diejenige Matrix ist, die ausl durch Streichen der ersten Zeile und gigen Spalte
entsteht.

Satz 3.1.4 (Aufwand Laplacescher EntwicklungssatzbeiA € R™*™ (n > 2). Der Aufwand
zur Berechnung vodet A mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz &gtr

" onl
FLOP(det A) = Z% —2<enl -2,
k=0

wobeie = exp (1) die Eulersche Zahl bezeichnet.

2FLOP (Floating point operation) ist nicht zu verwechseln ®itOP/s oderflops (floating point operations per
second), welches als Maf3einheit fur die Geschwindigl@it@omputersystemen verwendet wird.
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Beweis. Die Ungleichung ist klar. Die Gleichung lasst sich indukteweisen:

Induktionsanfang (n = 2): Die Determinante der MatrixA = (a;;) € R?**? lautet
det(A) = aj1a22 — asiaq2, d.h. der Aufwand betragt 2 Multiplikationen und 1 Additicalso

21 91 91
2x2
FLOP(det(R*%)) =3 =5+ J; + 5; — 2.

Induktionsschritt (n — n + 1): Flrn > 2 gilt

FLOP(det(R("H)X("H))) — ,n Additionen + (n + 1) Multiplikationen

+ (n + 1) Berechnungen vomlet (R™ ™)
=n-+ (n +1)+ (n+ 1) . FLOP(det(RnX"))

n

|
¥2n+1+(n+1)-< %—2)

]
— k!
n—|—1 _nH(n—{—l)' 5
= Z => 2
k=0
womit der Satz bewiesen ist. O

Beispiel 3.1.5Ein einfaches Beispiel soll zeigen, dass man die Deterrtenainerhaupt nur fir
sehr kleine allgemeine Matrizen der Dimensiorg 23 mit dem Laplaceschen Entwicklungssatz
berechnen kann.

Ein Jahr haB65 - 24 - 60 - 60 ~ 3 - 107 Sekunden. Geht man nun von einem schnellen Reghner
mit 3000 TFlops aus, so benotigt man zur Berechnung deribétante eineR1 x 21-Matrix mit
dem Laplaceschen Entwicklungssatz

21
21'

Anzahl der Operationen s
T " S
Gleitkommaoperationen pro Sekun@: 3000 3000 - 1012

~ 46293 [s] ~ 12.9 [h]

bzw. fUr eine25 x 25 -Matrix

5
25!

k!
?368071012 [s] ~ 1.406 - 10'° [s] ~ 445.7 Jahre
Bemerkung 3.1.6 Die Steigerung der Leistungsfahigkeit moderner Comphterore’sches Ge-
setz) ist bei weitem geringer als das Wachstum der Probla®egmit steigendem. Das Hoffen
aufimmer schnellere Rechner hilft nicht, um immer grof3ema@bleme I6sen zu kbnnen. Zum Ver-
gleich: Im Jahr 2008 war der Supercomputer JUGENE vom Fargggrentrum Jiilich weltweit
Platz sechs und in Europa Platz eins mit 180 FlopsnFr21 brauchte man damals 214.3h, also
immerhin eine Beschleunigung um den Faktor 16 in 4 Jahrestzdem bleibth = 25 auch in
naher Zukunft unerreichbar.

3Der weltweit auf Platz vier rangierende und zugleich sdstekuropaische Supercomputer SuperMUC am Leibniz
Rechenzentrum Garching bei Miinchen hat ca. 3100 TFlopsidStuni 2012). Ein aktueller PC hat eine Leistung von
ca. 300 GFlops. T = Tera ¥0'?, G = Giga =10°.
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Bemerkung 3.1.7 Bei der Cramerschen Regel ist zum Losen eines linearerci@ilegssystems
Axr = bmit A € R™™ undb € R" die Berechnung vom + 1 Determinanten une, Quo-
tienten notwendig. Der Aufwand zur Ldsung eines lineardgidBungssystems lasst sich somit
zusammenfassen, wobei wir auf die Komplexitat des GaufiaMeens (siehe Seftel39) erst spater
eingehen werden.

_ Cramersche Regel GauB-Elimination
Leibniz Laplace
n 4 3 9 2 _
nn+ 1) —1] % B —n -2 W
k=0

Tab. 3.1: Aufwand fur die Losung eines linearen Gleichssygtems mit verschiedenen direkten
Verfahren.

Bemerkung 3.1.8 Fiir das Lésen eines LGS mit 21 Unbekannten mit der CramensRegel W
und dem Laplaceschen Entwicklungssatz benétigt man aefreder schnellsten Rechner meh
als 10 Tage, d.122-12.9 [h] = 283.8 [h] = 11.825 [d] (22 verschiedene Determinanten im Zahler
und eine im Nenner, vgl. Beisple[ 3.1.5). Ein System mit 2©é&kannten ist mit einem heutigen
Supercomputer und der Cramerschen Regel nicht in einemdWienkeben zu l6sen.

Beispiel 3.1.9 (Vergleich RechenaufwandAufwand zum Losen eines linearen Gleichungssys-
temsAxz = b via Cramerscher Regel und Gauf3-Verfahren.

Fur einigen sei die Anzahl der notwendigen FLOPs wiedergegeben.

Cramer/Leibniz Cramer/LapIace Gaul
n =nn+1)-1]|= Z n+1)' n—2|=(4n3+9n%-n)/6
n=2 11 11 11
n=3 71 59 31
n=4 479 319 66
n= 3599 1949 120
n = 2903039 986399 436
n =10 399167999 108505099 815

Im Folgenden werden wir nun Verfahren beschreiben, digtsdig n > 3 effektiver als die Cra-
mersche Regel sind. Mit Hilfe dieser Verfahren lassen siagthdeterminanten in polynomieller
Zeit bestimmen. Daher wird die Cramersche Regel im Allgeswinur furn = 2, 3 verwendet.
Der Vorteil der Cramerschen Regel ist jedoch die expliziter8ibweise, d.h. sie ist eine Formel
fur alle Falle. Man spart sich bei ahnlichem Rechenaufiv@.h.n = 2, 3) aufwendige Fallunter-
scheidungen (z.B. Pivotwahl) im Programm.

3.2 Gestaffelte Systeme

Betrachten wir zuerst besonders einfach zu ldsende 3fadiziaAm einfachsten ist sicherlich der
Fall einer diagonalen MatriA.
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Diagonalmatrix

Man bezeichnet eine quadratische Matfix= (a;;) € R"*" als Diagonalmatrix, falls a;; = 0
furi # j,4,7 = 1,...,n gilt. Haufig schreibt man eine Diagonalmatrik mit Diagonalein-
tragenasy, ..., a,, auch einfachA = diag(a;1,...,a,,). Die Anwendung der Inversen einer
DiagonalmatrixA mit Diagonalelementen;; = 0,7 = 1,...,n, auf einen Vektob lasst sich als
Pseudocode wie folgt schreiben:

Algorithmus 3.2.1: Losen vonAz = b mit Diagonalmatrix A

Sei A e R™"™ eine invertierbare Diagonalmatrix und beR"
I nput A e R™™™ beR"
for 7=1,...,n
zj = bj/ajj
end

Qutput z = (w1, ,2,)"

Eine einfache Matlab Realisierung ist im Folgenden daedjést

MATLAB -Beispiel:

Man loseAz = b mit >> A=diag([1,2,4]);
>> b=[5;3;2];
100 5 >> for j=1:3, x(j)=b(j)/AG,j); end
A=10 2 0],b=1(3 >> X
0 0 4 2 X =

5.0000 1.5000 0.5000

Dreiecksmatrix

Der nachstschwierigere Fall ist der eif@reiecksmatrix A. Man spricht von einer (quadrati-
schen) oberen Dreiecksmatrik = (a;;), falls a;; = 0 fur¢ > j, 4,5 = 1,...,n und von einer

unteren Dreiecksmatrid = (a;;), fallsa;; = 0flri < j, 4,5 = 1,...,n, gilt. Haufig verwenden

wir auch R fUr eine obere Dreiecksmatrix uddfir eine untere Dreiecksmatrix.

Betrachten wir nun dagyestaffelte” Gleichungssystem

rixy + T2 A+ 0 A+ TpTn, = 21
T2 + o+ TopXp = 22 (3.4)
TnnTn = Zn
oder in Matrix-Vektor-Schreibweise
Rz = z, (3.5)

wobeiR = (r;;) € R"*" gilt. Offenbar erhalten wir: durch sukzessive Auflosung dggestaffel-
ten" Gleichungssystems, beginnend mit deten Zeile:
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T, = Zn/Tun , falls r,,#0
Tnpn—1 = (anl - Tnfl,nxn)/rnfl,nfl s falls Tn—1n—1 ?é 0
: : : 36
T, = (2 = Yot py1 TRiTd) [Tk , falls 74, #0 (36)
xr1 = (Zl —Trioxg — -+ — Tlnxn)/’l“n s falls 11 75 0.
Fur die obere Dreiecksmatrii gilt, dass
detR =T11 T2 """ T'nn (37)
und daher
det R#0<=r; #0 (i=1,...,n). (3.8)

Der angegebene Algorithmus ist also wiederum genau daneradtvar, wenn deR # 0 (d.h.,
wenn R regular ist), also unter der Bedingung des Existenz- undditigkeitssatzes (Satz 3]1.1).

Analog zum obigen Vorgehen lasst sich auch ein gestadfétieares Gleichungssystem der Form
Lxr ==z

mit einer unteren Dreiecksmatrix € R™*"™ [dsen. In diesem Fall beginnt man in der ersten Zeile
mit der Berechnung vom, und arbeitet sich dann bis zur letzten Zeile zur Bestimmumyay,
vor.

Bemerkung 3.2.1 (Vorwarts-, Riickwartssubstitution) Das Lésen eines LGS mit oberer Dre
ecksmatrix nennt man auch Riickwartseinsetzen/-subetit (Index lauft ,riickwarts” vonn
nach 1), bzw. mit einer unteren Dreiecksmatrix auch Votseinsetzen/-substitution (Index lauft
Lvorwarts“ von 1 nach).

Satz 3.2.2 (Rechenaufwandiz und A~'b — Dreiecksmatrix) Seid € R™*" eine regulire obe-
re oder untere Dreiecksmatrix ung b € R™. Dann gilt

FLOP(Az) =n? und FLOPA™'b) =n?.

Bei der Berechnung voA~'b ist im Gegensatz zdx die Reihenfolge, in der die Zeilen ,,abgear-
beitet” werden, festgelegt.

Beweis. Es geniigt den Fall einer regularen oberen Dreiecksm&tixR™*™ zu betrachten. Fur
den Rechenaufwand zur Losung v = b (oder die Anwendung vo®—! auf einen Vektow)
ergibt sich:

i) fur die i-te Zeile: je(n — i) Additionen und Multiplikationen sowie eine Division
i) insgesamt fur die Zeilem bis 1: Betrachten wir zuerst die Summenformel

N ,_n(n—l)_nQ—n
Z(n—z)—Zz— 5 =—

i=1 i=1

Mit i) erhalt man insgesamt einen Aufwand v@ﬁﬂ;" +n = n? Operationen.

Der zweite Teil der Aussage bleibt Ihnen &lbungsaufgabe tiberlassen. O
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Man beachte allerdings, dass man allgemein fiir die Bereahimon A~'b zunachst die Inverse
A~! berechnen muR. Firr ganz allgemeine regulare Matrizestigstsehr aufwandig, weswegen

wir unter der Schreibweisd b stets die Lésung des LGS mit gegebener rechten Bedtestehen
wollen und flr diesen Fall schnelle Verfahren konstruienmllen.

Aufgabe 3.2.3Es seid € R™*" eine obere (oder untere) Dreiecksmatrix und R™. Man zeige,
dass das Matrix-Vektor-Produktz mit n? Operationen berechnet werden kann.

Eine Matlab Realisierung zur Bestimmung VB 'b, bei der die MatrixR zeilenweise durchlau-
fen wird, und ein Anwendungsbeispiel sind im Folgenden elstirgit.

MATLAB -Funktion: Rinvb.m

function x = Rinvb(R,b)
% compute solution of R
n = size(R,1);
x = zeros(n,l);
for j=n-11

for k=j+l:n

b() = b(@) - R(.k) * X(K);
end
x() = b() / RG.);

end

* X = b with upper triangular matrix R

MATLAB -Beispiel:

Man loseRx = b mit >> R = [4,1,1;0,3,2;0,0,1];
>> b = [9;12;3];
4 11 9 >> x = Rinvb(R,b);
R=[0 3 2],b=112 >> X'
0 0 1 3 ans =
1 2 3

Eine alternative Realisierung, bei der die Matik spaltenweise durchlaufen wird, ist mit
Rinvb2.m gegeben.
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MATLAB -Funktion: Rinvb2.m

function x = Rinvb2(R,b)

% compute solution of R * X = b with upper triangular matrix R
n = size(R,1);

X = zeros(n,l);

for j =n-11
x() = b() / RG.j);
for k=1;j-1
b(k) = b(k) - R(k,) * x();
end
end

Was ist der Unterschied? Machen Sie sich dies klar!

3.3 Gauldsche Eliminationsmethode

Gabe es nun zu einer beliebigen Matrxeine Zerlegung
A=L-R, (3.9)

so konnte ein beliebiges lineares Gleichungssystam= b durch eine Ruckwarts- und Vorwarts-
substitution mittels der beiden Schritte

i) lose Lz = b,
ii) lose Rx = z,

gelost werden. Die folgende Gaul3sche Eliminationsmethietert gerade eine solche Zerlegung.
Betrachten wir ein allgemeines lineares Gleichungssystem- b (A € R"*" regular,b € R™)

annry + aipra + -+ AT, = by
a1r1 + axpry + - 4+ aT, = by

(3.10)
ap1T1 + apax2 + -+ AupTp = bn

und versuchen dies in ein gestaffeltes System umzuformen.
Durch die folgenden dreéhquivalenzoperationen

1. Vertauschung von Zeilen,
2. Multiplikation einer Zeile mit einem Skala# 0,
3. Addition eines Vielfachen einer Zeile zu einer anderen,

wird die Losungsmenge des Gleichungssystéms|(3.10) michndert.

Wir setzen zunachst;; # 0 voraus. Um[(3.10) nun in ein gestaffeltes System umzuformerss
die erste Zeile nicht verandert werden. Die restlicheneneiverden so modifiziert, dass in einem
ersten Schritt die Koeffizienten vey verschwinden, d.h. die Variablg aus den Gleichungen in
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den Zeilen 2 bis: eliminiert wird.
So entsteht ein System der Art

Do+ o+ bl = )
(2) (2) (2)
4+ ... + n = b
Qg9 T2 QAo T 2 (3.11)
affz) 22 4+ o 4+ aDa, = bglz),
Wobeiagll) = ai,... aa&) := ay, und b := by. Haben wir dies erreicht, so kdnnen wir das

selbe Verfahren auf die letztdn — 1) Zeilen anwenden und so rekursiv ein gestaffeltes System
erhalten. Mit den Quotienten

lz‘l = ail/an (Z = 2, 3, N ,n) (3.12)
sind die Elemente in(3.11) gegeben durch
(2)

a;. = i — liray,
b = b — by (3.13)

)

Damit ist der erste Eliminationsschritt unter der Annahige # 0 ausfiuihrbar. Die Matrix, die
sich aus diesem ersten Eliminationsschritt ergibt, béreio wir mitA®).

Wenden wir auf diese Restmatrix die Eliminationsvors¢haiheut an, so erhalten wir eine Folge
A=AD 5 4@ ... 5 40 . g
von Matrizen der speziellen Gestalt

(1 1) (1)

all G%22) e a%g)
CL22 e CL2n

(k) _
a® o)

mit einer(n — k + 1,n — k + 1)-Restmatrix, auf die wir den Eliminationsschritt

lik = CLEZ)/CL](JZ) for 1 =k+1,...,n
agﬁl) = ag?) — likag;) for i,j=k+1,...,n (3.15)
p MY = o™ ™ fur i=k+1,...n

ausfuhren kdnnen, wenn dRs/otelement(Dreh- und Angelpunktﬁ,(c’z) nicht verschwindet. Da
jeder Eliminationsschritt eine lineare Operation auf deilef vonA ist, lasst sich detbergang
von A®) undb®) zu A*+D undpk+1) als Multiplikation mit einer MatrixZ;, € R"*" von links
darstellen, d.h.

AR+ — AR D) — (k) (3.16)
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Die Matrix
1 0
L — 1 S N (P A X )
—lgr1e 1 lkt1,k
_ln,k 1 ln,k

wobeiey, derk-te Einheitsvektor sei, hat die Eigenschaft, dass die im/bgl ausL, durch einen
Vorzeichenwechsel in den Eintragép (¢« > k) entsteht und fur das Produkt dbgl gilt

1 0 ... ... 0
lgl 1
Le=Li' Ll = 1y 1 (3.18)
0
g .- lnno1 1

Zusammengefasst erhalten wir auf diese Weise dadazu= b aquivalente gestaffelte System
Rx = z mit der oberen Dreiecksmatrix

R=L"'4  undderrechten Seite z= L~'b. (3.19)

DasGauf3sche Eliminationsverfahrenschreibt sich dann wie folgt:
Seid € R™*™ undb € R™. Berechne nacheinander

i) L-R=A (Zerlegung mitR obere und. untere Dreiecksmatrix),

i)y Lz=10 (Vorwartseinsetzen bzw. -substitution),

i) Rrx==z (Ruckwartseinsetzen bzw. -substitution).

Definition 3.3.1 (unipotente Matrix) Eine untere oder obere Dreiecksmatrix, deren Diagonal-
elemente alle gleich eins sind, heif3t unipotent.

Definition 3.3.2 (GauR3sche Dreieckszerlegund, R-Zerlegung) Die oben genannte Darstel-
lung A = L - R der Matrix A als Produkt einer unipotenten unteren Dreiecksmdtrixnd einer
oberen Dreiecksmatrik heifstGauf3sche DreieckszerlegungderL R-Zerlegung von A.

Satz 3.3.3Existiert die L R-Zerlegung einer quadratischen Matrix A, so sind L und R eiridy
bestimmt.

Beweis. Ubung. O
Satz 3.3.4 (Rechenaufwand Gauf3sche Dreieckszerlegung,uBache Elimination)
SeiA € R™ "™ regular. Existiert dieL R-Zerlegung, so gilt

4n3 —3n% —n
6
Des Weiteren séi € R™. Dann gilt fur die Gauf3sche Elimination

FLOP(LR — Zerlegung) =

4n3 +9n? —n
6 )
d.h. die Losung vondz = b kann mit(4n® + 9n? — n)/6 FLOPs berechnet werden.

FLOP(A~'p) =
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N Bemerkung 3.3.5 Die Aufwandsberechnung unterscheidet sich teilweise irLderatur. Neu-
erdings werder- und- Operationen nicht mehr unterschieden!

Beweis von Safz 3.3.4ur den Rechenaufwand der Gaul3schen Dreieckszerlegtifglgendes:

i) fur denk-ten Eliminationsschritt:
je (n — k) Divisionen zur Berechnung déf, und je(n — k)2 Multiplikationen und Sub-

traktionen zur Berechnung dej+1), d.h.2 (n — k)% + (n — k) Operationen

ii) fur alle n — 1 Eliminationsschritte erhalten wir durch Umindizierungdumit Summenfor-
meln aus Analysis 1

n—1 n—1
S ((n—k) +2(n—k)?) = ; (k+2k?) = ”(”2_ D Gl 1);”‘(”_ D

k=1
_ 2(2n —1)(n —1)n+3n(n—1) :n(n—l)(4n—2+3)
6 6
~ onn—1)MAn+1) 4n®—3n*—n
B 6 B 6

i) insgesamt benodtigt man zum Losen volr = b mittels GauR3-Elimination, d.hLR-
Zerlegung und Vorwarts-, Ruckwartssubstitution, dit.dem Losen von zwei Gleichungs-
systemen (siehe Satz 3.2.2)

4 3 _ 3 2 4 3 9 2
Sl +2n? = A onT o Operationen.
6 6
Somit sind die Behauptungen des Satzes bewiesen. O

Das Speicherschema fiir die GauR-Elimination orientiett an der Darstellung vod ). In die
erzeugten Nullen des Eliminationsschritts konneri gieingetragen werden. Da die Elemente mit
den Werten 0 oder 1 natirlich nicht eigens gespeichert evendiissen, kann dieR-Zerlegung
mit dem Speicherplatz der Matrix bewerkstelligt werden:

M e

(1) (1) all
a CLn 2 2
) &) | a5y o)
A Qyy .. Gy . |
@) o2 :
n2 lnl lnm,ll agf@)
1 1
1 0 ... ... 0 o) ool
lo1 0 :
U M | 0 .. ... 0 o

3.4 Pivot-Strategien

Bisher haben wir uns noch nicht mit der Frage beschaftlygine L R-Zerlegung immer existiert
und ob eine Vertauschung von Zeilen bki = b zu einem anderen Ergebnis fuhrt, wenn der Al-
gorithmus mit endlicher Rechengenauigkeit durchgefisind. (Bei exakter Arithmetik sind beide
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Ergebnisse gleich, bzw. Vertauschung von Zeiler ifilhrt zur gleichen Losung). Betrachten wir
hierzu zwei Beispiele:

Beispiel 3.4.1 i) Permutation liefert L R—Zerlegung: Sei A = (? é) Wie wir leicht se-

hen, gilt fur die Eigenwerta; » = 1 und somit detd # 0. Falls eine Zerlegung existieren
wirde, gabe eg, b, ¢, d € R mit

A 1 0 b ¢\ (b c
“\a 1)\0 d) \ab ac+d)’
Ein einfacher Vergleich der Koeffizienten zeigt jedoch ¢(sueachb und dann nacta),
dass keind. R—Zerlegung existiert, obwohl nach Vertauschen der Zeifgraterweise eine
L R—Zerlegung sofort gegeben ist. Die Frage, die sich nurt dalitet: Kann man fir jede

regulare MatrixA durch Vertauschen ihrer Zeilen eine Matrix finden, fir dann eine
L R—Zerlegung existiert?

i) Permutation liefert hdhere Genauigkeit:Berechnen wir die Losung des folgenden linea-
ren Gleichungssystenis > 0)

€x1 + T2 1 (3.20)
T1+x9 = 2. (3.21)

Bei exakter Arithmetik erhalten wir

Al ) () = (i)

dh.ay = &, 2o = L=%¢ Fir2e < Rechengenauigkeit (d.i.+ 2¢ und 1 werden im

Rechner durch dieselbe Zahl dargestellt) gilt nun

561:1, 562:1.

Fir die GauB-Elimination erhalten wir, wenn wir den Koeéfiten vorz; in (3.21) elimi-
nieren, d.h. das/e-fache von[(3.20) subtrahieren

€x1 + X2
(1-Y)a = 2-1.

Somit ergibt sich fliRe < Rechengenauigkeit aus der letzten Gleichupg= 1 und damit
aus der ersten Gleichung = 0. Vertauschen wir jedoch 1. und 2. Zeile (bzw. eliminieren
den Koeffizienten vor; in (3.20)) so erhalten wir

r1+x0 = 2
(1—6)1’2 = 1—2€¢.

Dies liefertz; = xo = 1 bei2e < Rechengenauigkeit.
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MATLAB -Beispiel:

Dieses scheinbar theoretische>> e = eps/8; % eps/2 gen\"ugt nicht!
Ergebnis aus Beispie[3.4.1 konnerP> x(2) = (2 - 1/e) / (1 - 1le);

wir direkt in Matlab umsetzen. >> X(1) = (1 - x(2)) / e

Da die Recheneinheiten heutigerx - 1

Rechner meist 2 Stellen.genguer» X2) = (1 -2 %e)/ (- e
rechnen als unsere bisherigen,s y1) = 2 - x(2)
theoretischen Untersuchungeny =

vermuten lassen, muss hier 1 1

e < Maschinengenauigkei®

gelten.

Das Vertauschen kann folglich nétig sein. Zum einen, dainmié L R-Zerlegung Uberhaupt exis-
tiert, zum anderen, um deRechenfehler* bedingt durch Rundungsfehler moglichsinkkzu hal-
ten. Daraus leiten sich besondere Strategien zur Wahl gdeteRiments ab.

Betrachten wir nun die Gaul3-Elimination riipaltenpivotstrategie welche theoretisch nur dann
nicht zielfuhrend sein kann, falls die Matrik singular ist.

Algorithmus 3.4.1: GauR3-Elimination mit Spaltenpivotstrategie

a) Wahle im Eliminationsschritt AR — AF+D ein pe{k,...,n},
so dass i i
al)| > 1ol fur j=k,... 0.

Die Zeile p soll die Pivotzeile werden.

b) Vertausche die Zeilen p und k
(k) _
g falls i=p
A® - AB mit @Y =< o) falls =k
ag‘?) sonst
Nun gilt
~(k) ~(k)
= | %k | Yk
kk pk
c) F uhre den n éachsten Eliminationsschritt angewandt auf A)
aus,

A A+,
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Bemerkung 3.4.2 Anstelle der Spaltenpivotstrategie mit Zeilentausch kaiam auch eine Zei
lenpivotstrategie mit Spaltentausch durchfiihren. B&ttategien bendétigen im schlimmsten Fa
O(n?) zusatzliche Operationen. In der Praxis werden im Gegeizsah oben genannten Algo-
rithmus die Zeile bzw. Spalte nicht umgespeichert, sonlesondere Indexvektoren verwendet
(siehe Matlabfunktiormylu.m ). Die Kombination von Spalten- und Zeilenpivotstrategigrt
zur vollstandigen Pivotsuche, bei der die gesamte Reskmach dem betragsgrofSten Eintrag
durchsucht wird. Wegen des Aufwan@$n?) wird dies jedoch so gut wie nie angewandit.

MATLAB -Funktion: mylu.m

function [LR,P] = mylu(A)

n = size(Al); % get leading dimension of A
p=1:n; % pivot element vector
for k=1:n1 % consider k-th column
[mmptr] =  nax(abs(A(pk: end),k))); % find pivot element
tmp = p(Kk); % interchange in vector p

p(k) = p(k-1+mptr);
p(k-1+mptr) = tmp;

for j = k+l :n % modify entries in
A(p@(),K) = A(P().K)/A(p(k),k); % compute |_jk, store in A
for i =k+l :n % (n-k-1) * (n-k-1) submatrix

APG).) = APG).i) ...
- APG).K)  *A(p(K).D);

end
end
end
L =tril(A(p,),-1)+ eye(n); % these lines could be
R = triu(A(p,)); % neglected, all information
P = eye(n); % already in A and p
PC.p) = P;

Satz 3.4.3Es seid € R™*" reguldr. Dann existiert vor derk-ten Eliminationsschritt des Gaul3-
Algorithmus stets eine Zeilen-/Spaltenpermutation dedass dag-te Diagonalelement von Null
verschieden ist. Bei Zeilenpermutation, d.h. Spaltenjgieoung, sind alle Eintige vonL vom
Betrag kleiner oder gleich eins.

Beweis.Nach Voraussetzung gittet A # 0. Angenommen, es seij; = 0. Dann existiert eine

Zeilenvertauschung, so dass das erste Pivotelen@nt/on Null verschieden und das betrags-
grofldte Element in der Spalte ist, d.h.

0# e > ey fur i=1,....n

denn andernfalls ware die Determinante vrin Widerspruch zur Voraussetzung gleich Null.
Die Zeilenvertauschung hat dabei nur einen Vorzeichenseaich der Determinante zur Folge.
Die Uberlegungen fiur den ersten Eliminationsschritt Glagin sich sinngemal auf die folgen-

den, reduzierten Systeme, bzw. ihre zugehorigen Detamten. Diese Schlussfolgerungen gelten
analog bei Zeilenpivotisierung. O

Eine unmittelbare Folge aus der Beweisfiihrung des le@#dnes ist das folgende Lemma.
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Lemma 3.4.4 Erfolgen im Verlauf des GauRR-Algorithmus total Zeilenvertauschungen (Spal-
tenvertauschungen), so ist die Determinante Mogegeben durch

det A = (—l)m H Tkk-
k=1

Bemerkung 3.4.5 Numerisch sind Spalten- und Zeilenpivotisierungen &agjeint. Die Auswahl
héngt von der Speichermethode der Mathixab, d.h. man favorisiert die Spaltenpivotisierung,
wenn die Eintrage der Matrix spaltenweise im Speicher @ogsind, z.B. bei den Programmier-
sprachen Matlab, Fortran und die Zeilenpivotisierung bea.C, denn hier sind die Matrizen als
Folge von Zeilenvektoren abgelegt.

AWA WA

g Zeilenpivotisierung.

Spaltenpivotisierung, bzw.

®

Die genannten Pivotisierungen lassen sich formal durchividitiplikation mit einer geeigneten
PermutationsmatriX’ beschreiben. Diese ist eine quadratische Matrix, welcleder Zeile und

in jeder Spalte genau eine Eins und sonst Nullen enthadt.[igiterminante isiet P = +1 und

die Inverse ist durchP~! = PT gegeben. Die Zeilenvertauschungen bei Spaltenpivaiisier
entsprechen dabei der Multiplikatidd - A, analog lassen sich Spaltenpermutationen bei Zeilen-
pivotisierung durchA - P ausdriicken. Aus dem letzten Satz ergibt sich folgendesl@ées

Satz 3.4.6 (Existenz einer Zerlegung®A = LR) Zu jeder reguhren Matrix A existiert eine
Permutationsmatrix?, so dassP - A in ein ProduktL - R zerlegbar ist, d.h.

P-A=L-R.

Ist nun immer eine Pivotisierung notwendig? Wir nennen ingéoden ein Kriterium, welches
leicht zu Uberprifen ist.

Definition 3.4.7 (Diagonaldominanz) Eine Matrix hei3t diagonaldominant, falls gilt

n
lal > laiw|  Vi=1,...,n.
k=1
ki
Sie heif3t strikt diagonaldominant, falls fiir alle>" anstatt ,>" gilt.

Satz 3.4.8Es seiA € R™*" eine diagonaldominante und regué Matrix. Dann existiert eine
Zerlegung
A=L-R.

Beweis.Einen Beweis dieser Aussage (in leicht abgewandelter Fdimaet man z.B. bei
[Schwarz]. Nach Voraussetzung ist entweldes| > >, |ai;| > 0 oderes gily "} _, |a1x| =0
und|aq1| > 0; dies folgt aus der Regularitat voh Somit ista;; # 0 ein zulassiges Pivotelement
fur den ersten Eliminationsschritt. Man muss nun zeigassdaich die Eigenschaft der diagonalen
Dominanz auf das reduzierte Gleichungssystem tbertragt O

Zum Schluss dieses Abschnittes betrachten wir noch folgeBeispiel zur konkreten Berechnung
der L R-Zerlegung einer Matrixd.
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Beispiel 3.4.9 (Berechnung vorPA = LR) Sei

0 2 -1 -2
2 -2 4 -1
1 1 1 1
—2 1 -2 1

A=

Diese Matrix ist offensichtlich nicht diagonaldominantsawenden wir die Gaul3-Elimination
mit Spaltenpivotisierung an. Hierzu séi(i, j) diejenige Permutationsmatrix, die aus der Ein-
heitsmatrix durch Vertauschen dieten undj-ten Zeile entsteht. Das Vertauschen der ersten mit
der zweiten Zeile vorA entspricht der Multiplikation der Matri¥’; := P(1,2) mit A von links,

also
2 =2 4 -1

0 2 -1 =2
1 1 1 1
—2 1 -2 1

A = pA=

Der erste Schritt def. R-Zerlegung liefert

1 2 =2 4 -1
0 1 0 2 -1 =2
Ly = 1 1 , LiPA= 0 2 -1 3
1 1 0o -1 2 0

Bei der nachsten Spaltenpivotisierung sind keine Zedaawvschungen notwendig, aléb = 1.
Es folgt

1 2 =2 4 -1

1 0 2 -1 =2

Lo = 11 , LoP, L1 P A= 0 0 0 %
1 3

1o 0 0 ¥ -1

Um nun auf eine obere Dreiecksgestalt zu kommen, musségliéddnoch die dritte und vierte
Zeile vertauscht werden, also forma = P(3,4), L3 = I und damit

2 =2 4 -1
LsP3LoPy L1 Pl A = 0 2 _§ 2| _.g.

0 0 35 -1

o o o0 I
Aber wie sehen nui® und L aus, sodass

P-A=L-R 7
Wir betrachten hierzu im allgemeinen Fall it R™*™ invertierbar furk = 1,...,n — 1 die
Matrizen _
Ly:=PF,-...- Poy1LpPry1- ... Py,

wobei P, := I gesetzt wird und”,, ..., P,_; analog zu Beispi¢l 3.4.9 gewahlt werden. Dann gilt

L, = P,-...-Py1LyPyii-... Py
G p . P — 0Py ... P
= I—Py-...-Peilp efPrpy-...- P,
— 7 =l
= I—zke{.
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Da die Multiplikation mit den MatrizenP; 1, ..., P, von links bzw. rechts nur Zeilen- bzw.
Spaltenvertauschungen innerhalb der Zeilen bzw. Spalten, . .., n bewirkt, besitzt die Matrix
L, dieselbe Struktur wid.;. Aus der Definition der.;, folgt nun

Lyt ...-LiPy_i+-...-Pi=Ly 1Py_1-...- LoP, L1 P, .
Nach Konstruktion deL;, und P, gilt schlie3lich

Lpnt1+..:IiPyy-... -PLA=R.

Somit ergibt sich mit

und

eine Zerlegung®A = LR.

Bemerkung 3.4.10 Man beachte, dass mit den obigéberlegungen ein alternativer, konstrukti-
ver Beweis des Satzes 314.6 vorliegt.

Fuhren wir nun Beispi€l 3.4.9 weiter fort:

Beispiel 3.4.11Zu der Matrix A aus Beispiel 3.4]19 sollen die Matrizénund P der Zerlegung
PA = LR bestimmt werden. Wir erhalten

0100
1000
P=PPP=PBAIPAL2) =] o o ;|
0010
1 1
~ 1 1
Ly = P3P L1 PPy = P(3,4) (1) 1 P(3,4) = (1) 1 ;
—32
1 1 —1 1
1 1
= 1 1
Ly = P3LyPs = P(3,4) P(3,4) = ! :
-1 1 11
1
1 -1 1
L3 = PyL3Py =1,
1 000
= 17171 0 100
L:QLZ%::_l_%lo
1
1101
und somit
2 -2 4 -1 1 00 0\ /2 -2 4 -1
0 2 -1 -2 0 100|f0 2 -1 -2
PA=15 1 2 1|7 |4 -2 1 0[]0 0o 3 -1 =LA
1 1 1 1 i 101/\0 o0 0 I
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3.5 Nachiteration

Die oben diskutierten Pivotstrategien schlieRen offemiizit aus, dass die so berechnete Losung
2 immer noch ,,ziemlich ungenau” ist. Wie kann man nuohne grof3en Aufwand verbessern?

Haufig lasst sich dies durch eitdachiteration mit Hilfe einer expliziten Auswertung ddResi-
duumsr := b— Az erreichen. Dabei bezeichaalie durch ein numerisches Verfahren berechnete
Naherung arx. Ausgehend voi soll die exakte Losung mittels des Korrekturansatzes

rT=x+Ss
ermittelt werden. Der Korrekturvektor ist so zu bestimnaarss die Gleichungen erfillt sind, d.h.
Az —b=Ax+s)—b=Ax+ As—b=0.
Der Korrekturvektors ergibt sich somit als Losung von
As=b— Az =r. (3.22)

Bei der numerischen Losung dieser Korrekturgleichunglézh wir im Allgemeinen eine wieder-
um fehlerhafte Korrektuk # s. Trotzdem erwarten wir, dass die Naherungslosung

T+s

.besser* ist alg.

Das Gleichungssystern (3122) unterscheidet sich nur inedéaiteén Seite von dem urspriinglichen
ProblemAz = b, sodass die Berechnung des Korrekturvektarsativ wenig Aufwand erfordert,
da beispielweise bei Anwendung einer Nachiteration in Kimaiion mit der Gau3-Elimination
schon diel. R-Zerlegung der KoeffizientenmatriA bekannt ist.

Bemerkung 3.5.1 In der Praxis geniigen bei Spalten- oder Zeilenpivotisigrimeist wenige
Nachiterationen, um eine Lésung auf eine dem Problem asgép Genauigkeit zu erhalten.

3.6 Cholesky-Verfahren

Wir wollen nun die Gaul3-Elimination auf die eingeschr@nktasse von Gleichungssystemen mit
symmetrisch positiv definiten Matrizen anwenden. Es wicth $ierausstellen, dass die Dreiecks-
zerlegung in diesem Fall stark vereinfacht werden kann @sg dieser vereinfachte Algorithmus
fur grofRe Matrizen nur den halben Aufwand an Operationertigt. Wir erinnern hier nochmals
an die folgende Definition:

Definition 3.6.1 Eine symmetrische Matrix € R™*" hei3tpositiv definit, wennz™ Az > 0 filr
allex € R™ mitx # 0 ist.

Bemerkung 3.6.2 Die Bedingung in Definitiol_3.611 macht auch fir nicht-syetrische Matri-
zen Sinn. Deshalb fordert man oft zusatzlich zur positi2efinitheit die Symmetrie und nennt
solche Matrizersymmetrisch positiv definit abgekiirzs.p.d.

Positiv definite Matrizen haben folgende Eigenschaften.

Satz 3.6.3 (Eigenschaften positiv definiter Matrizen)Fur jede s.p.d. Matrixd € R™*" gilt:

i) Aistinvertierbar,

Numerik 1 (Einfithrung in die Numerische Lineare Algebra), 25. Januar 2013



48

Kapitel 3: Direkte Losung linearer Gleichungssysteme

II) ai; >0 fur i=1,...,n,
i)  max |a;;| = max aj,
i,J=1,...,n i=1,...,n

iv) Bei der Gaul3-Elimination ohne Pivotsuche ist jede Rasimwiederum positiv definit.

Beweis.Ware A nicht invertierbar, gabe es einen Eigenweet 0, dadet A = 0 nach Annahme.
Dies steht aber im Widerspruch zur Voraussetzung, dagesitiv definit ist, da es ansonsten
einen Eigenvektor: # 0 zu A = 0 mit Az = Az gabe und somit dann auad Az = 0 galte.
Somit ist i) bewiesen. Setzt man fitreinen kanonischen Einheitsvekterein, so folgt gerade
ai; = el Ae; > 0 und daher gilt die Aussage ii). Behauptung iii) sei als Hewsig Uberlassen.
Um die verbleibende Behauptung iv) zu beweisen, schreibediw= A1) in der Form

aill ZT
1 —
AW = .| o )
wobeiz = (a2, ...,a1,)" sei. Nach einem Eliminationsschritt ergibt sich
ail ‘ 2T 1
0 —l21 1
A®) = LlA(l) = . mit L, =
: B® : .
0 —ln 1

Multipliziert man nunA®) von rechts mitL”, so wird auch:” in der ersten Zeile eliminiert und
die Teilmatrix B® bleibt unverandert, d.h.

an‘O e 0

7T
LAVLY = : B®

0
Damit ist bewiesen, dass die Restmatf®) symmetrisch ist. Kbnnen wir nun noch zeigen, dass
B® auch wiederum positiv definit ist, so kdnnen wir unsere Angatation sukzessive fortsetzen.
Es seiy € R"~! mity # 0. Da L regular ist, giltz” := (0| y7') Ly # 0. Nach Voraussetzung ist
A positiv definit, also gilt

T Ao T (0 _ [ 1] O 0\ _ 175
0<mAx_(0\y)L1AL1<y =(0]y") 0 TBe y =y B¥y.

Somit haben wir gezeigt, dass auBf?) wieder positiv definit ist. O

Aufgabe 3.6.4 Man beweise Aussage iii) in Sdiz 3.6.3.

Mit Hilfe des letzten Satzes uUber dieR-Zerlegung kdnnen wir jetzt dieationale Cholesky-
Zerlegung fur symmetrische, positiv definite Matrizenléigen.

Satz 3.6.5 (rationale Cholesky-Zerlegung)Fur jede symmetrisch positiv definite Matriixexis-
tiert eine eindeutig bestimmte Zerlegung der Form

A=LDL",
wobei L eine unipotente untere Dreiecksmatrix uRckine positive Diagonalmatrix ist.
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Beweis. Wir setzen die Konstruktion im Beweis von Shiz 316.3(iw) = 2,...,n — 1 fort und
erhalten so unmittelbak als Produkt de.; !, ..., L', und D als Diagonalmatrix der Pivotele-
mente. O

Bemerkung 3.6.6 Man beachte die Eigenschaften dear bei der tatsachlichen Berechnung von
L, d.h. das ProdukLl_1 Cas L;il ist nicht wirklich durch Multiplikation auszurechnen (vgl

(3.18).

Definition und Bemerkung 3.6.7 (Cholesky-Zerlegung)Da alle Eintrdge der Diagonalmatrix
D positiv sind, existierD'/? = diag(++/d;) und daher die Cholesky-Zerlegung

A=LL",
wobei L die untere Dreiecksmatrit := LD/? mit L und D aus der rationalen Cholesky-
Zerlegung ist.

Bemerkung 3.6.8 Die Cholesky-Zerlegung ist nicht eindeutig, B&'? nur bis auf Vorzeichen der
Elemente in der Diagonalen eindeutig bestimmt ist und saoihL = LD'/? nicht eindeutig
ist.

Zur Herleitung des Algorithmus zur Berechnung einer CHglé&erlegung betrachten wir folgen-
de Gleichung

ajy a2 -+ Al I lLip lor -+ L
a1 : B lo1 oo lao lna B
Apl - o Qpp lnl ln2 U lnn lnn

2 li1l21 l11l31 il

lilor 13 + 13 12131 + l22l32 o lorlyr + loalye

Lilst loalsy + loolse 13 + 13, + 13 o 31lpt + l3aln2 4 133003

Lilpr lorlny +loalna  I31lp1 4 32002 + 133053 -+ - Z 12,

k=1

d.h.

k
furi=k  gilt agp = Zl,%j und
j=1

k
furi £k gilt aikzzlij'lkj (k:+1§z§n)
j=1

und werten diese in einer geschickten Reihenfolge aus.

Cholesky-Verfahren zur Berechnung vonL mit A = LLT
Spaltenweise berechnet man fi=1,2,...,n
k—1
1/2
ke = (akk -3 ll%j)
j=1
1 —1
e = —(an—Dly-ly)  (h+1<i<n).
k lkk k ]z; 7 " Ykj ( )
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Bemerkungen 3.6.9 i) Aus der Cholesky-Zerlegung = L - L ergibt sich fiirl < k < n

die Abschatzung
k

Zl,%j < max |ajjl.

1<j5<n
=1 YRS

Folglich sind alle Elemente der Matrix betragsweise durcllgqag \/laj;| beschrankt. Die

SJsn

Elemente kénnen damit nicht allzu stark anwachsen, wasgginstig auf die Stabilitat des
Verfahrens auswirkt.

ii) Da A symmetrisch ist, wird nur Information oberhalb und eingg®lich der Hauptdiago-
nalen bendtigt. Wenn man die Diagonalelem@pteseparat in einem Vektor der Lange
speichert, und die Elementg,, k < j unterhalb der Diagonale, so kann man die Informa-
tion der MatrixA bewahren.

iii) Bei der algorithmischen Durchfiihrung der Choleskgrlégung liefert das Verfahren auch
die Information, ob die Matrix positiv definit ist. Man macbkih dies aldJbungaufgabe
klar!

Satz 3.6.10 (Rechenaufwand Cholesky-Zerlegung®eiA € R™*"™ positiv definit. Dann gilt
2n® +3n% -5
6

Beweis. Untersuchen wir nun die Komplexitat der Cholesky-Zerlegauerst fir einek-ten Zer-
legungsschritt und betimmen dann den Gesamtaufwand.

FLOP(Cholesky-Zerl. voml) =

1
" 1 nWurzelberechnung: gn?’ +0(n?).

i) Flr denk-ten Zerlegungsschritt, d.h. die Berechnung der Elemigpfér festen Spaltenin-
dex, sind jeweil§k — 1) Multiplikationen, (k — 1) Subtraktionen und eine Wurzelberech-
nung zur Berechnung des Diagonalelements notig. Fusjse@dendiagonalelement werden
(k —1) Multiplikationen, (k — 1) Subtraktionen und eine Division bendtigt, d.h. bei- k)
Elementen unterhalb désten Diagonalelements sind dies in der Summe

(2(k = 1) + (n — k)(2k — 1)) FLOP undl Wurzelberechnung
= (=2k*+ (3+2n)k — (n +2)) FLOP undl Wurzelberechnung.

ii) Insgesamt ergibt sich dann fur die Summe Uber alleetrnhgschritte

nWurzelberechnunges > ~(—2k* + (3 + 2n)k — (n + 2))

k=1
2 1 1 1
= nWurzelberechnunge# (— 2 (2n + )én + Un + (34 2n) (ntbn (n+ 2)n>
—(4n? 242 3+ 15n? — (6n2 + 12
= nWurzelberechnungen (4n” + 6n" + 2n) + (6n g_ 5n” +9n) — (6n” + 12n)
2n3 4+ 3n? — 5n

= nWurzelberechnunges

6

Da eine einzelne Wurzelberechnung an Aufwand ein kongtanafaches einer Gleitkommaope-
ration benotigt, kann man den TermWurzelberechnungen (3n? —5n) /6 zu O(n?) Operationen
zusammenfassen. O

Bemerkung 3.6.11 Fiir gro3en ist der Aufwand des Cholesky-Verfahrens im Vergleich zum
GauB3-Algorithmus ungefahr halb so grof.
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3.7 Bandgleichungen

Eine weitere Klasse spezieller Matrizen, welche beim hdsearer Gleichungssysteme eine be-
sondere Rolle spielen, sind Bandmatrizen. Man spricht wmer @andmatrixA4, falls alle von Null
verschiedenen Elementg, in der Diagonale und in einigen dazu benachbarten Nebemuden
stehen. Fir die Anwendungen sind insbesondere die syiisatetn, positiv definiten Bandmatri-
zen wichtig.

Definition 3.7.1 Unter derBandbreite m einer symmetrischen Matrix € R™*" versteht man
die kleinste natlrliche Zahh < n, so dass gilt

a;x =0 fur alle i undk mit |i — k| > m.

Bemerkung 3.7.2 Die Bandbreiten gibt somit die Anzahl der Nebendiagonalen unterhalb bzw.
oberhalb der Diagonalen an, welche die im Allgemeinen voh wéuschiedenen Matrixelemente
enthalten.

Bemerkung 3.7.3 In verallgemeinerter Form spricht man auch von unterer upeder Bandbrei-
te, welche sich auf suggestive Weise definieren.

Satz 3.7.4Die untere Dreiecksmatri¥, der Cholesky-Zerlegung = LL” einer symmetrischen,
positiv definiten Bandmatrix mit der Bandbreitebesitzt dieselbe Bandstruktur, denn es gilt

li =0 furalle i,k miti —k >m.
Beweis. Ergibt sich direkt aus einer Hausuibung zur Hullle einerriMat O

Aufgabe 3.7.5Man beweise Safz3.7.4.

Jﬂ

X X X X
xX X X X
X X X X

X X XX XX
X

XX
X

X X X

Abb. 3.3: Reduktion und Speicherung einer symmetrischesitip definiten Bandmatrix.

Analog zur Herleitung des Cholesky-Verfahrens auf Jeiledtlten wir die Rechenvorschrift
des Cholesky-Verfahrens fir Bandmatrizen, wobei nun dieffizienten zeilenweise bestimmt
werden. Fum = 5 undm = 2 sieht die Situation wie folgt aus:

iy 0 0 0 O
lo1 loo O 0 0
ls1 32 I33 0 O
0 lg2 ly3 laga O
0 0 l53 l54 l55
3 sym.
= I31l11  l31lo1 + 39199 l%l + l§2 + l§3
Lualoo laolsy + laslss 13y + U35 + 1,
53133 I53l43 + l54l44 l§3 + lg4 + l§5

loo 32 lg2 O
0 33 laz 53
0O O 0 55

oo oo
o
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Cholesky-Verfahren zur Berechnung vodi mit A = LL”, wobeiA € R™*"
mit Bandbreited < m < n.

Zeilenweise berechnet man fir=1,2,...,n
1 i—1
i = E(aki— | %k }lkj-lij) (max{l,k —m} <i<k-1)
J=maxl,k—m

k-1

Ik, = <akk_ Z l]%j>1/2

j=max{1l,k—m}

Satz 3.7.6 Es seiAd € R™*™ eine positiv definite Bandmatrix mit Bandbreite< m < n. Dann
betragt der Aufwand zur Berechnung der Cholesky-ZerlegungAs/on

4m> + 9m? 4+ 5m

6
Beweis. Wendet man die Cholesky-Zerlegung auf eine positiv defB@edmatrixA an, so ist die
resultierende untere Dreiecksmatiixmit A = LLT wieder eine Bandmatrix mit der gleichen
Bandbreite, wied sie hat.

FLOP{Cholesky-Zerl. vom) = n(m? + 2m) —

+ n Wurzelberechnungen

i) Gehen wir davon aus, dass die Matiixzeilenweise berechnet wird und betrachten zuerst
den Aufwand fur die erstem Zeilen. Hier kann man das Ergebnis aus $aiz 316.10 verwen-
den. Es sind hierfiir somit

2m3 + 3m? — 5m

m Wurzelberechnungen 5

Operationen notwendig.

ii) In den verbleibendem — m Zeilen, in denen jeweilsn + 1 Koeffizienten zu bestimmen
sind, ergibt sich Folgendes:
Um den j-ten von Null verschiedenen Nebendiagonaleintrag Yom der k-ten Zeile
m+ 1 < k < n zu berechnen, sind jeweifs— 1 Multiplikationen, j — 1 Subtraktionen und
eine Division notwendig. Zur Berechnung des Diagonalelemeerdenn Multiplikatio-
nen,m Subtraktionen und eine Wurzelberechnung benotigt.-Bé&lebendiagonalelemen-
ten sind dies in der Summe

m m
1 Wurzelberechnung- 2m +» (25 — 1) = 1/ +m+2> j
j=1 j=1
= 1V +m+mm+1)=1v-+m(m+2).

iii) Der gesamte Aufwand betragt also

2m® +3m? -5
n Wurzelberechnunge# mt én UL (n —m)m(m+ 2)

_ 4m3 + 9m?2 + bm

= nWurzelberechnunges n(m? + 2m) 5

O

Bemerkung 3.7.7 Ist flr eine Klasse von positiv definiten Bandmatrizen RUS™ flr beliebiges
n die Bandbreite beschrénkt, so wéchst der Aufwand zur d@eneng der Cholesky-Zerlegung
asymptotisch nulinear in n.

Aufgabe 3.7.8 Man leite mit Hilfe des Cholesky-Verfahrens fir symmaethie Bandmatrizen eine
Rekursionsformel fur s.p.d. Tridiagonalmatrizen her getle den Aufwand an.
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3.8 Vandermond-Matrizen

Bei vielen Approximations- und Interpolationsproblemeretén sogenannte Vandermond-
Matrizen auf, d.h. Matrizeiy € R("*1)*(n+1) yon der Form

1 1 1

o I1 Tn

V= V(zg,...,2pn) = : : :
n n n

Ty I Ty

Wir bezeichnen miP,, die Menge der Polynome vom Grad Sei z.B. zu(n + 1)-Daten(z;, f;)
ein Polynomn-ten Grade9 € P, gesucht mit der Eigenschaftz;) = f; (i = 0,...,n). Wahit
man den Ansatz

pla) =) aal,
=0
so fuhrt dies zu einem LGS
Vie=f

mita = (ag, . ..,a,)" undf = (fo,..., f»)*. Man mache sich dies an einem einfachen Beispiel
klar!

Diesen Zusammenhang zwischen dem Interpolationsprobtehdem Systenv” ¢ = f macht
man sich auch beim Losen zu Nutze. Die Bestimmung des Kaeffemvektors: bzw. das Losen
des Gleichungssystems gliedert sich dabei in zwei Teile.

e Zuerst bestimmt man das Interpolationspolynpim der Newton—Darstellung, d.h.

n k—1
p) = Y | [[@ -2
k=0  \j=0

= c+ta(r—m)+c(r—x0)(x—21)+... +cplx—x0) - (T — 2p_1)

Die Konstanterr,, werden als dividierte Differenzen bezeichnet, sie losasloheare Glei-

chungsystem
1
1 (71— mo) 0 Jo
1 (.%'2 — 1‘0) (1‘2 — .%'0)(.%'2 - 1‘1)
n—1
1 (zn—20) (zn—z0)(@n—21) ... [ (zn—2y) Cn fn
j=0
und kénnen wie folgt bestimmt werden.
(607 e 7Cn)T = (an e ?fn)T
for k=0:n—-1
for i=n:-1:k+1
ci = (ci—ci1)/(®i — Ti—p-1) (3.23)

end
end
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e Im zweiten Schritt gewinnt man nun dig’s aus derg;'s durch eine Basistransformation
von (1, (z — zg), (x — xo)(x — x1), . . ., H?:_&(m —x;)) nach(1,z,22,...,2"). Die Trans-
formationsmatrixJ ergibt sich aus entsprechendem Koeffizientenvergleich

1 —X0 X N H?:_&(—I'j)
1 —(zo+z1)
1 : c=a. (3.24)
1

Anstatt die MatrixU zu bestimmen, kana wie folgt bestimmt werden.

(CLO,"' aan)T = (607'” >Cn)T
for k=n—-1:-1:0
for i=k:n-1
a; = Q; — Tk Aj41 (325)
end
end

Die Kombination beider Schritte liefert den folgenden Aigumus.

Algorithmus 3.8.1: Polynominterpolation: V'a = f

Gegeben seien z(0 : n) € R*"! mit paarweise verschiedenen Eintr agen
und f = f(0: n) € R**L. Der folgende Algorithmus uberschreibt f mit
der L dsung a=a(0:n) zu dem Vandermondschen System

V(xo, ... ,xn)Ta =f

for k=0:n-1
for 1=n:—-1:k+1
f@)=(f(@) = fe—1))/(z(@) —x(i -k —1))
end
end
for k=n—-1:-1:0
for i=k:n—-1
f(@) = f(i) — (k) f(i +1)
end
end

Satz 3.8.1Das Verfahre 3.8]1 bétigt zum lBsen des Vandermondschen System
V(zg,...,xn) a=f
nur 5(n? + n)/2 Operationen.

Beweis.Die Anweisung in der ersten inneren FOR-Schleife von Akponus[3.8.11 wird fir ein
k€ {0,...,n—1} (n—k)-mal ausgefuhrt, insgesamt alst}_} (n—k) = S 7_, k = n(n+1)/2
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-mal. Hierbei werden jedesmal 3 Gleitkommaoperationerdtigin Fir die zweite Doppelschleife
ergeben sich analog zu der obigen Betrachtufg+ 1)/2 Aufrufe der inneren Anweisung, fur
die jeweils 2 Gleitkommaoperationen bendtigt werden. O

Bemerkung 3.8.2 Man beachte, dass fiir spezielle vollbesetzte Matrizefallegn existieren, die
weniger alsO(n?) Operationen zur Berechnung der Lésung benétigen. AigiMetrix braucht
nicht vollstandig gespeichert werden.

Das SystemVVz = b

Der \ollstandigkeit wegen sei hier auch ein Verfahren fde = b aufgefuhrt. Es sei
Li(a) € R FDx(+1) gine untere bidiagonale Matrix definiert durch

I 0

1 0
—a 1
Ly(a) =
0
.1
0 . —a 1
und die DiagonalmatrixD;, sei definiert durch
Dy = dlag( 1,...,1 sy Tt1 — L0y -+, Ty —wn,kfl).
N——

(k+1)-mal

Mit diesen Definitionen kann man leicht ads (3.23) nachieliien, fallsf = f(0 : n) und
¢ = ¢(0 : n) der Vektor der dividierten Differenzen ist, dass= Lf gilt, wobei L die Matrix
sei, die wie folgt definiert ist:

L=D;' L,1(1) --- Dy' Lo(1).

Ahnlich erhalt man au$ (3.25), dass
a=Uc (3.26)

gilt, wobei die durch[(3.26) definierte MatriX sich auch definieren lasst durch
U = Lo(2o)" -+ Ln—1(zp-1)"

Mit diesen Definitionen ergibt sich sofort die Aussage= ULf mit V7 = UL. Die Losung
von Vz = b ergibt sich somit durch

z = V'b=L"(U"b)
= (LO(l)TDal T Lnfl(l)TDrjil) (Ln—1(zn-1) -+~ Lo(wo)) b.

Diese Erkenntnis fuhrt zu dem folgenden Algorithmus.

Algorithmus 3.8.2: Vandermondsches SystemlVz = b
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Gegeben seien z(0 : n) € R**! mit paarweise verschiedenen Eintr agen
und b = b(0 : n) € R**! Der folgende Algorithmus Uberschreibt b mit
der L dsung z=2z(0:n) zu dem Vandermondschen System

V(zoy...,xn)z=0.

for k=0:n-1
for i=n:-1:k+1
b(i) =b(i) — x(k)b(i — 1)
end
end
for k=n—-1:-1:0
for i=k4+1:n
b(i) = b(i)/(x(i) —z(i —k — 1))
end
for 1=k+1:n
b(i) =b(i) —b(i+ 1)
end
end

Satz 3.8.3Das Verfahre 3.8]2 bétigt zum Bsen des Vandermondschen System
V(zg,...,zn)a =0
nur 5(n? + n)/2 Operationen.

Beweis.Analog zu den Betrachtungen im Beweis von $aiz 8.8.1 erkerami, dass die Anwei-
sungen in den inneren FOR-Schleifen von Algorithinus 3&&jlsn(n + 1)/2 -mal aufgerufen
werden. Jedesmal werden 2 bzw. 1 Gleitkommaoperationtigeno O

3.9 Fehlerabsclatzung mittels Kondition

Wir wollen nun zwei wichtige Fragestellungen untersuchemlche bei dem numerischen
Losen von linearen Gleichungssystemen (LGS) auftretem Zinen betrachten wir eine Nahe-
rungslosungr zu der Losunge von Ax = b. Welche Riickschliisse kann man von der Grol3e des
Residuumsr := b — Az auf den Fehlee = x — = ziehen? Des Weiteren rechnet man im All-
gemeinen mit endlicher Genauigkeit auf einem Rechner. Negditinflisse haben dabei Storungen
der Ausgangsdaten auf die Losung

Zu einer MatrixA € R™*™ und einem Vektor: € R™ sei||A|| eine beliebige Matrixnorthund
|lz|| eine dazu vertragliche Vektornorm (dJpdz|| < ||A||||=||). Nach Definition des Fehlets
und Residuums gilt

Ae=Ax— Az =b— Az =r.

Daraus folgt
lell = 1A= < AT 7l-
Mit
bl = [[Az[| < [|A] [[]]

4vgl. hierzu Anhan@B.
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folgt fur den relativen Fehler die Abschatzung

e A |Ir _ r
b I a1 @27)
lzll = J8ll - 1o

Dies motiviert den Begriff der Konditionszahl.
Definition 3.9.1 (Konditionszahl) Man bezeichnet

R(A) = Al A7 (3.28)
als dieKonditionszahl der Matrix A beziiglich der verwendeten Matrixnorm.

Beispiel 3.9.2Man betrachte das LG8z = b mit

11111
2 3 4 5

11 1 1 1

2 3 4 5 6 5 1

1 1 1 1 1

10101 1 1 =1

4 5 6 7 8

11 1 1 1

5 6 7 8 9

Fur die Matrixnormen und die Konditionszahlen erhalt nraden Fallerp = 1, 2, oo

AL = 2283, |A=Yy = 413280, k1(A) = 943656,
|Alls =~ 1.5670507, |A= ]2 =~ 304142.84, ka(A) =~ 476607.25,
Ale = 2.283, A7 ] = 413280, Koo(A) = ki(A).
Sei die exakte Losung = (1,...,1)T.Istnunz = (1 — )z, dann gilt
llell _ llezll _
lll =]
und

r=b—Ar = Ax — Az = A(x — (1 — ¢)z) = cAx = eb,
d.h.

Iid]
— = le|.
0]

Obwonhl die Konditionzahl sehr grof3 ist, verhalt sich bessdir Stbrung% wie % Obige
Abschatzung ist offensichtlich einevorst case* Abschatzug. Betrachten wir nun

z = (0.993826, 1.116692, 0.493836, 1.767191, O.623754)T. (3.29)

A habe die Eigenwerté < \; < --- < \; mit den zugehorigen Eigenvektoren, ..., s,
llojll2 = 1. Man beachte, dassin (3.29) so gewahlt ist, dags— = ~ ¢ gilt und

x~ —0.004 1 —0.042 92 + 0.244 3 + 0.972 4 + 1.998 5,
d.h.z von 5 dominiert wird. Dann erhalten wir

el (1ol lell2[10l]2
[ 1PN It [ 1B

lle]]oolB]l oo

~ 0.41 51 (A
r1(A), [ floo Il

~ 0.89 ka(A), ~ 0.74 koo (A)

und schatzen dann in der richtigen Grofienordung ab!
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Aufgabe 3.9.3 Es seid € R™*"™ eine positiv definite Matrix. Die Eigenwerte von Matrikseien
0 < A1 <... <\, mitden zugehorigen Eigenvektoren, ..., ¢, ([l¢jlla =1, =1,...,n).

i) Esseix € R™\ {0}, b:= Az undZ = cz (0 # ¢ € R). Man zeige

le—a ol _
[« To— A7

ii) Man zeige
KJQ(A) = )\n/)\l .

i) Esseiz =cp,, c#0,b:= Az und® = x + ¢1. Man zeige

le—a I
el To—dzy ~ 2@

Untersuchen wir nun, welchen Einfluss kleine Stdérungenen dusgangsdated, b auf die
Losungzx des linearen Gleichungssystems haben konnen, d.h. vdrisieressiert an ddemp-
findlichkeit der Losungr auf Storungen in den Koeffizienten. Die genaue Frage lautet

Wie groR kann diAnderungdz der Lésungz von Az = b sein, falls die Matrix umy A und
b durch b gestort sind? Dabei seied und éb kleine Storungen, so dass+ 0 A immer noch
regular ist. Es set + éx die Losung zu

(A+0A)(x + ox) = (b+ 0b).
Teilweises Ausmultiplizieren liefert
Ax +6Ax + (A+5A)ox = b+ b
und somit mitAz = b
ox = (A+0A)"1(0b—6Ax)
=T +A15A) A (0b — 6A ).
Fur eine submultiplikative Matrixnorm und eine dazu végtiche Vektornorm ergibt sich somit
6z < (I(Z + AT A)THIATH] (llab + [[5A] l]])
und wir erhalten die Abschatzung

ox _ _ _ )
H < L+ A '54) |47 (H " HMH) . (3.30)

Wir zeigen in Lemm@3.916, dass fiiB|| < 1 die Abschatzung

|(I+B)™ ' < existiert

18]

Setzen wir num3 = A~16A und|| A7 ||6A| < 1 (d.h.dA ist eine kleine Storung vod) voraus
und erweitern auf der rechten Seite ffjit||, so erhalten wir unter Ausnutzung der Vertraglichkeit
der Normen und mitdz = b

-1
6zl _ _[[A"|[1IAl ( [160]] +H5AH>

el = 1= AZTSAI XAl =l (Al
A~ 1A <H5bH N H5AH>
= 1 .
L—[lA=H[ oAl X floll Al

Wir halten das Ergebnis nun in einem Satz fest.
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Satz 3.9.4Es seiA € R™" regular und x € R™ die exakte bsung vonAx = b. Die rechte
Seiteb sei uméb gestrt und fir die Sbrung vonA gelte x(A) |0A]|/|| Al = ||[A7Y| [|64] <

1 und A + 6A ist immer noch reg@lr. Dann gilt ur die Losungz des gedgirten Systems mit
Koeffizientenmatrixd + § A und rechter Seité + &b

=gl ) (131, oAl .
BT =T a B Tl AT ) (3:30)

dende Grof3e, welche die Empfindlichkeit der Lésung bagi.Storungem A unddb beschreibt. ~

N

Bemerkung 3.9.5 Die Konditionszahk(A) der Koeffizientenmatrix ist folglich die entschei-:@c

Es bleibt folgendes Lemma zu beweisen:

Lemma 3.9.6 (Neumann-Reihe)Sei A € R"*", || - || eine submultiplikative Matrixnorm und
||A|| < 1. Dannist(I — A) regular und

“1=%"4"  (Neumann-Reihe) (3.32)

mit
1

I—A) Y < )
¢ ) < T A

(3.33)

Beweis.Mit ||A]| < 1, der Submultiplikativitat und der Summenformel fir dieognetrische
Reihe erhalt man

Z 1AM < Z 1A < Z 1Al = IIAH (m e N). (3.34)

Der Raum]R”X” ist isomorph ZUR™ (siehe Anhang BI2). Ini [AnaIyS|s I, Beispiel 8.4.6] wurde
gezeigt, dasg"’ vollstandig ist bezuglich irgendeiner Norm &k . Somit istR"™*" vollstandig
beziglich|| - || und aus der absoluten Konvergenz folgt die Konvergenz ¥ijfi, A*. Ebenso
folgt aus||A*|| < ||A||* — 0 fur k — oo die Konvergenz vonlim AF = 0. Weiter gilt die

Gleichung {Teleskopsumme “) e
(ZA’“) (I—A)=I—A"" (meN). (3.35)

Der Grenziuibergang voh (3135) fuihrt zur Gleichung

(i Ak> (I—A) =1 (3.36)
k=0

Das bedeutet/ — A ist regular und(I — A)~! = Y22, A*. Mit der Summenformel firr die
geometrische Reihe erhalt man schlief3lich

N N
1
1€ ) H_NLH})OICZOH H—NE%OI;)H | Al (3.37)

womit der Satz bewiesen ist. O
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Zum Ende des Kapitels wollen wir nun den praktischen NutzsmAbschatzung (3.31) in einer
Faustregel festhalten.

Bei einerd-stelligen dezimalen Gleitkommarechnung kdnnen didivela Fehler der Ausgangs-
groRRen fur beliebige, kompatible Normen von der GroRemang

A

1Al 1Bl
sein. Ist die Konditionszaht(A) ~ 10® mit 5 - 10*~? < 1, so ergibt die Abschatzung (3]31)

18]

< 1004—d+1
[

Das heil3t, dasdx|| maximal in der GroRenordnung det — o — 1)-ten Dezimalstelle vorfjx||
liegen kann und dies motiviert folgende Daumenregel:

Bemerkung 3.9.7 (Daumenregel zur Genauigkeit) Wird Ax = b mit d-stelliger dezimaler
Gleitkommarechnung gelést, und betragt die Konditiaméz(A) ~ 10%, so sind, bezogen auf
die betragsgrofSte Komponente, dr— « — 1) Dezimalstellen sicher.

MATLAB -Beispiel:

Es ist bekannt, dass die Gauf3-Elemination selbst mit Symtatstrategie zu Uberraschend
ungenauen Ergebnissen beim Losen von linearen Gleichystgsnen filhren kann, obwohl die
Matrix gut konditioniert ist.

Betrachten wir hierzu die von Wil- >> A=toeplitz([1,-ones(1,59)], ...
kinson angegebene pathologische [1,zeros(1,59)]);
Matrix >> A(:,60)=1;
>> cond(A)
1 1 ans =
. . 26.8035 % rel. gut konditioniert
A= e . >> randn(’state’, 3383)
Do : >> x=randn(60,1);
>> b=AxX;
>> x1=A\b;
>> norm(x-x1)/norm(x)
ans =
0.3402 % groRer rel. Fehler

Bemerkung 3.9.8 Das Beispiel lasst vermuten, dass das Gauf3-Verfahrandidvganze Menge
der invertierbaren Matrizen betrachtet nicht stabil isir &ie in der Praxis auftretenden Matrizen,
ist das Gaul3-Verfahren mit Spaltenpivotierung jedpichder Regel” stabil. Fir eine weitere Sta-
bilitatsanalyse des Gaul3-Verfahrens seilauf [Deuflhaaffianin], die grundlegenden Artikel von
Wilkinson [Wilkinson6%| Wilkinson69] sowie auf digbersichtsartikell [Highahi, Discroll/Maki]
verwiesen.
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Die in Kapitel[3 beschriebenen direkten Verfahren geheaniilegend von beliebigen vollbesetz-

ten Matrizen aus. Viele praktische Probleme filhren abaleztAufgabe, ein sehr grol3es lineares
Gleichungssystemlz = b zu ldsen, bei demd € R™*™ nur schwachbesetzt (engl. sparse) ist,
d.h. viele Nulleintrage besitzt (wie etwa Beisdiel 310.)e bisherigen Verfahren nutzen diese
spezielle Struktur nicht aus und fuhren beim Losen des tg8Beise sogar zu vollbesetzten Zwi-

schenmatrizen. Man betrachte dazu folgendes Beispiel.

Beispiel 4.0.1Zu der Matrix

1 11 1 1 1
1 2
1 )
A= 1 10
1 15
1 10
lautet dieL. R-Zerlegung mitA = L - R
1 1 1 1 1 1 1
1 1 1 -1 -1 -1 -1
1 -1 1 3 -2 -2 =2
L= 2 , R= 20 10 10
1 -1 -3 1 3 ~3 3
2 1
1 -1 -2 -1 1 10 -5
2 1 1 5
L' =1 -5 -3 -3 1 2

Obwohl A nur in der ersten Zeile und Spalte sowie auf der DiagonalehtNulleintrage besitzt, A
sind L und R vollbesetzt.

Bemerkung 4.0.2 Ist die Bandbreite einer Matrix grof3 und in jeder Zeile tneter wenige Nicht-
nulleintrage auf, dann ist ein Bandlésgeuer’ und die folgenden Verfahren liefern gute Alterna-
tiven.

Beispiel 4.0.3 (2D-Standardmatrix) Nun betrachten wir eine (zweidimensionale) quadratische
Membran, die am Rand fest eingespannt ist und auf die eiReraKraftf wirkt. Die gesuchte
Auslenkungu : [0,1]2 — R ergibt sich als Losung des sogenannarichlet-Problems auf dem
Einheitsquadrat
— Au(z,y) = —a—Qu(w y) - a—QU(w y) = fla,y), (z,y) €Q:=(0,1)% (4.1)
) 8,1,'2 ) 8y2 ) ) 7 9 ) )
u(z,y) = 0, (z,y) el =00

Den DifferenzialoperatofA nennt man auchaplace-Operator.
Wir verwenden die gleiche Idee wie im eindimensionalen diispiel 3.0.1) und definieren ein
aguidistantes Gitter

Qn={(z,y) €Q:x=kh, y=+th, 0<k(<N+1} 4.2
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fur h := ﬁ N = N; € N, wie in Beispie[3.0.1l.. Der Rand besteht jetzt natirlick enehr als
zwei Punkten, namlich

0 :={(x,y) €T :x=kh odery =¢h, 0<k{<N+1}, 4.3)
vgl. Abbildung[Z.1. Wir definiere;, := 2, \ 9.

Of\f\f\ﬁo

¢ D
¢ D
¢ D
¢ D

O\J\J\J\JO

Abb. 4.1:Aquidistantes Gitter auf = [0, 1]2. Die inneren Punkte,,) sind ausgefiillt dargestellt,
09y, besteht aus den nicht ausgefillten Punktgn (

Die partiellen Ableitungen zweiter Ordnung approximievenwieder durch den zentralen Diffe-
renzenquotienten, also

Bule.g)= osule) + futey)
~ %(u(m +hy) — 2u(@,y) + u(z — h,y))
o,y + h) — 2u(z,y) + ule,y — 1)
= e hy) tule — hoy) +ule,y £ B+ ule,y — b — du(e, y)). (4.4)

h2

Dazu beschreiben wir zunachst das lineare Gleichungsayst v, = f;,. Die genaue Gestalt der
Matrix A;, € RN*xN? hangt von der Nummerierung ab. Wir wahlen die so genalexikogra-
phische Nummerierung(vgl. Abbildung[4.2)

Abb. 4.2: Lexikographische Nummerierung der Gitterpurfléte? = (0,1)?, N = 5.
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Dann erhalt man fur das lineare Gleichungssystem,, = f;, eineBlock-Tridiagonalmatrix

[ B, O, 0
Ch By
Ay = o e RV*xN?
B, Cy
0 Ch By |
mit den Blocken
[ 4 —1 0 ]
-1 4
By, = e RVN ¢y, = diag(—1) € RV*V,

.4 -1

0 -1 4 |

der rechten Seit#, = (h?f(2k))g=1... N2 k = (j —1)N +i,1 < i,j < N, sowie dem Ldsungs-
vektoruy, = (u(zx))k=1,. N2 € RV, Wir nennen diese Matrix au@D-Standardmatrix, sie ist
die direkte Verallgemeinerung der Standardmatrix ausiai8.0.1.

Fur dieses Gleichungssystem kann man keine einfache 8&leksformel fir die Cholesky-
Zerlegung herleiten. Allerdings istl;, dinnbesetzt, symmetrisch und positiv definit. Mehr zu
diesem Beispiel in [Arendt/Urban]. O

Aus den oben genannten Grinden wurden schon frih iter&vfahren zur Losung von LGS
herangezogen. Bei diesen Verfahren wird ausgehend vomeiartvektorz(®) eine Folge von
Vektoren

2)

20 () @

mittels einer lterationsvorschrift
D = qb(ac(k)), k=0,1,... (4.5)

erzeugt, die gegen die gesuchte Losunigpnvergiert. In den folgenden Abschnitten werden so-
wohl die klassischen Iterationsverfahren, die bereitddvies 19. Jahrhunderts entdeckt wurden,
als auch das Gradienten—\Verfahren sowie das 1952 von Hésstiend Stiefel entwickelte Verfah-
ren der konjugierten Gradienten vorgestellt.

Allen diesen Verfahren ist gemein, dass ein einzelnertlrsschrittz(*) — z(*+1 einen Re-
chenaufwand erfordert, welcher vergleichbar ist mit dettidiikation von A mit einem Vektor,
d.h. insbesondere mit einem geringen Aufwand, sofeschwachbesetzt ist. Im Gegensatz zu den
direkten Verfahren liefern diese lterationsverfahrenadiakte Losung des LGS im Allgemeinen
nicht mehr nach endlich vielen Schritten. Da man aber in dgyeRan der Losung nur bis auf
eine vorgegebene Genauigkeihteressiert ist, die von der Genauigkeit der Eingabedalbéséngt
(vgl. Kapitel[2 und_3.D), scheint dieses Vorgehen sinnvoll.

4.1 Klassische lterationsverfahren

Gegeben sei eine regulare Matrixe R™*™ und ein lineares Gleichungssystem

Axr =b

Numerik 1 (Einfithrung in die Numerische Lineare Algebra), 25. Januar 2013



Kapitel 4: lterative Losung linearer Gleichungssysteme

mit der exakten Losung. Mit Hilfe einer beliebigen regularen Matri® € R™*" erhalt man
Iterationsvorschriften der Forrm (4.5) aus der Gleichung

Br+(A—B)x=b,

indem man
Bz 4 (4 — B)z® =

setzt und nach*+1) auflost
B = B _ B4z _p)
= (I-B'A)z® + B 1. (4.6)

Das bedeutet, die Iterationsvorschrifaus [45) ist gegeben durgliz¥)) := z*) - B=1(Az*) —
b). Insbesondere gilt, daggz) = x aquivalent zudz = b ist.

Jede Wabhl einer nichtsingularen MatriX fuhrt zu einem moglichenterationsverfahren. Es
wird umso brauchbarer, je besdeie folgenden Kriterien erfiillt

i) B istleicht zu invertierendinfache Realisierbarkeid;

ii) die Eigenwerte vor{/ — B~ A) sollen moglichst kleine Betrage haben
(Konvergenzeigenschalt

Wir wollen hier nun einige Beispiele angeben. Dazu verwende folgende (additive) Standard-
zerlegung
A=L+D+R,

wobei D eineDiagonalmatrix, L eine strikteuntere Dreiecksmatrix und R eine strikteobere
Dreiecksmatrix seien. Die Wahl

i) B = ~I liefert dasRichardson-Verfahren;
ii) B = D liefert dasJacobiVerfahren Gesamtschrittverfahren);

iii) B= L+ DoderB = D+ R liefert dasGaul3-SeidelVerfahren Einzelschrittverfahren).

Was zeichnet nun die einzelnen Verfahren aus? Betrachtetasil ein Beispiel.

Beispiel 4.1.1Zu gegebenem < N und
2 -1
-1 2 -1
A= e eR™ p=T1ecR" 2 =0 eR"
-1 2 -1
-1 2
(vgl. Beispie[3.0.1 mit\ = 0) bestimmen wir di&Konvergenzrate

o — 2+
C.—mmax ——
koo fle—a®ly

fur das Jacobi- und das Gaul3-Seidel-Verfahi8n=( D + R), d.h. den Faktor, um den deehler
in der2-Norm in jedem Iterationsschrithindestens reduziertwird.
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MATLAB -Funktion: runKonvergenz.m

n = 10;

e = ones(n,l);

A = spdiags(e -2 =*e €], -1:1, n, n);

x_ex = rand(n,l); % exakte Loesung

b = A * x ex; % exakte rechte Seite
x{1} = rand(n,l1); % zufaelliger Startv.
x{2}=x{1};

W{1} = triu(A); % Gauss-Seidel

W{2} = di ag(di ag(A)); % Jacobi
for j =1 I ength(x)
error_old = nor mx{j}-x_ex);
for k=1:20
x{} = x{i} + Wi} \ (b-A *x{i});
error_new = nor mx{j}-x_ex);
quot{j}(k) = error_new/error_old;
error_old = error_new;
end
end
pl ot (1:20,quot{1},’'m-s’,1:20,quot{2},’k:
x| abel (Anzahl der Iterationen’), yl abe
| egend({'Gauss-Seidel-Verf.’,'Jacobi-Verfahren'},4)

* ’);
| (Kontraktion’)

0.9

4
©

Konvergenzrate
o
~

<
0.6 4
< Gauss-Seidel-Verf.
——— Jacobi-Verf.
0.5 4
<
0.4 Il Il Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25 30 35 40

Anzahl der Iterationen

Abb. 4.3:Kontraktionszahlentfr Gesamt- und Einzelschrittverfahren.
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Dem numerischen Experiment kann man entnehmen, dass endiesll beide Verfahren konver-
gieren, da die Konvergenzerate jeweils kleiner 1 ist, ursd dias GaulR-Seidel-Verfahren schneller
konvergiert, da die Konvergenzrate hier kleiner ist.

In der praktischen Anwendung kann man bei d&aul3-Seidel-Verfahrenmit B = L + D
folgende Formulierung verwenden, um die Anzahl der Opemati zu reduzieren

2 * D) = (L 4+ D)~ (b — Rz®))

da allgemein
=z® — B~Y([(A - B) + B]2*) — )
=z®) — B~ (A - B)z® — B~1Bz(®) 4 B~1p

=B '(b— (A - B)z®)
gitundmitB=L+DundA—B=L+D+ R—(L+ D)= Rfolgt
* D) = (L 4+ D)~ (b — Rz®)).

Ein Schritt des GauB-Seidel-Verfahrens ist also etwa sweig wie eine Matrix-Vektor-
Multiplikation. Ahnlich kann man auch fuB = D + R vorgehen, d.h.

e* D) = (D + R)7L(b — La®).
Schliellich vereinfacht man ddacobi-Verfahren zu

2D = D=1 (p — (L + R)z™)
sowie dasRichardson-Verfahren zu

SR 1) () %(b — Az

4.2 Konvergenz iterativer Verfahren

Es seix Losung vondx = b. Mit (4.6) erhalten wir

z—z® =z —-B - (I —-B 1Az
=TIz — B 'Az — (I — B~*A)z+=D
=(I-B'A)(z -z V)= =T -B 1Az —z0).

Die Konvergenz des dargestellten Verfahrens hangt alsvatu den Eigenschaften der lterati-
onsmatrix] — B~1A ab. Es seC eine beliebige komplexwertige: x n)-Matrix, \; := \;(C)
(1 =1,...,n) seien die Eigenwerte vafi. Dann bezeichnen wir mit

o(C) = max {|\:(C)]}

1<i<n
denSpektralradius und mit
g(C) :={M(C),..., \(C)} ={\ € C: Iz € R" sodassAz = Az} 4.7)

dasSpektrum vonC'. Bevor wir ein Konvergenzkriterium angeben, bereiten wicimden Begriff
der Jordanschen Normalform vor.
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Definition 4.2.1 (Jordan-, bzw. Elementarmatrix) Eine Matrix E()\) € C*** heist Jordan-
matrix (oderElementarmatrix) zum Eigenwert, wenn

A1 0
Ep(\) = . (4.8)
0 A

Satz 4.2.2 (Jordansche Normalform (siehe z.B. [Fischer])Zu jeder Matrix A € C™"*" exis-
tiert eine regufire Matrix " € C™*", so dassiir A die Ahnlichkeitstransformation

A=T"YT

gilt, wobei J, die durch die Paaré\;,n), ..., (A, nk) Mit\; € C, n; > 1 (eindeutig bis auf die
Reihenfolge) bestimmieardansche Normalform

By (A1) 0
J =
0 B, (M)

von A ist.

Satz 4.2.3 (Konvergenzkriterium) Es seiC € C™ ™. Die Folge (C*),cy ist genau dann eine
Nullfolge, wenrp(C') < 1 gilt.

Beweis. Sei zunachsp(C') > 1. Dann gibt es einen Eigenwektmit |\| > 1 und einen Vektor
z # 0 mit Cz = Az. WegenC*z = Mz undlimy_ . \F # 0 kann folglich (C*),cy keine

Nullfolge sein. Die Bedingung(C') < 1 ist somit notwendig.

Sei nunp(C) < 1. Weil (TCT~1*k = TC*FT~ firr jede Ahnlichkeitstransformatior?” (7" ist

regular) gilt, reicht eslim;_...(TCT~1)* = 0 zu zeigen. Die MatrixC' lasst sich durctAhn-

lichkeitstransformation auf die Jordansche Normalfofrransformieren, d.hC = 7-1JT was
aquivalent zi’CT—! = Jist. Da das Spektrum einer MatriX invariant unter eineAhnlichkeit-

stransformation ist, wollen wir zeigen, ddas;,_... J* = 0 gilt, wenn alle Eigenwerta\, ..., \,
dem Betrag nach kleiner Eins sind. Dazugei {1,...,n} beliebig und
Ao 1 0
By = Hy, (\) = | ech
S
0 A
eine Elementarmatrix zum Eigenwext der Jordanschen Normalforshvon C. Da offenbar
By
Ej

Jh =
By

mit 1 < ¢ < n gilt, genugt es, das Konvergenzverhalten einer Jordanmay, zu untersuchen.
Wir schreibenk,, in der FormE,, = A, I + S mit

0 1 0

s=| 7 | ecmwm
S
0 0
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und bildenE" = (\,I+5)*. Wir untersuchen nun den Grenzwithy, . E. Nach Anwendung
der Binomialentwicklung und unter Beachtung v+ = 0 erhalt man die Beziehung

k k min{k,n,—1} i
k__ k—vgorv __ k—v qv
EM—Z<V>)\M SE DY <V>)\M Sv.
v=0 v=0
Fur fester hat man mit
! —1) - (k=
k) _ k! _kk-1)-...-(k V+1)<lc”
v ik —v)! 1 ‘v -

die Abschatzung
< ])\ﬁ*”k”lg exp((k — v)log |A,| + vlog k).

k k—v
()

Hier haben wir verwendet, dass

a,b a b
wayb _ elog(m y’) elog:c +logy® _ ealongrblogy.

Da|\,| < 1ist, strebt
klog|A\,| + vlog(k) — —oo fur k — oo

k k—v
(0)

Nullfolge ist und somit auch die Behauptung. O

und damit folgt die Konvergengim

= 0. Damit ist gezeigt, dasSEﬁ)keN eine

Um die Konvergenz der Richardson-Iteration zu beweiserssnuler Spektralradius der Iterati-
onsmatrix bestimmt werden. Wahrend man diesen in dem &fsdkeiner symmetrischen, posi-
tiv definiten Matrix A exakt angeben und somit Konvergenzaussagen treffen kghmiwfgabe
4.2.4, so ist dies im allgemeinen Fall analytisch nicht het\gund numerisch sehr aufwendig. Es
ist daher das Ziel der nachsten beiden Abschnitte, auaakiah algebraischen Eigenschaften der
Matrix A auf die Konvergenz der Jacobi- bzw. Gaul3-Seidel-lteratioschlieRen. Anders als in
SatZ4.2.8 sind die Ergebnisse in diesen beiden Abschitteaichende Konvergenzkriterien, im
Allgemeinen aber nicht notwendig.

Aufgabe 4.2.4 (Konvergenz des Richardson-Verfahrens f(positiv definite Matrizen) Es sei
A € R™™ symmetrisch und positiv definit miX,,;, und A\, als kleinstem bzw. groftem Ei-
genwert. Man beweise folgende Aussagen:

(@) Fur die Iterationsmatri€'r(v) = I — v~ A des Richardson-Verfahrens gilt

o(Cr(7)) = max{’l - 'Y_l)‘maX‘7 11— 'Y_l)‘min‘} Vye R\ {0}.

(b) Das Richardson-Verfahren konvergiert genau dann, weﬁnMT“ gilt.
(€) ~* := Amaxtimin minimiert den Spektralradius(C (7)) fur v € R \ {0}.

(d) Esgilto(Ce(v*)) = Amax—Amin

Amax“l’)\min

Numerik 1 (Einfithrung in die Numerische Lineare Algebra), 25. Januar 2013



Abschnitt 4.3: Konvergenz des Jacobi-Verfahrens

69

4.3 Konvergenz des Jacobi-Verfahrens

Bei demJacobi-Verfahren (auch Gesamtschrittverfahren genannt) werden alle Koenten
des Losungsvektors in einem lterationsschritt gleidig&orrigiert. Mit B = D lautet die Ite-
rationsvorschrift

2 ) = Db — (L + R)z™),

d.h. die Iterationsmatrix is€; = I — D~'A = —D~(L + R) und es giltz*+1) — 2 =
Cy(x — 2z,

Satz 4.3.1 (Starkes Zeilen- und Spaltensummenkriterium)es seiA € C"*". Das Jacobi-
Verfahren konvergiertifr jeden Startvektor:(?) € C”, wenn fir die Matrix A das

i) starke Zeilensummenkriterium:

n
jazi| > > agl, furi=1,2,....n,
k=1
k#i
d.h. A ist strikt diagonaldominant, oder das

ii) starke Spaltensummenkriterium:

n
|akk2|>2|aik|’ far k:1’2a"'>n>
i=1
i£k
d.h. A7 ist strikt diagonaldominant,
erfullt ist.

Fur den Beweis von Satz 4.8.1 benotigen wir das folgendenhe.

Lemma 4.3.2 Es seid € C™*™. Dann gilt ir jede natirliche p-Matrixnorm o(A) < || Al,.

Beweis. Wir betrachten das Spektrum der Matik o(A) = {A € C : 3= # 0, Az = Az}.

Jeder Eigenwerh € o(A) von A mit zugehorigem Eigenvektar genuigt fur jede naturlichg-
Az, _

Matrixnorm || - ||, der Beziehung| Az ||, = ||z, = |A|||z||, und damlt'HI|| = |Al. D.h., es gilt
dass ” .
A P> Al =o0(A4
|| Hp || Hp )\IEI}TE%};X | | Q( )
O

Bemerkung 4.3.3 Lemmal4.3.P gilt allgemeiner auch, wenn gieMatrixnorm von A, ||Al|,,
durch eine Operatornorm vah, || A||, ersetzt wird (s.a. Bemerkuhg B.R.3).
Beweis von Safz 4.3.1) Die lterationsmatrix des Jacobi-Verfahrens ist

C;=I-D1'A=-D"YL+R).

Numerik 1 (Einfithrung in die Numerische Lineare Algebra), 25. Januar 2013



Kapitel 4: lterative Losung linearer Gleichungssysteme

Wenn das starke Zeilensummenkriterium erfillt ist, gidt Abschatzung

_ 12 ... . _4n
0 ai,1 ai,l
a1 O _a23 _a2n
az 2 az 2 az 2 n | |
. . . . . Qij
1Cloe = : . - - : = max <1.
1<i<n <~ |a;;]|
j=1
J#
—8n1 .. _Gnn-1 0
an,n Ann 00

Lemmd4.3P liefert dann die Behauptung i).

ii) Ist fur A das starke Spaltensummenkriterium (ii) erfullt, so d@jlfifr A”. Also konvergiert das
Jacobi-Verfahren fur” und es ist daher wegen Safiz412(8) < 1 fur C = I — D~1AT. Nun
hat C die gleichen Eigenwerte wi€” und wie D~'CTD = I — D~'A = C;. Also ist auch
0o(Cy) < 1, d.h. das Jacobi-Verfahren ist auch fur die Matikonvergent. O

Bemerkung 4.3.4 Die Standardmatrix aus Beispie[ 4l1.1 (s.a. Beidpiel B.6rfiillt weder das
starke Zeilensummenkriterium noch das starke Spaltensunkriterium.

Definition 4.3.5 Eine Matrix A € R™*™ heilStzerlegbar (reduzibel) wenn es nichtleere Teil-
mengenN; und N, der IndexmengéV := {1,2,...,n} gibt mit den Eigenschaften
i) Ny Ny =0;
i) NyUNy=N;
i) a;; =0 farallei € Ny undj € N».

Eine Matrix, die nicht zerlegbar ist, hei3t unzerlegbaefiuzibel).

Beispiel 4.3.6 i)

ail e alk 0 e 0

A — ani1 e aANN 0 ‘e 0
aN+11 -+ OGN+1I,N OAN+I,N+1 --- OGN+12N
a2N,1 R 2NN A2N,N+1 s 2N 2N

Die TeilmengenV; = {1,2,...,N},No = {N + 1,...,2N} haben alle in der Definition
geforderten Eigenschaften. Somit stzerlegbar.

i) Eine Tridiagonalmatrix mit nicht verschwindenden Neld&gonal- und Diagonalelemen-
ten, wie zum Beispiel die Standardmatrix, ist unzerlegbar.

Bemerkung 4.3.7 Dass eine MatrixA unzerlegbar (irreduzibel) ist, kann man haufig leicht mit
Hilfe des der MatrixA zugeordneten (gerichteten) GraphefA) zeigen. WenmA einen x n-
Matrix ist, so besteht’(A) ausn KnotenkK, . .., K,, und es gibt eine gerichtete Kartg — K

in G(A) genau dann, werm;; # 0. Man zeigt leicht, dasd genau dann unzerlegbar ist, falls der
GraphG(A) in dem Sinne zusammenhangend ist, dass es fir jedes K@i ;, KK ;) in G(A)
einen gerichteten Welj; nachK; gibt.
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2 -1 0 m
A=[1 4 0|, GA): K Ky CK;

Abb. 4.4: Beispiel einer zerlegbaren Matrixund ihres Graphet/(A).

Definition 4.3.8 (Schwaches Zeilen- und Spaltensummenkatium) Eine Matrix A € R"*"
erflllt dasschwache Zeilensummenkriterium falls

n
Z law| < lauul
v=1
vER
fur alle Zeileny = 1, ..., n gilt, d.h. A ist diagonaldominant, und

n

Z |apor| < |auopol

v=1

VF# 1o
fur mindestens einen Index € {1,... n} erfillt ist.
Eine Matrix A € R™*" erfiillt dasschwache SpaltensummenkriteriumwennA’ das schwache
Zeilensummenkriterium erfillt.

Satz 4.3.9 (Schwaches Zeilensummenkriteriumks seid € R™*™ eine irreduzible Matrix, die
das schwache ZeilensummenkriteriunuBf Dann ist das Jacobi-Verfahren konvergent.

Bemerkung 4.3.10 Die Standardmatrix aus Beispiel 411.1 (s.a. Beidpiel B.€xflillt das schwa-
che Zeilensummenkriterium sowie das schwache Spaltensuakmiterium.

Zum Beweis von Safz 4.3.9 werden wir direkt den Spektrahieder Iterationsmatrix abschatzen.
Die wesentliche Beobachtung dabei ist, dass jede irreuiilatrix, die das schwache Zeilen-
summenkriterium erfillt, bereits regular ist.

Lemma 4.3.11 Jede irreduzible Matrixd € R"*", die das schwache Zeilensummenkriterium

erfullt, ist regukar und r die Diagonalelemente gitt;; #0(j = 1,...,n).

Beweis. Wir nehmen anA sei nicht regular, d.h. es existiert eine K™ \ {0} mit Az = 0.
Insbesondere folgt aus der Dreiecksungleichung, dasdléy = 1, ..., n gilt:

n n n n n
Jajil 5] = lajjas) = | D ajewe =Y ajewe] < | Y ajee| +| Y ajewe| <D lagel |zel.
=1 =1 =1 =1 (=1
l#] ——— # l#]
(Az);=0
4.9)
Wir definieren die Indexmengert := {j : |z;| = ||z[oc} Und K = {k : |z}| < ||2]/c0}-
Offensichtlich git/ N K =0, JUK = {1,...,n}undJ # (. Ware K = (), so kdnnte man
in (4.9) diex;- und z,-Terme herauskiirzen, defn;| = |zi| fur all £ = 1,...,n, und erhielte

einen Widerspruch zum schwachen Zeilensummenkriteriulso gilt & # (), und aufgrund der
Irreduzibilitat von)M existieren Indizeg € J undk € K mit a;;, # 0. Mit (4.9) ergibt sich

l
Jaj;l < \%‘é!m <Y lajl,
£=1 J =1
(] (]
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denn der Quotient ist stets 1 wegen|z;| = ||z||o und erist< 1 fir £ € K # () (also zumindest
fur ¢ = k). Also erhalten wir einen Widerspruch zum schwachen Zsilemmenkriterium vora,
d.h. A ist regular.

Gabe es schlieBlich ein triviales Diagonalelement= 0, so folgte aus dem schwachen Zeilen-
summenkriterium, dass bereits dig¢e Zeile die Nullzeile ware. Dal regular ist, folgt insbeson-
derea;; # Ofurallej =1,...,n. O

Beweis von Safz4.3.9egena;; # 0 furallej = 1,...,nistC; = —D~!(A — D) wohldefi-
niert. Umo(Cy) < 1 zu zeigen, beweisen wir, dad$ := C; — \I fur A € C mit |A\| > 1 regular
ist.

Unter der Annahme, dasd regular ist, gilto(M) > 0. Sei nunu € o(Cy) undx der zugehorige
Eigenvektor. Dann gilMx = Cjz — Az = (u — Nz, d.h.,u — X ist ein Eigenwert von\/. Da
o(M) > 0, gilt also|u — A| > 0. Wirde nung(Cy) > 1 gelten, dann gibt es wenigstens ein
w € o(Cy) mit|u| > 1 und wir kdnnen\ = p wahlen, was zu einem Widerspruch fihrt. Also
mussp(Cy) < 1 gelten.

Wir zeigen nun, dasd/ regular ist. DaA irreduzibel ist, ist auchd — D irreduzibel, denn es
wird lediglich die Diagonale verandeit; entsteht durch zeilenweise Multiplikation veh— D
mit Werten= 0. Deshalb ist auch; irreduzibel. DaM und C; sich nur auf der Diagonale
unterscheiden, ist/ irreduzibel. Aufgrund des schwachen Zeilensummenkutes vonA gilt

n

n n
J |aji] Ny .
S mgel = S 1l = Zﬁ <1< |\ =|my| furalle j=1,... n.
k=1 k=1 k=1 "7
k#j k#j k#j
und fur mindestens einen Indgxilt diese Ungleichung strikt. Also erfulit/ auch das schwache
Zeilensummenkriterium und ist nach Lemma 4.8.11 insgeseguiar. O

Aufgabe 4.3.12Man zeige, dass das Jacobi-Verfahren auch konvergent tist dar Annahme,
dassA € R™*™ irreduzibel ist und das schwache Spaltensummenkriteridiitite

4.4 Konvergenz des Gaul3-Seidel-Verfahren

Die Iterationsvorschrift deGaul3-Seidel-Verfahrens(auch Einzelschrittverfahren genannt) fir
B =L+ D lautet
g *+Y) = (L 4+ D)~ (b — Rz®))

d.h. die lterationsmatrix ist Cgs := —(L 4+ D) 'R;
die Iterationsvorschrift des GauR-Seidel-VerfahrensHi= D 4 R lautet

¢ * ) — (D + R~ (b — La®)),

mit Iterationsmatrix Cgg := —(D + R) L.

Satz 4.4.1 (KonvergenzsatzEs seid € R™*™ eine reguéire Matrix, die das starke Zeilensum-
menkriterium oder das starke SpaltensummenkriteriurallerDann sind beide Varianten des
Gaul3-Seidel-Verfahrens zubtung des linearen Gleichungssyste#as= b konvergent.

Beweis. Sei das starke Zeilensummenkriterium erfullt. Die ltemragmatrizen des Gaul3-Seidel-
Verfahrens mitB = L + D bzw. des Jacobi-Verfahrens siiith;s := —(L + D)~ 'R bzw.
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Cj:= —D YL + R). Wenn das starke Zeilensummenkriterium erfllt ist, di¢ Abschatzung
_ ’aU’
1€ lloe = 12 Z ]a“]

Es sei jetzty € R™ beliebig undz = Cggs y. Durch voIIstandige Induktion beweisen wir, dass alle
Komponenter; des Vektors: der Abschatzung

|aij]
|2i <Z 4 [9[loo

|aiil

J#z
geniigen. Dazu schreiben wir die Gleichung: Cgsyin —(L+ D)z = Ry um und schatzen ab:

lay;| a1l
|21|_Z ]|]|—Z JH lloo -

Schreiben wir das Gaul3-Seidel-Verfahren Bit= L + D in der Form

i—1

k 1 (k .
0 L S S 0a) asisw,

Ui
v j=1 j=i+1

so folgt daraus dann mit der Induktionsvoraussetzung

|2i] < - Z|aw||z]|+ Z |ais] ;]
|CL“| Jj=i+1
"1 — laij|
1 j=it1 7

J#Z
Hiermit erhalt man die Abschatzung

1Cas ylloo = 12lloc < IC o llylloo VyeR"

und somit
[Caslloc < [ICylloc < 1. (4.10)

Dao(—(L + D)"'R) = 0(Cgs) < ||Casll-, folgt daraus die Konvergenz des GauR-Seidel-
Verfahrens furB = L + D. N
Um die Konvergenz des GauR-Seidel-VerfahrensBie= D + R mit Cgs = —(D + R)~!
nachzuweisen, betrachten wir zunachst folgende Perimnsatatrix
0 1
P= . = PT e R™™,
1 0

Die Matrix A = PAPT geht ausA durch simultane Zeilen- und Spaltenvertauschungen hervor
sodass die Gultigkeit des starken Zeilensummenkritesiauch furA vorliegt. Mit dem oben
Bewiesenen gilt somi¢(—(L + D)~"'R) < 1, wobei

L =PRPT

D =PDPT

R=PLP"
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und daher

1> o(—(PRPT + PDPT)'PLPT) = o(—(P(R+ D)PT)"1PLPT)
=o(—P(R+ D) 'PTPLPT) = o(—P(R + D) *LPT)
=o(—(R+D)'L).
Also ist o(Cgs) = o(—(D + R)~'L) < 1 und somit das GauR-Seidel-Verfahren fir die Wahl
B = D + R konvergent.
Sei nun das starke Spaltensummenkriterium erfillt. Dafille A” das starke Zeilensummenkri-
terium und beide Varianten des GaulR-Seidel-Verfahrensekgieren furA”. Mit der Standard-

zerlegung vord™
AT =Ly + Dr+ Rr,

wobei Ly = RT, Dy = Dund Ry = L7 ist, gilt somit
o(—(RT + D) 'LT) = o(—(Lr + Dp) " 'Ry) < 1,
o(—(LT + D)'RT) = o(—(Rr + D) 'Ly) < 1.
Hieraus ergibt sich die Konvergenz des Gaul3-Seidel-ViafahfirB = L + D

0(Cas) = o(—=(L+D)'R) = o(=(L+ D)(L+D)"'R(L+ D))
= o(—R(L+D) Y)Y =o(-(LT+D)'RT) <1

sowiefurB=D + R
0o(Cas) = o(=(D+R)™'L) = o(~(D+ R)(D+ R)'L(D+R)™")
=o(~L(D+R)™) =o(—(D+RH)LT) < 1.
Damit sind alle Aussagen des Satzes bewiesen. O

Bemerkung 4.4.2 Héaufig verleitet(@.10) zu der falschen Schlussfolgerung, dass das Gaufl3-
Seidel-Verfahren schneller als das Jacobi-Verfahren éwaort, wenn die Matrix strikt diago-
naldominant ist.

Beispiel 4.4.3Dass bei strikter Diagonaldominanz einer regularen Matti € R™ ™ aus
ICasllooc < |Crllec < 1 nicht o(Cas) < o(C;) folgen muss, sieht man, wenn man die Ma-

trix A folgendermaf3en wahlt:

50 —10 —-20
A= -20 49 -20
20 —-10 49

Dann besitzen die zugehorigen Iterationsmatrizen

. 0 2401 4802 . 0 49 08
CGS:—(L+D)’1R:m 0 980 6860 |, Cy=gpe 100 0 100
0 —780 —560 ~100 50 0

namlich die Spektralradies(Ces) = (4v/5)/49 ~ 0.1825 und o(C;) = 2/49 ~ 0.04082 sowie
die Maximumnormen Cgs|loo = 32/49 ~ 0.6531 und||C||oc = 40/49 ~ 0.8163.

Bemerkung 4.4.4 Mit Bezug auf das letzte Beispiel halten wir fest: Ist einetlifaA strikt dia-
gonaldominant, gilt fir die Iterationsmatriz8@'cs||- < ||Csllec < 1, es folgt im Allgemeinen
aber nichto(Cgs) < o(Cy).
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Bemerkung 4.4.5 Ebenfalls ware die Schlussfolgerung aus 8afz¥4.4.1, dasserm des GauR3-
Seidel-Verfahrens genau dann konvergent ist, wenn es dieranst, falsch. Es gibt Beispiele
regularer Matrizen, fir die(Cgs) < 1, abero(Cas) > 1 bzw. o(Cgs) < 1, abero(Cgs) > 1.

Man betrachte dazu folgendes Beispiel.

Beispiel 4.4.6 Gegeben sei die regulare Matrix

Die zugehorigen Iterationsmatrizen

00 —1
Cas=—(L+D)'R={0 0 0
00 0

0 -2 0
Cas=—(D+R)'L=|-1 -2 0
0 20

besitzen die SpektralradieriCs) = 0 < 1 sowieg(Cgs) = 1++/3 > 1, d.h. das GauR-Seidel-
Verfahren furB = L + D ist konvergent, ful3 = D + R jedoch divergent.

Satz 4.4.7 (Schwaches Zeilensummenkriterium)st A € R™*"™ irreduzibel und eidllt das
schwache Zeilensummenkriterium, so sind beide VariangsnGhul3-Seidel-Verfahrens konver-
gent.

Beweis. Die Wohldefiniertheit vorCs = —(L + D)~ 'TRundCgs = —(D + R)~' L ist wieder
Klar. Wir betrachteriV := Cgg — A sowie W := CGS — M fur A € C mit |A| > 1. Durch
Multiplikation mit —(L + D) sieht man, dasé” genau dann regular ist, werd := R+AL+AD
regular ist. Analog folgt durch Multiplikation mﬂt(D+R) dassiV genau dann regular ist, wenn
M = L+AD+\Res ist. Offensichtlich erbef/ und M die Irreduzibilitat vonA = D+ L + R.
Ferner erfullenM und M das schwache Zeilensummenkriterium, denn es gilt

n 7j—1 n n

Do Imgel = N lagel + D lagel <IN lage] < Al lag] = [my;]

k=1 k=1 k=j+1 k=1

k] k]
sowie

n 7j—1 n n

D ol =Y lagel + A D lagel < A lage] < A fag] = [my;]

k=1 k=1 k=j+1 k=1

k#j k#j
fur j = 1,...,n mit strikter Ungleichung jeweils fir mindestens einendrg. Nach Lem-
mal4.3.11 sind/ und M regular. Insgesamt erhalten wir wie zuvdiCss) < 1 und o(Cis) <
1. ]

Aufgabe 4.4.8 Man zeige, dass beide Formen des Gaul3-Seidel-Verfahrehskanvergent sind
unter der Annahme, das$ € R™*" irreduzibel ist und das schwache Spaltensummenkriterium
erfullt.
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Beispiel 4.4.9Es seiA = b) mit a,b,c,d € C. Die zugehorige Iterationsmatrix zum

d
Jacobi-Verfahren lautet somit

o )0 Y-(4 )

Das charakteristische Polynom hierzu lagtet) = A2 — % und hat Nullstelle; » = + %.
Entsprechend erhalt man fir die Gaul3-Seidel-Verfahren

1 d 0\ /0 b 0 —bd
cor--wsmn=-5 (4 (8 - 8.
ad \—c a 00 0 o

~ ~ 1 /d —=b\ (0 0 be
Cas =—(D+ R) 1L:—@<0 a) <C 0>:<_g_§ 0>.

In beiden Fallen lautet das charakteristische PolypoR) = A\(A — bc/ad) und hat Nullstellen

be
Al = Ao = — .
1 =0, 2=
womit
|be] ~ |bc|
el d _ _ oa
o(Cy) ad] und o(Cgs) = 0(Cas) ad]
gilt. Man beachtd|C;||1 = ||C|lcc = max{|b/al,|c/d|} sowie
1b](le] + [d]) |b| max{|c|, |d|}
Cesi = 2190 Casllo = VL IO
ICaslhi wd [Casll lad]
~ |c|(la] + [b]) ~ |c| max{|al, |b]}
C = - C Je e N re—
ICaslh adl Casl| lad]

Wir konnen somit furd € R?*? festhalten: Konvergiert das Jacobi- oder GauRR-Seiddhkieen,
so konvergiert auch das jeweilige andere Verfahren. Undahe leer Konvergenz, konvergiert das
GauRR-Seidel doppelt so schnell wie das Jacobi-Verfahrenkage ist nun: Gilt dies immer, bzw.
kann dies ggf. einfach charakterisiert werden?

Aufgabe 4.4.10 Man nutze das letzte Beispiel, um zu zeigen, dasg|ays; < 1 im Allgemei-
nen
[Caslli < [ICslly <1

nicht folgt. (Z.B.a = d =1, b = ¢ = 2/3 in der Matrix von Beispie[ 4.4]9 liefert ein Gegenbei-
spiel).

Definition 4.4.11 Eine Matrix A € R™*™ heilStnichtnegativ, wenn alle Koeffizienten,; von A
nichtnegativ sind.

Bemerkung 4.4.12 In der Literatur findet man oft die Notatioh > 0, was in der Regel allerdings
bedeutet,dassc” Az > 0 fiir allex # 0.

Satz 4.4.13 (von Stein und RosenbergDie IterationsmatrixC'; € R"*"™ des Jacobi-Verfahrens
sei nichtnegativ. Dann gilt genau eine der folgenden Aussag

) o(Cy) =0(Cas) =0
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i) o(Cy) =0(Cas) =1
i) 0<0(Cgs) <o(Cy) <1
iV) 1< Q(CJ) < Q(Cgs)

Beweis. Siehe [Hammerlin/Hoffmarin]. O

Bemerkung 4.4.14 (i) Unter der Voraussetzung, dass nichtnegativ ist, besagt Satz 4.4.13,
dass das Gauf3-Seidel genau déimalle Startwerte =(©) konvergiert, wenn das Jacobi-
Verfahren konvergiert.

(i) Wir erinnern uns, dass fiir die Iterationsmattx = I — B~'A gilt. Daher tritt der Fall
o(C) = 0 genau dann auf, wenB = A gewéhit wird.

(iii) Gilt o(C;) = o(Cgs = 1, dann kann esabhéngig von der Wahl des Startwertsz(?)

dazukommen, dass sich der Fehller-=¥) | stationar verhélt. D.h., dass fiir ein ausreichend

groBes: > ko, ||z — z®)|| = ||z — z**+V|| = ... gilt und so insbesondere der Fehler nicht
mehr kleiner wird.

Die Voraussetzung@’'; ist nichtnegativ ist insbesondere dann erfullt, wenn dirM A positive
Diagonalelemente und nichtpositive Nichtdiagonalelegmdresitzt, d.ha;; > 0, a;, < 0 fOr
i # k. Dieser Fall liegt auch im folgenden Beispiel vor.

Beispiel 4.4.15

2 -1 0 0
12 -1 o0 I N
A=|"5 | 45 |=C=-D'C+R=

0o 0 -1 2

O OoONE O
O M= Ol
= O NI= O
o O O

Die Iterationsmatrix ist nichtnegatiy(C;) = % ~ 0.809 < 1 und somit folgt, dass das
Gaul3-Seidel-Verfahren schneller ist als das Jacobi-hafd

Bemerkung 4.4.16 Dass das Gaul3-Seidel-Verfahren nicht immer besser segaraidas Jacobi-
Verfahren oder aus der Divergenz des Jacobi-Verfahrertg miech die Divergenz des Gaul3-
Seidel-Verfahrens folgen muss, zeigen die folgenden hdigspiele.

Beispiel 4.4.17 (Jacobi- immer schlechter als Gaul3-Seideerfahren?)

i) Die Iterationsmatrizer”'; bzw. Cs zur Matrix

1 2 =2 2

1 1 1 0

A= 2 2 1 2

-1 -2 1 1

lauten

0o -2 2 =2 0 -2 2 =2
-1 0 -1 0 B 1, |0 2 =3 2
CJ— _9 _9 0 -9 bzw. CGS——(L+D) R = 0 0 9 _9
1 2 -1 0 0 2 —6 4

mit den Spektralradien(Cy) = 0 und p(Cgs) ~ 7.3850.
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ii) Die IterationsmatrizerC'; bzw. Cgg zur Matrix

3 -2 -1 1

111 2 -2 1

A_§ 1 -2 2

1 -2 1 1

lauten

0 4 2 =2 0 4 2 =2
1[-3 0o 6 -3 _ 1, 1[0 —2 5 -2
CJ—E _3 6 0 —6 bzw. CGS——(L+D) R_E 0 -4 4 —7
-6 12 -6 0 0 —4 4 5

mit den Spektralradien(Cy) ~ 1.4527 und o(Cgs) =~ 0.9287 < 1.

Bemerkungen 4.4.18 ) Die obigen Iterationsverfahren lief3en sich in der Form
¢ ) = BY(B - A)z® + By = €2 44

schreiben. Da die Iterationsmatrix fiir alle k konstant ist, spricht man vostationaren
Iterationsverfahren.

ii) Das quantitative Vlerhalten solch stationdrer Ver@ahlésst sich durch die Einfiihrung eines
(Relaxations-) Parametetsverbessern:

2 ) = (Cz® + d) + (1 — w)z® .

Firo < w < 1 spricht man von einertdnterrelaxationsverfahren und fiirw > 1 von
einemUberrelaxationsverfahren. Man kann zeigen, dass der optimale Parameter fiir eine
positiv definite MatrixA beim gedampften Jacobi—Verfahren

2
Amin(D71A) + Apax(DTA)
lautet und fiir das Uberrelaxierte Gauf3-Seidel-VerfalfBOR =successivever elaxation

method) angewandt auf eine positiv definite Mattix= L+ D+ L™ ergibt sich der optimale
Parameter zu

Wopt =

2
1+ v Amin(D~YA) + Anax (D + 2L)D~1(D 4 20T) A1)
Ergebnisse fir allgemeinere Falle findet man z.B. bei thimmer].

Wopt =

iii) Die Bedeutung der oben genannten Iterationsverfaliegt heute weniger in deren unmit-
telbarem Einsatz zur Lésung vofir = b, sondern auf Grund derejGlattungseigen-
schafter’ als Beschleuniger anderer moderner Verfahren (vorkéndértes konjugiertes
Gradienten—Verfahren, Mehrgitter).

4.5 Abbruchkriterien

Da ein Iterationsverfahren aufeinanderfolgende Nalggnrder Losung liefert, ist ein praktischer
Test notwendig, um das Verfahren zu stoppen, wenn die geamanApproximation genau genug
ist. Da es nicht moglich ist, deRehler e*) := 2 — z(*) d.h. den Abstand zur eigentlichen
(gesuchten) Losung, zu bestimmen, missen andere QGuantgjewonnen werden, die meist auf
dem Residuum®) = b — Az*) basieren.

Die hier vorgestellten Verfahren liefern eine Folgé®)) von Vektoren, die gegen den Vektor
streben, welcher Losung des linearen Gleichungssystems: b ist. Um effizient zu sein, muss
die Methode wissen, wann sie abbrechen soll. Eine gute Methollte
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i) feststellen, ob der Fehlef®) := 2 — z(¥) klein genug ist,
ii) abbrechen, falls der Fehler nicht weiter kleiner wircdeodur noch sehr langsam, d.h. wenn
Ir®]| < tol - max{[| Az™ |, |[o]]},
fur eine Toleranzol, und

iii) den maximalen Aufwand, der zur Iteration verwendetdyineschranken. Das bedeutet, wir
brechen die Iteration ab, sobald die Anzahl der Iteratior maxitfur eine vorgegebene
maximale Anzahmaxitan Iterationen.

Fir das Residuum(®) und den Fehlee(®) gilt folgende Abschatzung:
e = [l = 2| = A7 (b = Az®| < AT - (1]
Das bedeutet, dags(*)|| < tol impliziert, dasg|e(®)|| < ||A~!|-tol. Das Problem ist, dagisd ||
oft nicht bekannt ist und, wenA schlecht konditioniert ist, u.U. sehr grof3 ist.
Das folgendeAbbruchkriterium ist eine einfache, aber haufig geniigende Variante. Maditiggn

hierzu die Quantitatemaxit, ||5]|, tol. Falls||A|| und/oder|| A~!|| zur Verfiilgung stehen, lasst sich
das Verfahren dementsprechend anpassen. Dabei ist

¢ die naturliche Zahinaxitdie maximale Anzahl an mbglichen Iterationen des Verfahrens

e die reelle Zahl|A|| eine Norm vonA4, (jede einigermaflen verniinftige Approximation des
betragsgrofiten Eintrags ihgeniigt schon),

e die reelle Zahl|b|| eine Norm vorb (auch hier genugt eine einigermalfien verninftige Ap-
proximation des betragsgrof3ten Eintragé)in

e die reelle Zahtol eineSchranke fiir die GroRe des Residuums bzw. des Fehlers

Mehr Informationen zu diesem Vorgehen finden sich in [Deufitdohmani, Abschnitt 2.4.3].

MATLAB -Beispiel: Beispiel eines verninftigen Abbruchkriteriums

k = 0;
while 1
k = k + 1;
% Berechne die Approximation x"(k)
% Berechne das Residuum r(k) = b - A x°(k)

% Berechne norm_ak = || A * X'(k) ||, norm_rk = || r(K) ||
% und norm_b = || b ||
if (k >= maxit) | ( norm_rk <= tol * max( norm_ak, norm_b ) )
break
end
end

Da sich nach einigen lterationen der Tefiz(*)|| nicht mehr groR andert, braucht man die-
sen nicht immer neu zu bestimmen. Zu bestimmen st eigéntlic
l[e®] = [|A~®)| < ||A7Y|||r®)|. Man beachte, dass mahd—'B| bei den bis-
herigen Verfahren mit Lemma_3.9.6 zur Neumannschen-Reibechatzen kann. Es gilt
gk +) = B~1(B — A)z® + B~ = Cz® 4 d und

B'A=I—-B Y B—A)=I-C sowie ||A‘1B||:\|(I—C)_1H§%HCH.
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Bemerkung 4.5.1 Eine weitere Méglichkeit fiir ein Abbruchkriterium stejk:*) — (=1 < tol
dar. Insbesondere lasst sich folgendes zeigen: ErféllterationsmatrixC das Kriterium||C'|| <
q < 1 erfullt, dann gilt furk = 1,2, ..., dass (vgl.[[Hermann, Aufgabe 2.29])

1 1

I =" < e —all < gl =2 (4.12)
4.6 Gradienten—Verfahren
Im Folgenden nehmen wir stets an, dass
A e R™"™ symmetrisch positiv definit (s.p.d.) ist. (4.12)

Wir ordnen nun dem Gleichungssysteta = b, b € R", die Funktion
1
fR" =R, f(z):= ixTAx — bl

zu. Man sieht leicht, dass die Funktion aufgrund vion (4. #jtskonvex ist. Der Gradient voif
ist f'(z) = 2(A+ AT)z — b. DaA = AT nach Voraussetzunf (4]12), lautet die Ableitung

f'(z) =Vf(x) = Az —b.

Notwendig fur ein Minimum vonf ist das Verschwinden des Gradienten, dih. = . Da die
Hesse-Matrixf”(z) = A positiv definit ist, liegt fur die Losung vomlz = b tatsachlich ein
Minimum vor. Das Minimum ist eindeutig.

Mit arg yne%r}l f(y) bezeichnen wir denjenigen Wert aR8, der den Terny minimiert, d.h.

fz) = min f(y), fallsz:= arg min fy)-

Idee:

Az =b <= x =arg min f(y)
yeR”

mit f(y) := %yTAy by, f:R* —=R.
Bewiesen haben wir soeben das folgende Lemma.

Lemma 4.6.1 Es seid € R™*™ symmetrisch positiv definit, dann gilt

Az =b <= x =argmin f(y).
yeRn

Alternativer Beweis zu Lemrha 46.Ein zweiter Beweis folgt aus der Darstellung
1 .
flx)= f(z") + 5(3@ — 2T Az —2*) mitz* := A~ (4.13)
Hieraus folgtf (x) > f(x*) fur z # 2*, d.h.z* := A~'bist das eindeutige Minimum vofi. Man

beachte dabei, dads (4.13) ein Sonderfall der folgendeniékdting von f um einen beliebigen
Wertz € R"™ ist, welche sich durch ausmultiplizieren zeigen lasst:

flx)=f(@)+ (x — 2, Az — b) + %(56 — I, Alx — T))
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Folgerung: Man kann also Verfahren zur numerischen Optimierung/Mierung verwenden, um
das lineare Gleichungssystem zu losen.

Der Gradient ist die Richtung desteilsten Anstiegsalso kann man-V f als Abstiegsrichtung
wahlen und entlang dieser Geraden ein Minimum suchen.

Gradienten—Verfahren (allgemein):
EsseiQ CR", f:Q — R, 20 € Q Startwert, furk = 1,2,3, ...

1) Bestimmung der Abstiegsrichtung:d®*) := —V f(z(*))

2) Liniensuche: Suche auf der Gerade{'r (k) + td®) . ¢t > 0} N Q ein Minimum, d.h
bestimme\, > 0 mit f(z*) 4 A\,.d®)) < f(2*®) und setze

20D ) 1y )

BemerkungDaraus folgtf (z(?) > f(zM) > f(2?)) >

Fur die quadratische Funktiongifz) = 127 Az — b7z und 2 = R™ kann man 1) und 2) leicht
berechnen: D& f(z) = Ax — b, ergibt SIChd(k) = —Vf(z®) =0b— Az®), Seip € R*\ {0}
undF'(\) := f(x + Ap), dann gilt fir die Liniensuche
FQA) = [f(@+Ap)
1
= Slz+p, Al +Ap)) — (b, + Ap)
= S{r A7) — (b.2) + Alp, Az — b) + 5N (p, Ap) (4.14)
1
= (@) + Xp, Az —b) + S X*(p, Ap).

Dap # 0 nach Voraussetzung, foldp, Ap) > 0. F ist also eine quadratische Funktion mit
positivem fuhrenden Koeffizienten. Somit folgt aus

0= F'(A) = (p, Az — b) + A(p, Ap), (4.15)
dass der Parameter

<p’ b— A:C> — <p,7’>
(p, Ap) (p, Ap)’

zu gegebenem Vektgr€ R™ \ {0} das FunktionaF'(\) := f(x 4+ Ap) minimiert.

Aopt (z,p) = r:=b— Ax. (4.16)

Fur allgemeine Funktionelfi wird die Liniensuche angenahert, z.B. mit &shrittweitenregel
von Armijo .

Schrittweitenregel von Armijo:
Wahles € (0,1) (z.B.3 = %) und~y € (0,1) (z.B.y € [1073,107%])
Bestimme die grofte Schrittweite. € {1, 3, 5%, 5%,...} mit

7)) = 1@ + o) 2 —0,V 0T d®

d.h.

F@® + 0 d®) < f(2W) + 703,V f () Td®)

Formulieren wir nun das Gradienten—Verfahren mit der opkim Schrittweite[(4.16) in folgendem
Algorithmus.
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akzeptierter 7

9]
D
= /
@ 7
o/
>

Abb. 4.5:0Optimale Wahl des Bmpfungsparameters

Algorithmus 4.6.1: Gradienten—\Verfahren: Az = b

Input: Initial guess z(©)
r© .=p— Az©

Iteration: k=0,1,...

a®) = Ap®)

Aopt = (r®), 78Dy / (8] k)

opt T

POHD) o pB) 3 )

Man beachte:
T(k+1) — b — Aaj(k;"'l) — b — A('r(k;) + >\0pt ,,,.(k;)) — 'r'(k;) — )‘Opt A',"(k)

Wir untersuchen nun die Konvergenz des Verfahrens fur qisdhe Funktionen. Hierzu bietet
sich die sogenanntenergienorm an

|z]|a := VaT Az, (A€ R™™).

Man beachte: alle Normen auf déR¥ sind aquivalent.

Lemma 4.6.2 Es seiA € R™*" positiv definit undc* € R™ erfulle Ax* = b. Dann gilt fur die
durch das Gradienten—Verfahren erzeugten Iteriettéi folgende Darstellung:

(k) p(k)y2
Hw(’““)—w*\\i=!!x(k’—m*!!i< LR )

L= G Ay (o, A1,y

Beweis.Es gilt

Fa® )y = f2® + )\optr(k)) = f(z®) +

1 (0 2 () (k)2 1 (r) (k)2
= (k) _ ? _ ) _ (k‘) L)
fa™) + 2 (r®), Ar®)y (), Ar () f(a™) 2 1, A7y (4.17)
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Fur die exakte Losung* von Az = b gilt fur x € R™

1 1 1
F@) + 2o = o[ = 20 Ae) = (b5") + Ho— o Al — o)
= A e ) () 4 A
— Gt Ant - b) + %@,A@ (@b
=0

= f@),  dhe-a"% = 2(f(2) - f(2)). (4.18)
Weiterhin gilt nun mit[(4.1l7) und(4.18), dass
“$(k+1 HQ @‘]___S)furx w(k+1) 2f(.%'<k+1)) . 2f(1_>(<)

g x=xk)
BB 2 p(@4D) — 2 (2®) + |o® — 2|3

@x) ‘o < )2

Mit 8 = b — Az®) = A(z* — 2(®) folgt wegen
2 — 2 = fl* — a3 = (@ = 2, A" - o))
= (A7 TA®z — 20, By = (p(B) A1 (R))
die Behauptung, denn:

(r (0 (k)2

(k+1 _ CU*H
A k) Ar®)) (pk) | A=Tp(R))

k k
lz®Ht =2 )% = e — 2|~ e

Frage: Was sagt Lemmia4.8.2 bzgl. der Konvergenz und Kondition aus?

Lemma 4.6.3 (Kantorowitsch—Ungleichung) Es seid € R™*"™ symmetrisch positiv definit und
K = ko(A) == ||A|l2 ||A™Y||2. Dann gilt fur alle z € R \ {0}

(x, Az) (z, A" ) < i (\/E—F\/F)Q

(z, z)?

Beweis. Die Eigenwerte vorA seien geordnet gemali
O< M << <\, k= —.

Da A symmetrisch ist, existiert eine orthonormale Maifxmit Q7 AQ = A = diag()\;). Fur
y = QTz gilt dann

2T Ap — xTQAQTx _ yTAy _ Z)\@,y?, 2TA 1y = xTQA_lQTﬂ: — Z)\;lyQ

i=1

sowiez’z = 27QQTz = yTy, also

(¢, Az) (@, A7) _ (ZMf) (;Ailyi2> _ (En: AZ) (f: AﬁZz‘) (4.19)
i=1 =1

(z,2)? 113
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mit z; : Man beachtez z; = 1. Fur\; < a < )\, folgt

=1
0> (a—A)(a—X) =a% —alA + X)) + M
und somit fur\; € (A, A\, k=1,...,n

|| ||2

A
MAn 4+ A8 < e+ An) ) +M <M+ (B=1,...,n).
k
Es gilt nun
)\1)\ )\1)\71 )\1)\n
7 )\ T A A )\n n
e ZA ”Z am (B )ak (5 e ) (20
%,_/ N— N—
20 S)\l‘f')\n §>\1+)\n >\1+>\n
S )\1 + )\n7
d.h.

. AL+ A — A
-1, ~ 1 n
2 A= TS

mit A := > \;z;. Somit lasst sich (4.19) abschatzen durch
=1

(x, Az) (z, A" x) <) A+ — A
<.7J,.%'>2 N )\1)\n .
=:h(N)

Fur welches\ wird nun das Polynom» maximal?

M+ A — A A A+ A 2 AL+ Ay
h, — — — - )\ = A* = —
(V) A VS VW o0 = 5

R'(\) = — <0 = \*maximierth

AMAn
d.h.

. (M + ) Y 1 —\ 2
Jna BY) = (V) = iAl <\/71 \/:> =3 \/E+\/F)

Satz 4.6.4Es seiA € R™ "™ positiv definit unde* € R™ erfulle Axz* = b. Dann gilt fur das
Gradienten—Verfahren
k
* k—1 *
e — %)l < (K ) 2 — 2.4

Beweis.Lemmd4.6.2 liefert

(k) - (k))2
(k+1) _ 12 _ (r'™), r'%)
[ o[ = =™ — 2| <1 0, A (70, A1) |

Mit Lemmal4.6.8 ergibt sich

O

(\/E+\/F)2—4
<\/E+\/F>2

_Ii—|—2—|—l€_1—4_l-€2—2l-€+1_ k—1\2
k424 k1 k24241 \k+1

(r (8 (k)2

L= 00, 2 ®y o, a1,y =

—4(¢E+\/F>72:
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Bemerkungen 4.6.5 i) Fir groBBex gilt

Ii—l_ K 1 N 1
k+1 k+1 k+1 k+1’
——

~1

also sehr nahe bei 1, d.h. geringe Konvergenzgeschwintligke

i) Dies tritt auch schon bei einfachen Beispielen auf:

o 1 0 o 0 (0)_ a
A_<O a> ,a>>1,b—<0> und x —<1>

daraus folgt Jbung):
<x(k+1)> _ < z(k) > mit o= & 1
Ye+1 —r —y (k) p= a+1

wegena = k2 (A) ist das genau die Rate aus Satz 4.6.4!
iii) Anschaulich sieht man einZick—-Zack—Verhalten” der Iteration, vgl. Abbildubg 4.6.

Gradientenverfahren mit exakter Liniensuche
T

Abb. 4.6: Zick—Zack—Verhalten des Gradienten—Verfahmaitsxakter Liniensuche.

4.7 Verfahren der konjugierten Gradienten

Das Verfahren der konjugierten Gradienten (englisch:uguatie gradient, auatg-Verfahren ge-
nannt) wurde 1952 von von Hestenes und Stiefel entwickedn lMonnte zunachst zeigen, dass
dieses Verfahren naehSchritten die exakte Losung liefert, wenn keine Rundustgsf auftreten.

In diesem Sinne ist das cg-Verfahren ein direktes Verfahféin groRen ist diese Aussage aber
wertlos. Erst 1971 gewann das cg-Verfahren durch die sogg@slorkonditionierung enorm an
Bedeutung und heute gehoren vorkonditionierte cg—Vesfalzu den schnellsten Verfahren, die
sehr oft verwendet werden. Fir das Beispiel der 2D—Stanazrix (Beispie[4.013) ist das cg-
Verfahren ab einer SystemgrofRe von 2000—4000 Variableticiebesser als das Gauf3—Verfahren
bei zusatzlich erheblich geringerem Speicherbedarf.

Idee: Vermeide Zick—Zack—Verhalten durch Verwendung von Ortmagitat bzgl.

(.’L’,y)A = xTAy )
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dies ergibt,konjugierte Gradienten”, daher der Name cg-Verfahren. Eladarprodukt bzgl. des-
sen man Orthogonalitat misst, ist also durch die Matrikeebestimmt.

Bemerkungen 4.7.1
[) Zwei Vektorenx,y € R™ heiBerkonjugiert oderA-orthogonal, falls (z,y) 4 = 0.
ii) Sind die Vektoren{z("), ... ()} paarweise konjugiert d.h.
(2@, 204 = 6lla D%, &D £ 0 (04 € {1,... k),
dann sind{z™), ... =)} linear unabhangig.

iii) Jeder Vektorr € R™ besitzt eine eindeutige Entwicklung
r=Y ypd® (4.20)
k=1
beziiglich konjugierter Richtungda ", ..., d™}. Aus [4.2D) folgt

(x,d(i))A = Z’yk (d(k),d(i))A = %Hd“)Hi ;
=
54D 2

also
(d*NT Az

iv) Fur die Lésunge* von Ax = b gilt offenbar

o (dD)Th -
Y = (d(z))TAd(Z) (Z = 1,...,n).
Lemma 4.7.2 Seien{d™"), ..., d™} konjugierte Richtungend.h.,

(d) T Ad®) = (dD,d™)) 4 = 53 ]|dP |15
Fur jedesz(® € R” und
(T(k—l))Td(k)
(AT Ad®)

gilt nach (fbchstens). Schrittenz(™) = A~1b.
Beweis.Aus (4.21), [([4.2p) folgt fur* = A~1b,
" NT A(z* — 2(0) ENT (h — A0
2 — 20 = 3 Gyd® mito?k:(d )" AT — ) (d™)T(b— Az)

2 = 2= L g q® o = rB) = — Az®) (k> 1) (4.22)

AENT Ad(k) - ANT Ad(k)
(d*)) (d*))

k=1

Dad® zud®, i # k, konjugiert ist, gilt

k—1 k—1
(d"N)T A1 — 20y = (@*NHT 4 (Z Ozid(i)> — Z o (d*N)T4d® =0,
| —

=1 i=1

=0, dai#k
also
(AT A — 2@y = (@FHTAz* — D) 4 (dHT A(zF=D — £O))
=0
= (d"T(b— Az = (@ T E=1) - o G = oy,
womit die Aussage bewiesen ist. O
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Bemerkungen 4.7.3 i) r*) := b— Az wird alsResiduumvon Az = b bzgl.z*) bezeich-
net.

ii) Lemma4.7.2 besagt, dass das Verfahren ein direktesihiah ist, welches nachlteratio-
nen terminiert. Also:
A sparse= O(n?)

(dies istnicht optimal).
i) Wie in @.135) gilt fur
F®) = f(2* D 4+ a,d®) = min f(z*D + Xd®).

AeR
Denn aus
% F@®D 4 xd®))y = X (d®)| AdP)Y + (d®) | (Az*D — b)) 20,
folgt, dass
N (d(k)j(Ax(kfl) -b) <r(k71)7d(k)> o
P T A® ARy (@), AdRy R

Satz 4.7.4Seien{dV, ..., d™} konjugierte Richtungen und® (k = 0,...,n — 1) die durch
(4.22)definierten Residuen. Dann gilt

(r*"NTd) =0 bzw. r*) L U, == span{d®,...,d®} (1<k<n, 1<j<k). (4.23)
Beweis.Nach [4.22) gilt furk € {1,...,n}

B = p— Ax®) = =D g AdR) = p — Az — g 40P
rk=2) _ o= ggk=1) _ o, Aq*)

k
= ..=,0_ Z ajAd(j) ] (4.24)
j=1

Daraus folgt nun fud < j < k

k
(rtHT W) = (rONTgl) — Zaf (dNT AdY) = (T ¢7) ZO‘N ol d9 %
=1

(7«(] 1))Td(J)

— (rONT40) —_ o (dONT Ag@) = (pONTgG) _ 1~ J "
= (r'")"d aj; (dY))" Ad (rNd ()T AdD)

(d9NT AQW)
: ) @2 :
= (rONT _ (=T q0) B2 >§ g (d©)T AdD) = 0

=1
womit der Satz bewiesen ist. O

Frage: Wie sind nun died®) und damit erzeugten Teilraunig, = spar{d),...,d®)} zu
wahlen?

Fallsr(© =£ 0 gilt (sonst istz(?) schon die gesuchte Losung) setzt mifn = r(©),
Fur & = 1,2,3,... verfahren wir wie folgt: Fallsr®) = 0 (sonst ware jaz®*)
schon die gesuchte Ldsung), gewinnt man forrddit) mittels des Gram-Schmidtschen-
Orthogonalisierungsverfahren aw$”) und den schon bestimmten konjugierten Richtungen
dV, ... d® d.h.

k

(k+1) _ 40
d =k ]Zl d(J Ad(J . (4.25)
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Bemerkung 4.7.5 Man kann induktiv zeigen, dass die so erzeugtearthogonalen Richtungen
d*D & spar(r©@ ... r*DY  und  d*HD) e spadr @), ... (B}

erfilllen fiir0 < k <n — 1 mitr®) £ 0.

Bemerkung 4.7.6 Damit das ganze Verfahren effizient wird, benétigen wirmfmgende Eigen-
schaft

Ad®) € Upyy = spaddV, ... d*+V} = sparfr©®, . .+

wennr ) =£ 0 gilt.

Aus der obigen Bemerkung ergibt si¢h*), 4d0)) = 0 fur 1 < j < k — 1 und [Z25) verkirzt
sich zu

(k) Ad®))
(k1) _ ) _ S Ad)
ats) =) - oy 4 (4.26)
—_————
=:Br+1
(Beweis: Aus der Definition von*) = »(*=1 _ o, Ad®*) folgt sofort Ad¥) e {r(© ... +*)} da

r=1) ¢ y®=1Y unda; # 0 gilt. Die Gleichheit vonUy, und {r(©, ... r®*)} ergibt sich aus
Bemerkund 4.715.)

.. . . . (r(E=INT q(k)
Far den Algorithmus schreiben wir nur noah, 8, um: oy, =

(@) aqm Und
(r=DYT glk) — (=0T p (1) _ g (u(=1\Tgh-1)  gigg
—_—

=0
(k= D) T (k1)

Q= (d(k))TAd(k) (4.27)
und wegeny, (r*) T Ad®) = (k=1 — () Tp(k) — _ (5-(k)) Ty (k)
(ENT A (k) (T () (T (k)
G = )AL ) ) (4.28)

AT ALE) — (AT Ad®) =T (h=1)
(d®)) k(d®)) (r+=1)

Bemerkung 4.7.7 Die Ausdriicke [(4.27), [(4.28) haben sich als numerisch ilstatund
Speicherplatz-optimal herausgestellt.
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Algorithmus 4.7.1: Konjugiertes Gradienten—Verfahren (q-Verfahren): Ax = b

Input: Initial guess z(©
70 = b — Az©)
Po = (7“(0),7”(0)>
I — 0
lteration: k=1,2,... as long as k<n and %) #£0
a®) o Agk)
o = pk=1) 7 (d®) g0y
2®) = 2D 4 gy )
P9 = 1) g g(R)
pr = (r®), )

dk+1) . (k) 4 pgfﬂ) d®)

Satz 4.7.8Es seid symmetrisch positiv definit.iff das cg-Verfahren und* = A~1b gilt folgen-

de Abschtzung
k
* k—1 *
2 — 2|4 < 2 <£+ 1) 12© — 2|4

Beweis. Der Beweis gliedert sich in 4 Schritte. Es 8&i) := z* — (¥,

(1) Zuerst zeigt man induktiv, dass Polynomec Py, k = 0,...,n — 1, existieren mit
™ =pr(A)e®, pr(0) = 1. (4.29)

k=0: Klar!
k—1=k: Aus der Definition[(4.22) folgt

apd® = ) — k=) — gx (=) gx g (R)) = (b=1) (k) (4.30)
bzw.e®) = (k=1 — o, d%) . Mit (@.26) ergibt sich nun

A8 = kD) _ g gt B30y ooy g b2 o)
Q1

A — o®=Dy 4 P e-n) -2y
A1

< B I+A> Jk=1) _ P k2

Ap—1 Qg1

@ { (ﬂl + A) pFD(A) - O pr—2(A) }6(0) ;

Qg1 Ap—1

=:Gx(A) , Gp€Ps
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also

— IH — ~
e®) = ek=1) _ o, g®) W) k=1 436 _ o q®) = [p, 1 (A) — agin(A)] .

=pr(4)

(2) Als nachstes zeigt man, dass fiir aljg € P, mit ¢,(0) = 1 die Ungleichung|le® |4 <
Ik (A)e® |4 gilt.
Zuerst halten wirr®) = b — Az(®) = A(z* — 2(F)) = Ae®) fest. Des Weiteren gilt fir

beliebigeoy, ... ,01_1 € R unter Verwendung von
(T(J'))T ) R— (r(j))T(d(kH) + Bkﬂd(k))
B2 (LONTgk+D) 15 (rD)Tg®) = g (4.31)
—— ——
=0 fiir j<k =0 fur j<k
dass

||6(/f)‘|§1 — (e(k))TAe(k) — (T(k))Te(k)
k—1
B2 (N7 [ @ +Z” — )T [ 43 55460
j=0
) _
@ (AN T (pk(A) + ZO’jApj(A)) e (4.32)
j=0

Sei nung; € Py mit g(0) = 1 beliebig. Da die{po, ...,pr_1} linear unabhangig sind,
folgt aus der letzten Umformung, dass es eindeutig bes&amt . . , 55,1 existieren mit

k-1

ar(t) = pi(t) + ) (G;0)p;(1).

§=0
Setzen wiro; = o; in (4.32) dann folgt mit der Ungleichung von Cauchy-Schwdess
™% = (e®, Ag(A)el?) = (A7), A2q(4)e)
b AT (4O = [P - (4] 4.
Wir haben somit gezeigt, dass
[e®]]a4 < llge(A)e |4 furalle g, € Py, qx(0) =1 (4.33)
gilt.

(3) Die Eigenwerte von A seiefl < Apin = A1 < -+ < A, = Anax- ES gelteA =
QAQT mit QQT = QTQ = I und A = diag(\y,...,\,). Beachtet man weiterhin
ax(A) = (QAQT) = Qqr(A)QT, so schatzt man wie folgt ab

lax (@1 = () ar(A) A gi(A)

= ()" Qa(8) Q" QAQT Q (1) Q"
= (eN7Qqu(A) Agr(A) QTe®
< <>\€{£\I11,ax,>\n > {%(A)Q} (6(0))TQAQT6(O)
2
< ( max ]qk()\)o (6(0))TA6(0)7 (4.34)
AE Amin, Amax] S

=le©%
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d.h. es gilt

e < (16O, . N
Jae(A)e® 4 < e la- | mae ()

und zusammen mit(4.83) dementsprechend

® < O, . NG
€94 < e®la - max ()

(4) Man sucht nun Polynomgy, die die rechte Seite minimieren. Man kann zeigen, dass die
Tschebyscheff-Polynomé, : R — R (k =0, 1,...) definiert als

100 = 5 (o V1) + (o V)

2

auf[—1, 1] folgende Eigenschaften haben
T(1) =1, |Ti(x)| <1 V-1<z<1

und minimal bzgl.|| - || unter allen Polynomep € P, mit p(1) = 1 sind (siehe Auf-

gabe[4.7.70). Gesucht ist nun eine Transformation,[Xlig,, \max] auf [—1,1] abbildet.
Somit istT,(z) := Tj, (%) minimal bzgl.|| - [leo @Uf [Amin, Amax] Unter allen
Polynomen aug € Py, mit p(Anax) = 1. Man wahlt also

)\max + )\min -2z )\max + )\min
=T T, ( max  Tmun
qk(z) F < )\min - )\max > / F <)\min - Amax)
auf [0, Amax] , qx(0) = 1.
Daraus folgt

. 1
min  max |gx(N)| <
qk(O):l )\e[Al,)\n] ‘Tk ()\max+>\min> ‘

)\min —Amax

und

Tk (Amax + Amin) ‘ _

)\min - )\max

Tk <)\max + )\min> ‘ _

)\max - )\min

5 (25 2 5 6+ v

k—1

mit z = £, also
o

z24+V22—-1=

K+ 1 K242k +1—K2+25—1

o1 (k—1)2

1 _ (VE+ 1) Ve
SR Y S R D T VR T

womit der Satz bewiesen ist.

Bemerkung 4.7.9 (i) Im letzten Beweis wurde unter (3) (sieli@34) gezeigt, dass

la(A)e @l < | masx JgO)] el

)\e{>\la- 7)\

gilt. Daraus folgt sofort, dass das cg-Verfahren nacBchritten terminiert, wenn das Spek-
trum vonA nurm verschiedene Eigenwerte besitzt.

(i) Man beachte, dass sich der Fehlerreduktionsfaktor émgich zum Gradienten—Verfahren
(vgl. Satz4.64) durch die Wurzel reduziert.
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Aufgabe 4.7.10 (Tschebyscheff—-Polynomd)ie Tschebysche#PolynomeT;, sind orthogonal
bezuglich des Skalarprodukts
1
f(z)g(x)
19w = d
(ro)= [ L8

und werden standardisiert dur@h(1) = 1.
Man zeige, dass di€schebyscheffPolynome folgende Eigenschaften besitzen:

(1) Sie haben stets ganzzahlige Koeffizienten;

) Der hochste Koeffizient vof, ist a,, = 2"~1;

(1i1) T, ist stets eine gerade Funktion, fatigerade und eine ungerade, fallsingerade ist;
) Ta(1) =1, Tn(=1) = (=1)";

(v) |Th(x)| <1furz e [-1,1];

(vi) Die Nullstellen vonT,,(z) sind

2*) .= cos <2k_ 17T> , (E=1,...,n);

(vii) Es gilt die Darstellung
cos(k - arccos(x)), —-1<z<1;

Ti(z) = ¢ cosh(k - arcosh(x)), x> 1;
(=1)% cosh(k - arcosh(—z)), = < —1;

(viii) Die TschebyscheffPolynome besitzen die globale Darstellung

Tk(x):l[<x+\/ac2—1>k+<x— x2—1)k], wobei z € R;

2

(iz) |T,,(x)| nimmt seinen maximalen Wert im Interva# 1, 1] an den sogenannten
Tschebyscheff-Abszissem;, = cos(&) fur k= 0,...,n an, d.h.

n

k
\Tn(x)lzlﬁx:fk:cos<%> , k=0,...,n.

(z) Furz € R erfullen dieTschebyscheffPolynome die folgendBrei—Term—Rekursion

To(x) =1, Ti(z) = 2, Tp(x) = 20 T*E VD (2) — Th_o(z), k> 2.

Erganzend seien fir = 0,. .., 5 die T}, explizit angegeben und diese grafisch dargestellt:
To =1, T = 423 — 3z,
T =z, Ty = 8z* — 822 + 1,

Ty =2z -1, Ts=16a2" — 202> + bz,

vgl. AbbildungZ.7.
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Abb. 4.7: Die Tschebyscheff-Polynonig, . . .

4.8 Vorkonditionierung, das pcg-Verfahren

Die Abschatzung der Konvergenzgeschwindigkeit des afakesns hangt gemaR Saiz 417.8 mo-
noton von der Konditions der Matrix A ab. Ziel dieses Abschnittes ist es daher, das Problem
Ax = b so zu transformieren, dass die enstehende Matrix moglicha konditioniert* (d.h.x

maoglichst klein) ist.
Idee: Betrachte anstatt

(4.35)

Ax = bmit A s.p.d.
(4.36)

Az =bmit A= P 2AP" > .%

Il
Y
N[
8
c
=]
o
j=all
Il
N
N [=

mit einer symmetrischen, positiv definiten Matidx € R™*", dem so genannteviorkonditio-
nierer (manchmal auctPrakonditionierer genannt), und wende hierauf das cg-Verfahren an.

Beachtet man, dass

7k =p— Azk) = p=2p — P2 AP 2 P2g® = P2 (b — Az®)) = P2, P
gilt und setzt

™ = P32® sowie d¥ = P3d®
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so erhalt man

(7F) | (k)Y (r(k) dk))

Y = TqE, ARy (dm), Ay ==
2D — 20 4 g g — ph o) 4 o pha® g0 — ) 4 g g
FD) — 50 _ g AR — p=3p0) _ o, p=3 AdW) = (D) — (k) _ o, Ag)
) _ ey _ PO, AdD)
a9, A0
_ petery AP, AdB)

(d®) | Ad(k))
P_lr(k+1),Ad(k)> (k)

(k+1) _ p—1,.(k+1) _ (
=d P r (d(k),Ad(k)>

Insgesamt ergibt sich folgendpsg-Verfahren.

Algorithmus 4.8.1: Vorkonditionierter Konjugiertes Grad ienten—Verfahren
(pcg-Verfahren)

Input: Initial guess z(©

r0.=p— Az
d0) .— p—1,.(0)
po = (d©, Oy
lteration: k=1,2,... as long as k<n and r*) £0
2 AgH
20D = 1) gy g
rher = r®) — g a®
g+D = p=1p(e+D)
prsy = (gD, Pl

k+1) . o (k+1) o Pet1 g(k
dEHD) = U1 4 21 (k)

Pro Iterationsschritt bendtigt dieser Algorithmus gedgmr dem cg-Verfahren nur eine Multipli-
kation mit der MatrixP~! mehr. Doch dieser zusatzliche Aufwand rentiert sich, soich die
Kondition x(A) der Matrix A = P2 AP : gegeniber der Konditionszak(A) des nicht vor-
konditionierten Systemgrerbessert*, d.h. abnimmt.

Beispiel 4.8.1Eine sehr einfache, aber haufig schon wirkungsvolle Vadk@mierung einer
s.p.d. Matrix A mit nichtverschwindenden Diagonalelementen liefert dighWP—! := D1,
also der Inversen der Diagonale vdn Man spricht in diesem Fall vodiagonaler Vorkonditio-
nierung (oder auctDiagonalskalierung).
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Beispiel 4.8.2Man kann auch einige (wenige) Schritte des Jacobi- oder stnisohen Gaul3—
Seidel-Verfahrens als Vorkonditionierer nutzen. Dabésiicht Jacobi der Diagonalskalierung.
Symmetrisches Gaul3—Seidel bedeutet folgendes: Beiniddhes GauR—Seidel-Verfahren ist die
IterationsmatrixQecs = D + L nicht symmetrisch und kann also nicht als Vorkonditioniere
verwendet werden. Wahle also

Qscs:= (D+ LD Y (D+L)" =(D+L)D YD + R),

welches eine symmetrische (lterations-)Matrix ist.

Man stellt die Iterationsmatrixicht auf. Im pcg—\Verfahren braucht man nur die Anwendung
des Vorkonditionierers auf einen Vektof®) zu kennen. Beim symmetrischen GauR-Seidel-
Vorkonditionierer bedeutet dies, das¥ der Startwert fir einige Schritte des iterativen Verfalsre
ist.

Bemerkung 4.8.3 Fir MatrizenAy,, die aus der Diskretisierung der Gitterwdite- 0 von ellipti-
schen partiellen Differenzialgleichungen herrithrere(umsere Standardmatrix in den Beispielen
[3.0.1 und4.0]3) gibt es (asymptotisaptimale Vorkonditionierer:

KJ(AhBh) = 0(1) y h—20

(Oswald 1988, Bramble—Pascial-Xu 1989). Dies bedeutets daan einen Anfangsfehler um
einen Faktor reduzieren kann mit einer Anzahl von pcg-&em;i dieunabhénging von der Git-
terweiteh (und damit der Matrixdimension) ist.

Bemerkung 4.8.4 Es ist klar, dass die Wahl des Vorkonditionierétselementar von den Eigen-
schaften der MatrixA abhangt. Die Wahl eines geeigneten Vorkonditionierardadger oft nicht
leicht. Hat man aber einen gefunden, so erhoht sich die étgewnzgeschwindigkeit betrachtlich,
was besonders fur grol3e lineare Gleichungssysteme voguBed) ist.
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5 L INEARE AUSGLEICHSPROBLEME

Beispiel 5.0.1 Bestimmung eines unbekannten Widerstandsis Messungen fur die Stromstarke
t und die Spannung. Angenommen, es liegen Messungernb;,t;),i = 1,...,m, mitm > 1,

@b X

Abb. 5.1: Widerstandsbestimmung aus Messungen fir Sparumad Stromstarke.

fur Spannung und Stromstarke vor. D@km’sche Gesetaus der Physik besagdt:= tx, also
bi:ti.%', izl,...,m. (51)

Da die Messdaten in der Regel (Mess-)Fehler beinhaltem kaan [5.1) nicht exakt fur allé
erfullen. Gesucht ist jetzt also ein Widerstandder,,moglichst gut* zu den Messdaten passt.

Motivation: Gesucht ist eine Geradgz) = ax + b, dereny-Werte den kleinsten Quadratsum-
menabstand zu den vorgegebenen Ddtenf(z;)), ¢ = 1,...,n haben, die sogenannfas-
gleichsgerade Die geometrische Veranschaulichung dazu ist in der nigdrfiden Abbildung
dargestellt.

O----

Abb. 5.2: Die Ausgleichsgerade, die die Quadratsumme dstahlde minimiert

5.1 Die Methode der kleinsten Quadrate

Gemal obiger Motivation gilt es zu gegebenen Punktepaareri), (x2, f2), ..., (zn, frn) die
in der Geradengleichung(x) = mx + b freien Parameter: undb so zu bestimmen, dass gilt

n

F(m,b) =" (g(a:) = f;)* — min,

i=1
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oder in alternativer Formulierung

min
(b,m)€R2

)

2

2
A< b > —d
m
wobei wir nachfolgende Definitionen verwenden
1y bil
A=| 11|, d=]| :
1z, fn

Hierzu bilden wir alle partiellen Ableitungen bzgh undb, woraus sich dann die kritischen Punkte
der FunktionF'(m, b) wie folgt berechnen

0 0 —
VF(m.b) = (55 F g F) = 0
Im vorliegenden Fall erhalten wir damit

0 " !
oy Fm.b) = 2;(mxi+b—fi)-1_o,

0 = !
%F(m,b) = 2;(mxi+b—fi)-xi:0.

Diese beiden Bestimmungsgleichungen kdnnen auch wiedelschrieben werden
b
T — =
1 (A <m> d) 0,
b
T — =
T (A (m) d) 0,

wobeil = (1,...,1)T e R*und x = (z1,...,7,) € R" seien.
Es gilt also

VE(m,b)=0 = 1T<A<b> —d)

m

(a()) - a) =0

Zusammengefasst folgt fur potentielle Minimalstellen
T
(A<b> —d) = < 0 > = ATA<b> = ATq
m 0 m

Bemerkung 5.1.1 Falls in einem linearen Gleichungssystem die Anzahl deic@&lggen die der
Unbekannten Ubersteigen sollte (wie es im vorliegenddhbiéa Ax = d ist), so nennen wir
das Systeriberbestimmt und kénnen es in der Regel nicht exakt I6sen. Deshalb digea wir
sinnvollerweise das Ausgleichsproblem Gaulischen Normalengleichung

0,

x1

AT Az = ATd (5.2)

und erhalten dafiir genau dann eine eindeutige Losurlg,Aalollen Rang besitzt.
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Bemerkung 5.1.2 Als einfiihrendes Beispiel haben wir uns auf die Betradhtuon linear un-
abhangigen Basisvektoren des in der Darstellung vory beschrankt, d.hl, x. Als Nachstes
werden wir zu allgemeineren Funktionen in der Funktionseborift vong (ibergehen, wie etwa

g(z) = aexp(x) + bexp(—x) + clog(x).

Damit erhalten wir folgendes Minimierungsproblem bei bekan Dateriz;, f;) (i =1,...,n)

n

Z (g(xz) — f2)2 — min,

=1
welches wir véllig analog zu obigem Verfahren als Normgleithung in der Form

X —T
0 e e loga f

ATA|l b | =ATd, mitA= : : : undd =
¢ et logay fn

interpretieren kbnnen. Je komplexer also die Funktiorsift vong, desto aufwendiger wird
auch das Lésen der GaulBschen Normalengleiclfu@y Im Folgenden werden wir ein Veerfahren

(&

bereitstellen, das eine numerisch stabile und effizieotih§ des Ausgleichsproblems garantiert.

5.2 Die QR-Zerlegung

Definition 5.2.1 Eine quadratische Matrig) € R™*™ heif3torthogonal, falls gilt:
QQT=Q"Q=1

Weiterhin bezeichngx|| die vomEuklidschen Skalarprodukt imR™ induzierte Norm, vgl. An-
hang[B. Daruber hinaus halten wir noch fest, dass orthdgoAhbbildungen stets langen- und
winkeltreu sind, dass also gilt

1Qz[* = (Q2)" Qz = 2" QTQz = ™z = [|z[*, d.h.|Qz|| = ||].

Motivation: Zur Losung des Minimierungsproblemsin,cg- || Az — b||? setzen wir voraus, dass
ZUA € R™™ (rg A = n < m) stets eine Zerlegund = QR existiert, wobeiQ € R™*™
orthogonal ist und? € R™*" folgende Gestalt besitzt

~

R stellt dabei eine regulare obere Dreiecksmatrix dar. D&dmnen wir unser bisheriges Mini-
mierungsproblem wie folgt modifizieren (beachte die FakierungA = QR):

min ||Az — b||?> = min ||QT (Az — b)||*> = min |Rz — QTb|%.
reR? reR? reR?

Hierbei weisen wir vor allen Dingen nochmals auf die Gestaitt R hin:

*

* ok b
Rz = « | = ' =QTb

0 by
Dieser Faktorisierungsansatz fuhrt uns nun zu folgendeagén:
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e Zu welchen Matrizemd € R™*™ existiert eine derartig R-Zerlegung?

¢ Wie bestimmen wir eine solche Zerlegung moglichst effiden

Satz 5.2.2Zu jeder MatrixA € R"*™ mit Maximalrangn < m existiert eine orthogonale Matrix
Q € R™*™ derart, dass

A=QR mit R= <§> R eR™™

gilt, wobei R eine reguéire obere Dreiecksmatrix darstellt.

Beweis. Der Kern des Beweises liegt in der Verwendung von orthogonBirehmatrizen der Form

Up, g p) =

S

3

S8

)

S

|

IS8

1
1
COS
—sinp

0

S
H
©n
£
L
0
sin
COS
1
1

(5.3)

p—te Zeile
s T

q—te Zeile
Pkt

Die Orthogonalitat vod(p, g; ¢) ergibt sich unmittelbar, denn es ditt (p, q; 0)-U(p,q; ) = 1.
Das Produktd := U7 (p, q; ¢) - A liefert dagegen fuy = 1,...,n

N
ks
IS
w0
8
|
SH
1
COS
sin
0

S
H
wn
£
&
0
—sing
A =
coS
1

ail

ap_171
ap1 COS P — Qg1 SIN
Ap+1,1

aq-1,1
Qp1 SIN © + g1 COS P
ag+1,1

am1

Aln

ap—1,n
Gpp, COS (P — Agp SIN

ap+1,n

aq_17n
Gpp, SIN Y + Qg COS
Qg+1,n

amn

Demzufolge werden die Zeilenundq von A durch Linearkombinationen deos- undsin-Terme

ersetzt.

Die sukzessive Multiplikation der Matri¥d von links mit Rotationsmatrizett” (p, ¢; ¢) (¢ dabei
so gewahlt, dasg, ;, = 0) mit den Rotationsindexpaaren

(1,

in die Numerische Lineare Algebra), 25. Januar 2013
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eliminiert dann die Matrixelement&, 1, a3 1, ..., an . Sukzessive werden dabei unterhalb des
Diagonalelements Nullen erzeugt. Naech= %n(Qm —n — 1) Transformationsschritten gilt dann
A = QR mit

Ul - UTUFA=QTA=R oder A=QR.

Da die orthogonale Matrix) regular ist, ist der Rang voA und der Rang vorR gleich n und
folglich ist die Rechtecksdreiecksmatrik regular, daA nach Voraussetzung Maximalrang hat.
]

Der soeben erbrachte Existenzbeweis ist rein konstrukiil/ligfert damit eine erste Moglichkeit
eine Zerlegundg) R zu bestimmen. Wir unterscheiden die folgenden beiden Viengewveisen:

° Givenﬂ—Rotation,

. HouseholdeE-SpiegeIung.

5.3 Givens-Rotationen

Es bezeichne im Folgenden stets= cos ¢ und s := sin . Die Grundidee deGivens-Rotation
besteht darin, durch die Multiplikation mit einer geeigretorthogonalen (Dreh-)Matrix einen
Vektorz € R™ so zu drehen, dass mdoglichst viele seiner Komponenteohgnsden.

Im Falle (a,b) € R? werden wir alsa:, s € R so bestimmen, dass gilt

(5 06)-(0)
-5 c b 0/
Setzen wir zuerst, b # 0 voraus. Wir erhalten damit folgende Gleichung
as = be (5.4)
und mits? 4 ¢ = 1 gilt
2 B9 a2

r? = (ac+ bs)? = a*c® + abes + abes + b2s +a?s> + PP+ 025> =a® + b7 .

Weiter ergibt sich fin # 0

1 b
ac+bs=r=c=—(r—bs) as ——(r—bs) =0

=
a a
o a’s—br4+bs=0
& br=(a*+b%)s
o s br  (r?=a®+b?) Q
a4+ b2 N r
Und damit erhalten wir dann auch fliez 0
a a
bc=as = c= 5= ——.
b r

Offen ist noch die Wahl des \orzeichens des Vorzeichens= ++/a? + b2. Setzen wir
r = sign(a)va? + b2, so folgtc > 0, falls a # 0, und fura = 0 setzen wirc = 0 unds = —1.
Somit sind aucts und ¢ fur die anderen Spezialfalle= 0 unda = b = 0 wohldefiniert. Damit

1Givens, W.
2Householder, A.
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gilt (obwohl der Winkel bisher gar nicht explizit genanntnda) o € (-7,

cos o eindeutig ausin ¢ mit cos ¢ = v/1 — sin®  bestimmen.
Seienp und ¢ zwei Zeilenindizes vom. Zur Eliminierung des Matrixelementg, ; gehen wir
daher wie folgt vor:

| und somit Iasst sich

B

o

Falls a,; #0: cosp = M,
/2 2
p,j + Aq,5

—sign(ap ;) ag;

sinp = ,
/2 2
apj + g j
ap; =0: cosp = 0, sinp=1.

Da sichcos ¢ aussin ¢ bestimmen lasst, ermoglicht das Verfahren eine effizi@peicherung,
denn es geniigin ¢ an den entsprechenden freiwerdenden Stellef &bzulegen:

( ( (2 2)
" " a1,% aLT)Z a1,% ag’n
a1 o Qg sin g 1 a(;% .. a(;r)l sin 2,1 a(;% 97)1
0 0 0 . 2 2
A= S PO B B P B B
' ' g1 Qg3 0 Qgp g1 Gg3 0 G4y
(0) (0) : : : :
am’l PR am,n
afg?l agg?n afg?l agg?n
3 (3 1 —1
a1,% 1 aliT)l a% ) 1 ag’zl )
sin 91 ag’% a(QJ)Z sin @9 1 a(27% agﬂ)l ~
sin IR ) , @) @) R
¥3,1 agz2 asn S $3,1 asa asn
~ sin (3) ©) ~ . G (3) ~
P41 Qg9 Ayn S Y41 D) Ay n
: 5 : &
agg?l A, agg?n Sin @ 1 GLTQ_I) . a%gl)

Die Q R—Zerlegungliefert alsoQ R in kompakter Form, gespeichert ih
Der Aufwand dieser Vorgehensweise liegt bei ungefatn?) Operationen.

Bemerkung 5.3.1 Die Multiplikation eines gegebenen Vektors € R™ mit der Drehmatrix
U(p, q; ) ist dquivalent zur Drehung van um einen Winkelp entgegen dem Uhrzeigersinn in

der Koordinatenebene. Vergleiche hierzu die nachfolgéktataldung, die diesen geometrischen
Sachverhalt verdeutlicht:

Numerik 1 (Einfithrung in die Numerische Lineare Algebra), 25. Januar 2013




Abschnitt 5.3; Givens-Rotationen

103

A

-

Abb. 5.3: Drehung um einen Winkel in der Ebene

MATLAB -Funktion: GivensRotMat.m

function rot = GivensRotMat(ap,aq)

I f ap ==
s =1, ¢ =0
el se
dist2 = sqrt(ap™2+aq 2);
c = abs(ap)/dist2;
s = - sign(ap) *ag/dist2;
end

rot = [c,S;-S,Cl;

MATLAB -Funktion: Givens.m

function [Q,A] = Givens(A)
Q = eye(size(Ad));
for j=1: size(A2)
for im+l: size(Al)
rot = GivensRotMat(A(j,j),A(,)));

A1) end) = rot’ * A([],iLJ: end);
QG.0.D) = Q.. * rot;

end

A(+1: end,) = O;

end
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MATLAB -Beispiel:

Alternativ zu der Matlab-Funktion >> = [1,2;3,4;5,6];

gr konnen wir auch die Routine > [ R] = Givens(A);
Givens verwenden, die einé) R- > QR

rZeeCrLengil:ng, wie oben diskutiert, be 1_0000 2 0000

3.0000 4.0000
5.0000 6.0000

5.4 Update einer QR-Zerlegung

Bei verschiedenen numerischen Verfahren miissen wiedefh®-Zerlegungen bestimmt wer-
den, wobei sich die Matrizen nur wenig voneinander untesisiem. Dies ist z.B. der Fall beim
Broyden-Verfahren (siehe Numerik 11, nichtlineare Gleinlgen).

Sei die Zerlegungd;, = QR; gegeben und di€) R-Zerlegung vonA, . ; = A + st zu be-
stimmen. Wir werden zeigen, dass anstatt jew@i(s*) Operationen fiir eine vollstandige -
Zerlegung zu verwenden, fiir jeden einzelnen Update-®¢h(ih?) Operationen geniigen.

Wir benbtigen noch einige Hilfsmittel, um diese Aussageeigen.

Definition 5.4.1 (Hessenberg-Matrix) Eine Matrix A € R™*™ der Form

*
A= |9 ,

d.h.a;; = 0 fari — j > 2, wird obereHessenberg-Matrizengenannt. Gilti;; = 0 fir j —i > 2,
S0 hat die MatrixA untere Hessenberg-Gestalt.

Lemma 5.4.2 Es seienu, v € R” und R € R™*™ eine obere Dreiecksmatrix. Dann ligigt man
n — 2 Givens-Rotationen, ui + uv” auf obere Hessenberg-Gestalt zu transformieren.

Beweis. Multipliziert man R sukzessive von links mit Drehmatrized” (p, q) (siehe [5.B))
zu Indexpaaren,n — 1), ..., @, 3),(3,2) so hat QR obere Hessenberg-Gestalt, wobei
Q := Usy---U,n,—1 ist. Dabei lassen sich die Drehmatrizen so wahlen, dgss =
(%,%,0,...,0)T gilt. Beachtet man nun, das®u)v” und somit auchQ(R + uv”) obere
Hessenberg-Form hat, so ist die Aussage bewiesen. O

Bemerkung 5.4.3 Beachtet man, dass sich jede Givens-Rotation angewandt adR™*" durch
O(n) Operationen realisieren lasst, so genu@fnz) Operationen, um eine orthogonale Matrix
Q und eine Hessenberg- -Matri¥ mit QH R + wv” zu bestimmen.

Bemerkung 5.4.4 Es geniigemn — 1 Givens-Rotation, um eine Hessenberg-Mattixx R™*"™ auf
Dreiecksgestalt zu transformieren.
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Berechnung. Der Ansatz
Apr1 = Qri1 R = Qu(Ry + wvl) = Ay + Quuv’ = Ay, + stT
liefertv =t unds = Qru bzw.u = {s. Das Update besteht nun aus zwei Schritten.

1. Mittelsn — 2 Givens-Rotationen wirdk;, +uv” auf eine obere Hessenbergform gebra
d.h. wir bestimmen eine orthogonale Mat€) ., , und eine Hessenberg-Matri;, . ; mit

Q;C_HHkJrl =Ry + wl = Ry + (Qgs)tT.

2. Mittelsn — 1 Givens-Rotationen wird diese obere Hessenbergform zemelatrix Ry, |
transformiert, d.h. wir bestimmen eine orthogonale Maf}fk_, und eine obere Dreieck
matrix Ry, mit Q] Ry41 = Hyy1. Die Matrix Q1 ergibt sich dann als Produ

Kommen wir nun zu unserer urspriinglichen Fragestellumgcky d.h. der effizienten Update-

cht,

!/ n
Q- Qk—i—l ’ Qk—i—l'

MATLAB -Funktion: QR2Hessenberg.m

function [Q,R] = QR2Hessenberg(Q,R,s,t)
% computes QH-decomposition of Q(R+s *1), H upper Hessenberg form
for j=size(R,1):-1:3

rot = GivensRotMat(s(j),s(j-1));

s(fj.-1]) = rot * s([,j-10);
QC.0.J-1]) = QG.h-1]) * rot;
R([jj-11.2) = rot * R(0.-11.0);

end

R(1:2,:)) = R(1:2,:))+ s(1:2) * 1

MATLAB -Funktion: GivensHessenberg.m

function [Q,H] = GivensHessenberg(Q,H)
% computes QR-decomposition of QH, H Hessenberg matrix
for j=1: mn(size(H1)-1, size(H,2)

rot = GivensRotMat(H(j+1,1),H(j,1));

H([j+1.,jL.i: end) = rot * H([j+1,jl.j: end);
QG [+1.j) = QC,[+1.jD * rot’;
H(+1,)) = O;

end
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MATLAB -Beispiel:

Ein einfaches Beispiel zeigt, dass>> n = 2000;

man dasO(n?)-Verhalten des Up- >> A=rand(n); s=rand(n,1); t=rand(n,1);

dates auch im Vergleich zur op->> An = A + s =

timierten Matlab-Routinegr sieht E%R] = ar(A);

und nutzen kann. Vgrdoppelt man_ [Otmp,H] = OR2Hessenberg(Q,R,Q’ “s.):
z.B.n aufn = 4000 im nebenste- - [onRn] = GivensHessenberg(Qtmp,H):
henden Listing, so benotigt das Up->> toc

date nur2? = 4-mal langer, die in- Elapsed time is 1.078000 seconds.

terne Funktion jedoch? = 8-mal. >> tic, [Qn,Rn] = qgr(An); toc

Testen Sie es einmal! Elapsed time is 5.766000 seconds.

VvV V
VvV V

5.5 Householder—Spiegelungel

Definition 5.5.1 Seiw € R". Dien x n- Matrix

wa

P=I-2"" (5.5)

wlw

wird als Householder-Transformation undw als Householder-Vektor bezeichnet.

Satz 5.5.2 Eine HouseholderTransformationP = I — 2(ww’)/(w’w) ist symmetrisch und or-
thogonal, d.hP~! = PT,

Beweis.Daww’ symmetrisch is{(ww’)” = ww™), folgt

Des Weiteren ergibt sich

T T T T A
PPT:<[—2ww ><I_2ww >:I_2ww LWl | e ww

wlw
und mitww?ww? = (WTw) (wwT) somit die Behauptung. O

Betrachten wir nun folgende Frage: Seie¢ R". Wie misste einv € R™ aussehen, so dass
Pz = aeq gelte @ € R, e; erster kanonischer Einheitsvektor)?

Mit Pz = = — 2%1‘ =2 — \w = ae folgt w € span{x — ey }.

Wir setzen nunv = =z — aey in Pz = aey €in und erhalten

wl'z (1 2w - ael)Tx> N 2(x — aey)

e “ [z — aea|? e —ae 2

wlw
Damit in der letzten Gleichung der Faktor vorverschwindet, muss

9 _ T
1= Uz —aey) @ o (z—ae)l(z—aey) =227 — 202 & a=+VaTx

[l — cveq |2

gelten.
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Wie ist nun das Vorzeichen zu wahlem,= +v 2Tz ? Die Wahla = ||z||2 hat die schone Ei-
genschaft, das®z ein positives Vielfaches von; ist. Aber das Rezept ist gefahrlich, wenrn
annahernd ein positives Vielfaches wanst, da Ausldoschungen auftreten kdnnen. Berechnet man
w1 mittelsw; = 1 — ||z||2 treten firz;, < 0 keine Ausldschungen auf und mit der Umformung

vi —|lzllf _ —(a3+.. +a7)

w1 =x1 — ||zl = =
v=o el = 2 R, T T e el

treten auch furr; > 0 keine Ausloschungen auf. Man beachte auBerdem, [dass. .w,) =
(1‘2, cee ,Jjn).
Normiert man den Vektap so, dasss; = 1 gilt, d.h.

T — aep

w = mito? = ||z]|? (wle; = 1),
r1T —
dann folgt
ST — (z—ae)T(z—aer) |z|* —2a2Te1 +0?  20(a—z1) 2a
(r1 — )2 (r1 — a)? (r1— )2  a—mx

Des Weiteren bleibt festzuhalten, dass bei der Speichetenilatrix P = I — 2(ww?)/(ww),
P € R™" auch nur der Vektofws,...,w,)’ zu beriicksichtigen ist, der sich auf den- 1
freigewordenen Eintragen speichern lasst.

Algorithmus 5.5.1: Berechnung Householder-Vektor:

Zu gegebenem z € R™ berechnet die Funktion ein we R mt w(l) =1
und B€R, so dass P =1, — Bww! orthogonal ist und Px = ||z||2€1.

function: |w, 5] = housevector(z)
n = length(x)
oc=x(2:n)T2(2:n)

B=2w(1)*/(c +w(1)?)
w=w/w(l)
end
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MATLAB -Funktion: HouseholderVektor.m

function [v, beta] = HouseholderVector(x)
n = | engt h(x);

It n>1
sigma = x(2: end) *x(2: end);
I f sigma==0
beta = 0;
el se
mu = sqrt (x(1)"2+sigma);
I f x(1)<=0
tmp = x(1) - mu;
el se
tmp = -sigma / (x(1) + mu);
end

beta = 2+xtmp™2/(sigma + tmp"2);
X(2: end) = x(2: end)/tmp;
end
v = [L;x(2: end)];
el se
beta = 0;
v = 1;
end

Wir haben gerade konstruktiv gezeigt, dass sich mit HilfeldieuseholderTransformation eine
Matrix A € R™*" in eine Matrix der folgenden Form transformieren kdnnen:

H A=

* K K X K ¥
S S SR S
O S SR S
S SR I S

OO O OO *

Gehen wir nun davon aus, dass wir nach einigen Schritten dega@ngsmatrix4d auf folgende
Gestalt gebracht haben:

HyH A=

SO OO O ¥
S OO DO ¥ ¥
HHBB* *
¥ % % % % %
¥ % % % ¥ ¥

Im nachsten Schritt soll nun die nachste Subspalte uaiteder Diagonalen eliminiert werden. Es
ist also eine Householder-Matrix zu bestimmen, so dass

23]
~ H
H; o | =

H

o O O ¥
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gilt. Definiert manH3 als Blockdiagonalmatrix

I 0
Hs = ~
3 <o H3>

so erhalten wir

HyHoH A =

S OO O *
SO OO ¥ ¥
S OO ¥ ¥ ¥
L S SR I
L S SR G

0
Mit dieser Vorgehensweise erhalten wir folgende Fakterisig:
R=H, \Hy, 5-....HH1A & A=(H,-...-H, )R ~Q=H;-...-H, ;.
Stellen wir nun dar, wied Uberschrieben wird. Es sei

N ) N
W =(0,...,0, 1w, ... W)

j—1

der j-te Householder-Vektor, dann erhalt man nach Durchfidprder R-Zerlegung

11 12 13 14 15

wé ) T22 T23 T24 T25

O.)(l) w(2) T T T
P 3 33 T34 T35

ORI CIINCII

4 4 4 44 T45

O.)él) WéQ) O.)é3) O.)é4) T55

(1) (2) (3) (4) (5)

Wg = Wg W o Wg o Wg

Algorithmus 5.5.2: Berechnung Householdei®) R:

Gegeben sei A € R™™ mit m > n. Der folgende Algorithmus bestimmt

die Householder-Matrizen Hy,...,H,, so dass mit Q=H,---H,

die Matrix R =QTA eine obere Dreiecksmatrix ist.

Der obere Dreiecksteil von A wird mit R Uberschrieben und
unterhalb der Diagonalen werden die nichttrivialen Kompon enten

der Householder-Vektoren gespeichert.

function: A = housematrixz(A)
for j=1:n
[w, 8] = housevector (A(j : m,j))
A(Gmyjin) = (Im—jp1 — Bww?)A(j :m, j : n)
if j<m
AG+1:m,j)=w(2:m—j+1)
end
end
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y
Abb. 5.4: Spiegelung an der zuorthogonalen Ebene

Bemerkung 5.5.3 Analog zurGivens-Rotation fihren wir auch an dieser Stelle kurz die geome-
trische Anschauung deétouseholderSpiegelung an. Fir einen gegebenen VektarR" ist der
Vektory = Px die Spiegelung vor an der Ebenepan{w}~. Hierzu nachfolgende Abbildung:

Aufgabe 5.5.4 Man zeige, dass di€ R-Zerlegung mittels Givens-Rotation 50% mehr Rech-
nenoperationen benotigt als mittels Householder-Tansdtion.

MATLAB -Funktion: Householder.m

function [AR] = Householder(A)
for j =1 size(A2)
[v, beta(j)] = HouseholderVector(A(: end,j));
A(: end,; end) = A(G: end,; end)- v = (beta() =* VvV *A(: end,j; end)
)i
I j<size(Al)
A(j+1: endj) = v(2: end);
end
end
i f nargout ==
R = A;
A = eye(size(Ad));
for j = size(R2):-11
v = [L,R(+1: end,)];
A(j: end,j; end) = A(: end,; end) - v x(beta() *v' *A(: end,j end))
end
R =triu(R);
end

MATLAB -Funktion: HouseholderMult.m

function y = prod_rx(AX)

% extract R from A and multiply with x
y = triu(hA) * X

function y = prod_gx(A,x)

y =X

for j = size(A2)-1:-1:1
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v = [LA(+1: end,))];

beta = 2/(v' *v);

y(§: end) = y(: end) - v *(betaxv' xy(: end));
end

function y = prod_gtx(A,x)
y =X

for j =1 size(A2)-1

v = [LA(+1: end,))];

beta = 2/(v' =*V);

y(: end) = y(: end) - v *(betaxv' *xy(: end));
end

MATLAB -Beispiel:

Mit der Funktion Householder >> A = rand(3)

wird zum einen die Matrix4 kom- >> x = rand(3,1);

pakt Giberschrieben, d.h. der Riick=>> [Q.R] = Householder(A);
> A-Q*R

gabewert bendtigt nur den Spei-ZnS
cherplatz der urspringlichen Ma- ", 4, 915

trix; zum anderen kann man sich 51110 0 -0.1110
auch@ und R mit A = QR aus- -0.0035  -0.1110 0
geben lassen. Die Berechnung von -0.1110 0 0.2220

Rz, Qz und QT z, wenn die kom- >> C = Householder(A);
pakte Form vorliegt, ist in den Rou- >> Q"*x - prod_gtx(C,x)

tinenprod_gx , etc. realisiert. ans =
1.0e-015 =

0.2220
0.0555
0.5551

5.6 Die Singuérwertzerlegung

Die Singularwertzerlegung (engl. Singular Value Decosifan, SVD) ist eine weitere Moglich-
keit, ein lineares Ausgleichsproblem zu losen. Sie hat abeh zahlreiche andere Anwendungen
z.B. in der Statistik (u.a. bei der Hauptkomponentenamalifauptachsentransformation).

Satz 5.6.1Zu jedemA € R™*" existieren orthogonale Matrizeti € R™*™, vV € R™*" und
eine Diagonalmatrix

¥ := diag (01,...,0p) € R™*" | p =min{m,n}
mitoy > o9 > ... > 0, > 0, (denSingularwerter), so dass
A=UxvT. (5.6)
Beweis:Es genliigt zu zeigen, dass

o 0

T —
UAV—<0 e

) mit c >0, Be R(m=1)x(m—1) 7
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der Rest folgt dann induktiv. Sei= || Al|; = sup ||Az|2. DaB;(0) = {z € R": ||z = 1}
[lell2=1

kompakt ist, existiert eim € B;(0) mit
[Av]l2 = [[All2][v]l2 = o

Also erfulltu := 1 Av die Gleichungemv = ou, [julls = 2[|Av||; = 1.
Erganze nun. undv zu Orthogonalbasen

{fu=U"U?..., U™}, o=V .. . V"}
desR™ bzw.R". Daraus folgt, das& = (U',...,U™), V = (V!,..., V™) orthogonal sind und

Ay = UTAv =wTAvY, ... uTAv™)

o T

_ 1 77T 2 T ny _ w
= (U€,UAV,...,UAV)—<O B

> , we R
A o 2_ 02—|—wTw
! w 2_ Bw

(o
w
alsol|A1[[3 > o + ||w[3.
Daraus folgto? = ||A||3 = [|[UTAV|3 = ||41]]3 > o2 + ||w|}3 > o2 > 0, was nur gelten kann,

Nun gilt

2 2

)

2

> (0 + Jwl2)? = '

2

wennw = 0. 0
Bemerkung 5.6.2 (a) MitA=UXVT folgt AT = VTUT, also
ATA=vyTuTusv? = vyt
mit .2 = diag(c?,...,02), also der Diagonalisierung vofi’ A.
(b) Der SVD-Algorithmus ist etwas kompliziert. Er besteht

e aus einer Bi-Diagonalisierung vah z.B. mit Givens und
e einem symmetrischen QR fi#" A.

Details findet man z.B. in_[Golub/Loan, 427-433].

Die Losung des linearen Ausgleichsproblems mittels deb ®¥folgt nun tber die sogenannte
Pseudo-Inverse.

Definition 5.6.3 AngenommerA € R™*" habe Rang und die SVDA = UXVT, dann heil3t
die Matrix

At =vytu? (5.7)
mit$t = diag(+,...,5,0,...,0) Pseudo-InversgoderMoore-Penrose—Inversi
Lemma5.6.4 Esgilt At = (AT A)~1 AT,

Beweis.Nach Bemerkung 5.6.2 (a) gilt
(ATA L = (vev Dt =ye2vT = y(xTy)-tvT,

also
(ATA)TAT = vty WWlvsu? = vxts)-tu?

sowieXTY = diag(o?,...,02) und damit(X7%) "1y = ©+, O
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Lemma 5.6.5 Die Pseudo—Inversd ™ von A besitzt folgende Eigenschaften
(@ (ATA)T = ATA (AAN)T = AAT,
(b) ATAAT = AT,
(c) AATA = 4,
(d) Falls A vollen Rang hat, giltA™ A = Id.

Beweis. Ubung. O

Bemerkung 5.6.6 Sowohl die Eigenschaft in Lemma 5.4 als auch diejenigdreimmd 5.6.6
(gemeinsam) kénnen als dquivalente Definition vionverwendet werden.

Satz 5.6.7SeiA € R™*" m > n, b c R™, dann istr = ATb diejenige losung von
|Az — b|| — Min!
mit derkleinsteneuklidischen Norm.
Beweis. Furz = A*b gilt nach Lemm&5.614
z=Ath=(ATA)"1AT,

alsoA” Az = ATb, also erfillltz die Normalengleichungen und I6st damit das lineare Alrsigse
problem. Seien numy, x5 € R™ zwei Losungen, dann gilt” A(z; — z2) = 0, also

0= (21 —22)T AT A1 — 22) = || A1 — z2)|[3,
d.h. A(x; — z2) bzw. 21 — z9 € Ker (A). Damit hat also jede Losungdie Form
T=x+y mit z=A%b, y <€ Ker(A).

Seinuny € Ker (A), dann gilt wegen Lemn{a5.6.5 (b)

yTATh = yTATAATD = (AT A)Ty)TATH = (AT Ay)T AT =0,
day € Ker (A4) und wegen Lemma’.8.5 (a). Also gilt

x=A"b L Ker(A).
Damit folgt nun fur jede Losung = = + vy
1Z(13 = [z +ylI3 = [|=[13 + 2(z, y)2 + [yl3 = ll=[I3 + [ly]13,

da(z,y)2 = 7y = 0 und der obige Ausdruck wird minimal genau dann, wegna 0. O

Bemerkung 5.6.8 Nun seip := Rang(A) < min{m,n}. Dann liefert dieQ) R—Zerlegung nach

p Schritten
QA= [%’%} (5.8)

mit R € RP*P undS € RP*("~P) Damit kann man also di@ R—Zerlegung auch zur numerischen
Rangbestimmung verwenden.
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Lemma5.6.9 (a) x € R” ist genau dann ésung des linearen Ausgleichsproblems, falls
r = (z1,22)" mitz; € RP, 25 € R" P und

1 = R7'b; — R™'Sus,
wobei(by, b2)T = Qb, by € RP, by € R™~P, Hier wird nichtsilber den Rang vorausgesetzt.
(b) Seip < n (der sogenannt®ang-defekte Fal,
Vi=R'SeR>*"P) 4y .=R 1 R

Dann ist die losungz des linearen Ausgleichsproblems mit der kleinsten Nipriiz gege-
ben durchr = (z1,x2) € RP x R" P mit

(Id+ VTV)acg =VTu, z1=u—Vas.
Beweis. (a) Es gilt
Ib— Az|3 = Qb — QAz|)3 = ||Rz1 + Sx2 — bi[3 + [|b2]l3,
also die Bedingund®z; = b; — Sxo.
(b) Nach (a) giltr; = R~(by — Sx2) = u — V5 und damit

213 = llwall3 + ll2l3 = llu = Vaall3 + [l
= Jull3 = 2(u, Van) + (Vao, V) + |23

Weiter gilt —2(u, Vo) + (Vg, Vag) = (z2, VI Ve — 2V1Tu), also

lzlls = |lull3+ (z2, VI Vay — 2V ) + 223
Jull3 + (2, (Td + VIV)azy — 2V7Tu) =: (x2).

Letztere Funktion gilt es zu minimieren. Es gilt

O (x2) = —2VTu+2(Id+VIV)xy
O"(x3) = 2d+VTV)>o0,

da diese Matrix s.p.d. ist. Also igt(x2) genau dann minimal, wenn
(Id+VIV)zg = VT,

also die Behauptung.

Damit kann man die Pseudo—Inverse auch ohne SVD direkf)dbestimmen.
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Algorithmus 5.6.1: Pseudo—Inverse Uber QR

Sei AcR™" becR™ Bestimme z=A"h gemaR:

1.) Bestimme die QR-Zerlegung von A gemall (£8)1]und berechne p, R
und S sowie Q.

2) Berechne V e RP*(»P) aus RV = S, | dse also n — p gestaffelte
Gleichungssysteme der Dimension .

3.) Bestimme die Cholesky-Zerlegung Id+ VTV = LL".

4) Setze  Qb=:(by,b)" mit by € RP, by € R™ P,

5.) Bestimme u aus dem gestaffelten System Ru = by.

6.) Berechne x5, € R P aus zwei gestaffelten Systemen LLTzy = VTu.
7.) Setze a1 =u— V.

Ausgabe: 1z = (x1,29)7 = ATD.
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LANDAU-SYMBOLE

Landau-Symbole beschreiben das asymptotische Verhaitefunktionen. Genauer vergleichen
sie das gesuchte asymptotische Verhalten einer Funktiont dem bekannten asymptotischen
Verhalten einer Referenzfunktian

A.1 Definition

Ist zg € R oderzy = oo und sindf und g in einer Umgebung vor, definierte reellwertige
Funktionen, wobey(z) > 0 vorausgesetzt wird, dann haben die SymbOle) und o(-) die
folgenden Bedeutungen:

Definition A.1.1  (a) f(z) = O(g(x)) fir x — x( bedeutet, das{;g% fir x — x¢ beschrankt
ist.

(b) f(x) = olg(x)) fiir  — wy bedeutet, dagsm, ., 14 = 0.

Wenn z, aus dem Zusammenhang bekannt ist, schreibt man haufig(ayir= O(g(x)) bzw.
f(z) = o(g(z)) Die gleichen Symbole werden sinngemaR auch fur das Waohabdn Folgen fur
n — oo verwendet.

A.2 Beispiele

Beispiel A.2.1 (Landau-Symbole) 1. f(x) = O(1) bedeutet, dasg beschrankt ist, z.B.
sin(z) = O(1).

2. f(xr) = O(z) bedeutet, dasg fur + — oo hdchstens linear wachst. Beispiel:

V1422 = O(z), log(z) = O(z).

3. f(x) = o(z) bedeutet, dasg fur x — oo langsamer als jede lineare Funktion wachst.
Beispiele:\/z = o(x), log(z) = o(x).

4. zn:k: = %n(n +1) = O(n?).
k=1

In der Numerik werden Landau-Symbole haufig verwendet, amAlufwand eines Algorithmus
abzuschatzen.

Beispiel A.2.2 Die Berechnung eines Skalarprodukts zweier Vektargne R™ erfordertn Pro-
dukte undn — 1 Additionen:
n
2Ty = Z Ti Yi-
i=1

Zahlt man jede Addition und jedes Produkt als gleich auigige Gleitpunktoperationen, ergeben
sich 2n — 1 Operationen. Diese genaue Zahl ist aber weniger interessanie Tatsache, dass
der Gesamtaufwand linear mit der Dimension steigt: verdtipman die Lange der Vektoren,

verdoppelt sich (ungefahr!) der Aufwand. Man sagt: dasl&keodukt besitzt die Komplexitat

O(n).
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Beispiel A.2.3 Bei der Multiplikation zweier Matrizend, B ¢ R™ " sind n? Elementen des
Produkts zu bestimmen. Jedes Element wird mit Hilfe einede®irodukts berechnet. Insgesamt
bendtigt man alsa?(2n — 1) = O(n3) Gleitpunktoperationen.
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NORMEN

Normen erfullen den gleichen Zweck auf Vektorraumen, @strage auf der reellen Achse
erfullen. Genauer gesad” mit einer Norm aufR” liefert einen metrischen Raum. Daraus erge-
ben sich bekannte Begriffe wie Umgebung, offene Menge, Emyenz und Stetigkeit fur Vektoren
und vektorwertige Funktionen.

Wir beginnen mit der Vereinbarung einer Notation.

Notation B.0.1 Firz = (x1,...,7,)T € R" definieren wilz| € R™ durch
T
[ = (], l2nl)” -
Fir eine MatrixA € R™*" definieren wir die MatrixA| € R™*™ durch
|Alij = lagj], 1<i<m,1<j<n.

Definition B.0.2 (Vektornorm) Eine Vektornorm auR™ ist eine Funktion| - || : R" — R mit
den Eigenschaften

lz|| >0 zeR", lz|| =0 < = =0,
lz+yll <zl + vl  =z,yeR, (B.1)
lazx|| = || ||z]| ac R, z e R™

Eine nitzliche Klasse von Vektornormen sind gidlormen (p € N), definiert durch

el = (Z w) - (B.2)
k=0

\Von diesen sind besonders dig2 und oo interessant:

[l =lza]+ .. 4 [,

1 1
lzlla =(|z1” + ... + 2. )2 = (27 2)2, (B.3)
HwHoo=1r£Ja§Xn\wj\-

Ein Einheitsvektor bzgl. der Norm| - || ist ein Vektorz der Langel, d.h. mit||z| = 1.

B.1 Vektornorm-Eigenschaften

Ein klassisches Ergebnis bzgtNormen ist dieHodlder-Ungleichung
T 11
27yl < lzllp llylly — mit P (B.4)

Spezialfall der Holder-Ungleichung ist digauchy-Schwarz-Ungleichung[CSU)

2Tyl < [lzl2 lyll2- (B.5)

Alle Normen aufR™ sind aquivalent, d.h. es sei¢n||, und||- || 3 Normen aufR™, dann existieren
positive Konstantem, co, SO dass

callzlla <llzlls <czlzlla (xR (B.6)
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Zum Beispiel seir € R", dann gilt

2l < llzll < Vnllzll2,
[2lloo < llzll2 < V7 [|2]|oo, (B.7)
[2lloo< [l < 7 f|2]oo-

Aufgabe B.1.1 Man beweise die Aussagdn (B.£)=(B.7).

B.2 Matrixnormen

DaR™*"™ isomorph (d.h. es existiert eine bijektive Abb. mit\A + 1uB) = Ap(A) + up(B)) zu
R™™ ist, sollte die Definition einer Matrixnorm aquivalentsiur Definition einer Vektornorm.

Definition B.2.1 (Matrixnorm) Es sei|| - || : R™*™ — R. Dann ist|| - || eine Matrixnorm, wenn
folgende Eigenschaften gelten:

IA] >0 AeR™™  ||A|=0< A=0)
[A+ B <Al +Bl| A BeR™™" (B.8)
[aAll = |af [|A] a€R,AeR™".

Bemerkung B.2.2 Die mit am haufigsten verwendeten Normen in der Numeristiegaren Al-
gebra sind dié-robenius—Norm

m n
2D layl?

[AllF = (B.9)
i=1 j=1
und diep—Normen
Az
Al = sup 12212 (8.10)
o207l
Man beachte folgende aquivalente Definition
X
[Allp =sup ||A—r| = sup [|Az|, . (B.11)
e20 || Nz, jzfp=1

Bemerkung B.2.3 (Operatornorm) Etwas allgemeiner als dig-Matrixnorm ist die sogenannte

Operatornorm. Ist|| - || : R™ — R eine Vektornorm, so ist fiA € R™*" die Operatornorm
definiert als
Ax
|A]l :== supu = sup ||Az|.
z#£0 HxH [|z||=1

Bemerkung B.2.4 (Submultiplikativitat) Die Frobenius-Norm und dieo-Normen erfiillen
zusétzlich auch noch die Eigenschaft 8abmultiplikativit at, d.h.

A - Bl < [|A[[|BIl (B.12)
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Bemerkung B.2.5 Es seiy ein Vektor mit||y||, = 1, dann gilt

AB AB B
14- Bl = max 1AB%e _ o 4Bl | B,
o e, w0 [Ball [
< 4Bz Bl
o [Ball, w0 [l
A B
— e [ o 152

v20 lyllp w20 [zl
Bemerkungen B.2.6 i) Nicht alle Matrix-Normen efrfiillen diese EigenschaftBz gilt fir

|All4 := max |a;;| undA = B = G X

) die Ungleichung
[A-Blla=2>||A[la|Blla=1.
i) Furdiep-Normen haben wir die wichtige Eigenschaft, dass fur lle R™*™ undx € R"
[Az[l, < [[Allp llz]lp- (B.13)

Die Frobenius ung-Normen (spezielp = 1,2, 0co) erfullen gewisse Ungleichungen, welche in
der Analysis von Matrixberechungen verwendet werden. E4 se R™*", dann gilt

1Al < AllF < V[ Ala, (B.14)
HggXIGijl < [|Af2 < vmn HggXIGijla (B.15)
2= 4l < 14l < ViR 4] (B.16)
<= 141 < 4l < VA 4] (B.17)
Des Weiteren gilt fird € R™*"
Al = . [Aelo = max, {mm ;M }

= Imax E QLT = Imax Qi
1§j§m{|x||oo_1 J 1<]<mz‘ gl

Aufgrund dieser Gleichung bezeichnet mar ., auch alZeilensummennorm Diese ist mittels
der letzten Gleichung auch leicht zu bestimmen, d.h.

n
[Alloc = 1%%”2 |ajkl- (B.18)
k=1
Analog gilt fur die 1-Norm:
m n m n
[AllL = max [|Az[|; = max Z Z |aji| |zx| sign(ajrar)
llzll=1 lelh=1 ol et H ||1 Ll

n

) 42!%\2!%\ sign(ajuoe) = max, Z'%‘Z!am = max Z\%k\

Also gilt:
|All; = max Z\ajk\ (B.19)

1<k<n

Diese Norm bezeichnet man auch Stsaltensummennorm
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Bemerkung B.2.7 Einfache Eselerck@JSpaltensumme-Zeilensummen.

Auch flr die 2-Norm (die sogenannEiklidische Norm)lasst sich eine aquivalente Formulierung
finden.

Satz B.2.8 Es seiA € R™*™. Dann existiert ein Vektor € R™ mit ||z||o = 1, so dass
AT Az = 2, wobeip = || A, .

Bemerkung B.2.9 Der Satz impliziert, dass||A|3 eine Nullstelle des Polynoms
p(z) = det(AT A — M) ist. Genauer betrachtet, ist die 2-Norm vandie Wurzel des groften
Eigenwerts vomi” A.

Beweis.Es seiz € R" mit ||z||2 = 1 und|[Az||2 = ||A]|2. Daz die Funktion

1] Az]3  12TAT A

= = B.20
A=l ~2 ot 520
maximiert, folgt daraus, dass &/g(z) = 0 erfullt, wobei Vg der Gradient vong ist
T

<V = <8im1’ By %)) . Die partiellen Ableitungen vop lauten furi = 1,...,n

8;;/(2) = |zl Z(ATA)Z-jxj — (2T AT Az)z; | /(2T 2)2 (B.21)
Zg -
7j=1

In Vektornotation bedeutet dies fir daVg(z) = 0und ||z||z = 1, dassA” Az = (2T AT Az)z.
Setzt man num = ||A||2 so ergibt sich daraus die Behauptung. O

Lemma B.2.10 Es seid € R™*". Dann gilt

[All2 < VIl All1 [[Alloo - (B.22)

Beweis.Es seiz € R" mit AT Az = p2z undp = ||A]|2, d.h. es sek # 0 ein Vektor, fiir den das

, A , ,
Maximum von HH T|H2 angenommen wird. Dann gilt
Z||2
P2zl = AT Azl < AT 1 Azl < | Alloo Al 12111 - (B.23)
Kondensation votfiz||; und Wurzelziehen liefert das gewiinschte Ergebnis. O

Definition B.2.11 (vertragliche Vektornorm) Eine Matrixnorm || A|| heil3t kompatibel oder
vertr &glich mit der Vektornormi|z||, falls folgende Ungleichung erfillt ist

[Az| < || Al |||, ze€R" Ae R™", (B.24)
Kombinationen von vertraglichen Normen sind etwa
Al [|Alle sind vertraglich mit|z||;
| Allc, || All1 sind vertraglich mit|z||;
lAlle, || All7, || All2 sind vertraglich mit|z||2, wobei

[ 4llc = n maxlag| (4R,
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Aufgabe B.2.12 Man verifiziere selbstandig an einigen Beispielen die régitchkeit von o.g.
Normenpaaren.

Abschlie3end erhalten wir am Ende des Kapitels.

Satz B.2.13Die Matrix-p-Normen sind unter allen mit der Vektornore ||, vertraglichen Ma-
trixnormen die kleinsten.
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C EINFUHRUNG IN MATLAB

C.1 Grundlegende MATLAB-Befehle

Ruft man das Programm MATLAB mit dem Befefhlatlab auf, so erscheinen auf dem Moni-
tor einige Fenster. Auf den Linux-Rechnern des KIZ missenvBrher die notwendigen Pfade
erganzen. Geben Sie dazu in einem Konsole-Fenster dehlBgfon matlab ein.

Von diesen ist das Befehl-Fenster der primare Ort um Befelizugeben und Fehler oder Er-
gebnisse abzulesen! Das Prompt-Zeicletst im Befehl-Fenster dargestellt und dort findet man
Ublicherweise einen blinkenden Cursor. Der blinkendes@Guund der MATLAB-Prompt zeigen
einem, dass MATLAB eine Eingabe erwartet.

C.1.1 Einfache mathematische Operationen

Genauso wie mit einem simplen Taschenrechner kann man atudMANLAB einfache mathe-
matische Operationen ausfuhren, z.B. ergibt die Eingabe

>3 + 4

die Ausgabe
ans =

Man beachte, dass MATLAB im Allgemeinen keine Zwischemnawbendtigt, um Befehle eindeu-
tig zu verstehen. Alternativ zu dem obigen Beispiel konimeMATLAB auch Variablen verwendet
werden.

>a = 3
a:

3
>b =4
b =

4
>c=a+b
c =

7

MATLAB besitzt folgende einfache arithmetische Operation

Operation Symbol Beispiel
Addition, a + b + 5+3
Subtraktiona — b - 23-12
Multiplikation, a - b * 13.3*63.13
Division, a + b /or\ 17/4 = 4\17
Potenza® - 374

Die Reihenfolge, in der eine Folge von Operationen abgéathaird,

lasst sich wie folgt be-

schreiben. Ausdriicke werden von links nach rechts aubggfvobei die Potenzierung die hoch
te Prioritat besitzt gefolgt von Punktoperation, sprichlfiplikation und Division. Die geringste
Prioritat haben Addition und Subtraktion. Mit Hilfe von &&hmern kann diese Vorgehensweise
geandert werden, wobei innere Klammern vor auReren Klamioerechnet werden.
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C.1.2 Variablen

Wie in anderen Programmiersprachen hat auch MATLAB Reg@lVariablennamen. Eine Va-
riable reprasentiert ein Datenelement, dessen Werteméhder Programmausfilhrung — gegebe-
nenfalls mehrfach — geandert werden kann. Variablen weag@and ihre;Namen" identifiziert.
Namen bestehen aus ein bis neunzehn Buchstaben, ZiffernUpderstrichen, wobei das erste
Zeichen ein Buchstabe sein musblan beachte, dass MATLAB Grof3- und Kleinschreibung un-
terscheidet. (Windows ist im Gegensatz zu Linux nicht strites, da Sie jedoch Programme
austauschen wollen, sollten Windows-Benutzer besondefemérksamkeit walten lassen.)

Einer Variablen ist Speicherplatz zugeordnet. Wenn mam \émiable verwendet, dann meint man
damit entweder den zugeordneten Speicherplatz oder demdedort augenblicklich abgespei-
chert ist. EinerlUberblick tiber alle Variablen erhalt man mit dem Befello oderwhos, wobei
letzterer die Angabe des benutzten Speicherplatzes bigihha

Zusatzlich zu selbstdefinierten Variablen gibt es in MATR.A&erschiedene spezielle Variablen.
Diese lauten

spezielle Variablen Wert

ans standard Variablenname benutzt fir Ergebnisse
pi 3.1415.. ..

eps Maschinengenauigkeit

flops Zahler fur die Anzahl der FlieRkommaoperationen
inf steht fur Unendlich (eng. infinity). z.B./0

NaN eng. Not a Number, z.B.,/0

i (und) j i=j=+v-1

In MATLAB kann der Speicherplatz, der durch Variablen belig, durch den Befehtlear
wieder freigegeben werden, z.B.

>clear a b c

C.1.3 Kommentare und Punktion
Der Text, der nach einem Prozentzeicléfolgt, wird in MATLAB als Kommentar verstanden

> dummy = 4 % Wert von dummy
dummy =
4

Mehrere Befehle kdnnen in eine Zeile geschrieben werdemnvsie durch Kommata oder Se-
mikola getrennt werden. Kommata veranlassen MATLAB, digdbnisse anzuzeigen. Bei einem
Semikolon wird die Ausgabe unterdriickt. Durch eine Segwem drei Punkten kann man einen
Befehl in der folgenden Zeile fortsetzen.

C.1.4 Spezielle Funktionen
Eine unvollstandige Liste von Funktionen, die MATLAB bigseellt, ist im folgenden dargestellt.
Die meisten Funktionen sind so definiert, wie man sie Ublialeise benutzt.

>y = cos(pi)
y =
-1

MATLAB bezieht sich im Zusammenhang mit Winkelfunktionen auf dagemalf3.
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Funktion Bedeutung
abs(x) Absolutbetrag
cos(X) Kosinus
exp(x) Exponentialfunktione®
fix(x) rundet auf die nachste, vom Betrag her kleinere gatetd
floor(x) rundet auf die nachste, kleinere ganze Zahl
ged(x,y) groldter gemeinsamer Teiler von x und y
lem(x,y) kleinstes gemeinsames Vielfaches von x und y
log(x) natirlicher Logarithmus
rem(x,y) Modulo (eng. remainder of division), z.B. rem(5,2
sign(x) Signum Funktion, z.B.
sign(2.3) = 1, sign(0) = 0, sign(-.3) =-1
sin(x) Sinus
sgrt(x) Quadratwurzel
tan(x) Tangens

C.1.5 Skript-Dateien

Fur einfache Probleme ist es schnell und effizient, die lHefam MATLAB-Prompt einzugeben.
Fur groRere und umfangreichere AufgabenstellungeetdiéfTLAB die Moglichkeit, sogenann-
te Skript-Dateien zu verwenden, in denen die Befehle in Feimar Textdatei aufgeschrieben sind
und die man am Prompt Uibergibt. MATLAB o6ffnet dann diesedien und fuhrt die Befehle so
aus, als hatte man sie am Prompt eingegeben. Die Datei mamrm$&kript-Datei oder M-Datei, wo-
bei der Ausdruck M-Datei daher riihrt, dass diese DateierSddfix.m haben, z.Bnewton.m .
Um eine M-Datei zu erstellen, ruft man einen Editor auf uneicpert die Datei in dem Verzeich-
nis, von dem aus man MATLAB gestartet hat oder starten wird.atei, z.B.newton.m , wird

in MATLAB dann durch Eingabe vonewton am Prompt aufgerufen.

Fur die Benutzung von Skript-Dateien hat MATLAB unter arate folgende hilfreichen Befehle

M-Datei-Funktionen
disp(ans) zeigt den Wert der Variablans , ohne ihren Namen auszugeben

input erwartet vom Benutzer eine Eingabe
keyboard Ubergibt zeitweise die Kontrolle an die Tastatur
pause halt das Programm an, bis eine Taste betatigt wird

Die folgende Skript-Datdbeispiell.m

% beispiell.m

% Beispiel fuer eine Skript-Datei

tmp = input(’ Geben Sie bitte eine Zahl an > );
3 * tmp;

fuhrt zu der Ausgabe

> beispiell

Geben Sie bitte eine Zahl an > 6
ans =
18
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C.1.6 Dateiverwaltung

MATLAB unterstitzt eine Vielzahl von Dateiverwaltungs$blelen, welche es einem ermoglichen
Dateien zu listen, Skript-Dateien anzusehen oder zu &scind Verzeichnisse zu wechseln.

Datei-Managment-Funktionen

cd path wechselt in das Verzeichipiath

delete beispiel I6scht die Dateeispiel.m

Is zeigt alle Dateien im aktuellen Verzeichnis an

pwd zeigt den aktuellen Verzeichnispfad an

type beispiel zeigt den Inhalt der Datmispiel.m  im Befehl-Fenster

what zeigt alle M-Dateien und MAT-Dateien im aktuellen \&chnis an
C.1.7 Hilfe

Online-Hilfe:  Da sich nicht jeder Benutzer alle MATLAB-Befehle merken kaer auch von
einigen auch nur die Syntax unklar ist, bietet MATLAB die dlichkeit der Online-Hilfe. Dabei
gibt es prinzipiell mehrere Moglichkeiten. Ist einem eiaféhl bekannt und man sucht Informa-
tionen Uber die Syntax, so gibt es den Befedlp .

> help sqrt

SQRT Square root.
SQRT(X) is the square root of the elements of X. Complex
results are produced if X is not positive.

See also SQRTM.

Als Beispiel haben wir uns hier die Hilfe zu dem Befslgrt ausgeben lassen.

Die andere Moglichkeit der von MATLAB gelieferten Hilfetidurch den Befehlookfor  ge-
geben. Hier durchsucht das Programm alle ersten Zeilen ddiiB Hilfe-Kennworter und
Skript-Dateien die im MATLAB Suchpfad zu finden sind. Das Bekenswerte dabei ist, dass
dieser Begriff kein Befehl zu sein braucht.

> lookfor cholesky
CHOL Cholesky factorization
> CHOL  Cholesky factorization.

CHOL(X) uses only the diagonal and upper triangle of X.

The lower triangular is assumed to be the (complex conjugate )
transpose of the upper. If X is positive definite, then

R = CHOL(X) produces an upper triangular R so that R’ *R =X,
If X is not positive definite, an error message is printed.

With two output arguments, [R,p] = CHOL(X) never produces an
error message. If X is positive definite, then p is 0 and R

is the same as above. But if X is not positive definite, then
p is a positive integer and R is an upper triangular matrix of
order g = p-1 so that R’ *R = X(1:9,1:q).
> lookfor factorization

CHOL Cholesky factorization.

QRDELETE Delete a column from the QR factorization.

QRINSERT Insert a column in the QR factorization.
SYMBFACT Symbolic factorization analysis.
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Eine weitere Moglichkeit, sich Hilfe zu verschaffen, ledgtdarin, das Helpdesk aufzurufen. Wenn
Sie helpdesk am Prompt eingeben, 6ffnet sich die folgerillsurhgebung

0 T T T T
K .

sol . S ]

150} N o 1

200l 1 . | |

0 50 100 150 200
nz = 849

C.2 Mathematik mit Matrizen

C.2.1 Matrixkonstruktion und Adressierung

einfache Matrix Konstruktionen
x=[1 4 2*pi 4] erstelle einen Zeilenvektar mit genannten Eintrager
x=anfang.ende erstelle einen Zeilenvektar beginnend mitin fang,
Inkrement 1 und endend mitide
z=anfang:inkrement:ende Ahnliches wie oben mit dem Inkrementkrement

z=linspacegn fang,ende,n)  erzeugt einen Zeilenvektor der Dimensiomnit
.%'(Z) _ (n—i)-anfang+(i—1)-ende

n—1

Im Folgenden sind einige charakteristische Beispieleefufyt.

>B=[1234567 8§

B =
1234
56738
Der Operatot liefert fur reelle Matrizen die Transponierte.
>C =B
C =
15
26
37
4 8
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Der Doppelpunkt in der zweiten Komponente spricht alle vorhandenen Spalted.h. er ist ein
zul:4 aquivalenter Ausdruck.

> C = B(L,)

37
Es lassen sich auch einzelne Komponenten neu definieren.

>A=[123;,456;,78 9

A =
123
456
789

> AL3) = 9

A =
129
456
789

Ist ein Eintrag noch nicht definiert, so verwendet MATLAB dignimale Erweiterung dieser
Matrix und setzt undefinierte Eintrage zu Null.

> A@25) = 4

A =
12900
456014
78900

Im Folgenden werden die Vektord3,2,1) und (2,1,3,1,5,2,4) dazu verwendet, die
Matrix C zu indizieren, d.hC hat die Struktur

A@3,2) A(3,1) A3,3) A3,1) A(3,5) A(3,2) A(3,4)

A22,2) A22,1) A2,3) A2,1) A2,5) A(2,2) A(2,4)
A(L,2) A(1,1) A(L,3) A(1,1) A(L5) A(1,2) A(L,4)

In MATLAB erhalt man nun

> C=A(3:-1:1,21 315 2 4]

C =
8797080
5464450
2191020

Ein weiteres Beispiel fur Indizierung ist

> C=C(1:2,2:3)
C =

79

4 6

Im nachsten Beispiel wird ein Spaltenvektor dadurch koimstt, dass alle Elemente aus der Ma-
trix Chintereinander gehangt werden. Dabei wird spaltenweisgegangen.
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> b=C()’
b =
7496

Das Loschen einer ganzen Zeile oder Spalte kann durch daefihieren in eind x 0-Matrix
geschehen, z.B.

> C(2,:)=[ ]
C =
79

C.2.2 Skalar-Matrix-Operationen

In MATLAB sind Skalar-Matrix-Operationen in dem Sinne dédin, dass Addition, Subtraktion,
Division und Multiplikation mit einem Skalar elementweiderchgefiihrt werden. Es folgen zwei
erklarende Beispiele.

>B -1
ans =
0123
4567
>9 + 3 « B
ans =
12 15 18 21
24 27 30 33

C.2.3 Matrix-Matrix-Operationen

Die Operationen zwischen Matrizen sind nicht so kanonischiefinieren wie die zwischen A
Skalar und Matrix, insbesondere sind Operationen zwisthetnizen unterschiedlicher Dimensi=
on schwer zu definieren. Des Weiteren sind die Operatienamd .+, bzw. / und./ sowie\ und

.\ zu unterscheiden. In nachfolgender Tabelle sind die Maeéxationen beschrieben.

komponentenweise Matrixoperationen

Beispieldaten a = a1, az,...,a,],b=[b1,be,...,by], c €in Skalar
komp. Addition at+c=lay+cag+c...a, =

komp. Multiplikation axc=la;-cag-c ... ap- (]

Matrix—Addition a+b= [a1 +bias+by...a, + bn]

komp. Matrix-Multiplikationen a.xb = [aj - by ag - b ...ay - by]
komp. Matrix-Div. von rechts  a./b = [a1/by a2/bs ... ay/by)
komp. Matrix-Div. von links  a.\b = [b1 /a1 ba/as ... b, /ay)
komp. Matrix-Potenz a’c=[af a§...ag]
ca = [e™ ¢ ... ]

a.b=[ab a2 ... abr]

Es folgen nun einige Beispiele zu Matrixoperationen
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>0=[1 2 3; 4 5 6]; % zwei neue Matrizen
>h=[2 2 2; 3 3 3]
> g+h % addiere g und h komponentenweise

ans =
3 4 5
7 8 9
>ans-g % subtrahiere g von der vorherigen Antwort
ans =
2 2 2
3 3 3
>h.*g % multipliziere g mit h komponentenweise
ans =
2 4 6
12 15 18
>g+xh’ % multipliziere g mit h’
ans =
12 18
30 45

C.2.4 Matrix-Operationen und -Funktionen

Matrixfunktionen
reshape(A,m,n) erzeugt aus den Eintagen der Matmxnem x n-Matrix,
wobei die Eintrage spaltenweise atigelesen werden.

diag(A) ergibt die Diagonale vod als Spaltenvektor

diag(v) erzeugt eine Diagonalmatrix mit dem Vektan der Diagonalen
tril(A) extrahiert den unteren Dreiecksanteil der Matrix

triu(A) extrahiert den oberen Dreiecksanteil der Matdix

Es folgen einige Beispiele

> g=linspace(1,9,9) % ein neuer Zeilenvektor
g =

1 2 3 4 5 6 7 8 9
> B=reshape(g,3,3) % macht aus g eine 3 x 3 Matrix

B =
1 4 7
2 5 8
3 6 9
> tril(B)
ans =
1 0 0
2 5 0

3 6 9
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Funktion Bedeutung

R=chol(A) Choleskyzerlegung
cond(A) Konditionszahl der Matrix
d=eig(A) Eigenwerte und -vektoren
[V.d]=eig(A)

det(A) Determinante

hess(A) Hessenbergform

inv(A) Inverse

[L,U]=lu(A) Zerlegung gegeben durch Gauss-Algorithmus
norm(A) euklidische-Norm

rank(A) Rang der Matrix4

Bemerkung:  Der \ Operator ist auch fur Matrizen definiert und liefert in Komdtion mit A
Vektoren fur regulare Matrizen ihre Inverse, dd. (-1)x=A \Xx .

C.2.5 Spezielle Matrizen

spezielle Matrizen
eye(n) erzeugt eine Einheitsmatrix der Dimension
ones(m,n) erzeugt eina x n-Matrix mit den Eintragern
zeros(m,n) erzeugt eina x n-Matrix mit den Eintragerd

C.2.6 Spezielle Funktionen fur schwachbesetzte Matrizen

Bei vielen numerischen Anwendungen treten schwachbesktatrizen auf. MATLAB hat fur -, <o
solche Matrizen besondere Sparse-Funktionen, die diéggen&haft Rechnung tragen. @

Funktion Bedeutung

find(A) findet Indizes von Nichtnulleintragen

nnz(A) Anzahl an Nichtnulleintragen

spdiags(v) erzeugt eine Sparse-Diagonalmatrix mit dentovekals Diagonale
speye(n) erzeugt eine Sparse-Einheitsmatrix

spy(A) visualisiert die Struktur der Matrix

Kurze lllustration der Funktionsweise obiger Befehle arthainiger Beispiele.
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> E=eye(100); % vollbesetzte 100 x 100 Einheitsmatrix
> Es=sparse(E); % Sparse-Version von E

> whos
Name Size Elements Bytes Density Comple
E 100 by 100 10000 80000 Full No
Es 100 by 100 100 1600 0.0100 No
Grand total is 10100 elements using 81600 bytes
> A=spdiags([7 *ones(4,1),ones(4,1),2 *ones(4,1)],[-1,0,1],4,4);
> nnz(A)
ans =
10
> full(A)
ans =
1 2 0 O
7 1 2 O
0 7 1 2
o o0 7 1

Als Beispiel firspy sei hier die Besetzungstruktur einer 3D-FEM Steifigskediisin gezeigt.

ol = |
100} h . 1

150( - S 1

200l . |

0 50 100 150 200
nz = 849

C.3 Datenverwaltung

Fur die meisten Anwendungen genigt es, Datenfelder aneiformat abzuspeichern und wieder
laden zu konnen. Die Befehlead undsave setzen voraus, dass die Daten in einem System
unabhangigen, binaren Format in einer Datei mit dem Suffit gespeichert sind oder in einem
einfachen ASCII-Format vorliegen.
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C.3.1 Daten speichern

Im Folgenden wird ein@ x 5 -Matrix im binar-Format in der Dateh.mat gespeichert. Diese
Daten sind sehr kompakt gespeichert.

> A=zeros(3,5);
> save A

Gibt man sich aber den Inhalt dieser Datei auf dem Bilschiusy ao gibt er wenig Sinn. Mochte
man sich also z.B. einen Losungsvektor sichern um ihrespaer Hand zu analysieren® so spei-
chere man die Daten als ASCII-Datei, dabei kann man wahlschen einer 8-stelligen oder
16-stelligen Abspeicherung.

> save matl.dat A -ascii % 8-stellige Speicherung
> save mat2.dat A -ascii -double % 16-stellige Speicherung

Hier wurde die Matrix mit 8-stelligem Formatin der Dateatl.dat gespeichert, bzw. 16-stellig
in der Dateimat2.dat

C.3.2 Daten laden

Mit dem Befehlload A versucht MATLAB, die inA.mat gespeicherten Daten in einem Daten-
feld A zu speichern. Auch ASCII-Dateien kann MATLAB lesen. Da ex f[gdoch keine Standar-
dendung gibt, ist die Datei inklusive Endung anzugebensiEdarauf zu achten, dass ein recht-
eckiges Feld an Daten vorliegt, d.h. das<Zeilen mit jeweilsn numerischen Werten vorliegen.
MATLAB erstellt dann einen x n-Matrix mit dem Namen der Datei ohne Suffix.

> load matl.dat

> whos
Name Size Elements Bytes Density Complex
matl 3by5 15 120 Full No

Grand total is 15 elements using 120 bytes

C.4 Ausgabe von Text

Mit dem Befehlfprintf lassen sich Strings, d.h. Zeichenfolgen, auf dem Bildstlainsgeben.

> fprintf("\n Hello world %212.3e\n’,4);

Hello world 4.000e+00

Man sieht, dass der auszugebende Text zusatzliche Zeaftealt, die nicht mit ausgedruckt
werden. Diese Zeichen nennt man Escape-Sequenzen. Inmoldgespiel ist die Sequenn
eingebaut\n steht fur,newline” und sorgt dafiir, dass bei der Textausgabe anmfetslen eine
neue Zeile begonnen wird. Der Ausdruifid 2.3e dient als Platzhalter fur einen reellen Wert, der
durch Komma getrennt hinter der Zeichenkette folgt. Dabeile Zahl in Exponentialdarstellung
auszugeben, wofir 12 Stellen mit 3 Nachkommastellen tgerstellt. Im Beispiel ist dies der Wert
4. Anstatt eines expliziten Wertes konnen auch Variablear ddisdriicke, z.B3 * 4 stehen. Ein
Platzhalter kann mehrfach in eingonintf  -Befehl vorkommen. In diesem Fall missen hinter
der Zeichenkette genau so viele Werte folgen, wie Plahaligegeben sind. Die Reihenfolge
der Werte muss mit der Reihenfolge der Platzhalter Ubstigimen, da die Ausdriicke von links
nach rechts bewertet werden. Die Escape-Sequenzen ditrfBext an beliebiger Stelle stehen.
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Ausgabeformate
Befehl Ausgabe
fprintf('%.0e\n’,1.234567)  1e00+
fprintf(%.2e\n’,1.234567)  1.23e00 +
fprintf('%.5e\n",1.234567)  1.23456e00 +
fprintf('%210.0e\n’,1.234567) 1e00 +
fprintf('%210.2e\n’,1.234567) 1.23e00 +
fprintf('%210.5e\n’,1.234567) 1.2346e00 +
fprintf('%10.2f\n’,1.234567) 1.23
fprintf('%10.5f\n’,1.234567) 1.23457

MATLAB rundet numerische Werte bei der Ausgabe, wenn notig

C.5 Kontrollbefehle

C.5.1 For-Schleifen
1. Mit jeglicher gultigen Matrix-Darstellung lasst sichnei FOR-Schleife definieren, z.B.

>data = [1 7 3 2,547 2]

data =
17 32
5472
> for n=data
x=n(1)-n(2)
end
X =
-4
X =
3
X =
-4
X =
0
2. FOR-Schleifen kdnnen nach Belieben geschachtelt werden.
> for k=3:5
for 1=4:-1:2
A(k,D=k"2;
end
end
> A
A =
0O 0 0O
0O 0 0O
0O 7 6 5
0 14 13 12
0 232221

A 3. FOR-Schleifen sollten vermieden werden, wann immer sieutch eine aquivalente Matrix-
Darstellung ersetzt werden lonnen Der folgende Ausdruck ist darunten in optimierter Version
aufgefiuhrt.
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> for n=1:10
x(n)=sin(n  *pi/10);
end
>X
X =
Columns 1 through 7
0.3090 0.5878 0.8090
Columns 8 through 10
0.5878 0.3090 0.0000

> n=1:10;
> x=sin(n  * pi/10);
> X
X =
Columns 1 through 7
0.3090 0.5878 0.8090
Columns 8 through 10
0.5878 0.3090 0.0000

> x=zeros(1,10);
> x(1)=0.5;
> for n=2:10
x(n)=x(n-1)  =*sin(n = pi/10);
end
> X
X =
Columns 1 through 7
0.5000 0.2939 0.2378
Columns 8 through 10
0.1023 0.0316 0.0000

C.5.2 WHILE-Schleifen
WHILE-Schleifen sind wie folgt aufgebaut.

while Aussage
Anweisungen
end

> num=0; EPS=1;
> while (1+EPS) > 1
EPS=EPS/2;
num=num-+1;
end
> num
num =
53

0.9511 1.0000 0.9511 0.8090

0.9511 1.0000 0.9511 0.8090

4. Um die Ausfihrungsgeschwindigkeit zu maximieren, sollte berbtigter Speicherplatz vor A
Ausfiihrung der FOR-Schleife alloziert werden.

0.2261 0.2261 0.2151 0.1740

Die Anweisungen zwischemvhile undend werden so lange ausgefihrt, widussage wahr

Numerik 1 (Einfithrung in die Numerische Lineare Algebra), 25. Januar 2013



138 Anhang C: Einfuhrung in MATLAB

C.5.3 IF-ELSE-END Konstrukte

Eine IF-ELSE-END-Schleife enthalt nach dem IF eine Aussalie daraufhin Uberprift wird, ob

sie wahr oder falsch ist. Ist sie wahr, so werden die in degefaden Zeilen stehenden Anwei-
sungen ausgefuhrt und die Schleife beendet. Ist sie fadecarfolgen die Anweisungen, die dem
ELSE folgen (ELSE ist optional). Solch ein Konstrukt kanweitert werden um beliebig viele

ELSIF Befehle, die dieselbe Funktion haben wie der am Anfstetpende IF Befehl, aber nur
beachtet werden, falls alle vorher Uiberpriuften Aussdgksch sind.

if Aussagel
Anweisungen, wenn Aussagel wahr
elseif Aussage?2
Anweisungen, wenn Aussagel falsch und Aussage2 wahr

else
Anweisungen, wenn Aussagel und Aussage2 falsch

end

C.5.4 Relationen und logische Operatoren

Relationen
< kleiner als
<= Kkleiner als oder gleich
> groRer als
>= grolRer als oder gleich
== (gleich
= ungleich

logische Operatoren
& UND
| ODER
~  NICHT

C.6 Graphische Darstellung

C.6.1 Zweidimensionale Graphiken
> f="sin(x)’;
> fplot(f,[0 8]);
> title(f), xlabel(’x’),ylabel('f(x)");

> x=0:0.1:1;

>y=[-0.2 0.1 32 3 21 23 26 -09 0.2 -1 .1]
>z=[-0.12 0.3 26 31 13 23 23 -0.7 0.1 .1 1]
> plot(x,y,’0’,X,y,X,2,".");

> title("Zwei beliebige Funktionen’),xlabel(’x’);

> legend("f(x)’,’g(x)")
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sin(x)

0.8

0.4

0.2

f(x)
<

Zwei beliebige Funktionen

Linientypen und Farben
Symbol Farbe Symbol Linientyp
y gelb Punkt
m magenta o Kreis
c cyan x x-Markierung
r rot + +-Markierung
g grun * Sternchen
b blau — durchgezogene Linie
w weild gepunktete Linie
k schwarz —. Strichpunkt-Linie
— gestrichelte Linie
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2-D Graphikanweisung
axis modifiziert die Axen-Proportionen
clf |6scht die Graphik im Graphik-Fenster
close schlief3t das Graphik-Fenster
grid erzeugt ein achsenparalleles Gitter
hold ermoglicht dasJberlagern von Graphiken
subplot erstellt mehrere Teilgraphiken in einem Fenster
text gibt Text an vorgegebener Stelle aus
title Zeigt einen Titel an
xlabel beschriftet die x-Achse
ylabel beschriftet die y-Achse
colormap(white) wechselt die Farbtabelle, fur S/W-Morst

C.6.2 Dreidimensionale Graphiken

> [X,Y,Z] = peaks(25)
> mesh(X,Y,2)

10

SN \“ //, N =
= e NN "%
S s :,'

> subplot(1,2,1);

> [X,Y,Z] = peaks(25);

> mesh(X,Y,2);

> subplot(1,2,2);

> X=1:20;

> Y=1:20;

> Z(X,Y)=(-(cos(X/4))) * (sin((20-Y)/10).”3);
> mesh(X,Y,2);
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10 1

C.6.3 Graphiken drucken

Graphik-Druckbefehl
print [-dAusgabetyp] [-Optionen] [Dateiname]

Ausgabetyp -dps Postscript fur Schwarzweil3drucker

-dpsc Postscript fur Farbdrucker

-deps Encapsulated Postcript

-depsc Encapsulated Color Postcript
Optionen -R<Drucker>  Spezifiziert den zu benutzenden Drucker

Die Eingabe
> print fig4 -deps erzeugt die Datefig4.eps

C.7 Fortgeschrittenes

C.7.1 MATLAB-Skripte

Wie schon im Abschnift C.115 erwahnt, lasst sich eine Ad#ovon MATLAB-Befehlen auch in
einer Datei speichern. Diese kann man dann am Befehl-Feasfaufen und die gespeicherte
Folge von Befehlen wird ausgefuhrt. Solche Dateien wealeMATLAB-Skripte oder M-Files
bezeichnet. Alle 0.g. Befehle lassen sich in einer Datei mBdem Namerabc.m zusammen-
stellen. Fur die Wahl des Dateinamens gelten dabei diefalgn Regeln:

e das erste Zeichen ist ein Buchstabe und
e die Datei hat die Endungn .
Um ein solches M-File zu erstellen, ruft man den Editor aef, & erlaubt Text einzugeben und

diesen als Datei zu speichern. Wenn man den Editor gedtattajebe man die folgenden Befehle
ein und speichere die Datei unter dem Narabn.m
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3

I
o =

3

O oo
w

x1 = (-b + sqrt(b™ 2 - 4 *axC))/(2 +a)
X2 = (-b - sqgrt(b™ 2 - 4 *axCc))/(2 +a)

A()j

Um nun die Befehle aus der Datbic.m auszufuhren, gibt man im MATLAB-Befehlsfenster

> abc

ein. MATLAB sucht im aktuellen Pfad nach der Datdc.m und fiihrt die darin enthaltenen
Befehle aus. Das aktuelle Verzeichnis wird angezeigt, wean

> pwd

eingibt (pwd, engl. print working directory).

C.7.2 Erstellen eigener Funktionen

Es wird sicherlich etwas komfortabler sein, eine eigenekkan zu haben, der mambundc als
Argument Ubergibt un die beiden Wurzeln als Eregebnislerhls jedesmal erneut ein eigenes
M-File anzufertigen. Ein solches Programm kdnnte z.B foligende Dateroot.m sein.

a = input(Enter a: ");
b = input(Enter b: );
¢ = inputCEnter c: );

~—

x1
X2

(-b + sqgrt(b™ 2 - 4 *axC))/(2 *a)
(-b - sqgrt(b™ 2 - 4 *axC))/(2 *a)

Die Prozentzeichen in den ersten Zeilen dienen der Dokuatient Alles was einem solchen Zei-
chen folgt, wird von MATLAB nicht ausgewertet, sprich inpegtiert. Die Argumente werden in
dieser Funktion jedoch nur bedingt ibergeben und ausgegé&tine Funktion, die diese Aufgabe
erfullt, ist die folgende.

function [x1, x2] = quadroot(a,b,c)

radical = sqrt(b™2 - 4 *ax* C);
x1 = (-b + radical)/(2 * Q)
x2 = (-b - radical)/(2 * Q)

Wenn eine Funktion keine Ruckgabewerte hat, konnen digec Klammern mit den Variablen
und das Gleichheitszeichen fehlen. Fehlen die Eingabeedes, so kann auch der Klammeraus-
druck nachquadroot fehlen. Auf die in der Funktion verwendeten Variablen, mitical
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kann man vom Befehlsfenster nicht zugreifen. Ist die Famkin der Dateguadroot.m  gespei-
chert, so erhalt man die Wurzeln, indem man

[x1, x2] = quadroot(1,3,-5);

eingibt. Es kann vom Befehlsfenster oder einer anderen Dateer nur die erste Funktion in einer
Datei aufgerufen werden. Dies bedeutet, in einer Daten&iirmehrere Funktionen stehen, aber
nur die erste Funktion kann extern aufgerufen werden. Agaren Funktionen kénnen nur von
Funktionen in der gleichen Datei aufgerufen werden. Fiar Alafang ist es einfacher, wenn jede
Datei nur eine Funktion enthalt. Entscheidend fur denkiiansnamen ist der Name der Datei.
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SPEICHERFORMATE RJR SCHWACH
BESETZTEMATRIZEN

Im Folgenden werden wir einige Speicherformate fur schwaesetzte Matrizen vorstellen, wel-
che speziell im Zusammenhang mit Iterationsverfahren aterésse sind. Den Speicherformaten
fur schwach besetzte Systeme kommen aus zweierlei Gnigide besondere Bedeutung zu:

e Die Wahl der Speicherform hat direkte Auswirkungen auf diewendeten Losungsver-
fahren (spezielle Matrixform, z.B. Bandmatrix, symmethis Matrix, etc.). Unter anderen
wegen ihres Auffllllverhaltens (Erzeugung neuer NicHitlemente) der verschiedenen
Algorithmen, der Zugriffshaufigkeit auf spezielle Eex)e (z.B. der Diagonaleintage) und
somit ihrer Konsequenzen auf die Speicherstruktur.

¢ In den meisten hoheren Programmierspradbfir++, Java , Fortran |, etc. stehen fur die
meisten Standardprobleme der numerischen Linearen Adgadrschiedene Programmpa-
kete (Lapack, Linpack, Eispack u.v.a.) mit fertig implerierien numerischen Algorithmen
zur Verfugung. Diesen Bibliotheken missen die Daten abbestimmten Datenstrukturen
Uibergeben werden.

D.1 Koordinatenformat (COO-Format)

Das einfachste Format zur Speicherung von schwach bas®fztieizen fur iterative Verfahren ist
das KoordinatenformatGoordinate Storage, COO-Format).

Es verwendet 3 Vektoren der Lange fAz (nnz~ number of nonzero elements):

e ein Vektor,Wert* vom Datentyp der Eintrage;;, in dem die Nichtnull-Elemente va in
beliebiger Reihenfolge stehen,

e ein Index-Vektor,Zeilenindex* und

¢ ein Index-Vektor,Spaltenindex‘, in denen zu jedem Element y@vert* die entsprechenden
Koordinaten, d.h. Zeilen- und Spaltenindices, aus der iMatringetragen werden. Meist
sind dies Vektoren voransigned (long) integer

Dieses Format wird haufig wegen seiner Einfachheit verwei(dient oft als eine von vielen
moglichen Schnittstelle zu Bibliotheken). Der Umstandssl die Nichtnull-Matrixelemente in
beliebiger Reihenfolge im FeldNVert* stehen dirfen, ist sowohl ein Vorteil als auch ein Mad

des COO-Formats. Einerseits kdnnen die bei der Losun@Gigshungssystems neu auftretenden
Nichtnull-Elemente einfach am Ende der Felder ohne irgefciven Umordnungsaufwand an-
gehangt werden. Andererseits ist der Suchaufwand naemdestimmten Matrixelement enorm,
da ja keinerlei Strukturinformation der Matrig in das Speicherformat selbst eingeht (ist das ge-
suchte Element gleich Null, missen die Felder komplettiosucht werden, bis diese Information
vorliegt). Ein weiterer Nachteil ist auch der immer nochhtawohe Speicherbedarf.
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Ein Beispiel soll die Datenspeicherung illustrieren.

Beispiel D.1.1 Die Matrix

10 0 0 22 31 O
—4 8 0 0 0 O
A 00 -6 9 0 0
00 0O 7 0 0
0 0 5 0 20 11
12 0 0 14 0 44
geht Uber zu
Werta; 441 -6 1201121431/ 54,10, 8| 7|9 |22|11

Zeilenindexc | 6 | 3|5 6|6 |15 2|1/2|4]3|1|5

Spaltenindey | 6 | 3 |5 |1 4|5 |3 |1|1|2|4/4/|4 6

In Matlab kann man einen eigenen Datenty@DO-Matrix definieren und sowohl die Opera-
toren+, *,-,/  Uberladen, als auch die Ein- und Ausgabe dem bekanntera&mhanpassen.
Im Folgenden beschranken wir uns auf die Wiedergabe eifitgthoden, die den Datentypen
coomatrix definieren, Ein- und Ausgabe sowie Multiplikation ermogkn, so dass man u.a.
das CG-Verfahren testen konnte. Die Routinen bzw. Methadeeiner Klasse stehen in Matlab
Ublicherweise in einem Unterverzeichnis gleichen Namdrs die Methodertoomatrix.m

etc. stehen im Verzeichni@coomatrix . Fir einen ersten Einstieg in Klassendefinitionen in
Matlab, sei auf das Beispipblynom in der Matlab-Dokumentation verwiesen.

MATLAB -Funktion: @coomatrix/coomatrix.m

function p = coomatrix(i,j,a)
%COOMATRIX Coordinate format class constructor.

% A = COOMATRIX(i,j,a) creates a compressed matrix object fr om
%  the vectors ij,a, containing the entries of a matrix A.
if nargin ==
p.a = []; porow = [|; p.col = [;
p.m = O;
p.n = 0;
p = class(p,’coomatrix’);
el seif nargin == 1 && isa(i,’coomatrix’)
p=15
el seif nargin == 1 && isnumeric(i)
[p.row,p.col,p.a] = f1 nd();
p.row=p.row’;p.col=p.col’;p.a = p.a’;
p.m = max(p.row); p.n = max (p.col);
p = class(p,’coomatrix’);
el se
p.row = i(:).";
p.col = j(:).;
pa = a().;
p.m = max(p.row);
p.n = max(p.col);
p = class(p,’coomatrix’);
end
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MATLAB -Funktion: @coomatrix/display.m

function display(p)
% COOMATRIX/DISPLAY Command window display of coomatrix
formatedspace
di sp([inputname(1),” = ')
formatedspace
short = 7( nmax(p.row)>9999 || max (p.col)>9999);
for k=1: | engt h(p.row)
i = nun2str(p.row(k)); j = nun?st r (p.col(k));
i f short
txt =’ , P
txt(5- | engt h(i):5) = ['(,i];
txt(7:7+ length@) = [,)7;
el se
txt =’ ,
txt(11- | engt h(i):21) = [(C,i];
txt(13:13+ | engt h() = [,)T;
end
di sp([txt,  sprintf('%213.4f,p.a(k))])
end
formatedspace

function formatedspace
swi t ch get (0,FormatSpacing’)
case ’'loose’
di sp( ),
end

MATLAB -Funktion: @coomatrix/subsasgn.m

function p = subsasgn(p,s,b)

% SUBSASGN

switch s. type

case ()
i f size(s.subs,1)=1 || si ze(s.subs,2)™=2
error (??? Index exceeds matrix dimensions.’)

end
i = s.subs{1,1}; jj = s.subs{1,2};
for i = 1: | engt h(ii)

for j = 1. I engt h(jj)

p.row = [p.row,ii(i)]; p.col = [p.coljj(j)l;
p.a [p-a,b(i.)];
end
end
p.m = max(p.row); p.n = max (p.col);
otherwise
error ('Specify value for i and j as A(i,j))

end
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MATLAB -Beispiel:

Anlegen einer Matrix im COO- >> A=coomatrix([1,2],[2,3],[1.2,1.4])
Format funktioniert mit der Anwei- A =
sungcoomatrix . (1,2) 1.2000

(2,3) 1.4000
Durch die Funktion subsref >> A(1,4)=2;
kénnen einzelne Eintrage zu der>> A(1,4)=3
Matrix hinzugefiigt werden. Index- A =

paare {,j) konnen dabei doppelt ~ (1:2) 1.2000
auftreten (2,3) 1.4000
' (1,4) 2.0000

(1,4) 3.0000

MATLAB -Funktion: @coomatrix/subsref.m

function b = subsref(a,s)
% SUBSREF
switch s. type

case ()
I f size(s.subs,1)=1 || si ze(s.subs,2)"=2
error (??? Index exceeds matrix dimensions.’)
end
i = s.subs{1,1};
i = s.subs{1,2};
b = zeros(l ength(i), | ength(j);
for i = 1: | engt h(i)
i i) > a.m, error ("??? Index exceeds matrix dimensions.’)
; end
for j = 1: I ength(j)
it i) > a.n, error (??? Index exceeds matrix dimensions.
), end
b(i,j) = get_index(a,ii(i).jj());
end
end
otherwise
error ('Specify value for i and j as A(i,))")
end

function aij = get_index(mat,i,j)

aij = 0;

i = find(mat.row==i);

It T senpt y(ii)
j = find(mat.col(ii)==j);
It Tisempty()

for k=1: | engt h(j)
aij = aij + mat.a(i(j(k)));
end
end
end

Numerik 1 (Einfithrung in die Numerische Lineare Algebra), 25. Januar 2013



Abschnitt D.1: Koordinatenformat (COO-Format)

149

MATLAB -Funktion: @coomatrix/mtimes.m

function r = mtimes(A,q)
% COOMATRIX/MTIMES Implement A » q for coordinate matrix,
% g vector or scalar
I f isa(A,’’coomatrix’) && isnumeric(q)
if size(q,l) = size(@?2) ==1
Aa =g * Ag

r=A
return
elseif A.n "= size(q,1),
error (Clnner matrix dimensions must agree.’)
end
r = zeros(A.m, size(q,2));
for j =1 size(q,2)
for k = 1. | engt h(A.a)
r(A.row(k)) = r(Arrow(k)) + A.a(k) * q(A.col(k).));
end
end
el se
err or (Multiplication not defined for these types.’)
end

MATLAB -Beispiel:

Durch die Funktion subsasgn A(1,2)
funktioniert auch der Zugriff auf ans =
einzelne Eintrage der Matrix wie 1.2000
aus Matlab bekannt. Da ein Index>> A(1.3)
o . : . ans =
(7, 7) gdf. nicht eindeutig ist, muss 0
die ganze Matrix durchsucht wer-

den.

Multiplikation einer Matrix im >> A=coomatrix([1,2],[2,3],[1.2,1.4]);
COO-Format mit einem Vektor >> b = A * [2;1;3]

lasst sich mittels dedJberladens P =
des * -Operators mit der Funktion
mtimes.m wie gehabt realisieren.

1.2000
4.2000

Aufgabe D.1.2 Realisieren Sie eine Methodtranspose , welches die Verwendung des Ope-
rators Transponiert-Operatorsin Matlab wie bekannt ermdglicht.
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D.2 Komprimierte Zeilenspeicherung (CRS-Format)

Das CRS-FormatiompressedRow Storage-Format, Komprimierte Zeilenspeicherung) ist itere
eine relativ kompakte Speicherform, die aber nicht vonrefp@stimmten Struktur der Matrix
ausgeht. Sinn dieses Formates ist es, sehr schnell allénNiEHElemente einer bestimmten Zeile
zu finden.

Es seid € R™*", dann benotigt das Format 3 Vektoren, 2 der Langé Ahzind 1 mit der Lange
m + 1:

e ein Vektor, Wert*, in dem die Nichtnull-Elemente vaosl zeilenweise, von links nach rechts,
stehen;

¢ einen Index-Vektoy Spaltenindex’, in dem zu jedem Element yhlert* der entsprechende
Spaltenindex aus der Matrix eingetragen wird;

e einen Index-Vektor,Zeilenzeiger“, in dem der Beginn jeder Matrixzeile im Felyert
gespeichert wird. Bei Index + 1 wird der Wert nnzA) + 1 abgelegt.

Das CRS-Format benotigt gegeniiber dem COO-Format dewtleniger Speicher, kein Eintrag

kommt mehrfach vor, ein Index-Vektor ist i. Allg. deutlighidirzer. Auch das Suchen nach einem
bestimmten Matrixelement geht hier deutlich schnellerrd®da vom Losungsalgorithmus aber
neue Nichtnull-Elemente erzeugt, dann ist die Einordnwundomplizierter und auch mit mehr

Aufwand verbunden als beim COO-Format.

Beispiel D.2.1 Die Matrix

10 0 0 22 31 O

-4 8 0 0 0 O

A 00 -6 9 0 O
o0 o0 7 0 O

00 5 0 20 11

12 0 0 14 0 44

geht Uber zu
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14

Werta;; 10/ 22/31|-4| 8|-6| 9|7 |5|20/11|12|14 44

Spaltenindex| 1 |4 |5 | 1|2 |3 4|43 |5|6|1/4|6

Zeilenzeiger | 1 | 4 |6 | 8|9 |12|15
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MATLAB -Funktion: @crsmatrix/crsmatrix.m

function p = crsmatrix(i,j,a)
%CRSMATRIX Compressed row storage format class constructo

% A = CRSMATRIX(i,j,a) creates a compressed matrix object fr

%  the vectors ij,a, containing the entries of a matrix A.
if nargin ==

p.a = [; p.col = [l; p.ptr = [];

pm = 0; p.n = 0;

p = class(p,’crsmatrix’);

el seif nargin == 1 && isa(i,’crsmatrix’)
p =15

el seif nargin == 1 && isnumeric(i)
[p.col,row,p.a] = find@;
p.n = max(p.col); p.m = max (row);
p.col = p.col’; p.a = p.a’;
p.ptr = i nd([row(:);row( end)+1]-[0;row()])’;
p = class(p, crsmatrix’);

el se
p = crsmatrix(  spar se(i,j,a));

end

om

MATLAB -Funktion: @crsmatrix/display.m

function display(p)
% CRSMATRIX/DISPLAY Command window display of crs-matrix

formatedspace, di sp([inputname(1),” = ), formatedspace
short = 7( max(p.col)>9999 || p.ptr( end)>9999+1);
for k

= 2: | engt h(p.ptr)
for j = p.ptr(k-1):p.ptr(k)-1
i = nun@str(k-1); jj = nun?st r (p.col(j));
i f short
txt =’ , ,
txt(5- | engt h(i):5) = [(,ii];
txt(7:7+ | engt h() = [i,)7;
el se
txt =’ , ;
txt(11- | engt h(i):11) = [(,ii];
txt(13:13+ | engt h()) = [ii,)7;
end
di sp([txt,  sprintf ('%213.4f,p.a()))])
end
end
formatedspace

function formatedspace
swi t ch get (0,FormatSpacing’)
case ’loose’
dirspC ')
end
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MATLAB -Funktion: @crsmatrix/mtimes.m

function r = mtimes(A,q)
% CRSMATRIX/IMTIMES Implement A = ¢ for crs-format matrix,
% q full matrix of matching size
I f isa(A, crsmatrix’) && isnumeric(q)
i f An "= size(q,1),
error (lnner matrix dimensions must agree.’)
end
r = zeros(A.m, size(q,2));
for j = 1L:Am
for k = A.ptr(j):A.ptr(j+1)-1
rg,.) = r(,:) + A.ak) * ((A.col(k),?);
end
end
el se
er r or (Multiplication not defined for these types.’)
end

MATLAB -Beispiel:

Anlegen einer Matrix im CRS- >> A = crsmatrix([3,2,1,2,3,1], ...

Format funktioniert mit der Anwei- >> (2,2,4,3,1,1], ..
sungcrsmatrix :> [1,2,3,4,5,6])

(1,1) 6.0000

(1,4) 3.0000

(2,2) 2.0000

(2,3) 4.0000

(3,1) 5.0000

(3.2) 1.0000

Aufgabe D.2.2 Realisieren Sie die Methodesubsref, ctranspose

, welche den Zugriff

auf einzelne Eintrage und das Transponieren in Matlab efi@bnt ermdglichen.

D.3 Moadifizierte komprimierte Zeilenspeicherung (MRS-Fomat)

Mit dem MRS-Format i odified CompresseRow Storage-Format, Modifiziertes CRS-Format)
wird nochmals versucht, den ohnehin schon geringen Speieltebedarf des CRS-Formats noch
weiter zu senken und direkten Zugriff auf die Diagonaleletaezu haben. Denken Sie z.B. an das
Jacobi-Verfahren, bei dem man nicht nur eine Matrix-Veltutiplikation mit der Koeffizien-
tenmatrix sondern auch mit der Inversen ihrer Diagonalertigt.

Beim MRS-Format geht man davon aus, dass die Hauptdiageolhl@der zumindest tiberdurch-
schnittlich hoch) besetzt ist, eine Bedingung, die fagt @mlder Praxis vorkommenden Matrizen
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erfullen. Speichert man nun die Hauptdiagonale extra@lyigl keinerlei zusatzliche Koordina-
teninformation daflir benotigt, denn man weil3 ja, dass @aB dritte Hauptdiagonalelement in der
dritten Zeile und der dritten Spalte steht.

Diese Grundidee wird im MRS-Format folgendermalRen umgeset

Es seid € R™*™, In dem Vektor, Wert* werden zuachst samtliche Hauptdiagonalelemeime e
getragen, danach wird ein Feld freigelassen. Ab Index 2 werden nun wie beim CRS-Format
zeilenweise die Nichnullelemente, natirlich ohne die pldiagonalelemente, abgespeichert. Die
erstenm + 1 Elemente des Vektorgndex® ersetzen das beim CRS-Format seperate Zsiden-
zeiger“. Ab Indexm + 2 werden dann wieder die Spaltenindizes der entsprechenderixie-
mente des Felded\Vert' abgespeichert.

Vor- und Nachteile dieser Speicherform sind ahnlich densd®rmat. Das MRS-Format ist re-
lativ beliebt.

Beispiel D.3.1
100 0 0 22 31 0
-4 8 0 0 0 O
A 00 -6 9 0 0
00 0 7 0 O
00 5 0 20 11
12 0 0 14 0 44

geht Uber zu

1 2 3 45 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
Werta;; 10| 8 |-6| 7 |20 44 22/31/-4|/9 |5 |11|12|14
Index 8 110(11/12|12|14/16|4 |5 |1 |4 |3 |5 |1 |4

MATLAB -Funktion: @mrsmatrix/mrsmatrix.m

function p = coomatrix(i,j,a)
% COOMATRIX Coordinate format class constructor.

% A = COOMATRIX(i,j,a) creates a compressed matrix object fr om
%  the vectors ij,a, containing the entries of a matrix A.
if nargin ==
pa = [, pind = [I;
p.m = 0; p.n = 0;
p = class(p,’ mrsmatrix’);
el seif nargin == 1 && isa(i,mrsmatrix’)
p=1=5
elseif nargin == 1 && isnumeric(i)
% dirty, at least one off-diagonal entry neccessary
[col,row,a] = find(@i);
p.n = max(col); p.m = max (row);
ptr = i nd(col==row);

p.a zeros(1, m n(p.m,p.n));
p-a(col(ptr)) = a(ptr);
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ptr = i nd(col’=row); row = row(ptr);
p.ind = 1+ m n(p.m,p.n)+ fi nd([row(:);row( end)+1]-[0;row()])’;
p.ind = [p.ind,col(ptr)7;
p.a = [p.a,0,a(ptn];
p = class(p,’ mrsmatrix’);
el se
p = mrsmatrix( sparse(i,)j,a));

end

MATLAB -Funktion: @mrsmatrix/display.m

function display(p)
% MRSMATRIX/DISPLAY Command window display of mrs-matrix
formatedspace
di sp([inputname(1),” = ')
formatedspace
short = "(p.m>9999 || p.n>9999);
for k = 1: m n(p.m,p.n)
I p.ak)
printentries(k,k,p.a(k),short)
end
end
for k = 1:p.m
for j = p.ind(k):p.ind(k+1)-1
printentries(k,p.ind(j),p.a(j),short)
end
end
formatedspace

function formatedspace
swi t ch get (0,’FormatSpacing’)
case 'loose’
di sp( ’);
end

function printentries(ii,jj,aij,short)
i = nun2str(ii); j = nun2str (jj);
I f short
txt =’ , ;
txt(5- | engt h(i):5) = ['(,i];
txt(7:7+ length() = [.07;
el se
txt =’ , 5
txt(11- | engt h(i):11) = [(C,i];
txt(13:13+ [ ength(@) = [,)];
end
di sp(txt,  sprintf (%13.4f,aij)])
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MATLAB -Funktion: @mrsmatrix/mtimes.m

function r = mtimes(A,q)
% MRSMATRIX/MTIMES Implement A = q for mrs-format,
% q vector or matrix of matching size
i f isa(A’mrsmatrix’) && isnumeric(q)
if An "= size(q,1),
error (lnner matrix dimensions must agree.’)

end
r = zeros(A.m, size(q,2));
for j = 1:Am

rG:) = A.a() *q(.);

for k = Aind(j):A.ind(j+1)-1
rG,)) = r@,)) + A.ak) * (A.ind(k),);
end
end
el se
err or (‘Multiplication not defined for these types.’)

end

MATLAB -Beispiel:

Anlegen einer Matrix im MRS- >> A = mrsmatrix([3,2,1,2,3,1], ...

Format funktioniert z.B. mit der >> [2,2,4311], ..
Anweisungmrsmatrix . Auch die :> [1,2,3,4,5,6])
Mul'gpllkatlon lasst sich kanonisch (1.1) 6.0000
realisieren. 2.2) > 0000
(1,4) 3.0000
(2,3) 4.0000
(3,1) 5.0000
(3,2) 1.0000
>> x = [0,1;1,1;2,1;2 0O];
>> Ax X
ans =
6 6
10 6
1 6
Aufgabe D.3.2 Realisieren Sie die Methodesubsref, ctranspose , welche den Zugriff

auf einzelne Eintrage und das Transponieren in Matlab efi@ibnt ermoglichen.

Aufgabe D.3.3 Schreiben Sie eine Funktion, die das Jacobi-Verfahren #suhg von linearen
Gleichungssystemen fur in CRS-Format gespeicherte kattumsetzt. (Tipp: Nebel x bendti-
gen Sie noch eine Routine, digag(diag(A)) \x effizient umsetzt.
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D.4 Harwell-Boeing-Format (CCS-Format)

Das Harwell-Boeing-Format oder auch CE&®Mmpressedzolumn-Storage-Format, Komprimier-
te Spaltenspeicherung) genanntes Format entspricht irantliehien dem CRS-Format, nur dass
man hier nicht schnell auf eine Zeile, sondern eine konplgtalte zugreifen mochte. Die Spei-
cherung zeilenweise von links nach rechts wird durch spakése Speicherung von oben nach
unten ersetzt.
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