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Aufgabe 23 (Matlab QR-Algorithmus mit einfachem Shift)
Die Grundform des QR-Algorithmus mit einfachem Shift ist gegeben durch:

INPUT: ;1 € R fest, H(®) Hessenbergform von A.
FOR k=1,2,...
bestimme H*~1 — ul = QW RK) (QR-Zerlegung von H*~1) — uT)
. setze H® .= RWQWE) 4 1
END

(a) Zeigen Sie: Ist p ein Eigenwert einer unreduzierten Hessenberg-Matrix H(®) € R"*™ 5o ist nach einem QR-Schritt

mit Shift p A 1 =0und hﬁ}L = 1 wobei Y die Eintrége der Matrix H®) sind.
n,n—1 ) 1,

Diese Aussage motiviert zu folgender Heuristik:
Wihlt man p = h%@l, so konvergiert hy, ,,—1 gegen 0 und hfw konvergiert gegen einen Eigenwert von A. Damit kénnen
wir einen Deflationsalgorithmus zur Berechnung alles Eigenwerte von H formulieren:

INPUT: Hessenbergform von A: H , Toleranz: €, maximale Anzahl an Iterationen: maxit.
iter =0
FORkKk=n:-1:2
WHILE |Hy 1| > €(|Hp, k| + [Hi—1,5-1)
iter = iter + 1
IF (iter > maxit) return; END
= Hg
bestimme Hiy.p 1., — ul = QR (QR-Zerlegung)
setze Hl:k,l:k = RQ + /LIk
END
END

Hierbei ist Hj.x 1.1 der k x k Block links oben in H und I}, die k x k£ Einheitsmatrix.

(b) Erkldren Sie die Funktionsweise das Algorithmus an Hand einer 5 x 5 Hessenberg-Matrix H mit "Sternchen-
Matrix-Bildern”.

(¢) Schreiben Sie eine Funktion [H] = hessQrShift (H,epsilon,maxit), die obigen Deflationsalgorithmus fiir eine
Matrix in Hessenbergform durchfiihrt. Die QR-Zerlegung in jedem Schritt soll hierbei mit Hilfe von Givens-
Rotationen durchgefiihrt werden. Achten Sie darauf nur die nétigen Informationen abzuspeichern. Sie diirfen die
Funktionen gaRow, gaCol, givCos und qrGivens verwenden (Homepage).

(d) Schreiben Sie ein Skript main.m, in dem Sie ihre Funktion aus Teil (c¢) fiir eine zuféllige, symmetrische Matrix
testen.

Aufgabe 24 (Matlab QR-Algorithmus mit doppeltem Shift)
Gegeben Sei die Hessenberg Matrix H € R"*". Fiir das QR-Verfahren suchen wir

H—al - UiRy
Hy = RU + a1l
Hy —asl — UsRy
Hy = RoUs + aol,

wobei a1 = hy , und ag = hy_1, 1 zwei Shifts sind.



Dies ldsst sich zusammenfassen zu
(U U2)(R1R2) = (H — ay 1) (H — aol) =: M = H? — Spur(G)H + det(G)I,

wobei G = H(n — 1 : n,n — 1 : n). AuRerdem gilt Hy = ZTHZ, wobei Z = U U, aus der QR-Zerlegung von M
stammt. Um von H auf Hs zu kommen brauchen wir also eine QR Zerlegung der Matrix M, welche wir dann auf H
“anwenden”.

(a) Wieso ist es numerisch ungiinstig die Matrix M aufzustellen und dann die QR Zerlegung von M zu berechnen?

Mit Hilfe des impliziten Q-Theorems kann das Aufstellen der Matrix M vermieden werden. Wir erhalten den Francis-
Schritt:

e Berechne die erste Spalte v von M

e Bestimme eine Householder Transformation Py mit Pyv = e; und berechne PyHP,. Bem.: PyH P, ist keine
Hessenberg-Matrix mehr.

e Konstruiere Py, --- , P,_o, sodass H wieder Hessenbergform besitzt.

(b) Erkldren Sie den Francis-Schritt mit Hilfe von Sternchen-Bildern.

(¢c) Vervollstandigen Sie die Datei QRStep.m. Die Datei enthilt die funktion function H = QRStep(H), die einen
Francis-Schritt ausfiihrt. Achten Sie darauf, dass im Algorithmus nur das Notigste berechnet wird.

Wendet man einen Francis-Schritt also wiederholt an, so konvergiert der Matrixblock H(n — 1 : n,n — 1 : n) gegen
einen 2 x 2 Block, der zwei Eigenwerte von A enthélt.

Nun kann #hnlich wie in Ubungsaufgabe 23 wieder ein Deflationsalgorithmus implementiert werden, in dem die
Matrix von rechts unten nach links oben reduziert wird und jeweils die Eigenwerte auf dem 2 x 2 Block rechts unten
mit Francis-Schritten bestimmt werden.

Der Algorithmus lautet wie folgt:

INPUT: Hessenbergform von A: H , Toleranz: e.
UNTIL g =n
Setze alle Eintrage auf der ersten Subdiagonalen, die

|hi—1.k] < €(|Pri] + |Pk—1k-1])

erfiillen, zu Null.
Finde das grofite nicht-negative ¢ und das kleinste nicht negative p, so dass

Hyy Hys  His D
H=1| 0 Hyy Haz3| m—p—gq
0 0 Hss q

p n—=—p—q ¢q,

wobei H3s quasi-Dreiecksgestalt hat und Hso unreduziert ist.
(Hss ist der Teil der Matrix, der schon “fertig” ist.)
IF ¢ <n
Fihre einen Francis-Schritt fiir Hos durch.
. END
END

(d) Erkldren Sie den Deflationsalgorithmus mit Hilfe von Sternchen-Bildern.

(e) Vervollstandigen Sie die Datei QRAlgorithm.m, in der der oben beschriebene Deflationsalgorithmus implementiert
ist.



